Control 1: Calculo en Varias Variables

Profesor : Rafael Correa
Auxiliares : R. Briceno, A. Henriquez, G.Mena y E. Vilches
Miércoles 22 de Abril de 2009

P1. Sea E = C([0,1];R)

a) Si Cyy Cy son dos convexos cerrado en el e.v.n (E, || - ||), demuestre que C1 N Cy es
también un convexo cerrado.

b) Si (fn)nen €s una sucesién convergente en (E, [ - Hoo) demuestre que

lfm /1 Fa(t)dt = /1 F(t)dt
0 0

¢) Dados los conjuntos
1
A={fe Bl [ =1y
0

B—{f € E|f(;) =0}

demuestre que AN B es un convexo cerrado en (E Al Hoo)

d) Si (fn)nen es una sucesion de Cauchy en A, demuestre que (f,)nen converge a una
funcién f € A.

P2. Sea E = C([0,1;R) v (fi)ren la sucesién en E definida por

]

fulz) = {—kzaz+1 x € |0, ]

0 z € [f,

—_ =

1
a) Demuestre que (fi)ken €s convergente en (E, Il - ||1> donde || f|li = [|f(t)|dt.
0

b) i Es (E, I| - H1> un espacio de Banach 7.
c¢) Calcule el limite puntual de (fx)ken-

d) (Es (fx)ken convergente en (E, I| - HOO) 7.
P3. Sea H un espacio de Hilbert y F': H — H una aplicacién que verifica las propiedades
) <Fr—Fyz—y>>alr—y|> VYe,yecH
i) ||[Fz—Fy| < Bllz -yl Ve,ye H
donde a > 0, 8 > 0 son dos constantes dadas.

a) Demuestre que F' es inyectiva.
Indicacion: Use la desigualdad de Cauchy-Schwartz en 7).



b) Para demostrar que F' es epiyectiva, siga los siguientes pasos:
Para y € H, A > 0 fijos; definamos la aplicaciéon

gby,)\: H— H, ¢y,)\($) =T — )‘(F(l‘) _y)

1) Demuestre que ¢, \ es Lipschitziana.
2) Demuestre que para un A adecuado, ¢, \ es contractante.
3) Usando el teorema de punto fijo aplicado a ¢, », demuestre que F' es epiyectiva.

P4. Sea E el espacio de sucesiones en R convergentes. Sea Eo C Eel subespacio de las funciones
convergentes a 0.
Sean Noo: E — R, ¢: E — R las aplicaciones

Noo((2n)) =sup{lan| |n € N}
() = lim x,

n—~o0

a) Demuestre que Ny, es norma en F.

b) Demuestre que £ es lineal continua en el e.v.n. (E, NOO).

¢) Demuestre que Eo es cerrado en el e.v.n. <E, Noo).

d) Calcule [|]|.
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