Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas U. de Chile ano 2005

Ejercicios capitulo 7 del apunte del curso MA22A

PROFESORES: RAFAEL CORREA, PEDRO GAJARDO

AUXILIARES: GONZALO SANCHEZ, RODOLFO GAINZA

PROBLEMAS DE MEDIDA:

P1) Demuestre que V A C R™ medible se tiene que : VZ € R", A+Z ={d+&,ad € A} y u(4) =
1(A+ 7)

P2) Sean A; CR™ ..., A, C R™ medibles y acotados, en R"™, u; medida de lebesgue en R™ | y p medida
de lebesgue en R® = R™ x ... x R". Pruebe que: u(A; x - - x A,) = [ w(4;)
i=1

P3) Sea f: R™ — R una funcién continua y sea:
G(f) = {(@. f(@)), 7 eR"}
Muestre que G(f) es medible en R" y de medida nula.

PROBLEMAS DE INTEGRACION:

P1) Probar que si C tiene medida nula entonces [ f = 0 para toda funcion medible definida en C
c

P2) Sea f: A C R™ +— R integrable y sea ¢ = f salvo en un numero finito de puntos Probar que g es
integrable y que [ f = [g
A A

P3) Sea f: A CR"™— R una funcién no negativa talque [ f = 0
A

Probar que B = {z € A : f(z) # 0} tiene medida nula. Ind: Prpbar que {z € A : f(z) > 1} tiene
medida cero.

P4) Utilizar el teorema de Fubini para dar una demostracién sencilla de que agy f= 3§z f si estas son
continuas.
Ind.: si 92, f (20, y0) —02, f(x0,y0) > 0 existe un rectangulo entorno de (o, yo) tal que 82, f =0z, f > 0
en este.

P5) Sea f: [a,b] x [¢,d] — R tal que J,f es continua. Se define F(y) =
Leibnitz:

f(z,y)dz. Probar la regla de

8 —o



b
Ind: F(y) = [f xydx-f(f@fxy)dy+f(xc)>dx

a c

P6) Sea f: [a,b] x[c,d] — R tal que 9, f es continua se definen: F(z,y) = [ f(t,y)dty G(z) = [ f(t,z)dt.
Caleular 9,F.0,F y Q' (x). ’ ’
P7) Calcular:

0 |

z zty—1

2 2
[ (P +ay®)dyde ¢ [[ [ dzdyds
S11 11 1
1 y° 1|z 1
b) [ [ (2*+y)dady d [ [ [(z+y+z)dzdydz
20 —-100

P8) Calcular las integrales iteradas de f(z,y) = xsin(y) sobre el conjunto {(z,y): 0 <z <1, 0 <y < a}
P9) Dibuje la Regién R = {(x, Y, 2): 2 <4—dx?—y? 2> 0} exprese el volumen de R como una integral
triple y como una doble. Calcule el volumen de R.

T Tn—1

T x
P10) Probar que [ [ -+ [ f(azp)da, - - deodzy = ﬁ J(x—t)" 1 f(t)dt
00 0 0

P11) Sea T(u,v) = (z,y) = (u+v,u>—v)y R = {(u,v): u+v <2, u>0, v>0}
. . _ dxdy
a) Dibuje S = T(R). b) Calcule 5[ NiE=riwnt
P12) Sea T(u,v) = (z,y) = (w,o(1+u?))y R = {(w,v) : 0<u<3, 0<v<2}
a) Dibuje S = T'(R). b) Calcule facdxdy
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Anexo capitulo 7 del apunte del curso MA22A ano 2005

PROFESORES: RAFAEL CORREA, PEDRO GAJARDO

AUXILIARES: GONZALO SANCHEZ, RODOLFO GAINZA

PROBLEMAS DE MEDIDA:

P1)

P2)

Para resolver este tipo de problemas lo mas conveniente es empezar probandolo para rectangulos,
figuras , abiertos y finalmente para conjuntos medibles acotados y luego no acotados. Para rectangulos
y figuras la demostracion es trivial por lo que empezaremos con conjuntos abiertos.

Sea 8 C R™ un conjunto abierto y sea & € R™ entonces como € es un abierto 6 + & tambien lo serd,

pues: 0 = |J B(y,¢,) donde €, es tal que B(y,€,) C 0 entonces:

yeob
0+2= | (B(y,ey) +%) = |U B(y+Z,¢,) y la union de abiertos es abierta, por lo que § + & es
yeb yeo

medible.
Veamos que sus medidas coinciden, sea F' C 6 + & una figura entonces F' — Z es una figura contenida
en 6

pf+%) = sup p(F)= sup p(F)=p(d)
FCO+Z F=F—-%C0
Ffig. Ffig.

Sea A medible y acotado entonces Ve > 03K C A compacto y A C 6§ abierto tal que pu(K\§) < € enton-
ces: K+ @ C A+# C O+ % con K+ & es compactoy 0+ es abiertoy (0 + Z)\ (K + %) = (0\K)+7Z
que es abierto y por lo tanto: (0 + Z) \ (K + &) = (0 \ K) < € para todo € por lo que A es medible

w(A)= mf p@)= f wO+2)= inf upd)=uA+72)
fab. Oab. Oab.
ACH A+ZCO+T A+ECo

Finalmente si A es medible, no necesariamente acotado, basta con centrar las bolas en ¥ para medir

A+

Razonaremos de la misma manera anterior, el caso en que los A4; son rectangulos y en el que son Figuras
se deja propuesto, basta darse cuenta de que el producto de rectangulos es rectangulo y el de figuras
es figura.

CASOL1: Sean Ay, ..., A,, abiertos evidentemente A serd abierto por lo tanto medible y:

u(A) = sup pu(F) =" sup ((Fy X - X F) = sup pa(F1) - i (Fn)
FQA F1§A1-~Fm§Am F1§A1---Fm§14m
Ffig. Fy,.. . Fp, figs. Fy,..,Fp, figs.
= sup -+ sup i (F1) o p(Fn) = pa(Ar) - pm(A)
F1§A1 FwngAm
Fyfig. F,. fig.
nos falta verificar * en efecto:
sup u(F) = sup w(Fy X -+ - x Fp,) se tiene pues Fy x - - x F;, C Ay es figura. para la otra
FCA F1CA1. . FrnCAp,

F fig. F1,..,Fp, figs. 1



desigualdad notemos que:

Sea I C A figura y sean F; y A; sus proyecciones sobre Op, 4. 1n, , X R™ x Oniprtny =R™
Entonceb F; C A; y F; serd una figura parta todo ¢ , donde F; son las coordenadas asociadas a F,. y
FC ®F C A por lo que u(F) < p(Fy X -+ x Fp,)

CA802 Ay, ..., A, medibles y acotados:

Entonces Ve;e; 3K, compacto, 0; abierto tal queK; C A, C6; = Sea K = Q K;, 0= Q 6;

-1

=1 =1

= KCACOyO\KC O(9i\ki>x®9j
i=1 J#i

= pl@\K)<p (U (0; \ k;) @ 9j> < _:zn:l,u((?i \ K;) H w(0;) < > ei(cte.) = e Donde la constante

se debe a que la medida de losf; se mantiene acotada. Por lo tanto A es medible y:

w(A) = inf (@) =" inf w1 x- - x0p) = inf -+ Inf  p(@) - pw(ldm) = p(4r) - p(An)
Bab. 61,...0abs. O1ab. 0, ab.
ACH A1C01,.., A COm A;1C0y A COm

% se tiene pues la forma en que se aproximo el conjunto A en la demostracién de que era medibles fue
por abiertos de este tipo.

P3) Utilizaremos la norma infinito por ser esta rectangular. Consideremos en R"™ la bola cerrada B =
B(0, 7).
= f en la bola serd uniformemente continua por ser esta compacta
= Ve>0§|5>0 t'q. |2 =9l <0= |f(@—f(Y)] <e
Sea m tal que 27 < § y consideremos un reticulado de B en bolas de tamao 2™, tomemos una de
estas bolas digamos R entonces G(f) N (R x R) C R x [mh%n 1 m}%x 1]

= p(G(f)N(RxR)) < p(R x [ml’nf, m}g’uxf]) = 2*"m(m}§xf - mgnf) < 27"MMe

= p(G(f)N(BxR)) < Z p(G(f)N(RxR)) < > 27"Me L 2MM2 Me =€, Ve >0
Ret.

= n(G(f)N(BxR)) —0 W >0, = u(G(f) =0

Y el grafo serd medible por ser cerrado.

PROBLEMAS DE INTEGRACION:

P1) Sea f positiva y sea M = sup f(z) posiblemente +oo entonces:
zeC

ff u(C x [0, M)) = p(C)p([0, M)) =0

Conmderemos f cualquiera entonces f = fr —f_y: [f=[f+—[f-=0
c c c

P2) Sea N = {z € At'q.f(x) # g(x)} como es finito es de medida nula.
= Jo= Jot]o= | I+]g
A

A\N A\N
Como p(N) =0 entonces [g = 0 = [ f
N N



por lo tanto g es integrable y [ ¢ = [ f. Notese que solo basta con que N sea de medida nula.
A A

P3) Sea B, = {z € A: f(z) > 1} veamos que tiene medida nula en:
yO—ff J I+ [ f> [ r=0 s u(By)=0vn

B, A\B,, B,
Ademas sim>n = B, C B, y se tiene que:

B = U B,= uB) = M(U Bn>: lim p(Bp)= lim 0= 0

neN neN n—oo n—oo
P4) Sea &y = (x0,y0) tal que | = 82, f(Zo) — 97, f(Zo) # 0 (s.p.g. > 0) como son continuas entonces la
suma tambien por lo que 3B = B(Zy,r) tal que VZ € B 03, f (L) — 02, f (L) > L
S [(@,f — 0%f) > p(B)L =221 > 0
B

Sean x_ = xg—1r; T4 =20+ 7T Y- = Yo —T; Y+ = Yo + 7 entonces se tendra: f(@gyf - a;wf) =
B

I @2,s - navie = [ f o2, pavas — | ] 4. iy

JI;a zggunda serd igual a: m_y_

T T 0tz = 1 000 0) =0uS 0.9 = o) = o) = H o)+ o)

Y la primera luego de aphcar el teorema de Fubini quedara:

f f x Yy dxdy - fa f T,y )—8yf(x_,y)dy :f($+,y+)—f(x+,y_)—f(x_,y+)+f(x_,y_)

Y T_
y sumando ambos obtenemos que: [ (Bgy - 851, f) = 0 lo cual es una contradicién por lo tanto:
B

P5)
b b (y
Py = femas ey [{fosenw + o}
Yy b b b
= (Fubini) ffayf(x,y)dxdy + ff(x,c) / g(Y) = fayf(x,y)dx
= fyg(y)dy + cte. A )/
b
F'(y) = 9(y) = S0y f(z,y)dx
P6) yF(x7y) —(Leibnitz) fa F(tvy)dtv

0
0. F(x,y) =(r.r.0) f(l‘ Y)
G(z) = F(g(z),z) Entonces suponiendo g diferenciable:

3



P7)

Pg)

G'(z) 0uF(g(x), 2)0rg(x)

fg(z),z)g'(x)

+ OyF(9(x),z)0yy
g(z)

+ [ 9,F(t,y)dt

0 2 0 32 42 0
[ [ (@2 +ay?)dyde = [ Sa?%| +a¥| pdx =
211 e . ) 4
— 7 xBO 15 xQO _ 7
= §“§1+§’7 N A
b) :
1y° I L
_f20f - _12 %O Yy 2 bdy = _fQ{%erd}dy
71 41
= _ 129 _ 15
B %2+% ) - 2T 1
) :
2 zxty—1 2 x 2 1
I = [Jz+y—2dydz = [a(z—1)—-2@-1)+% —3
1101 11 1 ) )
= fﬁ—?)x—i—gdx = i) 32?43
12 2 2 2 2
— 79,3 _ ot
- 32713 - 3
d) :
1ol 1 || Nt
[ | [@+y+z)dedyde = [ [Sz+y+5 dyde =
Z100 1) 0 g
1
= Of{x2+g—2+§}dx +
1 9.2
= f{%-ﬁ-%}dx -
0
— 1 1 1 1 o
= s+i— {51} =
R = {(z,9): 0<z<1,0<y<a}
<~
R = {(zr,y): 0<y<1l,y<z<1}

R
1 x 1 ) 1

[ —xcos(y)| dv = [sin(y)%-| dy

0 0 0 y

1 n a

Ofx —zcos(x)dr = OfSIHQ(y) _ pin) g,

y con el cambio de variables x = u y cos(z) = v’ se tiene:



1
[z —=zcos(z)de =1 — {x sin(z)

0

E |

+ f(—sin(x)dx)} =2 — (cos(1) +sin(1))
0o 0

y con el cambio de variable y; = u y sin(y) = v’ se obtiene:

1

[ sin) v W) gy = 1 (cos(0) — cos(1)) — {_zyz cos(y

+ flycos dy} = 3 — (cos(1) 4 sin(1))
0

0

P9) dibujo (figura 1).

P10) Sean: & = (a1, .

P11)

R ={(z,y,2): 2 <4 —4a% — P, z >0}

—
1
R = {2 bl < 3VI-F -5 bl < VIs3)
4 4—z % 4—y2—=z
VIR) = [ [ Ik ldzdydz
0 _I=z 1 i
4 Vid—=z 4 Vi—=z 5
= [ [ Vi-yP—zdydz = [ [ 4—zy/1 - {=dy
0 iz 0 iz
4 3 4
= [ [ cos?(z)(4 — z)dzdz = J5(4—2z)dz
0-z 0
_ = 47

sy Tpn) y F(Z) = f(x,) entonces :

14

R ={ZeR"; 0<a; <
& R ={ZeR" 0<
< R ={ZeR" 0<

con R :

z, 0<
ZTr < Tp— 1<---<x2<x1<x}
Tp KT Ty < Tpo1 < T...T2 <21 < T

Entonces por el teorema de Fubini:

fFf dz :ff ffxn Ydz1, ..., dz, :}f(:rn) [fm~~flda¢1~-~dmnl] dz,,
0 Tn z2

0 xpn
f fldml cday_y = [ [(z—a2)dzy - ~dxn_1=f“-f%dmmdan:m:%
Tn Tn 3 Ty T4
x o, x o
= gF(x)dx:bff(xn)%dmn = i b{(x—t) Lf(t)dt

a) S = T(R) = {(z,y) = (u+v,u® —v),u+v<2, uz0,v=>0}
ver figura 2.



b) |JT(u,v)| = Hl Eli = |[-1—2u| = |-(1+2u)| =5 1+42u
_dazdy (14+2v) _ 1+2u _
g\/m - f\/1+4u+4v+4v2 w f\/HT - ]j{‘l
22w 2
= dudv = 2 _v)dv = &2 — 9
[ 2
0 0 0 0
P12) a) S=T(R) = {(z,y) = (u,0(1+u?)); 0<u<3, 0<v <2} ={(2,9); 0<x <3 0<y<2(1+2a?)}
Ver figura 3.
1 2uw
0 1t = g 20| = e = e

32
Jzdedy = [u(l+u?)du = [ [u+udvdu
s B, 00

= 2fu+uPdu = 2 {9+ 81} = 2

(=)

1Hecho por Gonzalo Sdnchez



