Control 2: Calculo en Varias Variables
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P1. Considere el espacio vectorial normado
E=C"([0,1];R) = {f: [0,1] — R : f’ es continua}

dotado de la norma || f|l1 = || f'llco + || f|lco-
Considere la funcién

J: E—-R

f=J(f) = (f(2))* da
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a) Calcule la derivada parcial DJ(f;h) para f,h € E.

b) Demuestre que la funcién

DJ(f;): E — R
g — DJ(f;g)

es lineal y continua.

¢) Demuestre que la funcién J es diferenciable.
P2. Definamos

T 7T

Q= {(rcosf,rsinf) e R*: 1 <r <3, 0 ¢ (0, Z) U (Z,Qﬂ')}
Considere la funcién
fQCR?=R (1)
(z,y) — f(x,y) = arctan <:;)

a) Pruebe que f es diferenciable en  y calcule Df(x,y) para cada (z,y) € Q.
b) Pruebe que existe L > 0 tal que Vz,y € Q se tiene |V f(x,y)|l2 < L, y deduzca que

||Df(xvy)‘|£(R2;R) <L

¢) Demuestre que f no es Lipschitziana.
Indicacion: Considere ¢ = (2,¢€), Ze = (2, —¢), con € > 0 suficientemente pequenio de
modo que ¢, T, € ().
Muestre que

ltm | () — f(Z)] = =

lfm | — Z[|2 = 0.
e—0



d) En clases vimos un teorema que nos daba hipdtesis para que una funcién diferenciable

f: 2 — R, sea Lipschitz en € con constante de Lipschitz L > sup ||Df(z)||. ;Por
€
qué ese teorema no se puede aplicar a la funcién f definida en (1)7?.

P3. Considere el sistema de 3 ecuaciones con 4 incégnitas

2 +y’ 4+ 25+ 17 =0
2?4+ =2
T4y +z+t=0
a) Muestre que es posible despejar (z,y, z) en funcién de ¢ en una vecindad de t = 0, es

decir existe

¢: [—€,¢] — R

tal que (¢(t),t) verifica las tres ecuaciones Vt € [—¢, €.
Indicacion: Aplique al sistema de ecuaciones el teorema de la funcién implicita en el
punto (z,y,z,t) = (0,—1,1,0).

b) Calcule la derivada de la funcién ¢ en el punto t = 0.

P4. Sea f: R?* — R? una aplicacién de clase C' y sea g: R? — R? una aplicacién definida a
partir de f por
g(u,v) = f(cosu+ sinv,sinu + cosv, e" ")

a) Demuestre que g es de clase C!.

b) Usando la férmula para el diferencial de la composicién de dos funciones, sabiendo
que la matriz asociada a Df(1,1,1) es

1 3 4
2 -1 3
Calcule la matriz asociada a Dg((3, 5)).

Tiempo: 3 hrs.



