PAUTA TRABAJO DIRIGIDO 5 CVV

P1. Calcular el diferencial en el origen de las aplicaciones:
a) f(z,y,2) = 2+ 3z + zy + zsin(a® + y?).

Calculamos las derivadas parciales de f para encontrar un “candidato” a diferencial:
Tenemos:

%(aﬁ7 y,2) =y + 2xzcos(x? + y?)
g—]yc(x, Y, 2) = x + 2yzcos(x? + y?)
of

(z,y,2) = 3+ sin(a? + y?)

Q|

z

Estos calculos se justifican en el hecho de que para f : R” — R definimos

of

(21 o) = lim f(x1, . @im1, @+t @i, ooy ) — f(T1, 00, Tp)
Ox; T T =0 t
Es decir, las derivadas parciales corresponden a las derivadas “usuales” considerando constantes todas
las variables, excepto x;. Si evaluamos en (0,0,0) obtendremos los valores de las derivadas parciales en el
origen. Estos valores son:

%%(07070) =0
2—5(0,0,0) =0
91(0,0,0) =3

El diferencial de f en (0,0,0) debe ser una funcién lineal continua de R®> — R. Sabemos que las fun-
ciones lineales continuas de R™ — R"™ son exactamente aquellas de la forma

T4, R — R
r — A-x

con A € Mi,3(R), donde ” -7 denota el producto matricial.

Proponemos como diferencial de f en (0,0, 0) la funcién lineal continua

R3 — R

h1 h1
ho — ( 0 0 3 ) ho
h3 hs3

Verifiquemos que efectivamente esta funcién es el diferencial de f en cero. Este se tiene ssi:

ILf (hash2,hs)—£(0,0,0)=g(R) |l

Lim Tl =0
h—0
h#£0
hy
(Aca, h=| ha | y|hll=+/h?+h2+h2)
h3



Tenemos que

f(hl,hg,hg) —f(0,0,0) —g(h) = 2+3h3+h1h2+h35m(h% +h%) —2—3h3
= hiho + hgszn(h% + h%)

y sabemos que

sin(h? + h3)
(hi + h3)

hsl|sin(h? + h2 sin(h? + h2
” 3” ( 1 2) < ||hdH ( 1 2)

h? + h3 + h3 Vhi+h3

= [[hslly/ (hi + 13) (%)

Luego, como h — 0 = h; — 0 A hy — 0 = h? + h3 — 0, y de calculo sabemos que

lim sen(x) 1

x—0 (x)

Entonces, si h — 0, ||hs\/(h? —l—h%)%%%};g) —-1-0=0= % —0sih—0.

Por tanto, concluimos que g = D f(0,0,0)

Nota: Alternativamente se podria argumentar que la funcion f es diferenciable en cero por ser suma, pro-
ducto y composicion de funciones diferenciables. Del teorema (5.3.5) del apunte (pag 67), tenemos:

(@)
[
o
—

Df| 0 0 | =Df 0 |:( o :?(0,0,0) (1)
0 0 0 0 v
0 0
s o = %0,0.0 &)
0 0 Yy
0 0
Df| 0 0 :ﬁ(o,o,O) (3)
0 1 0z
Y
0
Df| 0 R3 — R
0



con A € Mi,3(R). Supongamos A = [ a b ¢ ], asi

1

of of
1) = b -1 0 | =+=(0,0,0) <= a=:-(0,0,0
W la b el | 0)=5000a=7000
. 2} 0,
y analogamente, b = aTJ;(O’ 0,0)yc= 8—’;(0,0,0).
0
Luego, Df | 0 | esla funcién lineal cuya matriz representante es
0

( 82(0,0,0)  5£(0,0,0) %£(0,0,0) ) =(0,0,3) .

b) g(z,y) =14+ x/y? + 2

Por élgebra de funciones diferenciables, g es diferenciable en cero. Calculamos primero las derivadas par-
ciales:

% ) = VP T2 > 22(0,0) = V2

0 ox
dg 2xy dg
—(z,y) = = —(0,0)=0
0y< v) 2¢/y% +2 3y( )
Luego,
0 2
Dg E R — R

Propuesto: Tratar de hacerlo con el “candidato”.

P2. Considere la funcion f : R? — R dada por:

—~
~

Fag) = L si (2y) # (0,0
’ 0 si (z,y) = (0,0)

a) Muestre que f es diferenciable en todo punto (zo,yo) # (0,0).

Notemos que la funcion g(z,y) = xsin(zy) es diferenciable V(x,y) € R?, la funcién h(z,y) = 2% + y2es
diferenciable V(z,y) € R?, y la funcién m(z) = 1 es diferenciable ssi. z # 0.
Luego, f1(z,y) = g(x,y) - mo h(z,y) es diferenciable ssi h(x,y) # 0.

Pero h(z,y) # 0 & 22+ y?> # 0 & (z,y) # 0. Luego, si (zo,y0) # 0, f1 es diferenciable en (zo yo),
pero si (2o, yo) # 0, entonces f1(zo,yo) = f (0, Yo)-



Por lo tanto, si (zg,yo) # 0, entonces f es diferenciable en (xq,yo).

b) Muestre que f es continua en (0,0)

Sabemos que:

wsin(zy)  wx(wy)  sin(zy) 2’y sin(zy)
x2 4+ 92 _a:2—|—y2 Ty _x2+y2 Ty
Y ademaés, tenemos que
Py 2l 2ttty
$2+y2_$2+y2_ -T2+y2 —x2+y2

Por tanto, si (z,y) — 0, (z,y) # 0, entonces % SsnEy) 0] =0 = £(0,0), con lo que se demuestra

. zy
que f es continua en 0.
¢) Calcule (cuando existan) las derivadas direccionales

Df((0,0);(dy,d2)), con (dy1,ds) # (0,0).

Debemos calcular

lim f(tdy,tds)—f(0,0) lim tdysin(t?dids)
t—0 t - t—0 t2(d3+d2)-t
lim tdy(dids) = sin(t*dids)
- t—0 t(d%—‘,—d%) t2dyds

sin (t2
Definamos A(t) = i’f;gﬁjﬁ% y B(t) = %lddlgd?)'

lim f(tdl,tth)ff(0,0) _ lim A(t) _ dl(dldQ)

Vemos entonces que si t — 0, B(t) — 1, luego ,"7, o = (@+a)’ con lo que se

concluye que

d3d,
(dF +d3)

Df((0,0); (d1,d2)) =
d) Determine si [ es diferenciable en (0,0)

Si f fuera diferenciable en (0,0) entonces el diferencial D f(0,0), deberia tener como matriz representante
[5£(0,0) 5£(0,0)]
»L y

Pero
%(0’0) = Df((0,0);(1,0)) =0
of B | )
@(an) = Df((0,0); (0,1)) = 0



Luego

seria el diferencial, y tendriamos que

0
lim |f(h1, ha) = (0,0) = Df ( 0 ) | PN lim hisin(hihs) .
h—0 A (h1,h2) = 0 (h2 + h3) - /3 + h3

Pero esto es ridiculo, porque podemos tomar hy = %, hy =2, (hi,hy) = 0sin— oo,y

n?

\hisin(hiha)| 1
(2 +n2)/n2+n2 L2v2 o laya L

i 1B a) = £0.0) = D
t—0 12l

o O
N——

no puede ser cero (pues existe una forma de aproximarse a cero, i.e. una sucesion donde el limite es positivo),
por lo tanto, f no puede ser diferenciable en (0, 0)

P3. Escribir la matriz jacobiana de las aplicaciones siguientes:

a)f(z,y,2) = (sin(ryz),z + €%,y + 2)

Calculamos:

of

ZJ — 1

o (0,,2) = (yeeos(ay2), 1,0

o ,0:2) = (wzcos(ay), 0.1)

of

—_ — z 1

O (@,,2) = (ayeostay2), e, 1)
Luego,

yzeos(xyz) xzcos(xyz) wycos(xyz)
Ji(z,y,2) = 1 0 I

0 1 1



b)f(2,y,2) = e™(cos(2), sin(y), )

Calculamos:
8f Ty TY o7 x Ty TY T
a—(x y,2) = (ye™cos(z),ye™ sin(y), e®e™ + e*Ye®)
a—(x, y,2) = (xe™cos(z), ze™ sen(y) + e*Ycos(y), e*xe™)
Y
0
L (2,9,2) = (~sen(2),0,0)
Luego,
ye*¥cos(2) xe¥eos(z) —e*Ysin(2)
Ji(x,y,2) = ye™Ysin(y) xe™sin(y) + e*Ycos(y) 0
eve™ 4+ yetVe” zete™ 0

Pj4. Sea f:R? — R la funcion definida por:

22 + y?)sin ( L ) st (x, 0,0
0 st (z,y) = (0,0)
a) Estudie la continuidad de f.

Si (z,y) # (0,0), f claramente es continua. Sea (z,y) # (0,0), tendremos

2 2

fz,y) = (2 +y*)sin (ﬁ) <z +y

Luego, cuando (z,y) — 0,y (z,y) # (0,0) = f(z,y) — 0. Por lo tanto, f es continua V(z,y).

b) Calcule V£(0,0).

Calculamos primero las derivadas parciales,

of lim f(¢,0) — £(0,0) lim 1 lim o
— _— = < =
8x(07 ) t—0 t teot sin It _t—>0t 0

Luego %(O, 0) = 0. Analogamente obtenemos que %(O, 0) = 0, por lo tanto,

of
v/(0.0) - (33@883) (o)

¢) Probar que f es diferenciable en (0,0).



Nuestro candidato a diferencial sera

Calculemos ahora

hy
[l f(h1,h2)—f(0,0)—g ( > | ((h—i—hg)sin( Hh%%»h%)

ha
lim = lim
Vhi+h3 V/h3+h3
(h1,h2)—0 (h1,h2)—0
(h1,h2)#0 (h1,h2)#0

= lim \V/h3 + hisin (m) < lim V2 +hE =0

(h1,h2)—0 (h1,h2)—0
(h1,h2)#0 (h1,h2)#0

If(hl,hz)—f(070)—g( Zl )n
2
N

= lim =0 . Lo que implica que f es diferenciable en (0,0).

(h1,h2)—0
(h1,h2)#0

d) Probar que g—i y % no son continuas en (0,0).
Probaremos que % no es continua en (0,0), el otro caso es andlogo.

Si (z,y) # (0,0), calculamos %(m,y) de la manera usual. Tenemos entonces:

g(x ) = (2% +y*)cos ! —La + 2z - sin _t
oz Y Y Vi £ 2 ) 222 +42)% Va? 4+ y?

y sabemos que g—i(o, 0) = 0. Cousideremos z,, = %, yn = 0. Luego,

%(Jﬁmyn) = Lcos(n) - =tn3 + Zsin(n)

Sin — oo, 2 = 0; sin(n) < 1= 2sin(n) — 0, y J5cos(n) - =tn® = —cos(n), que no converge.

Luego, 91 1o puede ser continuo en cero, pues si lo fuera se deberia tener que %(mn, Yn) — %(070) =0,

ox
para cualquier (z,,yn)-



