Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas U. de Chile 17 de agosto de 2005

Ejercicios capitulo 5

PROFESORES: RAFAEL CORREA, PEDRO GAJARDO

AUXILIARES: GONZALO SANCHEZ, RODOLFO GAINZA

P1) Sea E = C([0,1],R) con la norma del supremo. calcul las derivadas direccionales , si es
que existen, de las siguientes funciones:

Ig:E — R
. 1
Vo = [ 9(e) (@)
y PoB —E
[ —P(f)= fF
EXP:E —E

i) f —— EXP(f)= ¢
) SEN:E —E

f — SEN(f)= seno f
V) COS:E —E

f —COS(f)= coso f

P2) calcule el diferencial en un punto f € E | si es que existe, de las siguientes funciones:
i) I, ii) Py, iil) EXP, iv) SEN, v) COS.

P3) calcule el diferencial en un punto f € E | si es que existe, de las siguientes funciones:

i) Iy 0 Py

ii) Iy o SEN o EXP

iii) EXP o COS o Py
)
)

v

COS o SEN
v) Ig0 SEN o P, 0o EXP

P4) Dado el elipsoide en R? definido por 22 + 3* + % = 1y el cambio de coordenadas
g((r,0,0)") = (rcos(f)sen(p), r cos(f) cos(p), rsen(d))" calcular & sobre cualquier pun-
to del elipsoide en el primer cuadrante.

f:R? — R?
P5) Sea (r,0) — f((r,0)) = (2,y) = (rcos(f),rsen(h))
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i) demustre que f es localmente invertible entorno a cada punto de R? con r # 0.

ii) calcule el diferencial de la inversa entorno a cada punto de la circunferencia

xZ + y2 =0
P6) Sea f € C2*(R*R) (f(x,y,2,t)) se define el Laplaciano en coordenadas rectangulares
como: Y 2 2
0 0 0
Af = — — —
/ 02 * 0y? + 022

mostrar que el Laplaciano en coordenadas esfericas ( ver problemad) es:

10 0 10 0 1 02
Af = —— (r?— _—— 0)— _—
/ r2or (r Drf> * r2 cos(0) 00 (COS( )OGf) i r2 cos?(6) 0<p2f

P7) Seauw = f(x,y) con el cambio de variables:z = rcos(d), y = rsen(f) demuestre que:
ou,2 ou,2 QU2 1 du.2
3;) + (@) = (3;) —=(35)

P8) Sea f: R™ — R diferenciable y sean G: R —- Ry H: R™ — R definidas por:
Gt) = f(tyent) y H(z1, .oy mp) = G(EEotin)

Calcular la derivada de G y el gradiente de H en terminos de las derivadas parciales
de f.

P9) Sea f positivamente homogenea (i.e. Vo € EVt >0 f(tx) = tf(zx))
Pruebe que si f es diferenciable en 0 entonces f es lineal.
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Anexo capitulo 5 del apunte del curso MA22A ano 2005

PROFESORES: RAFAEL CORREA, PEDRO GAJARDO

AUXILIARES: GONZALO SANCHEZ, RODOLFO GAINZA

P1) i)
1 1
Ofg(ff) (f(z) +td(z)) - Ofg(ff)f(x) !
DI,(f:d) = lim t — [o@)1f@) = L)
0
ii)
MM pik—i gk k
DE () — 1 LD = & men /e
k(fid) = t—0 t =y t
S ipk—i—1 gk—i S i Tk—i k—i—1 k—1
= }%;mft d = ;mfd th_r%t = kf"'d
iii)
ftd _ f td _ q td _ q
DEXP(f;d) = lim % = lme/S—— = = ¢/ lim & = efd
t—0 4 t—0 t t—0 1
eh_ _
esto se tiene pues: Hflzlilmo w = 0 en efecto la Vo € (—1,1) se tiene que:
0<eP—-1—-z< % con esto se tiene que :
0<eM® —1—pz) < _h(@)®
- ~ 1—h(x)
si ||h]] < 1 entonces:
2
b1 n < 0
1= Al
dividiendo por ||h|| — 0 se obtiene el resultado pues :
1Al _ coetd—1 et 1 —td
hli% M=h] 0 y por lo tanto }1_1% dfig% . =0

iv)

DSEN(f:d) = lim SEN(f—H‘dzt — SEN(f)

~ lim SEN(f)COS(td) + COS(f)SEN(td) — SEN(f)
t—0 1 t




= lim SEN(f) (COS(zd)_l) + lim COS(f)w — COS(f)d

pues: h'r% % =0y HH(I) w = d pero probaremos el resultado mas general:}llfn}) % =
t— t— —

0y }lll’m W = 0: Como el cos es una funcién diferenciable en R se tiene que para x
—0

cercano a 0 : cos(z) — 1 = o(z).
Por lo tanto si ||h|| es lo suficientemente cercana a 0 se tendra: cos(h(z)) — 1 = o(h(z)) tomando

norma en esta igualdad y ya que |lo(h)|| = o(]|h||) obtenemos que :
h)—1
ICOS(h) — 1| = o(]|h|]) y por lo tanto }lLin%) ||C’OS|'|(h|)|| =0
Analogamente, usando tailor de orden 2 entorno a 0, se tendra :||[SEN(h) — h|| = o(h) y por lo
tanto: SEN(h) — h
L ISENG) —n]
h=0 [[7]
finalmente para obtener los limites deseados basta remplazar h por td y usar que ||td|| = |¢|||d|| -
v)
DCOS(f:d) — th’n(l) C’OS(f+tdt) — COS(f)
I COS(f)COS(td) — SEN(f)SEN (td) — COS(f)
20 t
-1 EN
= tlir%COS(f)% + }in% —SEN(f)Sf(td) = —SEN(f)d

NOTAS: en este problema se ha usado que si f,, — F y h, — H en E entonces
i fuhy = FHy aues |[fgll < £ gl

P2) i) Como I, es lineal continua se tiene que V f € E DI (f) = I,.
ii)

k
k!
ZZ'(k )fzhk % *fk*kfkilh

1=

|Pu(f +h) — Pu(f) — kf*'h|| =

k—2

k 3 7
Z ik — f L
0

1=

k—2
lefll [ (Z ||fZ||h|k12> (s
=0

< cte(f.k) [|R]* = ol||hl])

iii)

— _ Fleh =1 =
i \EXPU + 1) = EXP(f) = BXPUOR e, el (P = V=B gy et =1 =0
h—0 & h=0 [h] h=0 ||hu



iv)

(o ISEN(F + 1) = SEN(f) - COS(£)h]

W0 1Al
o |ISEN(f)COS(h) + SEN(h)COS(f) — SEN(f) — COS(f)h||
~ e 1Al
< lim SEN(f) (COS(h) — 1) 4 lim |COS(f) (SEN(h) — h)||
= h—0 12l h—0 Al
. [[cOS(h) — 1] . ISEN(h) —h|
< IISEN(f)II%g%T + HCOS(f)H}ng})T =0
V)
- |COS(f +h) —COS(f) + SEN(f)h||
h—0 [|A]]
- |COS(f)COS(h) — SEN(f)SEN(h) — COS(f) + SEN(f)hl|
=0 [|A]]
< lm [COS(f) (COS(h) —1)] + lim ISEN(f) (h — SEN(h))|
h—0 Al h—0 (| Al

< [COS(f)| Jim

121 il

P3 La existencia se asegura por el problema 2 por lo que solo se debe utilizar la regla de la cadena.

i) D[y o Pe](f)(h) = [(DI4(Px(f)) o DPy(f gl’g kfE=t(a)h(x)de

ii) D[I 0o SEN o EXP|(f)(h) = [DI,(SEN(EXP(f))) o DSEN(EXP(f)) o DEXP(f)](h)
fg YCOS (el @) el @) h(z)dx

D[EXP 0 COS o P|(f)(h) = [DEXP(COS(Py(f))) o DCOS(Pi(f)) o DPx(f)](h)

= —kEXP(COS(f*)SEN(f*)f*1h

iv) D[COS o SEN|(f)(h) = [DCOS(SEN(f)) o DSEN(f)](h) = —-SEN(SEN(f))COS(f)h
D

v) DI, oSENoPk o EXP](f)(h)
(DI (SEN(Pk(EXP(f)))) o DSEN(Py(EXP(f))) o DP.(EXP(f)) o DEXP(f)](h)

O

iii)

=

P4 Como z? + y? + % = 1 entonces se tendra con en cambio de variables que:

1 = 12 cos?(0) sin?(ip) + 7 cos? (0) cos? () + 5 = 12 cos? () + L)
2

. 2 . . . . . . . .
Se tiene entonces que 7° = 7%032(0) Fsmz(e) 81 derivando implicitamente en una variable:

2rdr = % = r2cos(f)sin()
. cos(6) sin(6 T
lo que implica que: Jgr = TM = 7 sin(20)
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P5 i) Tenemos fi(r,0) = (x,y) = rcos(d)y fa(r,0) = rsin(d) y :

= (O ) () o))

Para que sea invertible su determinante debe ser no nulo y esto es :

(0 0 )| iy o = 1o

ii) Para calcular el diferencial de la inversa es necesario usar el teorema de la funcién inversa que

asegura que:
Df~'(y) = Df(z)"! dondey = f().

(cos(e) — sin(9) )‘1 _ ( cos(f(arctan())) sin(o(arctan(;)))) B ( z y)

S8

sin(f)  cos(0) —sin(f(arctan(¥))) cos(f(arctan(¥)))

8

P6 Primero notemos que :

(
r2(0ry)? = y? 572(0,y)(0ra) = wy 37%(0ry)(0,2) = y2
r2(0,2)% = 22 ;12(0,y)(0r2) = zy ;7%(0rx)(0r2) = x2
Opx = —rsin(f) sin(p) ;0py = —rsin(f) cos(f) ; gz = rcos()
Do = —x 05y = —y ;0552 = =z ;(0px)> =y ;(Bpy)® = a® ;(9p2)* = 2® +y°
Oy = 1cos(f) cos(p) ;0,y = —rcos(f)sin(p) ;0,2 =0 ;nga: =—x;
2.0 =—y ;(0pm)(8py) = —xy ; (9p1)* = y? ; (Bpy)? == x
Con estas identificaciones se puede proceder a derivar la funcién f:
Onf = 0yf0,x + OyfOry + 0.f0rz y procedemos a calcular 9,(r?d, f0,x) (las demas son analogas):
ar(TZawfar‘r) = 2r0, fOrx + TQaT(aa:f)arl‘ + {r28frx8wf = 0}'
0, (r20, fo,x) = 2r0,fO,x +1? {8§$f(8Tx)2 + 8gyf(arm) (Ory) + 8z2$f(8Tx)(8rz)}
(r?0, forx) = @ {20,f + 202, f + yagxf + 202, f} y analogamente:
0r(r*0y fory) = y{20,f +y0,,f + 203, f + 202, f }
( ) = 2{20.f + 202, f +y02.f + 202, f} y sumando:
Op(r?0nf) = 2{w0uf +yOy f + 20, f}+2 {wyd3, [ + w205, [ + yz0,, f} +{a02, [ + y?0y, [ + 2°02. [}
Ahora veamos las derivadas con respecto a 6:
Fl(e)(%(cos(ﬁ)agf) = ﬁ [09(0z fOpx + Oy fOpy + 0. fOp2))

= Wl(e){_ sin(0)[0, fOpx + Oy fOpy + 0. fOpz] + c0s(0) (05205 f + OpgyOy f + 03g20- f]

+ COS(G)[agmf(agx)z + 8§yf(8gy)2 + ang(agz)z + 28§yf89x89y + 25%213(99%892 + 28§Zf89y89z]}

= — S0, fOpx + O, fOpy + 0. fOp2) — [£0uf + yO, f + 20- f]

+(02,f(Do)? + 02, f(Doy)? + 02, f(Doz)?] + 202, fOgrdgy + O3, fOgx:Dez + 02, fOgydy 2]

ﬁma@f = Fl(e)[@w{@,zazf + 0,20, f + 0,20, f }]
= @{[aigaxaxf + a<2pgay8y1f =+ (@vx)Qagxf + (8¢y)28yf + 2a¢ma§0yaiyf]}
w2 (71202 f + Y0y f] + iy [(052)202, f + (9py)?0y f + 20,20,y0%, f]

y finalmente procedemos a agrupar terminos semejantes:

sin(6) T _
awf{Z’L' " cos(0) Dpr —x — cosQ(O)} =0
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P7

P8

P9

ayf{2y - zg(?)) aey Y- cosg(a)} =0

0. f{2z — 2)2((3; Ogz—2}=0

02, f{2xy + 20200y + ﬁ(m&pxﬁwy} =0
02, f{222 + 2097092} = 0

02 [{2yz + 20ydpz} = 0

97, f{x* + (Op)* + f:fﬁ(e =

02, F{y® + (9oy)? + éizw)}

02, f{2% + (002)*} =

Lo que termina la demostracién.

calculemos las derivadas de u conrespecto a las coordenadas circulares:
Oru = Opulrx + Oyul,ry
= Oyucos(d) + Oyusin(h)
0)u = 0,udpx + Oyudey
= —0yu(rsin(f)) + Oyu(rcos(d))
= r{—0usin(d) + Oyucos(d)}

(Opu)? = (0pu)? cos?(0) + (Oyu)?sin®(0) + 2(dyu)(9,x) cos(f)sin(6)
+ +
7,%(8911)2 = :—z{(ﬁxu)Q sin2(0) + (0yu)?cos?(0) — 2(9,u)(9yx) cos(f)sin(6)}
(0ru)? + 5 (Bpu)? = (0ru)? 4 (9yu)?
sea I = (1,...,1)" (el vector de n unos) y sea g(t) = tI y ,pm(&) = Lz, I = 1 E:: ; entonces tenemos:
G = fogy
H = Gopm

y notemos que tanto g como prom son lineales , y por ser R™ de dimensién finita continuas, entonces

por regla de la cadena se tendra:
n

G'(t) == DG(t)(1) = Df(g(t)oDg(t)(1) = (V[(g(t),9(1)) = > O, f(t

i=1

=

=

O, f (pm (D))

e =

0z, H(7) := DH(&)(}) = DG(pm())oDpm(#)(e;) = G (pm(F)) s, pm(F) =

3=

i=1
Para probar que f es lineal probaremos que f es igual a su diferencial en 0. En primer lugar dado que f
es diferenciable en 0 en particular es continua en 0 y por lo tanto:
— { l T frd { l =
Adema&s como es diferenciable en 0 se tendréd que:
lim Hf(h)—f(o)h—Df(O)(h)H — lm f(R)=DfO)R) _ 0
Irli—=0 1A Irlj—0

Con esto probemos que V heE t’q HiLH =1 se tiene:
f(h) = Df(0)(h)

En efecto sea € > 0, entonces 39 > 0 tal que, V 0 < A < § se cumple:



Ls0R-Ds@ R

] I3 ] <€

||f(>\h)*1?\f(0)(>\h)|| <€

[5r00) = s <
Hf DFO)(R)|| <eVe>0

Lo cual implica que: f(h) = Df( )(h) para todo h unitario.
Ahora tomemos i € E entonces ”’—” es unitario y se tendréa:

( ) :Dﬂo)(ﬁu)

Gl )
f( h) = Df(O)(fl)
y finalmente: f(0) = 0 = Df(0)(0)

1Hecho por Gonzalo Sanchez



