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Pregunta 1 (Series de Neumann)
Sea A € L(E,E), E Banach. y ||A|| < 1

1. Demuestre que si Ly, Ly € L(E, E) Entonces Ly o Ly € L(E,E) y
110 Lol < [[Zaf [ L2 |

2. Demuestre que Vz € E lim A"(z) =0

n—oo

3. Demuestre que el operador A definido en cada punto como A(x) := lim ZAk(l‘)
k=0

esta bien definido y A € L(E, E). (Aca A° = I, el operador identidad en
— 1

E). Pruebe ademas que ||A|| < ———
14l =

4. Pruebe que el operador (I — A) es invertible, (I — A)~' € L(E,E) y que

(I—A)7" =) AP (es decir, Vz € E (I — A)™" (z) = lim Y A*(x))
k=0 k=0

5. Sea y € E fijo. Demuestre usando el teorema del punto fijo de Banach
que la ecuacién:
r—Ar =y

Posee solucién tnica en F

Pregunta 2

Sea H un Hilbert. Sea M s.e.v cerrado de H (Suponemos M # {0}) Consider-
emos P : H — H tal que P(z) = z donde z es la proyeccion de x sobre M, es
decir z € M y es el unico que satisface la condicién

<z—z,m>=0 VYmeM



1. Demuestre que Po P = P y que < P(z),y >=<z,P(y) > Vz,y € H
2. Demuestre que P € L(H,H) y que ||P| =1

3. Reciprocamente: Sea P : H — H lineal continua tal que Po P =Py
< P(z),y >=< z,P(y) > Va,y € H. Muestre que P es el proyector sobre
el espacio M = Im(P)

Pregunta 3

Sea X une.v.n. L: X — Runaformalineal nonulaysea H = {z € X| L(z) = 0}
su nicleo.

1. Demuestre que Va € X H = M, con M, ={y+aly € X, L(y) = —L(a)}
2. Demuestre que Ya € X \ H, N, = {y € X \ {0}| L(y) = —L(a)} es igual

—L(a)x B .
FO € X ol = 1,L(0) £ 0

3. Mostrar que si L es continua, entonces H es un s.e.v. cerrado de X.
Establecer la relacion.

al conjunto P, = {y =

L
dist(a,H) = | |éa|)| Va € X

4. Reciprocamente, supongamos que H es cerrado. Demostrar entonces que
dist(a, H) > 0 para a € X \ H y deducir que L es continua de norma

R

Pregunta 4

1. Sea A el conjunto de las funciones continuas en el intervalo [0, 1] tales
que que f(x) < 0Vz € [0,1]. Dotando C([0,1]) con la norma ||f|| . =

sup |f(x)|. Calcule el interior de A
z€]0,1]

2. Sea f una funcién continua y biyectiva, de un compacto A de un e.v.n.
E en un conjunto B de un e.v.n. F. Demuestre que f~! : B — A es
continua



