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P1. (Ecuacion Integral de Fredholm)
Sean y € C([a,b];R) v k € C([a,b] X [a,b];R) dos funciones continuas. Nos proponemos

resolver la ecuacién (integral de Fredholm) siguiente:
b
x(s) — /k(s,t)x(t)dt =y(s) paras € [a,b] (1)

donde la incognita es la funcién x € C([a,b];R). Para hacer esto supondremos que el
“nicleo” k satisface la siguiente condicién:

1
ix k(s t)] < ——
Ddx k(s 1) < p—

a) Consideremos la aplicacion
A: C([a,0R) — C([a,b};R)
x — Az

donde ,
(Az)(s) = / k(s, ) (t)dt + y(s)

Notar que (1) equivale a Az = x y asi buscamos entonces un punto fijo de la aplicacién
A.

1) Muestre que A es un operador contratante, esto es:
existe L < 1 tal que Vz,y € C([a,b];R) ||Az — Aylloo < L||z — y||o

2) Justifique que A es continuo.

3) Deducir que existe un tnico punto fijo x € C([a, b]; R).

4) Considere la sucesién ¢, = A"xq, con x¢ € C([a, b]; R). Muestre que v, converge
uniformemente hacia el punto fijo x.
Indicacion: Muestre que

[ = 2o < L[|z — 2l

P2. (Criterio M Weierstrass.)
Sea (fy,) una sucesién de funciones en C'(X,Y’), donde (Y, || - ||y’) es un espacio de Banach.
Si existe una sucesién (M, ) de nimeros no negativos tale que || f,(x)|ly < M,, para todo
x € X,y la serie Y M, converge, probaremos que la serie

n=1

converge uniformemente en C(X,Y).



N
a) Demuestre que Sy(z) := > fu(x) es de Cauchy para todo z y por lo tanto para
1

cada x € X existe S(z) tal (Tue Sn(xz) — S(z) cuando N — oo.

b) Demuestre que Sy(x) converge uniformemente a S(x).

P3. (Teorema de Von Neumann)
Sea (E, || - ||) un e.v.n real. Se dice que la norma de E proviene de un producto escalar si

existe una funcién bilineal
< > ExFE—R

tal que
|| =< 2,z >

a) Demuestre que si || - || proviene de un producto interno, entonces satisface la identidad
del paralelogramo, esto es;

lz =yl +llz +yI* = 2(|«|® + ly]*) Vz,y e E (2)

b) Ahora probaremos la reciproca, es decir si || - || satisface (2), entonces proviene de un
producto interno. Para ello suponga que se tiene (2) y considere

1
<@y >= g (lz+yl? = lle—yl?) Vz,yekE.
1) Reemplazando en (2) por y + z, mostrar que

<z4y,z>+<zrx—y,z>=2<x,2z> Vr,y,z€E. (3)

y deducir que < 2z,z >=2 < x,2 >.
2) Poniendo x +y =p, x —y = q en (3) obtener:

<p,z>+<qz>=<p+q,z> Vp,qzekFE.

3) Utilizando la continuidad de E — R, 2 — ||z||, mostrar que la aplicacién E x E —
R, (z,y) —< z,y > es bilineal, y concluir.



