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P1. Sea E el espacio vectorial de los polinomios reales (de grado n cualquiera). Dado el poli-
nomio P(z) = Y_}_, apz® definimos

[Pl = sup [a|
=0,...,n
Definamos también la funcién
I: E — FE
P — I(P)
donde I(P)(z) = Y tapa®
k=1
y la funcién
D: EF — E
P — D(P)
donde D(P)(z) = Y kajz®
k=1
a) Muestre que || - | define una norma sobre E, demuestre también que I y D definen

dos aplicaciones lineales de F en E.
b) Considere P, (z) = Y }_, 2", calcule || P,||.
¢) Muestre que I es continua y que D no es continuo.

d) Calcule ||I||z(g;g)-
Solucion

a) ||| es norma:
n m
Sean P,Q € F tales que P(z) = 3 ap2® y Q(x) = Y bra*, entonces
k=0 k=0

D AP = sup [Aax|=|A| sup lar| = |A[[|P].

k=0,...,n k=0,...,n

2) |P|=0< sup |ag|=0< ar=0Vk=0,...,n< P=0.

:07"'777/
3) Supongamos sin perdida de generalidad que m > n y definimos a;, = 0 para
k=n+41,...,m con esto

|a + bi| < lag| + [be| < sup  fag|+ sup  [bg] = [|P] + [|Q]]
k=0,....,m k=0,...,m
tomando supremo
sup |ag + b < || P| + Q]

k=0,...m

es decir
P+ QI <P+ (el



Linealidad:
Sean P,(Q € E y A € R, entonces

m 1 m

1 m
I(P+2Q) =) (ar+ o) =D zar+AD b
k=1 k=1

k=1

)+ A(Q)

?r|>—‘

analogamente

D(P+AQ) = k(ag+Abp) =) kap+AY_ kb =D(P)+ AD(Q)
k=1

P,(z) = kZOxk luego ||P,|| = sup |1]=1.

=0,...,n

I es continua: Como I es lineal, basta con demostrar que existe un M > 0 tal que

H(P)|| < M|jzl| VP e E. (1)

7

En efecto, Sea P € E tal que P(z) = > apz* entonces

k=0
1
[I(P)|| = sup 7 < sup |ag| < ||P|
k=1,...n k=1,...n
es decir
[L(P)]| < |IP] (2)

luego basta tomar M = 1 en (1).
D no es continua: Basta mostrar que (1) no se cumple para ningiin M. Por contra-
diccién supongamos que existe M > 0 tal que

IDP)|| < M|jzl| VP < E. (3)

n
Usando la parte (b) con P,(z) = 3. 2 tenemos que ||P,| = 1 y ademés
k=0

ID(Py)|l = sup k=n
k=1,...,m

como n es cualquiera, podemos tomar n suficientemente grande para que (3) no se
cumple, por lo tanto D no es continua.

(P

1| 2(r;) = sup (4)
B bk 1P
Usando (2) se tiene que
(P
<1 VP#O0
1Pl
tomando sup se obtiene que [|I||z(g;z) < 1. Probemos que el supremo en (4) es

P#0
alcanzado por algin polinomio y asf [|I||z(g;z) = 1.
Sea P(z) = x, se tiene que |P|| = 1y |[I(P)|| = 1, es decir el supremo en (4) es
alcanzado.



P2. Considere el espacio vectorial
E={f €CR;R); (1+2?)|f(x)| es acotada en R}.

Para f € E consideramos N (f) = sup(1 + z?)|f(x)| y la aplicacién
zeR

L: F — R
fo= L(f)
donde L(f) = [, f(x)dz.

a) Muestre que N es una norma sobre E.
b) Considere la funcién f: R — R definida por f(z) =
)

&

ﬁ, calcule L(f).
Demuestre que L es lineal y continua con respecto a la norma N.
d) Calcule ||L| z(g:r)-

Solucién:

a) 1) Sea f € E, entonces N(f) = sup(l + 22)|f(z)| < +oo y por lo tanto N(f)
TzeR
estd bien definida para todo f € F.
2) N(Af) = Sug(l + )| Mf(z)] = |>\|SUE(1 +a?)|f(z)] = [AIN(f).
TE TE
3) N(f) =0 < sup(l +2?)|f(z)] =0 < sup|f(z)]| =0 < f(z) =0 VxcR.
r€ER z€R
4) Sean f,g € E. Sea x € R, entonces

(1+2%)|f(2) + g(x)] < (1 +2%)|f(@)| + (1 +2?)|g(z)| < N(f) + N(g)
por lo tanto
Ve eR (1+2°)|f(2) +g(z)] < N(f)+ N(g)
de donde
N(f+g) <N(f)+N(g)

+o0o
1
L(f) = / mdm = arctan(z) |12 ==

¢) Linealidad:
Sean f,g € E'y A € R, entonces L(f),L(g) < +oo y por lo tanto

uf+m»:/Xﬂm+Ammw:/fuwx+x/g@Mx=uﬂ+Auw

Continuidad: Como L es lineal basta con demostrar que existe M > 0 tal que
L(f) < MN(f) VfeE.

en efecto: Sea f € E, entonces

) = [ o= [ @

3



pero como f € E se tiene que (1 + 22)f(x) es acotado en R

VeeR (1+422)|f(z)| < N(f)

luego )
1+z N(f)
Wﬂx) = 1+ 22
integrando
+o0o
) < | [ e | N = V()

por lo tanto
L(f)<7wN(f) VfeE

es decir L es un operador lineal continuo de F en E.
Usando (5) se tiene que
ILlcery <7 Yf#0
1

ahora usando la parte (b) sabemos que L(f) = 7 para f(z) = 75 v

1
N(f) = 1+ 22 =1
(f) ilelﬁ( +z )1+$2

es decir f(z) = H—lxg satisface (5) con igualdad, de donde se concluye que

||LH£(E;R) =T



