Examen, MA11A Algebra
1 Diciembre. 2003

Problema 1:
Sea v € B y considere la ecuacidn

az? + ay® +2(a — Vay — v2r + 2y = 0.

Determine todos los valores de « tales que la ecuacidn corresponde a:

circunferencia
elipse

recta o rectas
parabola
hipérbola
conjunto vacio
un punto

*® & & & & B @

(6 ptos.)
Solucidn:

Estudiaremos en rpimer lugar la parte cuadritica de la ecaucion, luego tenemos que

ar’ +ay’ +2(a—Vry=(z v ) ( (a-cjl] Lﬂ; Y ) ( ; )

Veamos los valores propios v vectores propios de la matriz

_ cx (a—1)
A_( (o —1) o )

El polinomio caracteristico de A es

| a=X (a-1)
PN=1(a_1) a-xr

v tenemos que los valores propios son

)\1=1 )\gzgﬂ'—l.

=(a-AN?=—(a—-1)2=X-2aA+2a—1=(A-1)(A—(2a - 1)),

v sl &« = 1 estos dos valores coinclden, pero en este caso, la ecuacidn es

2 4% — V2 4+ V2 =0

. . . Fo3) AT .
que corresponde a una circunferencia de centro (%. —‘sz v radio 1.

Veamos el caso e £ 1. 81 A = 1 entcnces se tlene que v = ( y ) a1 v sélo sl es solucidn del

fa—1) (a—-1) T\ 0 . _
(ta-—u r;a-—n)(y)‘(ﬂ)'_’”y‘“

v por lo tanto un vector propio es
—1
= %
V2

v dardno que el vector propio asociado al valor propio Ay = 20 — 1 es ortogonal a v, tenemaos qne

1
VZ

slstema



For lo tanio la matriz 4 la podemos escribir como
1 1 0 1
A—rppi=| 7 ¢ ( ! ) 7

v comsideremos las newvas variahlas

. N 1 L,
(H):r:-* x\_ [ —E A
v\ il

obtenlende la ecancidn en la forma

uﬁ + [-.Qa-_ 1]‘-‘:2 — Yy = = f‘.t _ 1..]2+ ['_Q.:t- _ 1..];;3

A=l tenemos lo sigulente:

ey — 1 —0 — o — %,— —= tenemos dos rectas v — (0 A w— 32
20 —1=0 A o £1 tenemos una elipse.

it = 1 =e tiene una circunferencisa

2ecr — 1 <2 D se tiene una hipérkola.
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P1.- a) (4 ptos.) Identifique y dibuje la cénica

422 +4y2 + 2y — 22z — 8\@3} —7=0,

encontrando un cambio de variables que permita escribirla de manera centrada con respecto a ejes adecuados.
Explicite todos los cambios de variables requeridos.

b) (2 ptos.) La conica de la figura tiene ecuacién V. Y
u =5+ v2 donde u y v son variables en los ejes U a4
v V. Encuentre la ecuacién de la cénica anterior en
las variables z, y (con respecto a los ejes X, Y de la [ I , /
figura). to
4 X
Pauta.
a) La forma cuadritica en la ecuacién de la cdnica se puede escribir como
4 1 x
A2 L A2 g
4o + 4y + 22y = (.Ly)( 1 4 )( y )
Definamos
4 1
a-(13)
Valores propios:
det (A—A)=0
4-— A 1
det ( 1 4\ ) =0
v resolvemos
(4-M?-1=0
M—8\+16-1=0
A —8A4+15=0
8+64—-60 8+2 -
A= 3 =—3= 5y 3.
Vectores propios de A:
-1 1
_ K _ 5 —
A=5 A-51 ( 1 -1 )



b)

A=3A-3I=

(1)
()

) o ol
Realicemos el cambio de variables

(3):#(';) et (;’):P(?)
(I.yya( “';" ):(r,y)PDPf( ;C ) =(u,v)D( f )

= bu? 4 302

(3)=7(2) =50 2 )(0) =)

la ecuacién de la conica queda

11
11
1
1

Luego

1
1

o o

1 1
— i —
A=PDP clondeP_\/g(1

w o
—

Entonces

Tomando en cuenta

5u® + 3v° 72\f—_(u+b)78\/2 (qu)f7_O

Bt +3L —2u—2v—8u+81t—7=0
5u’ — 10u—+ 3> + 60 — 7 =0

5(u? —2u) + 3+ 20)—7=0
Blu—1P2 -1 +3((v+1)"—1)—7=0
S(u—172-543»+1)2-3-7=0
5(u—1)2 +3(v+1)%2 =15

u—l v+1
=l
=)+ (57)

La matriz de rotacién que cambia las coordenadas (u,v) a (2, y) viene dada por

()-() (% %)

En efecto, el punto con coordenadas (u,v) = (1,0) segtin la figura tiene coordenadas (z,y) = (4,3)

que es una elipse con semiejes /3 vy V5.

4
por lo que la primera columna de I debe ser 3 /5 v el punto con coordenadas (u,v) = (0,1) tiene

coordenadas (x,y) = (—3,4) por lo que la segnnda columna de P viene dada por (_43) /5. Como P

()=r(2)-( 2 3)(5)-

2

es ortonormal

(4r + 3y, =3z + 4y)

(‘_:tl»—‘

Reemplazando en la ecuacién de la cénica u = 5 4 v* obtenemos

1 1., 102
(4r +3y) =5+ 25( 3z + 4y)

5
5(4z + 3y) = 125 + (92° — 24y + 16y%)

92% + 16y° — 24y — 202 — 15y + 125 — 0







