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(i) (1.5 ptos.) Caleular una base ortonormal de V' y ealeular su dimension.
(ii) (1.5 ptos.) Caleular una base de V= (V" ortogonal).

(b) (3 ptos.) Sea M una matriz triangular superior de dimensidn n x n cuya diagonal es estricta:

mente positiva. Sean vy, oy, ..., iy, los distintos vectores colummnas de M ordenados de la primera ¢

la altima columna. Probar por recurrencia gque al aplicar el algoritmo de Gram-Schmidt a la basc

{oi, ..., 0.} se obtiene como resultado la base candnica {er, ..., en}.

Pauta

Pregunta 3.

(a)
(i:\ Apliquemos directamente el procedimiento de (G.5. a este
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luege 3 es dependiente con los anteriores, V

ydim V =2

ol
g

(b) Supongamos en G.S: w; — luego como 1 —

w; = e;.

Supongamos hemos probado que wy = eg,---,wp = e en G.85., con 1 << k

v queremos hacer entrar wviyi1. Entonces

i < Vpd1,€; >
5 — _ N — — L
Vb1 = Cht1— ), €
i—1 componente de v.,
de M quees =0
luego ¥4, = cte. ez, y cte. > 0. Luego
Dpi1
cie — CR-1-

Esto prucba que G - S conduce a {e1,.¢,}.

{{wi,wa}} es una base ortogonal

con a > () se tiene que
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Otro Problema

P2.- a) Sean

1 1 1 -1

V= 0 19 = -1 vy = 1 V) = B
- 1 2 0 —3
2 3 1 —4

i) (1 pto.) Encuentre una base del subespacio veelorial de B generado por vy, 09, 03, vy,
1) (1 pto.) De una base de vectores orcogonales entre si para =l subespacio de la parte anterior.

iii) (L pto.) Encuentre una base del espacio ({v1, vo, va, va}) .

Pauta.

a) i) Formamos una matriz con filas dadas por los vectores v1, va, v3, v4 v escalonamos

1 0 1 2 1 0 1 2 1 01 2
1 -1 2 3 0 -1 1 1 0 -1 1 1
1 0o 1 0 1 -1 -1 0 000
- 2 -3 -4 0 2 -2 -2 0 0 0 0

Deducimos que vy v v9 son Li. mientras que vy v vy son combinaciones lineales de vy v v9. Luego una
base del espacio generado por vy, va, v, vy es {vy, v }. También es cierto que vy v (0, —1,1,1) generan
el espacio anterior.

ii) Construiremos un vector w € R* tal que v; ¥ w sean ortogonales v »;. w generen el mismo subespacio
que {vy, w2 }. De este 1iltimo requerimiento es claro que debemos buscar w de la forma w = avy 4 Sus.
Ahora bien,

(w,v1) = (awy + Bug, vy) = alvy, vy) + Blug, vy).
Pero
{vj,v1)=1+14+4=6 {ve,11) =14+2—-6=-3.
Luego debemos hallar ar, A tales que Ga — 33 = 0. Podemos elegir o = 1, 3 = 2. Asi encontramos

3

[ R

w=1v + 2U-3 =

iii) Buscamaos el espacio ortogonal a ({e1,v2, v3,v4}) que es el mismo que el ortogonal a ({e1,v2}). Escri
bamos las condiciones que satisface & = (21, 9,23, 74) € v, v}

‘ , Ty +~ &3 + 2y = 0
T,v1) =0, T, Ug) = 0=
(2,01 ¥ 2/ ry —¥3 -+ ?;173 —+ 3.1'?4 = 0.
Escalonando este sistema encontramos
T + x5 — 2xy = 0

—r2 + a3 — a4 = OGO,



Dejando ry, x4 como parametros tenemos rs — T3 4+ 14 v 11 — —xy — 2x4. Asi podemos escribir el
conjunto solucion de este sistema como

_irg — 2 1 ) 1] [-2
R o ) 1 1 1| | NI
'{"_3 ! 13,7y C = a3 1 | Ty 0 3. g R = < 1 | s 0 .’}
L €y n 1 n_, ]_.
Estos dos iltimos son elaramente Li.. luego tenemos una base de (v, v.)=.
PROBLEMA 3:
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(i.1).- (0.5 pts) Pruebe que I I ew
1 ] -1
(i.2).- (2.5 pts) Encuentre bases ortonormales de W y W+,
PROBLEMA 3
(i.1).- Basta observar que
1 1 1 .
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< 1 o /_1—1—1+1—L, < 1 5 >—£ 1-24+1=0,
1 1/ 1) 1)
/] T
( 1 ) _11 y=—1—-14+14+1=0,
Vo 1 /
v que ademas,
1 1 1 2
-1 -1 -1 -1
< 1 1 >—1+1—1—1—U, < 1 5 >—2+1—2—1—U,
-1 1 -1 1
1 -1

-1 -1
< 1 1 >——1+1+1—1—U.
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1 1 1 1
(i.2).- Observar que < 1 , _11 > =1-141-1=10. Luego, } ¥ _11 son ortogonales.
1 -1 1 -1

Por lo tanto, la dimensién de W' es al menos 2.

Para encontrar una base ortonormal de W aplicamos Gram—Schmidt a los vectores

1 2 -1
o -1 o -1 ) o -1
we=1 _4 W2=1 5 | ¥ W= 1
1 1 1
Como ||wn || = \/1'2 +(-1)24 (-1)2 + 12 = 2, de w obtenemos
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Siguiendo con el algoritmo de Gram—Schmidt, calculamos

2 2 1/2 1/2

, o 1 1 _1/2 _1/2
Wy = Wa — (w21w1>wl = ) - ) ? 71/2 ,1/2
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Lusgo, Como ||wh|| = +/(1/2)* + (1/2) + (=1/2)> + (-1/2)* = 1, de w} obtenemos

1/2
A 1/2
Wy = =
2 (| s ~1/2
_1/2
Como la dimension de W— es al menos 2 y W @& W = R, se debe tener que la dimension de W

ex a lo mds 2. Luego, como {i, @ } son dis vectores unitarios ortogonales en W deben ser hase de
W. Sigue que una base ortonormal de W es

1/2 [ 1/2
-1/2 . 1/2
YO R ~1/2

1/2 ~1/2



En particular la dimension de W oes 2 y por o tanto la dimension de W' también es 2. Tusgo,
I ¥ I By

1 1

| 1 N
como sabemos que . v | son ortogonales, parz obtener una base ortonormal de W

1 -1

basta. normalizar los anteriores vectorss para que queden unitarios. Las normas de los mencionados
vectores son V17 + 1717 + 17 = 2y /17 + (=1)* + 17 + (=1)* = 2 respectivamente. Sigue que, una
base ortonormal de W es

[ 1/2 1/2
1/2 -1,2
: ) v )
1/2 ’ 1/2
1/2  —1/2

Observacion 1: Te haber conlinuado aplicando el algoribmo de Gram=Schinidl a wy se hobiese

obtenide que @y — wi — 0, ¥ por lo tanto se hubiese llegado a la misma conclusidn a expensas de
tener que realizer mas calculos.

Observacion 2: Con un poco de astucia uno puede evitar realizar Gram—Schmidt. En efecto, es ficil
ver que &l primer y tercer vector generador de W son ortogonales. Luego, una vez probado (i.1) uno
tiene dos vectores en Wy dos en W— qus son ortogonales entre si. Basta normalizar estos vectores
para obtener las bases encontradas masg arriba.



