PAUTA CONTROL 2
ALGEBRA MA11A

Problema 1:
(a) Sea A el conjunto de todas las relaciones binarias en R. Sobre A definamos la relacién binaria 2 siguiente:
Sean Ry, Ry € A, entonces
RiQRy — (Vz,y €R) (zR1y = zRay)
Pruebe que € es una relaciéon de orden. Muestre ademas que €2 es de orden parcial en A.
(3 ptos.)

Solucién:

Sean Ry, Ry € A, luego se tiene que:

(a) Q es refleja, ya que
[(Vz,y € R) (zR1y = zR1y)] = R1QRy
(b) € es antisimétrica, en efecto sean Ry, Ry € A tales que R1QRy y RoQ Ry, luego Va,y € R
TRy = xRy

ademas
TRoy = xRy
y por lo tanto, como ambas son relaciones binarias sobre R se tiene que

R = R».
(¢) Q es transitiva, en efecto sean Ry, Ro, R3 € A tales que
RiOQRs A RoQRs,
luego de la transitividad de = se tiene que Vz,y € R
([*R1y = zR2y] A [xRoy = zR3y]) = (zR1y = zR3y),

por lo tanto se tiene que R1QR3.
Lo que prueba que €2 es una relacién de orden.

Notemos que esta es una relacién de orden parcial ya que no todos los elementos de A estan en relacién
unos con otros, por ejemplo podemos considerar las relaciones R; y Ry cuyos graficos son

{(z,1) e RxR : z € R}

y
{(z,0) e RxR : z € R}.

las cuales son diferentes, ademéas Ry f2Rs v Ro f)R;.



(b) Calcule

(3 ptos.)
Solucién:
Sean k,n € N tales que k < n, entonces
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Problema 2:

(a) Pruebe que el conjunto de todas las rectas no verticales que pasan por el punto (0,1) es no numerable.
(2 ptos.)
(b) Pruebe que el conjunto de todas las rectas no verticales que pasan por el punto (0,1) y cortan al eje OX en
una coordenada racional, es numerable.
(2 ptos.)
(c) Pruebe que el conjunto de todas las rectas no verticales que cortan a los ejes OX y OY en puntos (a,0) y (0, b)
con a,b € Q y que no pasan por el origen, es numerable.
(2 ptos.)
Solucién:
(a) Notemos que la ecuacién de la recta L, que pasa por el punto (0,1) y tiene pendiente m € R estd dada por

y=mx+ 1.
Sea
A ={L,, : L, es una recta que pasa por el punto (0,1) y tiene pendiente m}.
Entonces podemos definir la funcién
f:A —R
L, — f(Ln)=m.
Podemos ver que esta funcién es una biyeccién y por tanto se tiene que
1A] = R

y asi A es no numerable.

(b) Notemos que la ecuacién de la recta que pasa por el punto (0,1) y corta al eje OX en el punto (a,0) estd dada

por
ay — 1 =mz,
donde
-1
m=—,
a
es decir
a(l—y) ==z

Notemos que como las rectas son no verticales, entonces a # 0, asi se tiene que a € Q \ {0} y luego la
pendiente de la recta esta dada por

-1
Podemos entonces definir la funcién siguiente:
Solucién 1: Sea

A ={L, : L,es una recta que pasa por el punto (0,1) y por el punto (a,0) con a € Q\ {0}}.

fA —Q\{0}\ {0}
Lo, — f(L,) =a.
Esta funcién es una biyeccién, luego como Q \ {0} es numerable y la cardinalidad de A es la misma que la
de Q) {0} se concluye que A es numerable.
Solucion 2: Sea

A ={L,, : L, es una recta que pasa por el punto (0, 1) y tiene pendiente m € Q\ {0}}.

f+4 — Q\{0}
L, — f(L,)=a.
Esta funcién es una biyeccién, luego como Q \ {0} es numerable y la cardinalidad de A es la misma que la
de Q se concluye que A es numerable.



(¢) Sea L, una recta no vertical que pasa por los puntos (a,0) y (0,b) con a,b € Q y que no pasa por el origen.
Puesto que (0,0) & L, entonces se tiene que a,b € Q \ {0}.
Notemos que dado que Q es numerable, entonces se tiene que Q \ {0} es también numerable. Podemos
definir la funcién siguiente:
Sea

A ={Lap : Lap es una recta que pasa por los puntos (a,0) y (0,b) con a,b € Q\ {0}}.

Luego sea
f:A — (Q\{0}) x (Q\{0})
La,b — f(La,b) - (av b)
Esta funcién es una biyeccién, luego como Q \ {0} es numerable, se tiene que (Q \ {0}) x (Q\ {0}) es
numerable, y como la cardinalidad de A es la misma que la de (Q\ {0}) x (Q\ {0}) se concluye que A es
numerable.



Problema 3:
Consideremos la siguiente sucesién {a(n)},>1 definida por recurrencia.
Sean

y sea
a(n) =3la(n—1)+a(n —2)] + 1.

(a) Pruebe utilizando Induccién Matemadtica que

a(3n+2) -1
es divisible por 2.
(2 ptos.)
(b) Pruebe utilizando Induccién Matemética que
3a(3n+1)+5
es divisible por 8.
(2 ptos.)
(¢) Pruebe utilizando Induccién Matemdtica que
a(3n) +a(3n+1)
es divisible por 32.
(2 ptos.)
Solucién:
Consideremos la siguiente sucesién {a(n)},>1 definida por recurrencia.
Sean
a(ly=a(2) =1
y sea

Luego se tiene que

(a) Veamos que
a(3n+2) -1

es divisible por 2.
En efecto, si n = 1, entonces

a(3+2)—1 =a(5)—1=96

el cual es divisible por 2.
Veamos que se cumple para todos los n € N, n > 1.

Hipétesis de Induccion
Supongamos que

a(3n+2) -1
es divisible por 2.
Tesis de Induccién
Por demostrar que

a(B3(n+1)+2) -1

es divisible por 2.



En efecto

a(3(n+1)+2)—1 a(3n+5)—1
=BlaBn+4)+a(n+3)]+1)—1

(a(3n +4) +a(3n+ 3))

a(3n +4) 4+ 3a(3n + 3)

(3la(3n+3) +a(3n +2)] + 1) + 3a(3n + 3)
=12a(3n+3) +3a(3n+2)+3
=12a(3n+3)+3[a(Bn+2)—1]+6

y de la hipétesis de induccién se tiene que
a(B3(n+1)+2)—1=2[6a(3n+3) + 3] +3[a(3n +2) — 1]

es divisible por 2, lo que prueba la hipétesis de induccién.
Asi del primer principio de induccién se tiene que

a(3n+2)—1

3
3
3

es divisble por 2, para todon € N, n > 1.

Veamos que
3a(3n+1)+5
es divisible por 8.
En efecto, si n = 1, entonces
3a(4)+5=3-25+5 =80,
el cual es divisible por 8.
Veamos que se cumple para todos los n € N, n > 1.

Hipétesis de Induccién
Supongamos que

3a(3n+1)+5
es divisible por 8.
Tesis de Induccién
Por demostrar que

3a(3(n+1)+1)+5
es divisible por 8.
En efecto
3a(3(n+1)+1)+5 =3aBn+4)+5
=3aBn+3)+aB3n+2)+1)+5
=9(a(3n+3)+a(B3n+2))+8
=9a(3n+3)+9a(3n +2) +8
=93aB3n+2)+aB3n+1)]+1)+9a(3n+2)+8
= 36a(3n + 2) + 27a(3n + 1) + 17
=36(a(3n+2))+9(3a(B3n+1)) +17
=36(a(3n+2)—1+1)+9(3a(B3n+1)+5—5)+17
=36 (a(3n+2) — 1) + 36+ 9 (3a(3n + 1) +5) — 45 + 17
=36 (a(3n+2) — 1) + 36 + 9 (3a(3n + 1) + 5) — 45 + 17
=36(a(3n+2)—1)+9BaBn+1)+5)+8

asi de la hipdtesis de induccién se tiene que
9(3a(3n+1)+5)
es divisible por 8, ademds de la parte (a) se tiene que
(a(3n+2)—1)

es divisible por 2, luego
36(a(B3n+2)—1)=9-4(a(B3n+2)—1)



también es divisible por 8, por lo tanto se concluye que
3a(3n+4)+5

es divisible por 8.
Lo que prueba la hipétesis de induccion y luego del Primer Principio de Induccién Matematica se concluye
que para todon € Ny n > 1
3a(3n+1)+5

es divisible por 8.

Veamos que
a(3n) +a(3n+1)
es divisible por 32.
En efecto, si n = 1, entonces
a(3)+a(4) =7+25=32
el cual es divisible por 32.
Veamos que se cumple para todos los n € N, n > 1.

Hipétesis de Induccion

Supongamos que
a(3n) +a(3n+1)
es divisible por 32.
Tesis de Induccién

Por demostrar que
aB3(n+1))+aB(n+1)+1)=aBn+3)+a(B3n+4)
es divisible por 32.
En efecto
a(3n+3)+aBn+4) =aBn+3)+3[aBn+3)+alB3n+2)]+1
=4a(3n+3)+3a(3n+2)+1
=43laBn+2)+aBn+1)]+1)+3a(3n+2) + 1
=15a(3n+2) +12a(3n +1) +5
=153aBrn+1)+aBn)]+1)+12a(83n+1)+5
=45[a(3n+ 1) + a(3n)] + 12a(3n + 1) + 20
=45[a(3n+ 1) + a(3n)] + 4[3a(3n + 1)] + 20
=45[a(3n+1) + a(3n)] + 4 [3a(3n + 1) + 5]
asi de la hipdtesis de induccién se tiene que
45 (a(3n + 1) + a(3n))
es divisible por 32, ademés de la parte (b) se tiene que
3a(3n+1)+5
es divisible por 8, luego
4[3a(3n+1) + 5]
también es divisible por 32, por lo tanto se concluye que
a(3n+3)+a(B3n+4)
es divisible por 32.
Lo que prueba la hipdtesis de induccién y luego del Primer Principio de Induccion Matematica se concluye
que para todon e Nyn >1
a(3n) +a(3n+1)
es divisible por 32.



