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Considere el conjunto Z13 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12} con la operacién .13 de multiplicacién
médulo 13. Sean 4; = {1,12}, Ay = {1,2,4,6,8,10,12}, A; = {1,5,8,12}. Setniale cual de los
conjuntos anteriores con la operacién -13 es un grupo y cual no lo es. Justifique claramente su respuesta.

Sea (G, *) un grupo y G’ un subgrupo de G. Sea f : G — G un homomorfismo de grupos que satisface
la propiedad: f(G’) C G'. Se define el conjunto:

V={geG/IneN, f*(g) € G'}

donde f" es la composicién de f con ella misma n veces y f° = idg. Probar que V es un subgrupo de

G.
Considere el grupo abeliano (G, e). Para k € N,k > 2 se define G* = {a"/a € G} donde

a* =aeaeae...ea (kveces)
a) Demuestre que (G*, o) es subgrupo de (G, )

b) En ((Z%,),e53) determine el inverso de [9]2 en que ZZ; = Zs3 — {[0]} y @53 es el producto en Zs3

Sea f: R — R una funcién que verifica para cada z € R que f o f(z) = x 4+ 1. Probar que f no es un
morfismo de (R, +)

Sea S =R — {—2} y definamos la operacién

a*xb=2a+2b+ ab+ 2, Va,be S

a) Pruebe (S,+) es un grupo Abeliano.
b) Sea H={2"—2 : Vn € Z}. Muestre que (H,*) es un subgrupo de (.5, *).
¢) Pruebe que existe a € S tal que H = {a™ : m € Z}.

Sea (G, -) un grupo Abeliano de cardinalidad |G| = 15. Definamos los conjuntos:

F:{QEG:95:1}
H:{geG:g3:1}

donde 1 es el neutro del grupo G.

a) Pruebe que F'y H son subgrupos de G.
b) Pruebe que FF N H = {1}.
¢) Pruebe que si F''y H no son los subgrupos triviales, entonces |F| =5y |H| = 3. Pruebe ademds
que:
{f-h:feFheH} =G



Sea (G,©) un grupo con neutro e tal que |G| < +00 (G es finito).
1) Para cualquier h € G pruebe que A\, : N — G tal que A\ (n) = A™ no es inyectiva.
Concluya que I3m > 0 tq ™ = e.
1) Sea HC G, H # () tal que Vh,h’ € H=ho h' € H.
a) Pruebe que si h € H, entonces h=! € H.
b) Concluya que H es un subgrupo de G'.(Ver nota)

a) Sea (G,®) un grupo abeliano y H, K C G subgrupos de G. Sea H® K := {h®k/h € H, k € K}.
Probar que H ® K es un subgrupo de G.

n veces

—_—
b) Sea (G, ) un grupo tal que (Vg € G)(In>1): g" =gxgxg... % g = eq. Probar que el tnico
homomorfismo F : (G, %) — (Z,+) es la funcién constante F' = 0?

¢) Sea (G,>) un grupo que satisface la propiedad: (Va € G) : a > a = eq. Es decir el inverso de
cada elemento del grupo, es el mismo elemento. Pruebe que (G, >) es un grupo abeliano.

Dado (G, %) un grupo,H un subgrupo de G y a,b € G. Se definen las traslaciones de H por a y por b
como: ax H:={axh/h€ H} y Hxb:={hxb/h € H}. Pruebe que:
a) Sic€ G, entonces c€ H< cxH=H.
b) {z*H},cq es una particién de G. Nota: Para ello pruebe que (axH)N(bxH) # (0 = axH = bxH.

¢) Se define los subgrupos normales de G, como aquellos que cumplen: Va € G : ax H = H *a,
donde H es subgrupo de G y se denota H >G. Demuestre que V(G, %) grupo se tiene que {eg}>G
y G>G. ;Si G es un grupo abeliano, quienes son sus subgrupos normales?

d) Sea ¢ : G — G un homomorfismo, y H := {a € G/¢(a) = eq}( es decir H = Ker(¢)).
Pruebe que H es un subgrupo de G y ademas H > G.

Sea (G,*) un grupo, X un conjunto no vacio, se define una accién ¢ sobre X como una funcién
v:Gx X — X tal que: p(g,z) € X. Denotaremos g - x := (g, z). Supongamos que ¢ satisface:
a) (Vx € X)e-x =z, eneutro de (G, x).
b) (Ve e X)(Vg,he@): g-(h-z)=(g*h)- .

Dado z¢ € X definimos el estabilizador por ¢ de x¢ como Est(zg) :={g € G/g-x0 = 0}

1) Pruebe que Est(zg) es un subgrupo e (G, *).
1) Sean g, Yo, go € G tales que gg - ©¢g = yo. Demuestre que Fst(xg) = {go_1 *h*go/h € Est(yo)}.
Con esto verifique que Vh € G :  Est(h-x) = hx Est(zg) xh~ .

1) Sea Ry, la relacién de equivalencia definida en G por: gRx,h < g~ x h € Est(zo).
1) Pruebe que (Vg,h € G) : [g] = [h] = ¢ - x0 = h - xy. Considere la funcién
f:G/Rxy = X, f(lg]) = g -0
2) Demuestre que f es inyectiva.

3) Suponga que se verifica lo sgte: (Va,y € X)(3g € G) : y = g - x. Pruebe finalmente que f es
biyectiva.

1Con esto habra demostrado que para grupos finitos, solo basta la cerradura de la operacién © en H
para asegurar que H es subgrupo de G.
?Es decir F(g) = 0,Vg € G.



