UChile Introduccién al Algebra Mauricio Telias
FCFM MA1101-1 Tomas Gonzalez
DIM Otomno 09 Victor Riquelme

Resolucion de Problemas Aleatorios

Problema 1 Sea p(z) = 23 +ax?+bx +c un polinomio con coeficientes en R. Sea r(z) el resto de la division

de p(xz) por (x —1). Sir(4) =0 y x =i es raiz de p(x), calcule a,b,c.

Solucion

Por el teorema de la divisién sabemos que p(z) = q(z)D(z) + r(x), con D(x) = (x — 1) el divisor y r(z) el
resto, con gr(r) < gr(D) = 1. Asi, r(z) = r = cte (puede ser 0), por lo que p(x) = q(z)(x — 1) +r.
Ademas, como r(4) = 0, se tiene que r = 0, de donde nuestro polinomio queda

p(x) = q(z)(z — 1)

El grado de ¢(z) es menor o igual a 2.
También sabemos que x = i es raiz de p(z) (por lo que tambien es raiz de ¢(z)), y ademas como p(z) es
polinomio a coeficientes reales, x = —i tambien es raiz.

Nuestro polinomio entonces la forma
p) = (@—i)(@+i)(r—1)
= @+1)@E-1)

= 22 —a2?4+2-1

Entonces, a = —1,b=1, c = —1.

Problema 2 Sea Jo = {p(z) € R[z]|gr(p) < 2,a0 = 0,a1 # 0}. En Jy se define la l.c.i. A a traves de
p(x)Ng(z) = 21221 cix’, donde p(q(z)) = Y1 cix’.

1. Probar que (J3, ) es grupo no abeliano.
2. Sea f: Jy — R\{0} tal que f(a12 + asz?) = ay. Probar que f es morfismo sobreyectivo de (Jo, /\) en
(R\{0},-).
3. Sea H = {p(x) € Jo|lay = 1}. Probar que (H, ) es subgrupo abeliano de (Ja,N).
Solucion

(a) Primero veamos que forma tiene el polinomio p(z)/Ag(z). Sean p(z) = a1z + azx? y q(x) = byx + box?

(de aqui en adelante)

plq(x))

p(byz + boz?)

= al(blerbgmz) +a2(b1x+b2x2)2

= aibiz + ajbex® + az(b%xz + b§x4 + 2b1b2x3)

= aibiz + ajbex® + a2b%x2 + agb§x4 + 2a9by bo®

= [alblx + (a1b2 + agb%)IQ] + 2a2b1b21:3 + a2b§z4



Entonces, p(x)Aq(z) = a1byz + (a1bs + azb?)x?
Ahora vemos que p(z)Ag(x) € Jy, porque como ay,b; # 0 entonces a1b; # 0, y tiene grado menor o
igual a 2.

Para probar que existe neutro, encontremos un candidato y veamos que lo es. Sea e(x) = byz+byz? € Jo
tal que p(z)Ae(x) = p(x).

p(z)Ae(z) = arbix + (a1by + asb?)a® = arx + asx? = p(x)
De lo anterior, a;b; = a; (entonces by = 1), y as = ai1by + asb? = aibs + as, de donde se tiene que

by = 0 (porque a; # 0).
El postulante a neutro es e(x) = . Falta ver que e(z)Ap(x) = p(x) (comprobarlo).

Ahora, encontrar los inversos. Supongamos que p(z)Ag(z) = e(x), entonces
p(x)Aq(x) = arbix + (arby + azh?)z? = 1z + 02% = e(2)

Lo anterior dice que ajb; = 1 (de donde by = 1/ay), y aiby + asb? = 0, de donde by = —as/a3. El

postulante a inverso de p(z) seria ¢(x) = a—llx— 9222, Falta ver que se tiene ¢(x) Ap(z) = e(x) (entonces
1

p(x)~! = q(x)) (comprobarlo).

Para ver la asociatividad, sean p(z) = a1@ + a22?, ¢(z) = b1z + baz?, 7(x) = c17 + cox?.

p(x)Aq(x) = aibiz + (a1by + axb?)z?
q(x)Ar(z) = bicix + (bicy + bycd)a?
(p(z)Aq(z))Ar(z) = arbierm + (arbicay + (arby + azbi)cl)a?
= ambiaz+ (a1bica + aleCf + azb?c%)xQ
p(2)A(g(x)Ar(x)) = arbicix + (ar(bica + bact) + ag(bicr)?)a?
= abcaz+ (a1bies + aleC% + agb%C%)l’Q

de donde se ve la igualdad.

Para ver la no abelianidad, basta con un contraejemplo. Sean p(z) = x + 222, ¢(x) = 2z + 2.

p(x)Aq(z) = 1x2z+(1x1+2x1?)
= 2+ 322

qx)Ap(z) = 2xlz+(2x24+1x2%)2?
= 2+ 822



(b) Para probar que f es morfismo debemos probar que f(p(z)Aq(z)) = f(p(x)) - f(g(x)).

fp(x)Aq(z)) = flaibiz + (a1bs + agb?)z?)
= a1b1

= f(p(x))f(q(=))

Para probar que es sobreyectivo se debe probar que para cualquier a € R\{0} existe p(x) € Js tal que

f(p(z)) = a. Tomando p(z) = ax se concluye.

(c) Sean p(x) = a1x + agx? € H, q(z) = by + box? € H. Hay que demostrar que p(x)Aq(z)~! € H.

1 ba
—1 2
q(x) = am—gx
=
- a —b 1
pbe) = ot (0 g )
1 1 1

Como a; = by = 1, lo anterior pertenece a H.

Para ver la abelianidad:
p(2)Aq(x) = arbiz + (a1by + axb?)az? = x + (by + ag)x?
q(z)Ap(z) = bayx + (bras + boa?)x® = x + (ay + by)z?
se ve la igualdad.

Problema 3 Sin = 3k £ 1 para algun k € N, probar sin usar induccion que p(z) = 22" + 1+ (x + 1)*" es
divisible por q(x) = x> + x + 1.

Solucion
Nos basta probar que las raices de g(x) son raices de p(z).

Las raices de ¢(x) son:

Probemos que p(Z) = 0 para los T anteriores. Para ello notemos que

1 V3
5c+1:§:|:i§:ei’§



y entonces

p(z) = T +1+(z+1)*"

_ (eii%')Qn +14 (eii%)%z

= eTEN L4 eHE

— oEHGRED 4 g iR (3£
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Notemos que las anteriores son las raices-terceras de la unidad, por lo que al sumarlas da 0 (e™*s = ¢*
- 4 2 . . .

e’s = e, por lo que las raices de ¢ son raices de p (y entonces p es factorizable por ¢).

oy

y

Problema 4 Sea (Zz,+2,-2) el cuerpo de dos elementos: {0,1}. Consideremos Za[x] el conjunto de los
polinomios a coeficientes en Za, con operaciones —+a,-2. Demostrar que |Zs[z]| = |N|. Cuantas funciones

existen de Zo en Zo?.

Solucion
Primero, recordemos que el conjunto de todas las funciones de Zy en Zs es ZQZ2, por lo que el cardinal de

este conjunto es |Z52| = |Zy|%2l = 22 = 4.

Ahora, los polinomios estan definidos POR SUS COEFICIENTES (son estos los que hay que analizar),
no por sus evaluaciones (las funciones estan definidas por sus evaluaciones).

Primero, definimos f : N — Zs[z] por f(n)(z) = 1-z". Vemos que esta funcion es inyectiva, pues si
ny,n2 € N son tales que f(ny) = f(n2), son iguales coeficiente a coeficiente. Esto implica que el coeficiente
que acompaa a x"* es igual al que acompaa a x™2, y ambos coeficientes son los unicos distintos de cero en
ambos polinomios. Por lo tanto debe tenerse que n; = ng. Entonces |N| < |Zs]

Ahora, consideremos Zs[z],, el subconjunto de Zs[z] de polinomios de grado menor o igual a n. Entonces
Zs|z] = U, Z2|z],. Ahora, notemos que |Zs[z],| = 2"*! (pues es el numero total de combinaciones de
coeficientes (_) o 1 de largo n+ 1, donde importa el orden). Asi, Zs|[x] es union numerable de conjuntos finitos,

por lo que [Zs[x]| < |NJ.



