Semana 13

Emilio Vilches & Felipe Serrano

Errores y sugerencias a evilches@dim.uchile.cl

P1. calcule los siguientes limites, si es que existen.
(2) lima (log, ., (2) + log(ry0)2(m) )

(b) lim ln(cos(ﬁ))

x

,  gu_gw
(C) .},EI%) In(1+z)

(d) lim esen(z) _ @
z—0 z
Solucion.

Recordemos primero que:

I In(1+ h) _1
h—0 h
sen(h)
1i =1
hli% h
h _
i 1 1
h—0

Si lim f(z) =wuo propiamente y lim g(u) =1 entonces lim g(f(z)) =1.

r—xo u—ug u—uo
a) haciendo un cambio de base, notamos que:

In(2
10g1,,(2) = s
In(7)

10g (1442 () = 2In(1+a)

asi

) <log1+x(2) +log(1+z)z(7r)) _ 21n(2);r1n(7r) (ln(1x+ x))

luego

21n(2) + In(7) (m( @ )

limz (1og,.,,(2) +108(140)2(7) ) = lim o)

x—0 2

usando (1) y dlgebra de limites se obtiene que

, 2In(2) + In(m
31312%95 <log1+x(2) + log(1+x)2(7r)) = % = In(V4n)

(b) queremos calcular



pero por (4)

lim In (cos(v/z)) = In (cos(\/I))

rz—1

luego

rz—1 x 1

lm In (cos(v/z))  In(cos(1))

(c) notemos que
@ ln(2) @ln(3)_
2T _ 3w e In(2) _ e In(3) 1H(2) <7exln(2) 1) — ln(3) (76 ZzIn(3) 1)

In(1+ z) In(l1+x) In(1+2)

, o In(2) _
lim (S5551) =1 por (4) y (3)

, o= In(3) _
ilg}) (Wg)l> =1 por (4) Yy (3)
; In(l+x) _
Ihi% = = por (1)
asi por algebra de limites
o In(2) _ o= n(3) _

i 28 g ) () — ) () = In(2) — In(3)
20 (1 +a) om0 In(i+a) —me e

x

(d) notamos que

esen(@) _ e _ sen(x) esen(@) _ 1 et -1
= 3

x x sen( x
y
h’r% w =1 por (2)
h'n% "::;E;;l =1 por (4)y (3)
lim e=l =g por (3)

luego por algebra de limites
esen(z) — et
lim —— =0
x—0 X

P2. Determine la existencia de lim [z]z, para cada zp € R.

T—xg
Solucién.
veamos por casos:
i) si zp € Z notamos que
. Y 17 _
i 1= i+ 31
lim [z] = lim [zg — %] =x9—1
T—x U—00
luego
lim [z]x = 23
l‘*)l'a—
lim [z]z = zo(zg — 1)
T—x
por lo tanto
lim [z]z =0 sizg=0
r—xQ
lim [z]x no existe si xg € Z\{0}
r—xQ



ii) sea zg € (n,n 4 1) para algin n € Z notamos que

h’m+ [z] = lm [zo + 1] = [x]
T T—00
lim [z] = lim [zo + +] = [20]
P T —00

luego
lim [z]x = [zo]zo

T—T0

es decir el limite de lim [z]z existe cuando xg € (n,n + 1) y vale [zq]zo.

T—T0

P3. Sea una funcién tal que f(z) > 1 para todo x > 0y f(z) < 0 para todo x < 0. Determine cuales de los
siguientes limites nunca pueden existir: lim,_,g+ f(x), lim,_g- f(x), lim,_o f(x).

Solucion.

Dado que la funcién f satisface:
fl@)>1 >0
fle)<0 z<0

si se toma el limite cuando z tiende a cero, por la derecha y por la izquierda respectivamente se obtiene
que:

me~>0+ f(l') >1
hlmzHO* f(il?) S 0

si estos limites existiesen (el mejor de los casos), se tendria que
lim f(z) | —( im f(z))>1
<x~>0+ f( )) (:1)%0 f( )> B
es decir los limites laterales nunca pueden ser iguales, es decir h’n}) f(z) nunca puede existir.
r—
P4. Determine para que valores de a el siguiente limite existe;
lim |z|*(1 — e™™) Sen(l)
z—0 T
Solucién:

Veamos Por casos

i)ysia>0
_ 1 (1 —e %) sen(2)
(] — e oY — a x
o1 = ~sen() = o (=2
pero:
1 )
lim senl) — s g
z—0 T U—00
P )
r—0— T U——00
1 _ —T
tim 1= _4
x—0 X

lim |z|* =0
r—0

luego si a > 0 el limite existe.

ii) si @ < 0 el limite no existe.

v

P5. Calcule lim %n(v), demostrando que para todo v € [0,1]. v < arcsen(v) < A=Y aplicando el

v—

Teorema del Sandwich.




Solucion.

Recordemos que
Vh e (0,%) sen(h) <h <tan(h)

sea h = arcsen(v), v € (0,1), este v existe pues la funcién arcsen(x) es biyectiva en [0, 1], luego
Vo € (0,1) sen(arcsenv) < arcsen(v) < tan(arcsen(v))

pero tan (arcsen(v)) = sen(arcsen(v))

cos(arcsen(v)) =
por lo tanto

v

v —
\/lfsen2 (arcsen(v)) 1-v2

Vv € (0,1)

y sen (arcsen(v)) = v

v < arcsen(v) < —=2

1—v2
dividiendo por v

Vv € (0,1) 1< arcsen(v) < —-L

1 _
1—v2 1

ahora notamos que lim
V—
y por el Teorema del Sandwich se concluye que

i &€ sen(v) _1
v—0 v
P6. Usando la definicién de lim f(x) = ¢ demuestre que

lim arctan(z) = T

r—00

T _
us
por bR

Indicacién: Parae > 0, escoja m = tan(3

€). Recuerde que arctan es creciente y acotada superiormente
Solucién.

Debemos probar que:

(Ve > 0),(Im > 0),Vx € [m,c0) = |arctan(z) — =| <
en efecto dado e > 0 escogemos m = tan(§ — ), luego

bl 3

s

ademds arctan(z) es acotada superiormente por 7, por lo tanto

5 e < arctan(z) <
es decir

| arctan(x) — E| <e
por lo tanto

lim arctan(z)
r—00

=3
P7. Calcule todas las asintotas de la siguiente funcién y determine si lir% f(x) existe.
Tr—

arctan(z) x<0
sen(z) 0<z<l1
— z(x—1)
T) =
f(z) ) 1
72J{f:§2 e " 1<z



i) asintotas verticales: debemos calcular los siguientes limites

Hm sen(x)
z—0+ x(z—1)
Km sen(x)
aneps z(z—1)
2+z+:r2 e—%
1—x? i

lim
r—1+

x

. sen(z)
a) xli)I(I)lJr z(x—1) 1
. sen(xz) __
b) mligl, z(x—1) -
; 2 _ L
d) Mim 25EeTs = —oo

luego f(z) tiene una asintota vertical en = = 1.

ii) Asintotas oblicuas y verticales: buscamos una asintota de ecuacién y = mx +n

a) asintota en +oo

2 2 1
m = lim x)—h'm trte e =2 =0
z—+oo I z—oo x (1 —a?)

luego no hay asintota oblicua, sino una asintota horizontal de ecuacién y = 0, en +oo.

b) asintota en —oo

m = lim /(@) = lim M = lim M = lim 0 = lim 90075(9) =0
z——00 I z——00 x z——oo tan(arctan(x)) g =z tan()) == sen(f)
n= lim f(z)—mz= lim f(z)= lim arctan(z)= —

luego no hay asintota oblicua, sino asintota horizontal de ecuacién y = =*, en —oo.

iii) finalmente h’n% f(z) no existe pues
xr—

lim 7sen(x) =-1
z—0t SC(SC — 1)
sen(x)

=0
a—0- x(z — 1)



