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P1. Usando exclusivamente los axiomas de los reales y mencionandolos claramente cada vez que
los use, demuestre las siguientes propiedades. Si ocupa alguna otra propiedad entonces deberd
demostrarla indicando los axiomas que use en ello.

(a) Yo,y €R, 2,y #0, (@ +y)(@z~ly ") =27t +y !
(b) Va,y € R, 2,y #0, (xy) " =y !
(c) Usando (b), demostrar que Va,b,c € R, b,d # 0, ab™ + cd™! = (ad + cb)(bd) ™!

(d) VaeR,a*>=0=a=0

Solucion
(a) notemos que la condicién x,y # 0 garantiza que =1, y~! existen, luego

(z+y) @y ) =2y ™)y y (distributividad)
=a(@ ly ) +yly e (conmutatividad)
= (zz Dy + (yy Ha? (asociatividad)
=1y '+ 127! (inverso -)
=y 4! (neutro -)
=z gyt (conmutatividad)

1

(b) de nuevo la condicién z,y # 0 garantiza la existencia de =1, ~!. Probemos ahora que

y~'z7! es el inverso de xy, luego por la unicidad del inverso concluiremos que (9cy)_1 =
y~lz~!. en efecto
(zy)(y~ta™h) = a(yy~ ™! (asociatividad)
=z(lz7h) (inverso -)
=zx! (neutro -)
= (inverso -)



(c) Sean a,b,c,d € R, b,d # 0, entonces

(ad + cb)(bd) ™" = (ad + cb)( =1

= (ad)(d™1b71) + (cb)(d 107
(ad)(d™"b71) + (cb)(b~1d ™)
= a(dd™ )b— + (b Ha !
=a(l-b7H 4c(1-d7h)
=ab ™' +ed?

parte (b))

(
(distributividad)
(conmutatividad)
(asociatividad)
(inverso -)

(

neutro -)

lo que prueba lo pedido.

(d) Sia =0, no hay nada que probar.
Sia # 0y como a? = 0, entonces multiplicando por a~! (que existe pues a # 0), se obtiene:

a’=0
at(aa) =a'-0 (multiplicando por a™ ')
(aa"Ha =0 (asociatividad y def de 0)
1-a=0 (inverso -)
a=0 (neutro -)

lo cual es una contradiccién.

P2. Usando sdlo los axiomas de los nimeros reales y las unicidades de los inversos, demuestre las
siguientes propiedades(si necesita alguna propiedad extra, debe demostrarla).

(a) Para todo z,y € R, (—x) + (—y) es inverso aditivo de = + y.

(b) Sia,b,c,de R son tales que se verifica la relacién ad + (—(cb)) = 0 entonces
[(a +b)d] + [=((c + d)b)] =
(c) Paraa # 0, —a(a™?') = (—a)~ '

Solucién

(a) para demostrar que (—x) + (—y) es inverso aditivo de = + y, debemos probar que
[(=2) + (=9l + (@ +y) =0 (1)
y que

(@+y) +[(=2) + =y =0 (2)

LE] principio de contradiccién se basa en (p = q) & (pAG= F)



probaremos sélo (1) y (2) se deja de ejercicio.

[(—2)+ (—y)]+ (@ +y)=[(—y) + ()] + (x + y) (conmutatividad)
=(=y) + ([(=2) + 2] +y) (asociando)
=(—y)+(0+y) (inverso +)
=(—y)+vy (neutro +)
=0 (inverso +)

(b) Supongamos que (ad) + (—(cb)) = 0, entonces
[(a+b)d] + [—((c + d)b)] = [(ad) + (bd)] + [—((cb) + (db))] (distributividad)
= [(ad) + (bd)] + [(=(cb)) + (=(db))]  (parte (a))
= [(ad) 4+ (bd)] + [(—(bd)) + (—=(cb))]  (conmutatividad)
= (ad) + [(bd) 4+ (—(bd))] + (—(cb)) (asociatividad)
= (ad) + 0+ (—(cb)) (inverso +)
= (ad) + (—(cb)) (neutro +)
=0 (hipétesis)
(¢) notemos que
0=0-(a'(~-a)™) (definicién de 0)
=(a+(—a))(a  (=a)™h) (inverso +)
=ala ' (—=a)™) + (—a)(a " (=a)™h) (distributividad)
=a(a ' (—a)™") + (=a)((—a)ta™h) (conmutatividad)
= (aa" 1) (—=a)"' + ((—a)(=a) H)a? (asociatividad)
=1-(—a)"'+1-a! (neutro )
=(—a)" ' +a! (neutro +)

por lo tanto 0 = (—a)™! + a~!, de donde se obtiene que —(a=1) = (—a)~ .

P3. Usando propiedades elementales de los niimeros reales, demuestre que para todo z,y, z,w € R,
w # 0, z # 0 lo siguiente es verdadero

(zw+yz)? = (2 +9y*)(w* +22) = INER t.q. 2=\, y = \z

Para ello note en primer lugar que la igualdad del lado izquierdo permite deducir que x222 +
y?w? = 2zwyz. Luego, vea que esto ultimo implica que 2z = yw. Finalmente, de la igualdad
anterior deduzca la conclusién.



Solucién
Desarrollemos la expresion (zw + y2)? = (22 + y?)(w? + 22);
(zw +y2)* = (@ + y*) (w® + 2%)
(zw)? + 2zwyz + (y2)? = 22w? + y?w? + 2222 + y222
2ewyz = yiw? 4+ 2222

(yw —22)* =0

por lo tanto yw — xz = 0, es decir yw = xz, y por la tanto existe una constante u tal que
Yyw = xrz = [
Por otro lado la condicién z,w # 0 implica que z,w poseen inverso, luego multiplicando la

ecuacién anterior por w~'z~!, se obtiene:

yz P =aw = pw 2

entonces tomando A = p(w=1z71), se tiene que IN € R t.q. . = \,y = Az.



