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P1. Calcular

24 2 con(z)) + 222

2n (=~ 1
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Solucion:

La idea es poder separar el limite en el cociente de los limites y estos en la suma de los limites, es
decir, ocupar relajadamente todas las propiedades del algebra de limites. Para esto, tenemos que
asegurarnos que cada uno de los limites exista por separado.

a) lim2 =2lim1 =0

n"

b) lim%cos(”ﬂ—?) = 0, pues cos( "

) es una sucesién acotada que esta siendo multiplicada por

%, que es una sucesion nula.

¢) lim gﬁ; = —%. Este es uno de los limite importante, un cociente de polinomios de igual grado.
En este caso, el limite es el cociente de los coeficientes que acompanan a la mayor potencia del
polinomio.

d) lim i—, = 0. También es uno de los limite importante, en particular, es del dltimo tipo que

n

aparece en esa seccién de la tutorfa. (lim %, con a € R)

n!?
e) lim # =0, pues (—1)" es una sucesién acotada que esta siendo multiplicada por %, que es

una sucesion nula.

f) lim ﬁ = 1. Para éste, observemos que %A, es el cociente de una sucesién constante (la

X0 1— X0

.z .z ! 10 . . .,
sucesién que vale 1) con la sucesién 1 — %, Esta tltima es una diferencia entre una sucesion

constante y 7% En los limites importantes vemos que lim 7% = 0, luego por algebra de limites,

lim(1 — 7’;—') = 1. Por lo tanto, lim ——- =

n 1— =l

Como todos existen por separado y el limite del denominador es distinto de 0, concluimos, por
algebra de limites, que:

24 ocos(fp) MR o
lim o &= n =_Z
art ot 3
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P2. Calcule lim p(n) 2,

nn

para p(n) un polinomio de grado k, k € N.
Solucién.

Notemos que
a® p(n) akJrlanfkfl

nn pktl pn—k-1

p(n)

Como p(n) es un polinomio de grado k, existen ay, ..., ax reales tales que

k
p(n) = Zami =apnf +ap_ N+ L an +ag
i=0



P3.

luego

p(n) O Qg1 ai ao
R
pero se sabe que
ag—; ,
S 0Vi=0.k
n
usando algebra de limites se tiene que:
p(n)
ki1 0
y como a**! es acotada (pues k es finito) y % es nula tenemos que
k+1
a**p(n)
R 0

n

—k—1 .
veamos que sucede con ;o——, para ello consideremos g, = -

entonces existe un ng € N, tal que Vn > ng se tiene que:

a 1
0<|—I <=
*|n|*2

a 1 n—k—1
O< 77L—k—1 < -

tomando limite, aplicando sandwich de sucesiones y como 2,% =
y 2% — 0) se tiene que

elevando a la potencia n — k — 1

ok+1
271,

, sabemos que ¢, — 0,

— 0 (pues 2¥*1es acotada

anfkfl
pn—k—1 —0

finalmente tenemos que % -0y : ,Sﬁ)l — 0 y por algebra de limites concluimos que
, a”

Obs1: Recordemos que el algebra de limites dice: “Si a,, — a y b, — b entonces, y sélo entonces
anb, — ab”, lo mismo ocurre para la suma y la resta, es decir la implicacién es cierta solo en un

sentido.

Obs2: Recuerden que el limite siempre se esta tomando sobre n, por ejemplo:

hy L1

1m k = k

lim = =0
n

Demuestre que si lim na,, existe entonces lima,, = 0.
Solucién.

Sea [ = lim na,,. Tenemos que:
lima, = Ilim—na,
n

1
= limna, - lim —
n
= 10
0

Donde el paso (1) se justifica diciendo que como ambos limites existen por separado, entonces el

limite del producto es el producto de los limites.



P4. Si se sabe que para « y 3 positivos limn (\/ n?+n+1—(an+ B)) existe, se pide calcular el valor
de ay 3,y luego el valor del limite.

Solucion.

Recordemos tres propiedades de sucesiones:

(a) Silimna, existe entonces lima,, = 0.
(b) lim(a, — k) = 0 siy sélo si k = lima,,.
(¢) Silima, = ¢ > 0 entonces lim \/a,, = V1.

Sea a, = vn? +n+ 1—(an+0), por hipétesis tenemos que lim na,, existe, luego por (a) lima,, = 0.

luego
anp=vVn?+n+1-(an+p)= (\/n2+n+1—an) -p
entonces por (b)

ﬁzlfm(\/n2+n+1—an)

y con esto
vn?2 1
ﬂ:h’m(\/nQ—i-n—Fl—om) =limn <n+n+ -«
n
sea b, = 7V”2:;"+1 — «, entonces 8 = limnb,,, es decir lim nb,, existe y por (a) limb,, = 0, por lo
tanto

n

i vnZ+n+1
Im| ——a] =0

y de nuevo por (b)
vni+n+1

n

ViZ ¥t 1 1
O Al e L Y | IR
n n n

donde el ultimo limite se justifica por (c).

6:11’m(\/M—om) :h’m(\/n2+n+1—n)

o = lim

Calculemos a y 3:

racionalizando

2 ) 1+ 1
vVnZ4+n+1l—n mtntl-n = T N

vaitntlan il 44y

donde hemos usado (c) y dlgebra de limites. Por lo tanto
a=1 g= %
Calculemos finalmente limn (vVn? +n+ 1 — (an + 3));
1
limn (\/n2 +n+1- (oerﬁ)) =limn <\/n2+n+l —(n+ 2))
n(3)
Vn2+n+1+(n+3)

3
1
1

Vit i+=+01+5)

DN | =

=lim

=1im




P5. Sean (ay) y (bn) tal que lima,, =1 y limb,, = r. Demuestre que lim méx{a,, b, } = méx{l,r}

Pé6.

Solucién. Para probar esto, nos vamos a basar en los siguientes resultados:

—-b b
(Va,b € R) max{a,b} = ‘“‘% (2)
Si s, es tal que lim s, = s, entonces lim |s,,| = |s| (3)

Asumamos por ahora que son verdaderos.

Con esto, limméx{a,,b,} = lim ‘a"_b"‘%ﬂ” Para poder separar este limite en la suma de los
limites y sacar el escalar (el %) fuera del limite, tenemos que asegurarnos de que existan todos
los limites por separado. Claramente los limites de a,, y b, existen por separado. Basta ver que
lim |a,, — b, | existe y, para resolver el problema, que vale |l — r|. Para esto, vemos que por &lgebra
de limites, lim(a, — b,) = I — r. Luego, llamando s, = a, — b, y aplicando (3), tenemos que
lim |a, — by = |l — 7.

Asi, tenemos que todos los limites por separado existen, luego podemos ocupar todas las propiedades
del algebra de limites:

|an, — bn| + an + by
2

1
= §(h'm |an, — bp| + lima, + limb,,)

lim méx{an,b,} = lim

1
= Si=rl+1+m)

= méx{l,r}

Donde la dltima igualdad se tiene por (2).
Probaré (3). (2) queda propuesto.

Primero notamos que (Va,b € R) ||la] — |b]| < |a — b|. Sabemos que (Ve > 0)(Ing € R)(Vn >
ng) |s$n — s| < ey por lo del principio de esta linea, ||s,| — |s|| < |s, — s|. Luego por transitividad,
se tiene que

(Ve > 0)(Ing € R)(Vn > ng) ||sn| —|s|| < e
Es decir, lim |s,,| = |s].

Sea t : N — N una funcién tal que para todo n, t(n) > n y a, una sucesién con lima, = I.
Demuestre que lim ay(,) = 1.

Solucién.

Como a,, converge a [, Dado € > 0 existe ny € N tal que Vn > ng se tiene que | a, — 1 |< €.

pero tenemos que t(n) > ng ¥n > ng, luego
Vn >mng |aym —1|<e

por lo tanto ay(y) converge a .



