Semana 2

Emilio Vilches & Felipe Serrano

Errores y sugerencias a evilches@dim.uchile.cl

P1. a) Demuestre que

Va,y € R,

r,y>0 (v+y)a!

indique qué axiomas o propiedades del orden estd utilizando.

b) 1) Demuestre que
Vz € R,

Hint: Analice el producto (z — 1)?(x + 2)
2) Demuestre que, para a,b € R, a,b > 0, se tiene:

a’ + 26 > 3ab?

Hint: Utilice la parte anterior.

Solucion

a) primero notemos que para todo x,y € R se tiene que
22 +y? > 2y

en efecto (r —y)2 >0, es decir 22 + y2 > 2y, luego
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x>0 22+2>3.
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P2.

1) notemos que (z — 1)%(z +2) > 0, si > 2, luego si z > 0
(z—1)*@+2)>0
(x> =2z +1)(x+2) >0
=22+ +222—4x+2>0
:C3+223:C

multiplicando por =1 > 0 (existe pues z > 0), se obtiene
2
2+ = >3
x
2) De la parte anterior sabemos que si z > 0, se tiene que
2
2+ = >3
x
Sean a,b > 0, poniendo = 7 > 0 en la desigualdad anterior se obtiene

a? L 2b >3
b2 a
multiplicando esto por ab? > 0,
a® + 2b% > 3ab>.

Sea A el conjunto solucién de la inecuacién |z| < |z — 1| y sea B el conjunto solucién de la
inecuacién |4z — 2| > z(1 — 2z).

1) Resuelva las inecuaciones, esto es, determine A y B.

2) Calcule AUB, AN B.

Resuelva la inecuacion:

|z — 2| + |22 + 11| - 1
(x =2z +]z—2|] 2

Encuentre el conjunto solucién de la inecuacion

|22 + 32| + 2|z + 3| + 22 > T+ |1 + 27|,

Encuentre el conjunto solucién de la siguiente inecuacion:
22 1
=241
|22 — 3z + 2|

Encuentre el conjunto solucién de la inecuacion

|v? — 22| + x|z +3| >3

Solucién



a) 1) A: Separamos el andlisis de acuerdo a los puntos criticos, en este caso z =0y z = 1.
(i) si z € (—00,0]

|z < Jo =1

& —r<—(x—-1)

<0<1

= 51 =RN(—00,0] = (—0,0]

(ii) siz € (0,1)

|z <o —1]
sr< —(r—1)

< <1
< =
-2

;»SQZ(—OO,%]m(o,l)z(o,l

(iii) si z € [1,00)

2 <z —1]
sr<(z-1)
<0< -1

:>S3:¢ﬂ[1700):¢

Luego la solucién final esta dada por A = 57 U Se U S3 = (—o0, %]

B: De nuevo separamos el andlisis de acuerdo a los puntos criticos, en este caso x =
(i) siz € (—o0, 3)

ST

|4z — 2| > z(1 — 2x)
< 2(1—2z) > z(1 —22)
S2>0

= 51 = (—00,2) N (—o0, %) = (—o0, %)

notar que hemos ocupado el hecho de que si z € (—o0, %), entonces 1 — 2z > 0.
(i) siz = 4

[4z — 2| > z(1 — 2z)
<0>0

:>52=¢ﬂ{%}:¢



(iii) si z € (3,00)
[4z — 2| > z(1 — 2x)
<202z —1) > —z(2z — 1)
2> -
1 1
= 53 = (_2500) n (Evoo) = (5,00>
notar que hemos ocupado el hecho de que si x € (%, 00), entonces 2z — 1 > 0.
Luego la solucién final esta dada por B = 51 U So U S3 = (—00, ) U (%, 00).
2) (i) AUB = (=00, 1] U (=00, 3) U(},00) = R
(i) AN B = (~00, 5] N[(~00,3) U (5,00)] = (—00, 3).
b) debemos resolver
|z — 2| + |22 + 11|
(= 2)|z + [« —2]|
que también se puede escribir como
2|z — 2|+ 22z + 11| — (z — 2)|z + |z — 2||
<
2(z — 2)|z + |z — 2|
pero |z + |z — 2|| es siempre positivo, en efecto:
(i)siz>2,x+|z—2/=2x—-2>0.
(ii)siz<2,z+z—2=2x—2+2=2>0.

luego encontrar el conjunto solucién de (2) es equivalente a encontrar el conjunto solucién

de

<§ @)

0.

2l —2|+2[2e + 11| — (z — 2)(z + | — 2|)
(z—-2)
Ahora los puntos criticos de (3) sonz =2y x = —%, luego

(i) si z € (—o0, —1—21)7

—2(x—2) =22z +11) — (z —2)(x — (z — 2))
(z—2)

& 2 44—4r—22—2*+2x+2®> —4r+4>0

& —8r—14>0

<0. (3)

<0

eo<—1
4
7

=5 = (_OO’_Z) N (—oo,—?) = (—oo,—?).
(i) si z € (—1L,2),

—2x-2)+22zx+11)— (z —2)(x — (z — 2))

(z—2)
S 2r+4+4x+22-224+4>0
< 30>0

<0

11 11



(iii) si x € (2, 00),

2@ —-2)+22z+11) — (x = 2)(x + (z — 2))
(z—-2)
S2r—4+4x+22—(z—-2)(2x—2) <0
sa?—6x—7>0
S@-—T)(r+1)>0

<0

= 53 =|(—00,-1) U (7,00)| N(2,00) = (7, 00).

(iv) veamos si los puntos criticos satisfacen (2),
x = 2, no satisface, pues no se puede anular el denominador.

T = —%, si satisface pues

—Y-2+p 1
e e

<1
2

Finalmente la solucién de (2) es
S¢ = (—00,2) U (7,00).
Primero notamos que 1 + 22 > 0, luego |1 + 22| = 1 + 22, luego debemos resolver
|% 4+ 3z| + 2|z + 3| + 22 > T+ 1+ 22
es decir

|z% + 3x| + 2|z + 3| > 8.
& (|| + x)|x + 3| > 8.

cuyos puntos criticos son x = —3, x = 0.
(i) si z € (—o0, —3)

< (Jz] + @)z + 3] > 8
& (—z+2)—(z+3)]>8
& 02>8
=S =0¢N (—OO,—?)) = ¢.
(ii) si z € (—=3,0)
< (Jz| +x)|x+ 3| > 8
s (—z+a)(r+3)]>8

<02>8
:>52:¢ﬂ(—3,0):¢.



(iii) si z € (0, 00)

S (x| + )|z + 3] > 8
S (4 2)[(z+3)]>8
S z(r+3) >4

S (z+4)(x—-1)>0

= 53 = (—OO, _4] U [15 OO) N (Oa OO) = [15 OO)
(iv) veamos si los puntos criticos satisfacen: 2 = 0, no satisface pues sino se tendria que
0>8.

x = —3, no satisface por la misma razén.
Por lo tanto la solucion final es

szslUSQUS3=[1,00)

debemos encontrar la solucién de la inecuacién
29 1
la® =2z +1] <1. (4)
|22 — 32 + 2|
que se puede escribir como
o= 1]Jz = 1]
- - <1. 5
|z = 2||]z = 1] — (5)

luego notamos que z = 1 y = 2, no pueden satisfacer (4), por lo tanto podemos suponer
que z # 1y x #2, asf (4), es equivalente a

[z —1] < |z -2

cuyos puntos criticos son . =1y z = 2.
(i) siz € (—o0,1)
Sl -1 < |z — 2|
S —r+1< —ox+2
&1<2
= 51 =RN(-00,1) = (—o0,1).

(ii) si z € (1,2)

Sl -1 < |z — 2|
Sr—1<-—-x+2

3

2
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Sa<
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(iii) = € (2,00)
Sl —1] < |z — 2|
Sr—1<z-2
& —-1< -2
:>53=¢ﬂ(2,00) = ¢.
Luego la solucién de (4) es

3

Sj'281USQU83:(—OO,1)U(1,2

e) debemos encontrar el conjunto solucién de la inecuacién
|z||lz — 2|+ x|z +3| <3

cuyos puntos criticos son z = -3, z =0, x = 2.

(i) six € (—o0,—3)
< x|l — 2|+ x|z + 3] >3
Sar—2)—z(x+3)>3

S < —§
-5
= 51 = (~00, ~8) N (~00, 3] = (00, ~3).
(ii) si z € (—3,0)
& |zl —2[+ 2|z +3| >3
szr—2)+z(x+3)>3
21+ 5) 20

= 5 = | (=00, ~3] U[1,00)| N (~3,0) = (=3, 3],

(iii) si z € (0,2)

& |z||lr — 2]+ x|z + 3| >3
s —z(z—2)+z(x+3) >3

= >3
> =
)

S =[2,00)n(0,2) = 2

2).
) 5’)



(iv) si z € (2, —0)

& |z||lr — 2|+ xlz+3| >3
szr—2)+z(x+3)>3
&2 +32-32>0

<:>2(3:—1)(:1:+g)20

= S5 = [(—o0, —;] U[1,00)] N (2,00) = (2,00).
(v) veamos si los puntos criticos satisfacen (6).
x = —3, si satisface pues | — 3|| -3 —2| =15 > 3.
x = 0, no satisface pues sino 0 > 3.
x = 2, si satisface pues 2|2+ 3| = 10 > 3.
Ss = {_37 2}
Finalmente la solucién de (6) es

Sj':S1USQU83US4US5: (—OO,—;]U[%,OO).



