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Problema 1

Antes de responder las preguntas debemos determinar la estructura de la cadena. Los estados seran el resultado
del partido de la semana. La cadena asociada se muestra en la figura.

1. La pregunta va orientada a definir una estructura de costos y ocupar las formulas de Markov con beneficios.
Para esto definimos la siguiente estructura:
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Esto implica que:
Tg=3 re=1 T, =0

Adicionalmente necesitaremos los valores de las probabilidades estacionarias (existiran dado que se trata
de una cadena irreductible de una clase recurrente aperiédica). Sin embargo si observamos P1¢(en el
enunciado) vemos que todas las filas son iguales por lo que podemos argumentar que ya convergié a su
forma de estado estacionario, por lo que se puede decir que:

me =042 1 =036 m, =022

De esta forma tendremos que
g=3-042+1-0,36 =1,62

—
Ahora debemos encontrar el valor de W, que satisface:

1,62 3 0,5 0,3 0,2
— —
W+1162]=[1]+104 04 02] -W
1,62 0 0,3 04 0,3
Imponiendo que W), = 0 se tiene que:
3,56
— —
W=1134
0

Entonces calculamos cudntos puntos se acumulardn en 16 partidos (los restantes) si parto en el estado g:

1,62 3,56 0,42 0,36 0,22 3 3,56
T(16)=16- (162 | + 1,37 | + {042 036 022 -|[1] - (1,37
1,62 0 0,42 0,36 0,22 0 0



En particular nos interesa conocer V,(16). Esto es:
V,(16) = 25,92 + 3,56 — 0,42 - 0,56 — 0,36 - 0,34 ~ 29,1247

Entonces, si considero que ya llevaba un punto ganado, entonces espero juntar 30,1247 puntos en lo que
queda de campeonato.

. Ahora me preguntan por los puntos acumulados desde un partido empatado hasta 17 fechas més. Para
calcular esto no debo cambiar la estructura de beneficios por lo que el W sera el mismo de la parte anterior.
También puedo asumir que P = P17. Es por esto que tendremos que:

1,62 3,56 0,42 0,36 0,22 3 3,56
TN =17- 1,62 | + [ 1,37] + [042 036 022] |[1] - (1,32
1,62 0 0,42 0,36 0,22 0 0

En particular:
Vo(17) = 27,54 + 1,34 — 0,42 - 0,56 — 0,36 - 0,34 ~ 28,5224

que es lo que nos estan pidiendo calcular (en este caso no sumo un punto adicional)

. Si modelamos el estado de la carrera del técnico tendremos que la cadena asociada es la que se muestra el
la figura.
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Entonces, sélo debemos calcular wiq¢ino utilizando las siguiente estructura de costos:
Tlatino = Teuropa = 1 Tmundo = 0 Yy Tij = 0 VZ,]

—
Entonces W debe cumplir con:

1 08 02 0
— —
W=|(1]l+l0 03 07| W
0 0 0 1

Si imponemos Wi,undo = 0 tendremos que la segunda ecuacién es:

10

Weuropa =1+03- Weuropa = Weuropa = 7

Remplazando en la primera ecuacién tendremos que:

Wlatino = 6542

Que es exactamente el nimero esperado de temporadas que tardara el entrenador chileno en alcanzar la
fama a nivel Mundial.



Problema 2

1. Para comenzar debemos ver cual es la forma de la cadena y especificar las probabilidades de transicién.
Estas son las que se ilustran en el dibujo.

La forma de calcular las probabilidades de pasar de un estado a otro es el siguiente:
La probablidad de pasar de A a B es:

pap = 0,5 P(PaseA — B)
0,5-0,9-0,8
0,36

Y de la misma forma para todas las transiciones entre estados A, B y C, y hacia la carcel es la probabilidad
complementaria.

Adicionalmente debemos definir la estructura de costos asociada. Deberia ser claro que:

r4a=1000 , rp=3000 , rc="7000

’I“ABZ’I“BAZ—5OO y TAC:TCAZ—IOOO s ’I“BC:TCBZ—QOOO

De esta forma:

ra=550 , Tp=2340 , 7T¢ =6250

Entonces ahora debemos resolver el sistema (ojo: notar que g = 0):

550
=  — 2340 =
W+ 0 = 6250 +P- W
0
Eligiendo Wci4rcel = 0 tendremos que:
- 550 5394
Wp=I—Ppr)~t-| 2340 | = | 6506

6250 9268



Una vez conocido el valor de W utilizamos las formulas de Markov con beneficios:

5394 1000 5304

- ~ | 6506 1| 3000 | | 6506

V=)0 e+ gogs | 71 [ 7000 9268 ]
0 0 0

De este vector nos interesa la componente V,,(A), dado que nos dicen que la condicién inicial es partir en
el pais A.
Adicionalmente se nos pide el calculo para n=3.

5394 0,0467 0,0936 0,0702 0,7895 1000 5394
7. _ | 6506 N 0,0936 0,0467 0,0624 0,7973 [ 3000 | [ 6506 }

| 9268 0,0702 0,0624 0,0467 0,8207 7000 9268
0 0 0 0 1 0 0

4702,1

- 5789,7

Vs = 8634,8

0

Entonces la respuesta es 4702.

2. Reformulamos la pregunta: Cual es el tiempo esperado en el transiente partiendo desde B? A estas alturas
—
sabemos que la respuesta es W(B) donde W es el vector que cumple con:

I N
0 036 0,27
Con Prer=1 0,36 0 0,24 Por lo tanto :
0,27 024 0
2,4863
W =1 2,4365
2,2561

Y las respuesta es 2.4365.

Problema 3

1. En la cadena se tiene que los estados A y B forman una clase transiente y los estados C' y T una clase
recurrente aperiédica. Si la cadena inicialmente se encuentra en el estado A y queremos calcular el niimero
esperado de transiciones hasta visitar por primera vez el nodo terminal, podemos descomponer esta
esperanza como la suma de los siguientes 2 términos:

= El ntimero esperado de transiciones hasta llegar al estado C, partiendo de A, lo que corresponde a
Wy si utilizamos la estructura de contador de permanencia en el transiente.

= El nimero esperado de transiciones hasta llegar por primera vez al estado T, partiendo de C. Sea
esta esperanza Fg 7.

Si denotamos a la esperanza pedida como FE4, se tiene que:

Ey=Wa+Ecr
Para calcular W4, utilizamos la siguiente estructura de costos de contador de permanencia en el transiente:

TA:1



En esta caso g = 0, ya que los estados transientes que tienen costos distintos de cero tienen probabilidades
estacionarias nulas, por lo que debemos resolver el sistema:

—

[-PW=F Wec=0 Wp=0

Reemplazando con los valores de la cadena:

q —q 0 0 Wi 1
-r r+s5 —s 0 We| |1
0 0 u —u | | We]  |oO
0 0 t—1 1-—t W 0

Dado que W = Wp = 0, del sistema matricial anterior se obtiene el siguiente sistema de 2X2.

gW4 —qgWp =1 —rWa+(r+s)Wp=1
Donde se obtiene que:
W, = r+s+gq
q-s

Para calcular el término de Ec 1 se tiene que:

Ecr :Zk~(1 —u)k oy
k=0

o0
Reordenando y usando la serie > ka* = (1_‘1a)2 entregada en el enunciado, se tiene que:

k=0
U b u l—u 1
Ecr=q——> k-(l-w)f=rr =
k=0

Este resultado también se puede obtener directamente observando que la variable aleatoria a la cual le
calculamos la esperanza es una geome’trica, cuya valor se entrega en el enunciado.

Finalmente:

T+ 5+ 1
resvg 2
q-s U

Ey=

2. Si inicialmente se encuentra en el estado X y queremos calcular el nimero esperado de transiciones hasta
visitar por primera vez alguno de los nodos terminales (Ex 1, 1,), podemos separar esta esperanza en 3
partes:

s Esperanza del nimero de transiciones hasta salir del estado X. Este valor (E,) se calcula de la
misma forma que el segundo término de la parte 1, a través de la esperanza de la geométrica. Esto
es: Fx = ﬁ

= Si la cadena al salir de X evoluciona a la sub-cadena 1 (con probabilidad %), inicialmente se

encuentra en el estado A; y queremos calcular el nimero esperado de transiciones hasta visitar por

primera vez el nodo terminal T}, lo que calculamos en la parte 1, para el caso general.

= Si la cadena al salir de X evoluciona a la sub-cadena 2 (con probabilidad ), inicialmente se

encuentra en el estado As y queremos calcular el nimero esperado de transiciones hasta visitar por
primera vez el nodo terminal Ts, lo que calculamos en la parte 1, para el caso general.

1 ry+ s1 + 1 n ro + So + 1 m
+1 1Q1+ } +[2 2Q2+ ]

Ex 1.1 = —
U n4m q1 - s1 u | n+m g2 - 82 us | n+m

LCorresponde a los estados recurrentes



