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Problema 1

Suponga que usted es el duefio de la fabrica de viagra Mandinga no puede, y sabe que
debe satisfacer la demanda que enfrenta para los préoximos T meses. Esta demanda la ha
estimado en D; unidades para el mes t.

Actualmente la empresa presenta los siguientes costos de produccion:
- Un costo fijo de K para cada mes.
- Un costo unitario de produccién de ¢’ para cada mes.

Ademads, cuenta con una capacidad maxima de produccién de Q. unidades igual para
todos los periodos, y en cualquier periodo puede decidir cambiar la tecnologia de
produccion que estd siendo utilizada, lo cual modificaria los costos unitarios de
produccién a c'y, con c'y < c'; v la capacidad méaxima de la empresa a Q' La implantacién
de esta nueva tecnologia obliga a la empresa a incurrir en un costo de /.

Cabe destacar que una vez que se ha realizado el cambio tecnoldgico no es posible
regresar a la tecnologia original, la inversién es realizada una Unica vez y que el producto
no se puede almacenar en bodega.

Adicionalmente, usted posee convenios con la competencia que le permiten comprar
unidades de un producto terminado a un precio de P, con P > ct para todo t. Con esta
informacién responda:

1. Formule un modelo de programacion lineal entera mixta que permita determinar
las acciones que se deben realizar a lo largo del periodo de planificacion con el fin
de minimizar los costos en que debe incurrir la empresa para satisfacer la
demanda.

2. ¢Como cambia su respuesta si ahora se permite realizar inventario de productos,
asumiendo un costo asociado de b’ por unidad almacenada desde el periodo t al
t+1, y un inventario maximo de B unidades?



Problema 2
Responder las siguientes preguntas:

a) ¢éComo determina el algoritmo Simplex si el vértice actual es una solucién éptima del
problema? ¢Por qué?

b) Si el vértice actual es éptimo, ¢COmo se puede determinar a través del algoritmo si hay
mas de un 6ptimo?

c) éCémo determina el algoritmo Simplex si el problema es no acotado?

d) Explique cémo el algoritmo Simplex asegura no salirse del espacio de soluciones
factibles al efectuar una iteracién.

e) Sefiale si el algoritmo Simplex asegura en cada iteracion la maxima variacion posible de
la funcidn objetivo. éPor qué? Si no lo asegura, explique cdmo se podria lograr la maxima
variacion.

f) ¢ Cuando una solucion es degenerada?

g) ¢Puede suceder que en un PL de minimizacién exista algun costo reducido negativo,
pero que en esa iteracion del Simplex la funcién objetivo no pueda ser mejorada?
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Problema 1
1.
a) Variables:

at: 1 si se decide producir en el mes t, 0 sino.

xt: Cantidad de unidades producidas con la tecnologia antigua en el periodo t.
wt: Cantidad de unidades producidas con la tecnologia nueva en el periodo t.
Bt: 1 si se decide cambiar la tecnologia en el periodo t.

yt: Cantidad de unidades compradas a la competencia.

b) Funcion Objetivo:

T
min Costos Totales = Z(Kat + Pyt + ctxt + ctwt +1BY)
t=1

¢) Restricciones:

1) Cambiar a lo mas una vez de tecnologia en el horizonte de evaluacion
T
E pt<1
t=1

2) Satisfacer la demanda
yt+xt+wt =Dt vt=1..T

3) Producir solamente si se decide hacerlo
Mat > xt +wt vt=1..T
Con M=D"

4) No sobrepasar capacidad con tecnologia antigua

xtSQm<1—z,89> vt =1.T

O==t

5) No sobrepasar capacidad con tecnologia nueva.

waanZﬁ" vt=1.T

O<=t

6) Naturaleza de las variables
at, gt € {0,1} vVt =
xtyEwt >0 vVt =



2.
En caso de que pueda manejarse inventario entre periodos es necesario agregar una
nueva variable:
It: cantidad de inventario guardada desde el periodo t al periodo t + 1.
Las restricciones de satisfaccion de demanda (2) y de naturaleza de variables se modifican
guedando:
yi+xt+wt+ 11 >Dpt+ It vt=1..T
1*>0 vt=1..T

Ademas, se debe agregar la restriccion sobre la capacidad maxima de bodegaje en cada
periodo:

I*<B vt=1..T

Por ultimo, la funcién objetivo queda:

T
min Costos Totales = Z(Kat + Pyt + ctxt + ctwt + I + btIY)
t=1
Problema 2
Solucion:
Tenemos el problema:
(P) minctx
Ax=b
x=>0
Si dividimos la matriz A en dos matrices, para construir nuestras soluciones basicas:
A= (B|R)

Donde B es una matriz cuadrada de dimensiéon m, y R es una matriz de m x (n-m).
Entonces podemos transformar nuestro problema a:

(P) minct (ib>

o () -»

x>0



Que es equivalente a:
min ¢} x, + ctx,
Bxy, +Rx, =b
Xp, Xy =0

Como B tiene columnas l.i., es invertible, entonces:
x, + B™'Rx, = B71b

x, = B™'b — B71Rx,
Y la funcién objetivo se puede escribir como:

minz = cf(B™'b — B71Rx,) + clx,

minz = c;B7'b + (¢t — cfB1R)x,
Si se fijan una vez elegida una base, la f. 0. queda solo en funcidn de lo variables no basicas.
Ademas, en los costos reducidos aparece la solucion del problema dual de la base asociada.
Entonces el problema asociado a la base B de columnas de A queda dado por:

minz = c;B7'b + (¢t — c;tB1R)x,

x, = B~'b- B™1Rx,
Xp, Xy = 0

Luego, la solucién basica asociada a esta base estd dada por x, = B~lhyx, =0
Ahora estamos en condiciones de resolver las preguntas:

a) éComo determina el algoritmo Simplex si el vértice actual es una solucion éptima del
problema? ¢Por qué?

Si definimos ¢t — cfB™R = ¢,, como los costos reducidos asociados a la base, el vértice
representado por esta base serd éptimo si todos los costos reducidos son mayores o iguales a
cero.

Esto se debe a que si los costos reducidos son menores que cero la funcidn objetivo puede
disminuir su valor si x,. crece, y por lo mismo, si sus costos reducidos son mayores que cero, si X,
deja de valer 0, entonces la funcion objetivo aumenta su valor. Luego el vértice es dptimo si los
costos de las variables reducidas son mayores que cero.

b) Si el vértice actual es optimo, ¢Como se puede determinar a través del algoritmo si hay mas
de un 6ptimo?

Si en el 6ptimo existe al menos una variable no basica con costo reducido igual a cero y tiene
rango factible para crecer, entonces el problema admite éptimos alternativos.

Esta variable puede crecer hasta que una variable basica se haga cero. Esto se da porque:



xp = B~'b+ B71Rx,
Sib =B~'byR = B~'R entonces:
Xp = b — Xy
Xp =b = Tmt1Xmer = oo —TXn
Supongamos que xses la variable que tiene costo reducido igual a cero, si ella aumenta o
disminuya su valor, la funcién objetivo no cambia. Como en el dptimo todas las demas variables no
basicas valen 0, entonces:

Xp = b — T ¢Xs
Esta igualdad de vectores se puede separar coordenada a coordenada,

X; = b; — T isXg i=1,..,m x; variable bdsica

Entonces si x5 puede crecer de tal forma que x; > 0, entonces el maximo valor que puede tomar
Xg €s:
. b,
mins;— f—
715>0 7

c) éComo determina el algoritmo Simplex si el problema es no acotado?
Si la variable que entra a la base es x; (pues tiene un costo reducido menor que cero)
x; = b; — T X i=1,..,m x; variable bésica

Vemos que si 7 ;s < 0 para todo i= 1,.., m entonces x puede crecer indefinidamente antes que
se anule alguna variable basica. Luego el problema tiene éptimo z = —eoo

d) Explique como el algoritmo Simplex asegura no salirse del espacio de soluciones factibles al
efectuar una iteracion.

El algoritmo SIMPLEX se asegura de no salir del poliedro factible al efectuar de manera correcta el
criterio de salida de la base.

X; = by — T isxg

Si para algini=1, .., m, 7, >0, entonces cuando x; crece, x; decrece. Notar que el valor
minimo que puede tener Xx; es cero, para que el problema siga siendo factible. Entonces el valor
maximo que puede tomar xges hasta que la primera variable bdsica de la base antigua se haga
cero, que es precisamente la que sale de la base.

e) Senale si el algoritmo Simplex asegura en cada iteracion la maxima variacion posible de la
funcién objetivo. éPor qué? Si no lo asegura, explique como se podria lograr la maxima
variacion.



El criterio de entrada a la base indica que la variable no basica que entra es aquella que tiene el
menor costo reducido, dentro de aquellos que son < 0. Se ha adoptado esta convencién porque
trae el mayor mejoramiento local. Sin embargo, al escoger esta variable de entrada se esta
automaticamente determinando cual serd la variable bdsica que saldria de la base, y puede darse
el caso que esta variable aportaba a la minimizacion de la funcion objetivo. Entonces para lograr la
maxima variaciéon habria que escoger como variable de entrada aquella que en conjunto con la
variable que saldria impliquen la mayor variacién en la funcidon objetivo. Para esto es necesario
probar todos los casos.

f) éCuando una solucion se dice degenerada?
Cuando existe a lo menos una variable bdsica igual a cero.

g) éPuede suceder que en un PL de minimizacion exista algtin costo reducido negativo, pero que
en esa iteracion del Simplex la funcién objetivo no pueda ser mejorada?

Si, si estamos por primera vez en una solucién basica factible degenerada no éptima alguin
costo reducido serd menor que cero, sin embargo, al aplicar los criterios de entrada/salida
a la base sera posible obtener otra base representativa del mismo vértice (porque es
degenerado), y en ese caso el valor de la funcion objetivo no cambiara (ya que se evalla
en el mismo punto).



