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Problema 1

Sea f :R"->R una funcion convexa y sea c alguna constante. Pruebe que el
conjunto S= {x € R™ | f(x) £ c} es convexo.

SOL:
Una funcidn convexa es una funcién que cumple para A € [0, 1]:
f(Ax + (1 - N)y) < M(X) + (1 - Nf(y)
Lo que quiere decir que su aproximacion lineal va a estar siempre por sobre la
funcion.

Seax,YES,yA€][O, 1]. Necesitamos probar que Ax + (1 - A)y € S.

f(AX + (1 - Ny) < M(X) + (1 - Mf(y) f es una funcion convexa
S Ac+ (1-A) X,YES
=cC

Por lo tanto Ax + (1 - A)y € S, entonces S es un conjunto convexo.
Problema 2

Sabemos que cada problema de programacién lineal puede ser convertido a su
problema equivalente en la forma estandar. También sabemos que un poliedro no
vacio en su forma estandar tiene al menos un punto extremo. Entonces podemos
concluir que cualquier poliedro no vacio tiene al menos un punto extremo. Explique
por qué este razonamiento es incorrecto.

Sol:

Este razonamiento falla por que al pasar de un poliedro cualquiera a un poliedro en
su forma estandar, uno introduce variables, que son las que provocan la existencia
de estos puntos extremos.

Veamos el siguiente ejemplo:

X1 +x, <3

Entonces el poliedro equivalente en forma estandar seria introduciendo una variable
de holgura, y dos variable para x1 y x2 que son irrestrictas:



Imponemos que:

Xy =X;— Xq

Xy = X5 — X3
Y luego:

X1 — % +x5— x5 +x3=3
X3, X1, X1 X3, X5 = 0
Claramente este poliedro tiene un punto extremo, pero el primer problema no.
Problema 3
Teorema de Carathéodery
Sea 4, ,..,4,, una coleccidn de vectores en R™.
(a) Sea
C= {Z?:l }\iAL' | }\1'"'1)\71. >0 }

Pruebe que cualquier elemento de C puede ser expresado en la forma Y-, A 4; ,
con }; =0 y con lo mas m componentes 2; distintos de ceros.

Hint:

Considere el conjunto:

A= {(\y, ., M) ERY | X, A=y, Ay =0}
¢Qué tipo de conjunto es este?
Sol:

Sea y € C c R™. Entonces se escribe de la forma y =}, A;4; , para algunos
A, A, = 0. Consideremos el conjunto

A= {(}Ll,,)bn) € R" | Z?:l }\iAl' =Yy, ?\l’,...,)li >0 }
Este conjunto es un poliedro en su forma estandar (en vez de tener variable vector
X, €s un vector en A ). Ademas es no vacio puesto que y € C, entonces existe al

menos un vector A € R™ que pertenece a A.

Entonces como ese conjunto es un poliedro en su forma estandar se sabe que tiene
al menos un punto extremo.

Sea (A4, ...,A,) € R™ un punto extremo de ese poliedro. Entonces sabemos que existe
un conjunto B = {B(1),..., B(m)} < {1,..,n} tales que para B(i) ¢ B, entonces
?\B(i)=0.

Por lo tanto existen a lo mas m componentes de (4, ..,A,) € R®™ que son distintas de

cerom

(b) Sea P la envoltura convexa de los vectores A;:

P= {2 M4 | 2 A =1 Ayl 20 3



Muestre que cada elemento de P puede ser expresado de la forma Y, A; 4;, donde
. =1yA =0 paratodoi, con alo mas m+1 coeficientes A; distintos de cero. m

SOL:
De manera similar a la anterior.

Sea y € P © R™. Entonces se escribe de la forma y =Y, \;4; , para algunos
}\1, ---'}"n 2 0 .

Consideremos el conjunto:
D= {()\11 l)\'n,) € R" | Z?:l )\iAi =Y, Z?:l }\i = 1: }\i'---')\i = 0 }

Nuevamente este es un poliedro en su forma estandar con m+1 restricciones. Las
primeras m restricciones vienen dadas por Y, A; 4; =y, y la Ultima restriccién viene
dada por Y, A, =1. D es no vacio puesto que y pertenece a P (0 sea existe al
menos un vector A que cumple las m+1 condiciones). Por lo tanto, D tiene al menos
un punto extremo.

Sea (A4, ...,A,) € R™ un punto extremo de ese poliedro. Entonces sabemos que existe
un conjunto B = {B(1),..., B(m+1)} < {1,...,n} tales que para B(i) ¢ B, entonces
?\B(l’)=0'

Por lo tanto existen a lo mas m+1 componentes de (1, ...,A,) € R" que son distintas
de cerom

Problema 4

Suponga que {x€ R"|alx >b;,i=1,...,m} y {x€ R"|glx =h;,i=1,..,k}, son dos
representaciones del mismo poliedro no vacio. Suponga que los vectores a; abarcan
R™. Muestre que lo mismo es verdad para los vectores g;.

Sol:

Propuesto.



