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P3 Considere el poliedro en forma estándarP = {x ∈ R
n
+ : Ax = b}. Suponga que

la matrizA ∈ R
m×n es de rango completo. Para cada una de las siguientes

afirmaciones, establezca si es verdadera o falsa. Si verdadera, demuestre, si
falsa, de un contra-ejemplo.

1. Sin = m +1, entoncesP posee a lo más dos soluciones básicas facti-
bles.
Verdadero: ComoP esta en forma estándar, tiene al menos un punto
extremovo, si no existen mas puntos extremos, el resultado se tiene y
no hay nada mas que demostrar. Seavi otro punto extremo. Definamos
di = vo−vi, di satisfaceAdi = 0, pero la dimensión de{d : Ad = 0} =
n−m = 1, por lo que existedo 6= 0 tal quedi = αido para cualquiervi.
Seaα∞ = máx{αi : vi es punto extremo}, y seav∞ donde se alcanza
el máximo. Entonces siαi < α∞, tenemos quevi no es punto extremo
por ser combinación convexa devo y v∞. Esto implica queαi = α∞∀i,
por lo que|{vi : vi es punto extremo}| = 2.

2. El conjunto de todas las soluciones óptimas es acotado.
Falso:Basta considerarP := {x ∈ R

n
+} y minimizarc =−ei, dondeei

es el i-ésimo vector canónico. En este caso el conjunto óptimo son los
{x ∈ R

n
+ : xi = 0}, que es no-acotado.

3. Toda solución óptima posee a lo másm componentes no-cero.
Falso:Basta considerar ḿax{x1+x2 : x1,x2 ≥ 0,x1+x2 ≤ 1}, el punto
(1

2,
1
2) es óptimo y posee más de una componente no cero.

4. Si hay más de una solución, entonces el cardinal de las soluciones óp-
timas es no numerable.
Verdadero: Si hay mas de una solución óptima, entonces hay dos
x1,x2 y por convexidad todas las combinaciones convexas de ellas,
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es decir{x : x = λx1+(1−λ)x2,λ ∈ [0,1]}, entonces|{x : x es óptimo
}| ≥ |{λ : λ ∈ [0,1]}| = ℵ1.

5. Si hay mas de una solución óptima, entonces hay al menos dossolu-
ciones básicas factibles óptimas.
Falso:considereP := {x ∈ R

n
+} y minimizarc =−ei. P posee sólo un

punto extremo, y el conjunto de soluciones óptimas tiene masde dos
puntos.

6. Considere el problema de minimizar máx{cx,dx} sobreP. Si este pro-
blema tiene una solución óptima, existe un punto extremo deP que es
solución óptima del problema.
Verdadero: Seazo el valor óptimo del problema. Consideremos el
problema(P′) := mı́n{(1,0) · (z,x) : z ≥ cx,z ≥ dx,z ≥ zo,x ∈ P}. Por
hipótesis(P′) tiene solución óptima, y como(P′) no posee ninguna
línea,(P′) posee vértices, por lo que hay una solución óptima(zo,xo)
que es vértice de(P′), demostremos quexo es vértice deP. Por con-
tradicción, seanx1,x2 ∈ P tales quexo = λx1 + (1− λ)x2, seazi =
máx{cxi,dxi}, claramentezi ≥ zo, y (zi,xi) ∈ P′. Por optimalidad, ne-
cesariamentezi = zo, por lo que(zo,xo) = λ(z1,x1)+ (1−λ)(z2,x2),
lo que contradice la elección dexo.

Bono Suponga que{x ∈ R
n : aix ≥ bi, i = 1, . . . ,m} y que {x ∈ R

n : gix ≥
hi, i = 1, . . . ,k} son dos representaciones del mismo poliedro no vacío
P. Demuestre que si〈{ai}

m
i=1〉 = R

n entonces〈{gi}
m
i=1〉 = R

n.
Demostración: ComoP es no vacío, y como〈{ai}

m
i=1〉 = R

n, entoncesP
tiene un vértice. ComoP = {x ∈ R

n : gix ≥ hi, i = 1, . . . ,k}, y P tiene un
vértice, necesariamente el conjunto de restricciones que lo define contiene
un conjunto l.i. de tamañon, por lo que〈{gi}

m
i=1〉 = R

n.
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