Profesores: Daniel Espinoza, Gonzalo Romero

INGENIERIA INDUSTRIAL
B UNIVERSIDAD DE CHILI Auxiliares: Victor Bucarey, Nelson Devia,
Jocelyn Gonzalez, Fernando Solari

IN3701 - Optimizacion
Guia 2

1. SIMPLEX

. Sea P={xe R’ /x, +x,+x, =1,x 20} y considere el vector x=(0,0,1). Encuentre el
conjunto de direcciones factibles en x.

. Considere el problema de minimizar ¢'x sobre el conjunto

P={xe R"/Ax=b,Dx< f,Ex< g}.
Sea x un elemento de P que satisface Dx = f y Ex < g.Muestre que el conjunto de
direcciones factibles en x" es el conjunto {d € R" / Ad =0, Dd <0}.

. Considere el problema de minimizar ¢’x sobre el conjunto
P={xeR"|Ax =b,Dx <[ ,Ex < g}
Sea x* un elemento de P que satisface Dx* = f, Ex*< g. Muestre que el conjunto de
direcciones factibles en el punto x* es el conjunto:
Q={deR"|Ad =0,Dd <0}

. Responder las siguientes preguntas:

a) (Como determina el algoritmo Simplex si el vértice actual es una solucién
Optima del problema?

b) Si el vértice actual es 6ptimo, ;Como se puede determinar a través del algoritmo
si hay mds de un 6ptimo?

¢) (Coémo determina el algoritmo Simplex si el problema es no acotado?

d) Explique cémo el algoritmo Simplex asegura no salirse del espacio de soluciones
factibles al efectuar una iteracion.

e) Senale si el algoritmo Simplex asegura en cada iteracion la méxima variacién
posible de la funcién objetivo. ;Por qué? Si no lo asegura, explique cémo se
podria lograr la méxima variacion.

f) (Puede suceder que en un PL de minimizacion exista algun costo reducido
negativo, pero que en esa iteracién del Simplex la funcién objetivo no pueda ser
mejorada?



5. Explique cada uno de los siguientes casos especiales de Simplex y sefiale en qué parte
del algoritmo verifica el caso:

II.

a) Soluciones Miuiltiples
b) Soluciéon Degenerada
¢) Solucién Infactible
d) Sin Solucién

DUALIDAD

1. Considere el problema primal:

Min c'x
Ax=2b
x>0

Formule el problema dual y conviértalo en un problema equivalente de minimizacion.
Encuentre un conjunto de condiciones sobre la matriz A y los vectores b y c, bajo las
cuales el problema dual es idéntico al primal, y construya un ejemplo en el cual se
satisfagan estas condiciones.

2. Una florista sabe hacer solo 2 tipos distintos de arreglos florales (x1 y x2) para los
cuales dispone de 3 tipos distintos de flores: rozas, tulipanes e ibizcos. Los
requerimientos de flores para cada arreglo, la disponibilidad de flores y los precios de
cada arreglo vienen dados por:

FLORES Xi X, DISPONIBILIDAD

Rozas 3 1 300

Tulipanes 1 1 140

Ibizcos 1 3 300

PRECIO 2000 1000

a) Formule un PPL que resuelva el problema de maximizacién de ingresos por
ventas sujeto a la disponibilidad de recursos.

b) (Cudl es el problema dual asociado? ;Qué situacién podria estar optimizando?

c) Usando el teorema de holgura complementaria, encuentre el “optimo del
problema dual sabiendo que el 6ptimo primal viene dado por (x1 = 80, x2 = 60).

d) Suponga que retorna frustrado después que una bella dama le cerrara la puerta

cuando usted le llevaba amablemente una rosa, un tulipdn y un ibizco 6. Si se
encuentra con la florista, ;Cuanto cree que estaria dispuesta a pagar ella por sus
flores?



3.

Sea P={xe R"/Ax=b,x =0} un poliedro no vacio y sea m la dimensién del vector
b. Llamaremos a x; una variable nula si x;, =0 paratodo x€ P

a) Suponga que existe algin pe R™ tal que p'A>0, p'b=0 tal que la j-ésima
componente de de p'A es positiva. Pruebe que x; es una variable nula.

b) Pruebe la reciproca de (a): si x; es una variable nula, entonces existe algin p e R"

con las propiedades mencionadas en (a).
¢) Si x; no es una variable nula, entonces por definicién existe algiin ye P para el

cual y; >0. Use las partes (a) y (b) para probar que existe xe P 'y pe R" tales
que: p'A=20, p'b=0, x+A'p>0

Sea A una matriz dada. Muestre que exactamente una de las siguientes alternativas
debe cumplirse.
a) Existe algin x #0 tal que Ax=0,x2>0.

b) Existe algin p tal que p'A>0.

Sea A una matriz dada. Muestre que las siguientes afirmaciones son equivalentes:
a) Todo vector x tal que Ax = 0 y x>0 debe satisfacer x, =0.

b) Existe algin p tal que p'A<0,p>20y p'A <0, donde A, eslaprimera columna
de A.

Sea a y a,,...,a, vectores dados en R". Pruebe que las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
a) Paratodo x>0, se tiene que a’'x <maxa; x.

l

b) Existen coeficientes A no negativos y que suman 1, tales que a < Z/ll.ai .
i=1

Considere un problema de programacioén lineal en forma estdndar y asuma que las filas
de A son linealmente independientes. Para cada una de las siguientes afirmaciones dé
una prueba o un contraejemplo.

a) Sea x* una solucion bdsica factible. Suponga que para cada base correspondiente a
x*, la solucidn bésica asociada de el dual es infactible. Luego, el costo 6ptimo debe
ser menor estricto de ¢’x*.

b) El dual del problema auxiliar primal considerado en fase 1 del método simplex es
siempre factible.

c) Sea yi la variable dual asociada a la i-ésima restriccién en el primal. Eliminar la i-
€sima restriccidn en el primal es equivalente a introducir la restriccion yi = 0 en el
dual.

d) Si el criterio de no-acotamiento de en la aplicacion del método simplex en el
problema primal es satisfecho, entonces el problema dual es infactible.



8. Considere el problema de programacion lineal de minimizar c’x sujeto a Ax=b, x>0.
Sea x* la solucién 6ptima, asuma que existe, y sea p* la solucién del problema dual.

a)

b)

c)

d)

Sea x” una solucién 6ptima del primal, cuando ¢ es reemplazado por algin c”.
Muestre que (¢” —¢)’(x” —x*) < 0.

Sea el vector de costo fijo e igual a ¢, pero suponga que ahora cambiamos b por b”,
y sea x la correspondiente solucién del primal.

Muestre que (p*)’(b” -b) <c¢’ (x” — x*).

Dé€ un ejemplo de un par de problemas lineales (dual y primal), en los cuales ambos
tienen multiples soluciones Optimas.

Considere un problema de programacion lineal en forma estdndar que es infactible,
pero que se transforma en factible y tiene un costo finito cuando la ultima
desigualdad es omitida. Muestre que el 6ptimo del dual es factible y tiene costo
Optimo finito.

9. Considere el problema:

P) min cx
s.a Ax=Db
x>0
y su dual.
a) Pruebe que si un problema tiene una solucién no degenerada y unica, lo mismo

ocurre con el otro.

b) Suponga que tiene una base 6ptima no degenerada para el problema primal y que

uno de los costos reducidos para las variables bésicas es cero.



