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Problema 1:

1. (1,5 ptos.) Explique qué significa que un problema de decisién esté en P, en NP
y en NP-completo.
2. (1,5 ptos.) Describa el funcionamiento del método de Newton para optimizacién
irrestricta (aproximacion de la funcion f, iteracion, direccion de descenso, paso)
y explique la interpretacion grafica del método. éQué varia en el método de
Newton globalizado?
3. (1,5 ptos.) Sea el problema:
min f(x)
s.a.gix) <0
¢Qué hipdtesis se deben pedir para que el cumplimiento de las condiciones de
KKT para un punto x* garantice que dicho punto es minimo global del
problema?
4. (1,5 ptos.)
i Formule y grafique un PPL con infinitas soluciones éptimas.
ii. Formule y grafique un PPL infactible.
iii. Formule y grafique un PPL con conjunto factible no acotado y solucion
optima finita.

Problema 2:

Dado el siguiente problema:
min f(xi,xz) = (X1 - 5)* + (x2 = 2)? (P)
s.a gi(xyXz) = (X1 - 1)° + (x2 - 2)° < 1
g2(X1,X2) = X1 + X2 2 3

1. (1,2 ptos.) Desarrolle las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para el
problema (P).

2. (1,2 ptos.) Revise el cumplimiento de las condiciones de KKT para los siguientes
puntos:

(L2) ;(1-41/2, 2++1/2)
¢Qué podemos concluir para cada uno de estos puntos? Justifique.

3. (1,2 ptos.) Muestre las restricciones, el conjunto de soluciones factibles y la
funcion objetivo graficamente.

4. (1,2 ptos.) Determine un candidato para ser solucién optima analizando el
grafico. Verifique si este candidato cumple las condiciones de KKT. De la
solucién optima y el valor de la funcién objetivo asociado.

5. (1,2 ptos.) Se agrega la siguiente restriccién al problema (P):

G3(X1, X2) = (X1 - 3)° + (x2-2)° < 1

¢Qué podemos decir acerca de la solucidon optima del problema original
aplicando KKT? Justifique su respuesta.



Problema 3:

La reconocida empresa CCC (Compafiia de Cervezas Carboni), debido al aumento
sostenido de la demanda de cerveza en los Ultimos afos, desea evaluar la instalacion
de nuevas plantas de malta. Para ello, el gerente de operaciones de la compafiia le
explica a usted, brevemente, el proceso productivo de la cerveza.

Existen en la regién una serie de plantaciones de cebada, propiedad de la compaiiia,
de las que se extrae y transporta cebada a alguna de las plantas de malta de la
empresa. Ademas, existe una pequefia fracciéon de cebada que es importada y llevada
directamente a las plantas. La cebada es procesada en esta planta, produciendo la
malta. Esta es luego transportada desde la planta a la cerveceria, donde se termina de
producir la cerveza, o bien es exportada.

Existe un conjunto J de posibles localizaciones para las plantas, de las cuales un
subconjunto J,o ya estd ocupado por las plantas actuales. Considere que, como
maximo, puede instalarse sélo una planta de malta por afio y que el horizonte de
tiempo para el problema es de T afios (|J\Ja|>T).

Considere que existe un conjunto I de proveedores de cebada (donde i=1 corresponde
a las importaciones y el resto a las plantaciones) y un conjunto K de puntos de
demanda de malta (donde k=1 corresponde a las exportaciones y el resto a
cervecerias). Cada uno de estos puntos demanda una cantidad D,; de malta en el afio
t.

Cada proveedor de cebada (incluyendo importaciones) puede ofertar como maximo A
toneladas de cebada en el afio t y la capacidad de producciéon de la planta de malta en
la ubicacién j es C; cada afio. Es importante considerar que no toda la cebada es
utilizable para producir malta, debido a los altos estandares de calidad de la compaiiia.
Estudios preliminares han identificado la calidad de la cebada en las distintas
plantaciones, por lo que se ha estimado el paréametro r;, que corresponde a la cantidad
de malta que se puede producir con una tonelada de cebada de la plantacion i.

Los costos se han estimado previamente, siendo aj: el costo de transporte de cebada
de la plantacién i a la planta de malta j en el afio t, my el costo de transportar malta
de la planta j al punto de demanda k en el afio t y s; el costo fijo por instalar una
planta de malta en j en el afo t.

Por ultimo, por politicas de la empresa, considere que la cantidad de cebada importada
debe corresponder a una proporcion fija de la cantidad de malta exportada. Asi, las
toneladas de cebada importada no pueden ser menores al 80% ni mayores al 120% de
las toneladas de malta exportada.

Plantee un modelo de programacion lineal mixta, que permita decidir donde instalar las
nuevas plantas de malta y en qué afo hacerlo, de modo de minimizar los costos
totales en el horizonte de tiempo especificado y satisfaciendo la demanda en cada
periodo. Para simplificar, considere que los efectos inflacionarios ya estan considerados
en los costos entregados.



Pregunta 1:

1)
e Estar en P: Existe un algoritmo polinomial que lo resuelve.
« Estar en NP: Existe un algoritmo no deterministico polinomial que lo resuelve o
que existe un certificado verificable en tiempo polinomial.
+ Estar en NP-Completo: Estd en NP y ademas todo problema en NP se puede
transformar polinomialmente en él.

2) Newton: Iteracién k:
— ffmky
Calcular el gradiente de la funcién objetivo y verificar si vf(z®) =0
2 casos posibles:
- Si no se cumple, calcular el inverso del hessiano de la funcion objetivo para
obtener el siguiente punto como se indica a continuacién:
ekl = ok _ [H f(z%)] 7! 7 f(zF)

- Sise cumple, entonces se acaba la iteracién y el punto x, es el éptimo

Para llevar a Newton a ser Newton Globalizado, se agrega una minimizacion
unidimensional en la direccién generada:

&k = ~[Hf(z*)] 71V f(a*)

d“ es direccién de descenso si Hf(x) es definida positiva (y esto pasa si f es convexa).

. L fla® + A\pd®) < f(2¥
En cada iteracion se puede buscar un paso A, > 0 tal que * (" + Ad”) Fz")

min _f(.-.*""' + )-.;,.r.""']l
s, A = U

En cambio Newton trabaja con: A¢ =1

3)
- x* minimo local tal que se cumple la condicion de regularidad en x*.

fyg OC

- f convexa y region factible convexa.

4) Nota de correccidon: Con un ejemplo para cada una basta, siempre y cuando
grafiquen el mismo ejemplo que modelaron.

i) Infinitos optimos: Esto sucede cuando la pendiente de la funciéon objetivo tiene el
mismo valor que la pendiente de una de las restricciones. (Son paralelas).
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ii) PPL Infactible:

=z

Eal

Max z=2x1+H2
S.a H1+2%:<6

| X1+2¥228
[
\-\ ¥i1,¥220
| x\"""ﬂ-\_\_\_\__ "\-\.\\\_\_\\\H—\-
) T
'a___H
. . . . . "
iii) Espacio no acotado con solucion finita:
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Problema 2:
1. Primero se lleva el problema a la forma estandar
min f(x,x;) = (X; - 5)> + (x2 - 2)?
s.a gi(Xy,Xx2) = (X1 - 1)+ (x2-2)*-1<0

gZ(XI/XZ) =3- X; - X2 < 0

Asi, se tiene que las condiciones de KKT son las siguientes:
2* (%, —5) 2* (x, =) -1 0
* i +,Ul* * & +/'12* =
2* (%, —2) 2* (X, —2) -1 0
m* (% =D +(x,—2)?-1)=0
Hy* (3= =%,)=0

2. Punto (1,2):

M (-7 +(2-22-D=0 = =0

U, * (3-1-2)=0 = w00

Entonces

2* (1-5) -1 0

U, * =

2*(2-2) -1 0

De aqui se obtiene:
M,=-8<0
Hy=

iContradiccién! Entonces no cumple KKT.

Punto (1-+/1/2,2++/1/2):
w* (@-V1/2-D2+(2+41/2-22-)=0 = =0
M, * (3-1++41/2-2-41/2)=0 = w,00

entonces

2*(1-VU2-5)), (2 @-JU2-1 |, *(—1}(0)
2% (2++1/2-2) H 2x(2+12-2)) "2 (-1) |0



De aqui se obtiene:

i =—(2++1/2) 1112 <0

M,=-4<0
Entonces no cumple KKT.
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4. Del grafico anterior, se observa claramente que el 6ptimo esta en el punto (2,2),
por lo que proponemos dicho punto. Entonces:

4 (- +@2-2°-D=0 = 400

H,* (3-2-2)=0 = #,=0
Por lo que
2*(2-5) 2*(2-)) 0
i =
2*(2-2) 2*(2-2) 0
Y de aqui se obtiene:
M, =3 >0

iCumple KKT!

Como la regién factible y la funcion objetivo f son claramente convexas, (2,2) es
optimo y f=9.



5. Si agregamos la restriccién, el grafico queda de la siguiente forma:

Lh

donde el punto 6ptimo sigue siendo el (2,2), aunque ahora la regidon factible esta
formada por un Unico punto (el (2,2), interseccion de ambas restricciones circulares).
Como ya probamos que éste punto cumple la condicién necesaria de KKT
anteriormente, y como la region factible sigue siendo convexa, se cumple KKT

(No hace falta hacer los calculos si argumentan bien ;).



Problema 3:

Variables:

{1 Si estd instalada la planta de malta en la ubicacién j en el afio t
Z, =
jt

O ~

Xm= Toneladas de cebada transportadas desde la plantacién i a la planta j en el afio t.

ijt= Toneladas de malta transportadas desde la plantacidn j al punto de demanda k

en el afio t.

Restricciones:

1) Satisfacer demanda:

2) Cebada necesaria para producir malta:
DY s X it
k i

3) Capacidad de las plantas:
DY sC,  OOJ,t

k

dYesC*zZ, OOI\J,t
k

4) Abrir la planta una sola vez:

Z,<Zu, OONIt<T

jt+1

5) Capacidad de produccién de cebada:
> Xi<sA  Oit
j

6) Una planta de malta por afio como maximo:

dY(Z-Zy,)<s1 [

03\



7) Cebada importada proporcional a malta exportada:

08* DY, <D X, <12* DY, [t
j j j
8) Condicién de borde:

ZJ-O:O W IENAWN
9) Naturaleza variables:

X

ijt

00,Y,, 00 ,Z,0{03 O, jt

Fn. Objetivo:
min{zaijt * Kiie +ijkt *Yig t zsjt * (th _th—l)}

Lt jkit t,j00Na

Dudas y/o comentarios a:
André Carboni
andre@carboni.cl




