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Problema 1:

Sea el siguiente problema de minimizacién:

min f(x;X2) = (% - 4F + (X2 - 4) (P)
sa  g(XuXo) = (-1 +x°<1

Go(X1X2) = X* + (e - 1F <1

X1>0

X2>0

a. Desarrolle las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para el problema
(P).

b. Revise el cumplimiento de las condiciones KKT para los siguientes puntos:
(0,0); (2, 0); (0,2)

c. Qué podemos concluir para cada uno de estos puntos?

d. Muestre las restricciones, el conjunto de soluciones factibles y la funcion
objetivo graficamente

e. Determine un candidato para ser solucidon oOptima analizando el grafico.
Verifique si este candidato cumple con las condiciones de KKT.

f. Dé la solucidon optima y el valor de la funcion objetivo asociado.

Problema 2:
Sea el siguiente problema de maximizacion:

max X-2X%

s.a. 5X—2%<3
X1+ X%>1
-3X1 + % <3
X1— 2% > -3
X1>0
X2 > 0

a. Grafique el problema y postule 4 puntos como posibles o6ptimos del
problema.

b. Pruebe las condiciones necesarias y suficientes de KKT en los puntos
escogidos y concluya acerca de los resultados obtenidos.

c. Muestre para el punto 6ptimo, el cono formado por los gradientes de las
restricciones activas. ¢Qué condicion debe cumplir el gradiente de la funcién
objetivo?



Solucién:
Problema 1:

a) Primero se lleva el problema a la forma estandar

min f(x;X2) = (% - 4F + (%2 -4) (P)
sa  g:(xi-1F+x°-1<0

02 X12 + (X - 1)2 -1<0

g3:-x<0

g4:-%<0

Ahora calculamos los gradientes de fy g;
2% (%, —4) 2*(x -1 2% % -1

Oof=| _, ; 0g=| ., ; 09,=| ., ; 0gs= , Og, =
2* (X, —4) 2% X, 2% (X, -1 0

Asi, se tiene que las condiciones de KKT son las siguientes:

2% (X, —4) (2504 =D . 2% X (1 (0 _
| RN P SR R S N

> ((X1 _1)2 "'Xz2 -1)=0
Hy* (()(12 +(x, -)*-1=0
Hy* (=%)=0
Uy (%)= 0

b) Punto (0,0):
f* (0-1°+0°-1=0 = *0=0 = 00
* (@ +0-1*-0=0 = 4*0=0 = 00
H;*0=0 = g, 00
H,*0=0 = 00

Entonces,

2%0-4), (270D}, . 20, (1, .,
2¢0-4) " [ 270 )7 (2x0-9)7" (o) |1
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-1 0
0 ] y (O)son linealmente dependientes, al igual que ( 2]

Pero notemos que (

0
y ( :J , por lo que basta con:

De donde
Hy=-8<0

M= -8<0

Como son menores que 0, no cumplen KKT.

Forma alternativa: Para los que quedaron con dudas sobre esto en la auxiliar, hay
otra forma de abordar el problema.

Habiamos llegado a que:

Entonces, sacando factor comun:

-8 -1 0
e (—8]+ (14, +2445) *( 0 ]'*'(2/12-" Hy)* (_:J =0

De aqui obtenemos 2 sistemas de ecuaciones, de donde:

—8= 4y + 241
—8=2u,t

Notando que para cada ecuacién, al menos uno de los 4 debe ser negativo,
concluimos que no se cumple KKT (ya que no son todos mayores o iguales a cero).

Punto (2,0):
m* (2-)?+0°-)=0 = *0=0 = 400
X (22 +0-)2-0=0 = *4=0 = =0
H*(-2)=0 = ;=0
M, *0=0 = 00



Entonces,

De donde

Como /,< 0 entonces no cumple KKT.

Punto (0,2):
H* ((0_1)2+22_]-):O = K#*4=0 = 1, =0
L* (0P +@2-)°-D=0 = *0=0 = 00
M;*0=0 = u, 00
Ha*(72)=0 = =0
Entonces,
-8 by 0 by -1 _ 0
_4 H 5 M o~
De donde
Hy=
H;=-8<0

Como ;< 0 entonces no cumple KKT.

c) (0,0) Es un punto en el extremo del poliedro factible que no cumple KKT, como
la regidn es convexa, quiere decir que (0,0) no es 6ptimo del problema. Se puede
observar que, moviéndose en cualquier punto al interior de la regidn factible, la
funcion objetivo mejora.

(2,0) Es un punto que no cumple KKT lo que indica que este punto tiene alguna
caracteristica particular, en este caso, esto sucede porque no se encuentra dentro
del poliedro factible.

(0,2) Es un punto que no cumple lo que indica que este punto tiene alguna
caracteristica particular, en este caso, esto sucede porque no se encuentra dentro
del poliedro factible.

d)
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e) El candidato para se solucién 6ptima se encuentra en la interseccidon entre
ambas restricciones mas cercanas al (4,4).

Utilizando entonces g; y g, (restricciones activas) para obtener el punto (xi,X>)
correspondiente, llegamos a que el candidato a optimo es el (1,1).

¢Cumple KKT?

g (-2 +1-0=0 = £*0=0 = 00
mH (@ +A-12-0=0 = £*0=0 = 00
H:*1=0 = ;=0
H,*1=0 = p,=0

Entonces,
=6), .+ (O, (30
6 My 2 Hy 0
De donde
H=
Hy=

Como ambos son positivos, ientonces se cumple KKT! :)

f) La solucion 6ptima es el valor encontrado en la parte e) ya que, como se observa
graficamente, la regidon es convexa, pues los puntos que conforman la linea que
une a cualquier par de puntos dentro de la region pertenecen a ella.

Asi como la regidn es convexa, también lo son las restricciones asociadas y funcién
objetivo asociadas. Luego el punto éptima es:



(X11X2)=(111)
Y la funcién objetivo:

f(1,1)=9 + 9 = 18



Problema 2:
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Las 4 esquinas del poliedro factible son candidatos a 6ptimo (puntos A,B, C y D).

Punto A:
Se activan las restricciones g1 y g4
A = (3/2,9/4)

Punto B
Se activan las restricciones gl y g2
B =(5/7,2/7)

Punto C
Se activan las restricciones g2 y g5
c=(0,1)

Punto D
Se activan las restricciones g4 y g5
D = (0,3/2)

b) Primero llevamos el problema a su forma estandar:

min f = - x+2x

sa. Q@:5%—-2%-3<0
O2: 1-%-%<0
O3:-3%*+X%-3<0
Oa:-% +2%-3<0
O5:-%<0
Os:-%=<0



Ahora calculamos los gradientes de f y g;

of) onf ) e el (2

Punto A = (3/2,9/4):

Restricciones 1 y 4 activas, entonces:

Y de aqui

Como W, < 0 entonces no cumple KKT.

Punto B = (5/7,2/7):

Restricciones 1 y 2 activas, entonces:

Y de aqui

iCumple KKT!

Punto C = (0,1):

Restricciones 2 y 5 activas, entonces:

Y de aqui

Como W < 0 entonces no cumple KKT.



Punto D = (0,3/2):

Restricciones 4 y 5 activas, entonces:
-1 e -1 e -1) 0
5 H, 2 Hs 0

Hy=-1
Hs= 0

Y de aqui

Como Y, < 0 entonces no cumple KKT.

Asi, B es nuestro Unico candidato y como f es convexa y las restricciones también
son convexas, B es optimo global del problema

C) Graficamente, el cono corresponde a todos los vectores que estan entre [Ig; y

0g, para el punto B. Si graficamos —[f en el mismo punto, podemos ver que a
diferencia de los puntos A, C y D, ahora — Uf si pertenece al cono mencionado (la

interpretacion es que para disminuir la funcion objetivo en dicho punto, la Unica
forma es ir en contra de las restricciones y como esto no se puede, estamos en el
optimo).

Nota: Que — [f (x*) esté en el cono formado por los gradientes de las restricciones
activas evaluadas en x*, no es mas que decir que el punto cumple KKT, ya que a
fin de cuentas lo que KKT nos dice es que —[f (X*) es igual a una combinacion

lineal de los gradientes de las restricciones activas en el punto (con pi =0)

-VHX*) =3 1 Vgi(X*) con L1 =0

Dudas yv/o0 comentarios a:
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andre@carboni.cl




