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a) la distancia entre el origen y la particula.
b)

el angulo que la trayectoria forma con respecto al eje x

¢) la componente tangencial de la aceleracion.
d) el radio de curvatura.

Solucion:

P1. Una particula se mueve en el plano x-y con aceleracion constante ay en x creciente. La
particula incialmente esta en el origen del sistema de referencia y posee una velocidad inicial vy
en y creciente. Para un tiempo t > 0 cualquiera, se pide:

Dado que:

a=r=agi //dt

= (aot + /Ua:O)% + Uyﬂj
pero usando la condicion inicial de velocidad se concluye que
UIOIO N UyO:UO:>

v=7r= aot’i +U0j
integrando nuevamente con respecto al tiempo se obtiene

= (§a0t2 + 1’0)% + (Uot + y(])j
usando la condicion inicial de posicién se concluye que
To = Yo = 0=

7= §a0t25 + Uotj
se sabe que la distancia se calcula como:
d=V7r-7=

1 1
d=/ Za%t“ +vdt2 =t Zath + v}

b) Para calcular el d&ngulo, notemos que la trayectoria sugiere que se puede escribir y = y(z),
por lo que el angulo buscado seria la derivada con respecto a x de la funciéon y(x). Si « es el angulo
buscado, entonces, usando la regla de la cadena:

dy dy 1
tan(a)—%—a-%
Y dx
pero —

= — = aot. Por lo tanto se tiene que
dt 0y dt 0 q

tan(a) = (22) -



¢) Para calcular la componente tangencial de la aceleracion, primero calculamos el vector tan-
gente

U aot% -+ Uoj

10l \/a2t2 + 2

por ultimo, usando que, si a; es la componente tangencial de la aceleracion, se tiene que

{=

agt
Vait? + v}

d) dado v = \/(agt)? + v3 = v* = ((apt)? + v2)*/%. Ahora

at:c_i-t:

@ x 7= (agi) X (agti + vo)) = agvok = ||@ x 7| = agvy

£)2 2\3/2 2 £)2
((aot)* + vg) _ U_o(l i (GOQ) )3/2
[0 X%0) Qo Vo

= pe=

P2. Considere una curva espiral descrita en coordenadas esféricas por las ecuaciones:

r=R,¢$=Nb

donde R y N son constantes conocidas y positivas (N entero par). Una particula se mueve
sobre la espiral partiende desde el extremo superior (6 = 0) y manteniendo una velocidad zenital
constante y conocida, 0 = wp. Se pide:

a) Utilizando coordenadas esféricas, escriba los vectores velocidad y aceleracion para una posi-
cion albitraria de la particula sobre la trayectoria.

b) Determine el radio de curvatura de la trayectoria en el ecuador (6 = 7/2).

¢) Encuentre una expresion para la longitud total de la espiral y para el tiempo que la particula
tarda en recorrerla. Indicacién: La integral resultante es dificil de calcular y la puede dejar
expresada.

Soluciodn:

a) En coordenadas esféricas:

7 =7 + r00 + rsin(0) ¢
dado que r = R =cte, p = NO,y 6 = wp, se tiene que:

¥ = Rwob + Rsin(A)Nwod = Ruwy(f + N sin(6)¢)

para la aceleracion



a=(f— rf? — rg.b2 sin?(0))7 + (7"0 + 270 — T¢52 sin(#) cos(@))é + gzﬁsm (9))@

i
rsin(0) dt
usando los mismos argumentos anteriores sobre las variables, se tiene que:

20 0 200\) _ R2 d
E(T ¢sin“(0)) = R (Nwo)%(

y de aqui se desprende el valor del vector aceleracion

sin?()) = 2R?*Nw? sin(6) cos(6)

@ = —Rwi(1 + N?sin 2(0))7 — Rw2N?sin(f) cos(0)0 + 2Rw2N cos(0)¢
b) para el radio de curvatura, utilizaremos la ecuacion
o3
|la@ > ]

Pec =
en 6 = /2, se tiene que
T = Ruwy(f + N¢),d = —Rw2(1 + N?)7

luego, haciendo producto cruz se tiene

~

ixT=—RW(1+N)FAO+NFAG) = —R2w3(1+ N?)(d— NO)

= ||d@ x 7| = Rwj(1 + N?)3/?
ahora
v = Rwo(1+ N2 = 03 = R3W3(1 + N?)3/?
luego, el radio de curvatura para 6 = /2 es

R3w3(1 + N2)¥>

Pe = R23(1+ N2)3/2 =R
¢) para el largo de curvatura
L= [llarti= [ 1%l
pero
dr drdt 1 .
or_oer _ B .
0= drdd = Ruy(0 + N51n(9)¢)wO R(0 + N sin(0)¢) = || || R\/l + N2sin?(6)

y de aqui que el largo de la curva se calcula con la expresion

L= R/ V1 + N7 sin?(6)dg
0

donde el tiempo que tarda en recorrerla sera

/dt /—de_ "L
0o wo wo




P3. Una particula de masa m se mueve con roce despreciable entre dos cilindros concéntricos, de

modo que su distancia al eje de los cilindros es R. Si la particula se lanza con velocidad 170
formando un angulo « con la horizaontal, determine:

a) La reaccion que ejerce el cilindro sobre la particula.
b) El valor de V; tal que después de n vueltas completas la particula llegue justo a la posicion
inicial.

Solucién:
La fuerza neta que siente la particula es:
Zﬁ:ﬁ+m§: —Np — mgk
la aceleraciéon en coordenadas cilindricas:
@=(p—pb*)p+ (200 + p0)d + 3k

usando ) F= md, y separando por componentes escalares se obtiene:
p) =N =m(p— pb?)

R . .. 1d .
0)0 = m(2p0 + pb) = m=—(p*6
)0 =m(2p0 + pb) mpdt(p )

k) —mg =mz
como p = R = cte = p = p =0, por lo tanto, usando la segunda ecuacién, se tiene que

E(@):0:>0:cte:90

Ahora, veamos que de la condicién inicial:

vt =0)= ROo0 + 30k = Vi cos af + Vy sin ak

por lo que se encuentra que
. N 7/
ROy = Vycosa = 0 = Eocosa

zo = Vpsinao

Reemplazando en la primera ecuaciéon de movimiento



V; 2
—-N = —mR(ﬁo cosa)? = N = m% cos® a

- W
b) dado que 0 = EO cos a;, se encuentra facilmente que

%
0(t) = EO cos at

veamos cuanto tiempo tarda la particula en subir y bajar. De la tercera ecuacion de movimiento:

. I 5 .
P=—g=z2(t) = —§gt + 2ot + 2o
sea T' el tiempo que tarda en ir y volver a z,, entonces:
1,5 .
2(t=T) = —§gT + 20T + 20 = 2

pero Zy = Vysina, por lo que el tiempo T es:

T_ 2V sin o
g
imponiendo que §(t = T') = 2n7 se tendra
% 2V
0(T) = EO cos a( Osma) = 2nm

despejando, se encuentra que el valor de Vj es

ngrR
sin o cos o



