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Capitulo I

COMPLEMENTO MATEMATICO

I.1. INTRODUCCION

La Geometria es una herramienta importante en la formulacién y andlisis de los pro-
blemas que interesa estudiar en Fisica, asi como también lo es el calculo. De hecho, esta
herramienta matematica fue desarrollada por Newton (simultdneamente con Leibnitz)
precisamente para poder formular sus leyes en forma precisa. Comenzaremos dando un
breve repaso de Geometria y de los conceptos bésicos de Trigonometria, posteriormente
introduciremos nociones de célculo haciendo énfasis en las aproximaciones y en el calculo
de areas bajo una curva, que son los procedimientos mas requeridos en Fisica.

I.2. TRIGONOMETRIA.

I.2.1. Unidades angulares: grados y radianes.

Comenzamos con la definicién de las unidades angulares mas conocidas: grados (°),
minutos (") y segundos (”).

Estas unidades son sexagesimales; cada unidad contiene 60 subunidades, por ejemplo:
1 minuto contiene 60 segundos. El sistema establecido en las mediciones de longitud es
decimal, 1 metro contiene 10 decimetros, un decimetro 10 centimetros,...

El sistema sexagesimal naci6 en Babilonia, donde se us6 en las mediciones astronémi-
cas que, en ese tiempo, consistian en determinar las posiciones de los planetas y estrellas
mads brillantes con el objeto de establecer un calendario y predecir eclipses, entre otros
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fines.

Los grados, minutos, segundos estdn definidos a partir de una divisién en partes iguales,
de la longitud de una circunferencia.

Las equivalencias son las siguientes:

360° = un giro completo alrededor de un circunferencia.
180° = 1/2 vuelta alrededor de un circunferencia.
90° = 1/4 de vuelta alrededor de un circunferencia.
45° = 1/8 de vuelta alrededor de un circunferencia.
1° = 1/360 de vuelta alrededor de un circunferencia.
1° = 60/, sesenta minutos.
1" = 1/216,000 de vuelta alrededor de una circunferencia.
1”7 = 1/60 de un minuto.
1”7 = 1/12,960,000 de vuelta alrededor de una circunferencia.

En toda definicién de unidades, existe un grado de arbitrariedad. En fisica, la usamos
para redefinir esta unidad con una orientacién geométrica, acorde con nuestros intereses.

Figura I.1: En la Figura se muestra la medida de diversos dngulos como 180°,90°,45°, y
otros. Se define ademas, el sentido positivo y negativo de un angulo.

El nombre de esta nueva unidad angular, que definimos a continuacion, es radian.
Definiciéon de Radian

La magnitud de un dngulo medido en radianes estd dada por la longitud del arco de circunfer-
encia que subtiende, dividida por el valor del radio de la circunferencia.

1.2. TRIGONOMETRIA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecéanica 5

Esta definicion de radidn es independiente del radio de la circunferencia. (Si divide una
pizza en diez partes iguales, el angulo central que subtiende cada pedazo es el mismo,
cualquiera sea el tamafio de la pizza).

La longitud de la circunferencia de un circulo unitario es (27 - 1). De acuerdo a la defini-
cién anterior, el angulo central que subtiende dicho arco es 27 radianes.

Esta nueva definicién tiene una gran ventaja: al multiplicar el 4ngulo central (medido
en radianes) por el radio de la circunferencia, automaticamente se obtiene la longitud del
arco subtendido por dicho dngulo.

Longitud del arco de @ = [Angulo subtendido (en radianes)] x [Radio de la @]

Si medimos el dngulo subtendido en grados, no obtendremos una igualdad: el largo
de una circunferencia es 2 7 r y el d&ngulo central que subtiende toda la circunferencia es
360°. Este ejemplo define la nueva unidad angular que denominamos radin:

360° = 271 = 6,28318... radianes.

La equivalencia con los grados es:

360°
= 57,29°,
s

1 radidn =

a partir de esta equivalencia podemos obtener las siguientes relaciones:

90° equivalen a (7/2) radianes, El dngule Oc
45° equivalen a (7/4) radianes, eatd medido en|
(m/6)
(7/3)

. . HADIANES
30° equivalen a (7/6) radianes,
60° equivalen a (7/3) radianes. .-

Esta unidad angular es la mas usada en fisica.

1.2.2. Angulo sélido.

Podemos ahora definir un dngulo sélido como una extensién natural de la definicién
anterior. Si alli usamos una circunferencia, ahora recurrimos a una esfera. Para obtener

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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directamente el valor del 4ngulo sélido, usamos una esfera de radio unitario.

Si sombreamos un disco en la super-
ficie de la esfera de la Figura y dibu-
jamos, desde el centro de la esfera el

cono que subtiende a dicho disco, la Ares =
2o L
apertura del vértice de este cono se Sacale shitde

denomina ANGULO SOLIDO. Este
angulo s6lido se mide entonces por el

drea recortada sobre la esfera de radio

unitario, por el cono con vértice en su
centro.

Como la superficie de una esfera es 4772, el maximo valor que puede tomar un dngulo
solido en la esfera de radio unitario es 47

dngulo sélido
f o .- —\ | subrendido por
rA- BT | una cara del cubo
5 50 -Iq"}{_ L i J
A LA
k.\-\_ ":_r L
— | Esfera de
| radio unitanio

Figura 1.2: Angulo sélido subtendido por una de las caras de un cubo con respecto al
centro del mismo. La esfera tiene radio unitario.

Ejemplo

Calcular el angulo sélido que subtiende una de las caras de un cubo mirado desde el
centro del cubo.

Si dibujamos una esfera de radio unitario cuyo centro coincida con el centro del cubo
podemos deducir inmediatamente el valor del angulo sélido.

1.2. TRIGONOMETRIA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecéanica 7

El razonamiento es el siguiente: La esfera completa y centrada subtiende las seis caras
del cubo y por lo tanto le corresponde un dngulo sélido de 4.

A la fraccién de la superficie de la esfera que subtiende una cara del cubo, le corres-

4
ponde un dngulo sélido de % = 27 /3. En otras palabras, los rayos de luz que nacen

en el centro de la esfera y que atraviesan la cara del cubo, proyectan sobre la esfera una
superficie igual a 4.

NOTA

Al definir el 4ngulo sélido subtendido por una superficie, SIEMPRE debemos especi-
ficar la posicién del centro de la esfera con respecto a la cual se midié.

Ejemplo
Calcular el &ngulo sé6lido que subtiende un cubo, medido desde un punto ubicado justo

en el centro de una de sus caras (ver Figura [1.3]).

(Respuesta: 2 ).

ol A
o
-

Figura1.3: Al dibujar la esfera con centro en el punto de simetria de las caras, vemos que el
angulo solido subtendido (4rea de la esfera) es la mitad de la superficie total de la esfera.

I.2.3. Funciones seno y coseno: definicién geométrica.
El A OBA es un tridngulo rectdngulo. En él definiremos las funciones seno y coseno.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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SCTHME

Figura I.4: El valor de sen a esta dado por la proyecciéon del vector O A sobre el eje vertical
y el valor del coseno es la proyeccién sobre el eje horizontal. El radio de la circunferencia
es la unidad

Seno y Coseno de un angulo

En un tridngulo rectangulo sena es la razon entre el cateto opuesto al dngulo o y la
hipotenusa.

Coseno de o, (cos a) es la razén entre el cateto adyacente al angulo y la hipotenusa del
triangulo rectdngulo en la figura I.4.

Al igual que los casos anteriores es conveniente referir las medidas a una circunferen-
cia de radio unitario. Como en este caso la hipotenusa es la unidad, el valor del coseno
estd dado directamente por la magnitud del cateto adyacente al angulo y el seno por
la magnitud del cateto opuesto. Las propiedades encontradas para este tridngulo serdn
validas también para la familia de tridngulos semejantes a él.

Definiciéon
AB
sen o E%:lAB‘, |OA| =1,
o B" L1)
COS ¢ Em:|03|, |OA|:1

A continuacién se incluyen algunos valores de estas funciones que debemos recordar:

1.2. TRIGONOMETRIA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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sen 0° =0, cos 0° =1,

sen 90° =1, cos 90° = 0,
sen45° = 1/\/5, cos 45° = 1/\/5,
sen 30° = 1/2, cos 30° = v/3/2,
sen60° = v/3/2, cos 60° = 1/2,

Propiedades de estas funciones

1.— Como en un tridngulo rectangulo se cumple que a? + b* = ¢?, y en el tridngulo de la

Figural.4, a = sena, b = cos a'y ¢ = 1, entonces

(sena)* 4 (cos a)* = 1 (I.2)

para cualquier angulo .

2 —

(Por convencioén (sen a)? = sen’a.)

Esta igualdad se puede comprobar con la lista de valores para el seno y el coseno que
se incluy6 més arriba.

2.— De la circunferencia de radio unitario se obtiene que,
sena = |AB| =|0C| (puesto que CA||OB),

al mismo tiempo, |OC|= % = cos(90 — «),

de acuerdo a la definicién de coseno. De aqui tenemos:

cos(90 — o) = sen . (L.3)

Esta igualdad se puede verificar con los valores que aparecen en la lista de funciones
seno y coseno incluidas anteriormente.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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3.— Otra propiedad que escribimos a continuacién, sin acompafiar una demostracion es

sen2a = 2sen « cos . (I.4)

Ejercicio

Usando la misma figura demuestre:

sen(90 —a) = cosa, sen(180°) = 0, cos (180°) = —1,

sen (270°) = —1,  cos(—30°) = \/75, sen(—30°) = —1/2.

Definicién

La rotacién de los punteros del reloj se \

define como SENTIDO NEGATIVO. @

Obviamente el SENTIDO POSITIVO

es el opuesto y se indica en la Figura.

Ejemplo

Desde un punto P de un lado de un tridngulo equilatero de lado a, se trazan dos per-

pendiculares a los lados. Los valores m y n son datos (valores conocidos). Encontrar el
valor del 4rea del tridngulo en funcién de m y n. (Ver Figura).

Solucidn:

Definoz = AP, y = PB conz + y = a.
rcos60° =m
ycos60° =n

m/x = cos60° =

n/y = cos60° =

De las igualdades anteriores tenemos: + = 2m, y = 2n, de modo que a = 2 (m + n).

1.2. TRIGONOMETRIA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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El drea de un tridangulo es 1/2x base x altura=1/2x a x h=1/2x a x a\/3/2, porque
h = a X cos 30°:a\/§/2.

De esta forma, el drea resulta ser
Area = V3 (m +n)%

Se puede obtener x e y en funcién de m y n usando semejanza entre los tridngulos con
vértice en P y la altura del tridngulo original trazada desde C'. (Ejercicio.

Suma y Resta de Funciones Trigonométricas

Repasemos algunas igualdades,

sen(180 — a) = sena (como se puede demostrar a partir de la figura).

cos(180 — ) = — cos a.
N0 -
5
Figura 1.5: De la Figura se desprende que sen(180 — o) = sena, y otras igualdades

trigonométricas citadas anteriormente en el texto.

Del tridngulo de la Figura 1.6, después de un célculo tedioso, se obtiene la igualdad
siguiente:
sen(a+ ) = sena cos B+ cos a sen 3. (I.5)

Usando el AABC de la Figura 1.6, y comenzando por el segundo miembro de la igualdad
anterior, podemos demostrar esta identidad trigonométrica.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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A D B

Figura L.6: Tridngulo AABC usado para encontrar geométricamente el valor de sen(a+ ()
en funcién de senos y cosenos de los dngulos a y 3.

1
[AC| e |BC]

pero, los dos productos que aparecen entre corchetes son formas equivalentes de calcular
el drea de este triangulo:

cos asen 3+ cos Bsena = [|AD| e |CD|+ |BD|e |CD|]

|AD|-|CD| = 2x areadel A, ADC,

|BD|-|CD| = 2x areadel ABCD
Reemplazando este resultado en la expresion original
cos asen 3+ cos fsena =2 x (dareadel AABC)/[|AC|e|BC|],

ahora recordando que el drea del tridngulo se puede escribir como

1
5 |AE| e |BC|, obtenemos

= 2| AB| o |BO|/|AC| ¢ |BO| = AE/AC = sen(a + ).

Esta demostracién constituye un buen ejercicio para practicar las definiciones de seno y
coseno. El resultado obtenido es muy importante y serd usado con bastante frecuencia a
continuacion.

1.2. TRIGONOMETRIA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Otra igualdad trigonométrica tan usada como la anterior es

cos(ae + B) = cos a cos B — sena sen f3. (I.6)

No intentaremos demostrar esta expresion usando geometria. Recurriremos esta vez a
la definicién €’ = cosa + isen a, dada anteriormente. Es, sin duda, mds abstracta pero
mucho mds elegante vy 1til; todas las igualdades trigondmetricas se pueden obtener manipu-
lando esta expresion. Su desventaja es sin duda, la poca familiaridad que, a este nivel de
conocimientos, se tiene con ella.

Ejercicio

Encontrar el valor de ¢/ (®*# y demostrar que contiene las igualdades descritas anteri-
ormente

Indicacion

Primero, recordemos cémo se multiplican nameros complejos.
A = a+ b,
Zo =z +iay, i2=-1
Zy07Zy = (a+1ib)e(x+iy) = (ax — by) + i(bx + ay)

Se multiplican como un par de binomios, separando la parte real de la imaginaria (aquélla

“ir

que contiene “i” como factor comun).

Con los niimeros reales sabemos que se cumple la siguiente igualdad

o’ e a’ = q\ "tV (1.7)

Con los numeros complejos y en especial con e se opera de la misma forma.

i o i} — piatiB _ ila+p) (1.8)

En seguida, se debe reemplazar en la izquierda y derecha de la tltima expresién sus
respectivas definiciones e'“ = cos a + i sen

eiOH"iﬂ = COS(CV —+ ﬁ) —+ ’L.SGTL(CY + ﬁ))

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias
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e'0th) = i@ o ¢ = (cos a4 isen a) o (cos 3 + isen 3),

efectuando el producto indicado en la ultima igualdad, siempre respetando las reglas de
multiplicacién de nimeros complejos, se obtiene

cos(a + ) + isen(a+ ) =

= (cos a cos § — sena sen 3) + i (sen« cos 5+ cos « sen [3),

igualando la parte real del lado izquierdo de la ecuacién con la parte real de la derecha
de la ecuacién, obtenemos una de las identidades buscadas. La misma operacion se repite
para la parte imaginaria y aparece otro de los resultados obtenidos anteriormente en for-
ma geométrica. O

b I (O +HA A 1ot
e D-'l\ e'( ) e
' A
B B
=1 o L -1 o 1 -1 | o 1
0 E 0 B 0

Figura 1.7: A la izquierda se muestra el vector ¢®. En el disco de la derecha se grafica
¢'@+5) El sumar un angulo al vector anterior, sin cambiar su médulo, es equivalente a
rotarlo en el d&ngulo 3

Ejercicio

Demostrar que

eza ° e—za — eza—za — 60 =1

= sen’a + cos’a =1

Nota: Use la definicion de ¢'* y la siguiente propiedad de las funciones trigonométricas:
sen(—a) = —sen(a) y cos(—a) = cos «. Esta propiedad es valida para todo angulo «. O

1.2. TRIGONOMETRIA. Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
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Es importante recordar que en la definicién de las series

3 5 7
_ (0% (6% (0%
sena = o — 3+ 57 — = + ...
2 4 6
_ (8% o o
cos o = 1——2! + 7~ G + ...

el &ngulo, siempre debe ser expresado en radianes.

Estas series tienen las mismas propiedades deducidas anteriormente en forma geomé-
trica. Por ejemplo, si desarrollamos la serie del seno y coseno conservando sélo potencias
menores que a’, podemos comprobar que se cumple la igualdad sen?a + cos’a = 1.
Veamos

(sen a)? =a?— 2%—? + O(a®),

(cos a)? =1—-a®+ ;.’—; + 2‘}1—? + O(a®),
2 _ 2, ot

(cos a) =1-a”+ 5,

sen®a + cos’a =1+ 0+ O(a%).

Note que en la serie resultante, cada una de las potencias de o debe anularse en forma
independiente, porque la igualdad anterior es vélida para todo valor del d&ngulo «a.

El simbolo O(a®) indica que hemos ignorado las potencias iguales o superiores a o°.

Ejercicio

Demostrar que los términos que contienen las potencias de o, también se anulan en la
expresion de sen’a + cos’a = 1.

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



16 version de 20 de marzo de 2009

I.2.4. La Funcién tangente.

La tangente de un dngulo es la razén
entre el cateto opuesto al angulo y el

0B = | (radio unitario)

adyacente en un tridngulo rectangulo. lan( o }-: .BZ /oA-BD/OB 4 o
AC g
BD  sena c|a
tan a = = = (1.9) :
OA OB cosa b Y- whe
. . . A
La funcién tangente, a diferencia de \0 v
las funciones seno y coseno, puede ] cei-u
tomar cualquier valor entre +oco y
—00.

Algunos valores que aparecen frecuentemente se tabulan a continuacién:

tan (m/2) = +00,
tan 0 =0,
tan(—m/2) = —00,
tan(m/4) = tan 45° =1,
tan(m/3) = tan 60° =3,
tan(mw/6) = tan 30° =1/V/3,
tan(—7/3) = tan —60° = —/3

Ejercicio

Demostrar que

tan o + tan 3
1 —tan e tan 3

tan(a + ) = O

Al conjunto de las funciones trigonométricas ya definidas le podemos sumar el inverso
multiplicativo de cada una de ellas. Esto es andlogo al caso de los nimeros reales: por
cada namero real (o complejo) distinto de cero, existe un inverso (ze R,z # 0)

1 1
re—=1=—ezx
x x
t t 1 t cotangente de oA L (I1.10)
[ ) = = = — = .
cotan o @ tan « , cotan« g a=5= 5D
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sen o ® cosec o = 1, cosec o = é‘—g,
_ _ AC
cosa e seca =1, seco = 45,
(L.11)
cosec o = cosecante de «,
sec« = secante de a.

OB = | (radio unitaria)
bon( @ )= AC/0A = BD/OB

c,olwn.?c/nte _E = BD tan( o )
M bt : )

e 4 T.’ £l

. - »n a

ol H ol % A B
cosccande con &

Figura 1.8: Resumen de las definiciones geométricas de las funciones: cotangente, cose-
cante y secante. La circunferencia tiene radio unitario.

IMPORTANTE

Las siguientes aproximaciones son usadas con mucha frecuencia en fisica.

Si a es muy pequerio (o < 1), se cumple que:
sena~ o+ O0(a?)
cosa~ 1—2 1 0(a?)

(L12)

tan a = sena/cosa ~ a/(1—a?) ~a(l + a?)

~ a+ 0(a?)

entonces, a primer orden en ¢, (es decir:despreciando todoas las potencias de o superiores
a 1), se cumple:
tan a >~ sena~ «. O (L.13)

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



18 version de 20 de marzo de 2009

El dngulo o debe ser medido en radianes para que estas aproxima-
ciones sean vilidas.

Ejercicio

Usando estos resultados, desarrolle tan « en serie de potencias en . Encuentre sélo los
dos primeros términos de este desarrollo.

Respuesta:tan o ~ « + o /3.

[.2.5. Teorema del seno

Usando s6lo geometria podemos encontrar una relaciéon entre el seno de un angulo
interior de un tridngulo y la longitud del lado que lo enfrenta. Esta relacién es el teorema
del seno.

hi =bsena hy =asenf3

a b

sena senf3

hy =csen3 ho =bsen~y

b c
— =
sen 3 sen -y

De aqui se obtiene el teorema del seno:

b
¢ - _° (1.14)
sena  sen3  senwy

I.2.6. Teorema del coseno.
Usando el Teorema de Pitdgoras en la misma Figura anterior, se deduce que:
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h3 = b* — 22, hi =% —y?

2 2 _ 2 2

b® —x® =c" —y”, y=a—zx,
expresando y en funciéon de x: > = ¢ —a* + 2az,

pero:x = bcos,

introduciendo este término en la dltima igualdad, obtenemos

& =a*+b*—2ab cos 7. (I.15)
Ejercicio
Demostrar que
a’= b+ c*—2bccosa,
V= a’>+c*—2accosf, (I.16)

A= a®>+1b*—2abcosy.
Ejercicio

Descubra una regla nemotécnica que le permita recordar las férmulas anteriores.

I.3. SERIES

Suponemos conocidos los elementos bésicos de Matemética y Geometria . En esta sec-
cién estudiaremos algunas series que usaremos maés adelante y que probablemente no es
una materia conocida para algunos de los alumnos.

I.3.1. Sucesiones

(Ref.: Célculo Infinitesimal y Geometria Analitica, G. Thomas, Cap. XVI).
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Una sucesion es un conjunto de simbolos
QA1,02,A3, A4, A5y -y Aps -

que estan en correspondencia biunivoca (es decir 1+1) con la sucesién ordenada de los
numeros naturales. Los simbolos ay, as, ... se denominan términos de la sucesién, de for-
ma que el término enésimo es a,, y se designa con la notacién {a, }.

Ejemplo

El término genérico {1}, designa la sucesion
1, 1/2, 1/3, 1/4, ... {1/n} ..
El término genérico {5+ }, designa la sucesién
1, 1/2, 1/4, 1/8,...{1/2""'},..0

;Qué sucede si n crece indefinidamente? ;Cual es el valor de a,, en dicho caso?

En este caso, si es posible asociar a la sucesién {a, } un ntimero L, tal que la diferencia
|L — a,| sea tan pequefia como se quiera, para todos los valores de n suficientemente
grande, diremos que el limite de la sucesién {a, } es L, y lo escribiremos

lim a, = L. (1.17)

n—oo

Mediante la frase:|L — a,| es arbitrariamente pequefio para valores grandes de n, queremos
decir que para cualquier namero positivo €, corresponde un subindice N tal que:

|L —a,| <€, paratodo n > N. (I1.18)
O sea, todos lo términos que siguen al N—ésimo, estan comprendidos entre (L—¢) y (L+e).

Si tal limite no existe, entonces diremos que la sucesion es divergente.

1.3.2. Series

Ejemplos:
SP (27 =20 422423 =14,

o) =l+1+1=3
S (@) =ad+a?+ad+ . +a" +a,
0 (@) =ad*+d +d, donde a es un namero arbitrario.

1.3. SERIES Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecéanica 21

Definicién:
El simbolo griego sigma = 3 indica que el sumando [(a*) en el dltimo ejemplo] toma
cada uno de los valores que debe recorrer k partiendo desde el limite inferior hasta llegar

al limite superior a través de los enteros. Como se indica, el sumando se suma tantas
veces como el nimero de enteros que recorra k.

El limite superior en los dos primeros ejemplos es 3 y en el tercero no se deja explicito,
n puede tomar cualquier valor entero. k lleva la contabilidad de los términos incluidos en
la suma y el valor més alto que toma es n (va desde k = 1 hasta k = n, con n un nimero
entero).

Es facil demostrar la siguiente propiedad de las sumatorias:

k=n k=n
Y Car=C) a, (1.19)
k=1 k=1

donde C' es una constante que no depende de k. En palabras, cada vez que tenemos un
factor que se repite en cada uno de los términos de la sumatoria, lo podemos sacar como
factor comun en frente de la sumatoria.

Para demostrarlo debemos usar la siguiente propiedad de los ntimeros: C'a; + C'ay +
Caz = C{ay + ay + a3}. Esta es la sumatoria anterior con k = 3.

+ 9 3n | 3 6 3n

+ . +

+[n 2n 3n - - n’] +[r| 2n 3n - - - nt
=LitaLit -enlld =1'+22)7 + - +n(n)’
= - -]

-(E.‘}’ 'ZiJ

Figura 1.9: (The College Mathematics Journal, Vol. 62, # 5, Dec. 89.)
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Demuestre la siguiente igualdad entre sumatorias:

Solucién

A continuacién se incluye una demostracion ingeniosa que hace uso del método grafico
para demostrar la igualdad.

Se escribe el mismo arreglo de ntimeros uno al lado de otro, como se indica en la Figura
anterior. (No es natural, por supuesto, que a uno se le ocurra espontdneamente este tipo
de demostracion, es necesario mucho trabajo y un poco de ingenio).

La idea consiste en sumar los niimeros de los arreglos agrupados en forma diferente,
de manera que reflejen a cada una de las sumatorias propuestas. Como los ntimeros
en ambos arreglos son iguales, el valor de la suma debe ser el mismo; de esta forma
demostramos la igualdad entre ambas sumas.

En esta Figuras se suman, en ambos casos, los ntiimeros de acuerdo a la caja que los
contiene (rectangular o formando un dngulo recto). El valor de la suma de cada una de
las cajas se indica al pie de la misma Figura.

En el caso del arreglo ubicado a mano izquierda, se ha sacado —usando la regla de fac-
torizacion recién descrita— un factor comun en cada una de las sumatorias individuales,
que corresponde al ntimero 2, 3,4...n, de acuerdo a la posicién del rectdngulo horizontal.
En seguida uno puede darse cuenta que es posible sacar la sumatoria de 7 como factor
comun:

2

=n =n =n =n =n 1=n

STiH2 (D i |43 D i) An [ D i) =Y () 42434 )= | ) i

=1 =1 =1 i=1 i=1 i=1

Dejamos como ejercicio comprobar que los términos al pie de la Figura de la derecha
corresponden, efectivamente, a la suma de los niimeros encerrados dentro de cada uno
de los cajas en forma de angulo recto.

El mismo resultado puede ser obtenido usando geometria. Para ello debemos pensar

i_| i metros (por dar

1=

92
que [sz z] , corresponde al drea de un terreno cuadrado que tiene ) |

una unidad de longitud) por lado. A continuacién se dibuja el terreno a escala (la longi-
tud 5, por ejemplo, tiene cinco unidades de largo) y se calcula el 4rea en forma diferente.
El ntimero indicado dentro del cuadrado (o rectdngulo), corresponde al valor del 4rea de
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dicha figura; pero en lugar de sumar las dreas en forma arbitraria, las sumamos afiadien-
do franjas en forma de dngulo recto, es decir aquellas encerradas entre dos lineas contin-
uas sucesivas que tienen la forma sefialada. Nuevamente, con este método se verifica la
igualdad propuesta. O

————— e — ]

Las series descritas anteriormente son finitas, pero el limite superior puede ser un
numero tan grande como uno quiera. En este caso el valor de la serie (es decir, el val-
or que toma la suma de todos los términos) debe ser un nimero finito para que sea de
alguna utilidad.

En muchos de los casos de interés en fisica la serie (o la suma) no termina nunca, es
decir el limite superior es infinito (co). En este caso, si la serie esta bien definida (es decir,
su suma es finita), ocurre que al escribirla explicitamente, cada uno de los términos que
van agregandose — a partir de un cierto valor de k-, van tomando rapidamente valores
(absolutos) mds y mdas pequefios de manera que la serie tiende a un limite finito. Es decir,
se acerca tanto como uno quiera (dependiendo del nimero de términos que se sumen) a
un cierto valor finito, que se denomina el limite de la serie.

Hagamos contacto con nuestra definicién de sucesion, para definir formalmente las
series.

Siai, ag, as,...an,... es una sucesion cualquiera de niimeros o funciones, entonces me-
diante el simbolo
ay+as+az+ ... +a, + ...
representaremos una sucesiéon deducida a partir de la primera y que llamaremos serie.
(Sélo se diferencia de la definicién utilizada en los primeros ejemplos en el niamero de

elementos de la suma. Era finito en el primer caso y ahora es mds general, puede ser
infinito.)
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Definimos S,, como la sucesién de sumas parciales de la serie como sigue

Sl = ap
SQ = aj;+ay
Sg = ai+ag+as

S, = a1 +as+as+...+a,.

El término enésimo de la sucesiéon S, es la suma de los n primeros términos de la serie
{an}.

Si esta sucesion posee un limite cuando n crece indefinidamente —de acuerdo a la defini-
cion dada anteriormente [1.17]-, entonces

lim S, = S, (1.20)
S es el valor de la secuencia S,, cuando n — oo. También podemos decir que la serie {5, }
converge a S.

Si por el contrario la serie {5,,} diverge, es decir, cada uno de las sumas parciales au-
menta su valor continuamenten a medida que n crece, entonces definimos la serie {S,,}
como una serie divergente.

En fisica, a este nivel, s6lo nos interesan las series convergentes, puesto que son las
Unicas a las cuales les podemos asignar un significado concreto (un ntimero).

A continuacién estudiaremos algunos ejemplos de series, tanto finitas como infinitas.

El concepto de serie infinita con su respectivo limite asociado, no es trivial y requiere
bastante maduracién para lograr entender su significado. Hemos querido introducirla al
comienzo del curso y trabajar con algunas de ellas, porque més tarde las necesitaremos.
Proporcionan, ademads, una posibilidad de utilizar el computador para convencerse de
algunos resultados cuyas demostraciones analiticas van més all4 de este curso.

A continuacién estudiaremos una de las series més usadas en fisica. Su interés radica
en su uso en las aproximaciones en la forma que indicaremos aqui.

La serie es

Zxk:1+x+m2+x3+...+x”+... (I.21)
k=0

Esta serie estd definida si la suma correspondiente tiene un valor finito. En este caso, si
|z| < 1. |z| indica el valor absoluto de x.
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. /'l:'. —x)

TExtx~2+

30

201

i | M
H-"-:::-.-:H:::I:::'J.—H-'H—O'H

Figura 1.10: Comparacion entre la funcién 1/(1 - x) ( graficada con +) y la aproximacién
polinomial, que incluye hasta potencias de orden 10 (linea continua). En la aproximacioén,
se corta la serie infinita, manteniendo sélo los primeros términos.

Nota

Rigurosamente se debe escribir:
_ k=n Lk __ n k
Sn =Y 40T =D 4%

Seo = 1limy 0o (3o 2")

S, constituye una sucesion de nameros identificadas con n. El limite de esta sucesién
para n — oo (es decir para un n mayor que cualquier n que Ud. se pueda imaginar) se
obtiene al verificar que a medida que n aumenta la suma se aproxima a un valor fijo que
no depende de n. Este es el valor de S. Debe ser un valor finito, de otra manera, como
ya se sefiald, el resultado no tiene ningtn significado matemaético. Verifiquemos que para

|z| < 1, la serie anterior, con todos sus términos incluidos, se puede escribir en forma
analitica:

l+z+2®+. +2"+..=1/(1-2). (1.22)
Hay muchas formas de obtener esta identidad. Podemos comprobar este resultado
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graficando con un computador las siguientes dos funciones (ver Figura 1.10) :
y() =1/0-=2), 'y
Sy =1+x+22+ ... 420

En todo caso esta no es una demostraciéon. Podria suceder que la serie es divergente (es
decir aumenta su valor) muy lentamente, y de este modo inducirnos a error. Para evitar
esta posibilidad, demostraremos esta igualdad mediante el uso de métodos geométricos.
Usaremos el tridngulo rectangulo de la Figura 1.3.2

cuadrado de
2

lado r

e

—— | ——be—— 1 2 4 3

FiguraI.11: La semejanza entre el AOAC'y el AAD B permite demostrar la igualdad prop-
uesta. A partir de OA, que hacemos unitario, se construye un cuadrado, este genera el
segmento de longitud r, que genera otro cuadrado...

Se construye la siguiente estructura sobre el tridngulo rectdngulo: A partir del cateto
mas pequefio, que se toma de largo unitario (por definicién, o si Ud. quiere, lo construye
con dicho lado unitario) se construye un cuadrado perfecto. Con esto se genera un seg-
mento (ver Figura) de largo r, a partir del cual se genera otro cuadrado de lado » < 1
como indica la Figura. Sucesivamente se construyen los cuadrados 2, 7°... etc.

De la Figura , vemos que hay dos tridngulos semejantes: AADB ~ ACOA, esto im-
plica que existe una proporcionalidad entre sus lados correspondientes, que se indica a
continuacion

(1—7r) 1

Con este tltimo paso completamos la demostracion.

1 A+r+ri+r3+..)

El valor que puede tomar r < 1 se puede elegir arbitrariamente. Basta comenzar con
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un cuadrado de lado unitario y dividir uno de los lados de tal forma que uno de los
segmentos tenga una longitud .

Sir es muy pequefio con respecto a 1, es decir r << 1 entonces

~ (1+7), (1.23)

1 —7r

porque al multiplicar un ntimero pequefio por si mismo, se hace atin méas pequefio. Com-
probemos esto numéricamente: si r = 107% = 001, entonces r* = 107% x 1072 = 107¢ =
,000001 y podemos ver que es realmente despreciable con respecto al primer término.

Esta dltima es una de las aproximaciones més frecuentes en el desarrollo de los proble-
mas fisicos.

Ejemplo

Dado un nimero real, arbitrario g, y un ntimero entero /N, se pide encontrar el valor de

la siguiente suma:
N

S=>q"=¢+¢" +¢+..+¢"

n=0
A partir de la expresion encontrada aqui recuperar el resultado obtenido para la serie
anterior.

Podemos encontrar el valor de S multiplicando ambos lados de la sumatoria por q,

qeS=5+q¢"" -1,

despejando S de esta ecuacion, tenemos

S=01-¢""NY1-qg)=1+¢"+¢3+...+". (1.24)

Hemos encontrado el valor de S sin necesidad de sumar cada uno de los términos de la
serie. Este resultado es valido para todos los valores de ¢ # 1. Supongamos que |¢| < 1
y hagamos crecer el valor de /N indefinidamente, es decir, tomemos el valor limite de
N — o0. En otras palabras, damos a /N un valor muy grande, mayor que cualquier otro
que uno pueda imaginar. En este caso

lim ¢Vt =o0.
N—o0
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Este resultado se puede aceptar si uno medita acerca de lo que sucede si tomamos in-
definidamente el producto de un ndmero, menor que la unidad por si mismo. Por ejemp-
lo, no importa lo pequefio que sea el ntimero (positivo) que Ud. pueda imaginar (llamémosle
€, para ser especifico), uno siempre puede encontrar un valor de N suficientemente grande,
que haga ¢! < e. (Verifique esta afirmacion con una calculadora.)

Asi

= 1
n=>0

coincidiendo con lo demostrado anteriormente, usando sélo geometria.
Ejemplo

La fracciéon decimal peridédica 0, 317317317..., representa un niimero racional.
a) Escriba este nimero como una suma infinita de términos.

b) Siendo un ntimero racional, es posible escribirlo de la forma p/q. Usando el resultado
de la parte a), encuentre el valor de py ¢.

a) Primero notamos que este nimero, por ser una una fraccién decimal periddica, se
puede escribir de la siguiente forma:

0,317317317... = 0,317+ 0,000317 4 0,000000317...
o de otra forma
0,317 0,317
17317317... = 1 ! ’

0,317317317 0,317 + TE + 108
0,317317317 = 0,317<1+ 1 + 1 +

) e T ) 103 106
0,317317317 = 0,317 1

, .. = 0, T (-

En la Gltima linea, usamos el resultado obtenido en [1.25]. Para poder expresarla como la
razon entre dos enteros debemos escribirla de la siguiente forma

317 [ 1
17317317... = —-d ——
0,317317317 103{1_10_3}
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317

0,317317317... = {———
’ {103—1

} = 317/999.0

Ejemplo

La serie que se incluye a continuacién es divergente, a pesar que a simple vista no lo
parece.

S 223;1%
=14+i414 414 L4

1
Qp, =5,

Usando un computador o una calculadora, encuentre el nimero minimo de términos de
la serie > 1/n que debe sumar, para que su valor sea mayor que 3. (Respuesta: 11) O

Ejemplo

Encuentre el valor de la siguiente suma para n = 14.
N-unos

—
Sp=1+11+111+ 1111+ ...+ 111111 .

Indicacién: Haga la suma de los tres primeros términos: S3 = 14+ 114+ 111=3-142-10+
1-100. En el caso general entonces serd S, =n -1+ (n—1)-10+ ...00.

Convergencia de una serie

(Esta seccion se puede omitir. Se incluyen al final algunos problemas de convergencia que supo-
nen conocida la materia de esta seccion.)

(Coémo sabemos que una suma infinita converge? (Es decir, que la suma de los infinitos
términos que la componen, da como resultado un namero finito).

Este es un problema dificil, y aqui s6lo daremos una receta que sera de utilidad en
muchas ocasiones, pero no estudiaremos mds a fondo el tema porque nos interesan prin-
cipalmente aquellas series que tienen un limite.
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El criterio de convergencia que usaremos es el siguiente: Tome el término a,, 41 y a,, de
la serie

o0

Zan:a0+a1+a2+...+an+an+1—I—...,

n=0

ahora,para valores grandes de n, calcule la razén:

| an+1 |
Qn,

Si no consideramos los términos proporcionales a 1/n?, 0o mas pequefios, y la fraccién
an+1/a, adopta la siguiente expresion

|2 = (1- ), (1.26)

Qp,

entonces afirmamos que la serie converge en valor absoluto si s > 1. (Converge absolu-
tamente, puesto que tomamos el valor absoluto de (a,+1/a,).)

La frase “no consideramos los términos proporcionales a 1/n? y més pequefios”, indica
que en el resultado uno ignora (no escribe) todos los términos que son mds pequefios o
iguales en valor a 1/n?.

Ejemplo

Estudiemos la siguiente serie, que resulta ser divergente:

n) an-i—l:nLHa
api1/an= n/(n+1)=mn+1-1)/(n+1),

= 1-1/(n+1)

Sin es un namero muy grande entonces n ~ (n + 1).
a1 /an ~ (1= 1/n)
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De acuerdo al criterio mostrado, s = 1y para que la serie converja s debe ser mayor que
la unidad, por lo tanto la serie

Zl/n

no converge. Esto indica que al sumar un ntimero suficientemente grande de términos
de la serie podemos obtener como resultado un nimero tan grande como uno pueda
imaginar.

Ejercicio

Calcule 1/110,847y 1/110,846. Sila calculadora es capaz de distinguir entre ellos, inténte-
lo con un denominador mayor, hasta encontrar el limite en el cual no puede distinguir
entre nameros consecutivos.

1/(n+1) ~1/n

1 1 1

=1 _1q 1
n

(n+1) — [n(141/n)] (1+1/n]

12

le[l1-21]~1/n+0(1/n?

1
n

En la altima linea hemos usado la aproximacion demostrada anteriormente. La expresion
O(1/n?) indica en palabras que 1/(n + 1) es igual a 1/n con un error del orden de 1/n?.
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I.4. LAS SERIES MAS USADAS.
I.4.1. El binomio y el ntimero e.

Una de las series que se presenta frecuentemente, es el desarrollo de de un binomio. La

potencia enésima de un binomio es:

2 3
(14 2)" :1+nw+n(n—1)%+n(n—1)(n—2)%+...
nl  x°
. 0
= 2 (n —a)la!

(1.27)

La expresion que aparece en esta tltima linea es una forma compacta para representar la
férmula del binomio y contiene la expresion n! n factorial que serd definida a continua-
cién. Conviene desarrollar esta suma para los casos mds conocidos como una forma de
familiarizarse con su significado.

» Fsta serie tiene sélo n + 1 términos si n es un entero. En este caso la suma termina
cuando a = n. Sin no es un entero, la suma prosigue hasta infinito.

» Corresponde al desarrollo usual del cuadrado de un binomio si n = 2, al cubo de
un binomiosin =3 ...

» Aqui sélo consideraremos el caso n > 0.

= 3!, se lee: tres factorial y es una denominacién para el siguiente producto:

3 =3.2-1,
11 =1,
0! =1 (por definicién).
En general
nl=nn—-1)Mn-2)(n-3)(n—4)---3-2-1. (L.28)

n! es un nimero que crece radpidamente. Compruébelo calculando 10! en un computador.
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Probablemente la serie mas célebre es la siguiente:
X 2 X 3 X 4

e El+x+§+§—l—ﬂ—l—... (1.29)

Donde la letra e define, por convencién, al nimero irracional e = 2, 71828... El valor de e
se obtiene de la serie anterior si ponemos z = 1:

1 1 1
1 _ _
e=l+qtgtgt.= 2,71828... (1.30)

Esta serie obedece las mismas propiedades que las potencias en una base cualquiera, a” y

(&

precisamente por esa razon se define de esa forma. Por ejemplo:

m n m4n

a™ea” =a™", también eV =1.

=
I
“H

-2 -1 |

Figura 1.12: Grafico de la funcién y = e*. La funcién exponencial es positiva para todos
los valores de x, y toma el valor y = 1, para x = 0.

Ejercicio

Calcule los dos decimales siguientes en la expresion de e = 2, 7182.... Grafique la fun-
ciony = e*

Nota
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Calcular los dos decimales siguientes quiere decir que al aumentar el ntimero de térmi-
nos de la serie incluidos en el calculo, el valor de los seis primeros decimales no se altera.

» y = ¢” es una funcién positiva a lo largo de todo el eje x.
» También se denomina exponencial de x.

» f(z) = funcién de z. A un valor determinado de z, f(z) le asocia un ntimero real,
si la funcién es real. Es equivalente a una tabla de valores de dos columnas, o a la
informacién contenida en un grafico.

Ejemplo

Dados los nameros reales a;, as, ...a, todos ellos positivos, y dada la suma S,, = a; +
as + ... + a,, pruebe que

S, S2 sn
R R e =
n:

1+a)(l4+az) - (1+a,) <1+ T

Comparando la serie a la derecha de la desigualdad con la serie definida como e*, vemos
que son idénticas salvo que debemos reemplazar = por S,. Esto es correcto, puesto que
S,, es un numero real tal como lo es z. Entonces

(1 + al)(l + a2) .. (1 + an) < €Sn7

a continuacion escribimos explicitamente S,,: ¢5» = % +a2+-+an y ygando la siguiente
propiedad del ntimero e: e*¥ = e”¢Y, la expresion anterior se transforma en

Sn

e = el etz

a1 +azt.tan—1)tan _ pla1+tan-1) gan —  _ pa102 o

an

Ahora procedemos a deshacer el camino; recordando la definicién de e* = 1 + x + “’;—T +
... y que todos los a; son positivos para i = 1,2,...,n, entonces e* > (1 + a;) puesto
que le hemos restado solamente ntimeros positivos al desarrollo en serie (como a?/2! por
ejemplo, que, entre muchos otros, falta en la serie). Reemplazando este resultado en e =
e*e® ... e se obtiene el resultado pedido.O
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I.4.2. Numeros complejos.

Hay otra serie que nosotros usaremos mds adelante para encontrar algunas relaciones
trigonométricas. Antes de mostrarla necesitamos recordar las propiedades béasicas de los
nuimeros complejos.

Por definicién i es el nimero cuyo cuadrado es —1. Se denomina ¢ (por imaginario), y
cumple con la condicién 7> = —1. En general un nimero complejo es aquel que tiene dos
componentes, una real y otra imaginaria que se caracteriza por estar multiplicada por 1.
Se escribe como z = a+1b, donde a y b son nimeros reales. Para multiplicar estos ntimeros
se opera igual que con los reales. Por ejemplo:

21 * 29 donde
zZ1=a+1i*xb y Zy=cH+ix*d,

con a, b, cy d reales. En este caso se opera como en una multiplicacién de dos binomios,
pero teniendo presente las propiedades del niimero ¢ que se resumen a continuacion:
=1

—1

=1

ot =~ w N}

El resultado de la multiplicacion es

1%z =(a+ixb)(c+ixd)
=ac+ixad+ixbc+ixbxixd (1.32)
= (ac — bd) + i * (ad + be).

Lo expuesto es lo minimo que necesitamos saber para operar con estos ntimeros.

Otro ntimero irracional es 7 = 3,141592... . Estos nimeros, e y 7, se pueden combinar
en forma sorprendente. Nos referimos al siguiente resultado que se obtiene extendiendo
la definicién inicial que dimos de e”. Aqui formalmente reemplazamos x por un ntimero
imaginario puro i 7 y obtenemos:
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em =—1

; iT im)? im)3 im)4
€’L7T :1+%+(21) +(3') +(4') +

L . (i LS. . LN (L33)

Lo que hicimos fue reemplazar x en los términos de la serie definida por el “sobrenombre”e”
por iy desarrollar cada uno de los términos usando las propiedades de i enumeradas
arriba. El valor obtenido es — 1. Este resultado podemos comprobarlo en forma numérica
para convencernos que es correcto. Esta es una de las ventajas del computador. Una tarea
muy tediosa como sumar, por ejemplo, 70 términos de la serie anterior, se puede hacer
rdpidamente usando el mismo programa que el utilizado en la serie 1/(1- x).

Ejercicio

Sumar un cierto nimero de términos de cada una de las series desarrolladas arriba

y comprobar que —dada una cierta precision, por ejemplo una parte en 10°—, se cumple
efectivamente que ¢'™ = —1.0

NOTA

Primero debe decidir acerca del nimero de decimales con los que se propone verificar
dicha igualdad, por ejemplo: tres decimales, es decir 3,142. Después, procede a sumar los
términos de la serie hasta que las cifras significativas que uno se ha fijado —tres en este
caso— no se alteren al sumar los términos siguientes de la serie.OI

Otra serie famosa, se obtiene al introducir un nimero complejo puro (es decir que tiene
s6lo una componente imaginaria) como exponente en e. Este ntimero lo escribimos como
i - , donde x es un ntimero real arbitrario. La serie queda ahora :
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(iz)*

; T ix)? iz)3
e :14—%"’"(2!) +(3!) ot

i . 1,2 ($)3 4134 '.1’5
(1.34)
12 $4 336
. 3 25
iz — 5+ %5 £..)
e’ = cosx +isenw, (I.35)

En esta expresion, cos = y sen x constituyen un apodo para cada una (la parte real y la
parte imaginaria) de las series infinitas que se obtuvieron. La idea de asociar un nombre
con una serie es una forma de resaltar las propiedades de la serie. Si una serie no tiene
propiedades especiales, entonces no recibe un nombre.

Cada una de las series anteriores tiene propiedades espectaculares y por esta razén
reciben un nombre que las distingue entre cualquier otra. Las propiedades de estas ulti-
mas dos series se pueden obtener geométricamente. Son, de hecho, las funciones seno y
coseno que uno define en Trigonometria utilizando un tridngulo rectdngulo. Este es el
tema de la siguiente seccion.

La definicién de cada una de estas series a partir de la separacién en parte real e imag-
inaria es:

32'2 334 336
SC3 33’5 337
senx:x—ngg—ﬁj:... (1.37)

Esta serie es la que deberia evaluar internamente una calculadora para obtener el valor del
seno de un dngulo. Sin embargo, para mejorar su rapidez, las calculadoras evaliian esta serie
mediante una aproximacién, la aproximacion de Pade, que es un cuociente de polinomios
finitos que aproximan esta funcién (y otras) con la precisiéon que uno desee.

El calculo numérico es, en cierto sentido, un arte.
Ejercicio
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Encuentre, numéricamente, el valor de sen o para o = 0, 05 radianes, de acuerdo a la
serie definida con este nombre en la seccion anterior. ;Cudl es el valor de o en grados?
¢Cuadl es el error cometido al aproximar sena ~ a? (Sume tres términos de la serie y
compare la diferencia).O]

I.5. AREA ENCERRADA POR UNA CURVA

Maés adelante es preciso evaluar el drea encerrada bajo una curva y alli haremos uso de
algunas de las sumas introducidas aqui.

Esta operacién de evaluar el drea bajo una curva, es lo que en célculo se denomina
integrar una funcion.

Cabe notar que aun en los casos mds simples se realiza este tipo de cdlculo —evaluar
el drea bajo una curva-, pero sin necesidad de recurrir a las sumatorias (o a la integral,
si uno tiene conocimientos de calculo infinitesimal). Por ejemplo, en el movimiento de
una particula con aceleracién uniforme, es necesario calcular el drea encerrada bajo la
curva velocidad vs. tiempo, si desea conocer el camino recorrido por esta particula. Aqui
la curva es una recta y el valor del drea encerrada corresponde al drea de un trapezoide,
cuya férmula es conocida.

Para una particula que soporta una aceleracion variable, la curva es mas complicada
y, necesariamente, debemos recurrir a un método numérico para calcular, primero su ve-
locidad y, posteriormente la distancia recorrida.

I.5.1. Area encerrada por la curva y = 2.

La funcién y = z? aparecerd en varios problemas mas adelante y por esta razén la

estudiaremos en detalle.

Para calcular el 4rea encerrada por una curva sumaremos el drea de cada uno de los
rectdngulos que aparecen en la Figura .13 acotados (superior o inferiormente) por la cur-
va. Este es el procedimiento mas elemental, existen otros métodos mas sofisticados que
contienen errores mas pequefios. Consideraremos una de estas otras aproximaciones pos-
teriormente.

Calculemos una cota inferior para esta drea; sumemos los rectangulos achurados, que
se ubican debajo de la curva:
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2
F'y y — b
16 1+ EEEFCEE
cota inferior cota .
; superior
g4 & mEeean
4 4+ \.'.l’f /’
- ;\\\\ /,,» /)
/,f// A uf/ s
x

ﬁ&—rh&ﬂh&ﬂ

Figura 1.13: El 4rea bajo la curva se ha descompuesto en una suma de rectdngulos. Una
familia de rectdngulos dard como resultado un valor mayor para el drea buscada, y la otra
familia de rectangulos, un valor menor.

100

AreaINF = Z(n — 1)2 <A (138)

n=1

Designamos la base del rectdngulo que se muestra en la Figura 1.13 como A. El factor
(n — 1)? representa el valor minimo de y = 2? en el intervalo enésimo. En otras palabras,
trazamos un rectangulo que toque a la curva y = 2? en el punto més bajo de cada uno de
los intervalos.

En seguida desarrollamos (n — 1)? = n* — 2n + 1 y usamos la siguientes propiedades
de las sumatorias (vélidas si las sumatorias son finitas).

100 100 100
D (an+ba) = D ant+ > b, (1.39)
n=1 n=1 n=1

100 100

Z Aea, = A\ Z ap,, A = constante. (L.40)

n=1

La sumatoria se transforma entonces en:

100 100 100 100
AreaINp:Z(n—l Zn A—QZHA—FZlA
n=1 n=1 n=1
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Para simplificar los célculos, haremos A = 1, de esta forma este término no aparece en
la sumatoria. En general, para funciones més complicadas que la actual, el valor de A se
hace depender de n, con el objeto de minimizar el error introducido.

En algunos de los cdlculos posteriores —en otros capitulos—, esta longitud, A, sera in-
cluida en la suma, con el objeto de lograr un resultado exacto.

Volviendo a nuestra sumatoria, observamos que después de esta simplificacion, la ex-
presién queda

100 100 100

AreaINF = Z’I’L2 — QZn—I—Zl
n=1 n=1 n=1

En la Figura se aprecia que el drea denominada con /N F es MENOR que la que el 4rea
encerrada bajo la curva y = z*, que es la que debemos calcular.

Ahora si tomamos el rectdngulo cuya altura corresponde al valor méximo de la funcién
en el intervalo, entonces obtenemos

100

Areagyp = Z n?. (I.41)

n=1

Nuevamente hemos tomado la longitud de la base del rectangulo, A, igual a la unidad.
También, en la Figura se aprecia que el Areasyp es MAYOR que el area que deseamos
estimar.

Hemos obtenido una cota superior e inferior para el valor del area encerrada por la
curva y = 2°. No es dificil aceptar que un valor mds cercano al valor exacto asignado al
area encerrada bajo esta curva, se obtendra promediando estas dos cotas.

Se desprende de aqui que para evaluar numéricamente esta drea necesitamos, conocer
. . - N N
el valor de las sumatorias que han aparecido hastaaqui: Y, _,ny > _ n’

1.5.2. Valor de la sumatoria 3. n

A pesar que el resultado de esta sumatoria es el mismo si N es par o impar, analizare-
mos ambos casos en forma independiente.

1.5. AREA ENCERRADA POR UNA CURVA Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecéanica 41

Consideremos primero el caso de N par.

A\

N - N
Y on=1+2+3+4+ ..+ (N —3)+(N —2)+(N - 1)+N

n=1 - >
N~

Una de las formas de obtener el valor de esta sumatoria consiste en reagrupar los términos
en la forma sefialada: aquellos unidos por el extremo de cada una de las llaves indicadas
en la férmula, y posteriormente sumarlos de a pares. El valor que toma cada uno de estos
pares es (N + 1). Ahora si N es par el namero de llaves que debemos considerar es N/2
puesto que la suma tiene N términos, y el valor de la suma es N/2 veces (N + 1):

N
Zln: (N + 1)%. (1.42)

N impar.

SiN es impar, la suma de cada par de términos tiene el mismo valor que antes (N + 1),
excepto que ahora al agruparlos permanece uno (el del centro), sin compafiero. El valor
de este término, es (N + 1)/2.

Ejercicio
Compruebe esta afirmacién para las sumatorias donde /N toma valores pequefios e im-

pares,como N =50 N = 1.

La expresién que toma la sumatoria es

al (N +1)
dn=1+2+..+ st t (V=1 + N

n=1

Sumamos entonces teniendo en cuenta que el valor del término central es (N + 1)/2,
y que debe ser sumado en forma aparte. El valor de la sumatoria se obtiene sumando
(N —1)/2 veces (N + 1) y afiadiendo el término central (N + 1)/2. Recuerde que (N - 1)
es un numero par, y que la suma del primero y el dltimo de este par es (N + 1).

El resultado final es
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S n =(N+1)e(N—1)/2+ (N +1)/2
=(N?—-1)/2+ (N +1)/2
= N(N+1)/2

Vemos que la expresion es la misma, sea N par o impar, de modo que:

N
> n=N(N+1)/2 (1.43)
n=1

El método expuesto se debe a Gauss.

1.5.3. Valor de la sumatoria 3, n?

Para evaluar la cota inferior o superior para el drea encerrada bajo la curva, necesitamos
conocer el valor de otra sumatoria, aquella que contiene n?. Usaremos dos métodos dife-
rentes para evaluar la suma. El procedimiento indicado a continuacién es complejo. Lo
estudiaremos como una forma de familiarizarnos con la manipulacién de las sumatorias.

Incluiremos otro método, mas simple, como ejercicio al final de este capitulo.

1 2" 3
e & @ e & @
o e @ ® ®® . e e e
o e -
e & @ ® & @

e
—
Ll
R
—
L=
et

Figura 1.14: La Figura muestra los puntos dentro del cuadrado con linea cortada que per-

mite evaluar una suma cualquiera de ntimeros impares. Usaremos este esquema para
encontrar el valor de Y n?.

A partir de la Figura, sumando los puntos ubicados dentro del cuadrado con linea
cortada, se puede verificar la siguiente igualdad:
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1 =1
1+3 = 22

1+3+5 = 3?

1+3+5+---+(2N—-1) =N

Los valores ubicados a la derecha del signo igual son precisamente los nimeros que quer-
emos sumar. Sumando los nimeros de la izquierda por columnas, obtenemos:

N
N+3-(N=1)+5-(N=2)+...+2N-1)-1=> n’
n=1
Para obtener este resultado recordemos que hay N filas y, repetimos, que se han sumado
columna por columna. En ese mismo orden estd escrito el resultado en la ecuacién ante-
rior. También podemos verificar que la suma que aparece a la izquierda del signo igual se
puede escribir como

~ = ~ =~ ——
(1) - [N]+(3) -[N=1]+..+ (2N =3)- 2] +2N—-1)- [1] =
~—~ N——
d en—-1)[N=(n-1).

Las llaves sobre los nimeros a la izquierda del signo igual, indican una familia de térmi-
nos representada por la expresién genérica (2n — 1). Este factor se ubica, con la misma
identificacion, a la derecha del signo igual. Andlogamente, los términos con una llave bajo
el nimero, son generados por el término sefialado a la derecha de la ecuacién con una
llave similar.

Ejercicio

Verifique que (2n - 1) es un ndmero impar para cualquier valor de n y, que en este
caso, toma cada uno de los valores de los nimeros que caracterizan a cada columna,
exactamente en el mismo orden en que van apareciendo.

Verifique, dando distintos valores de n, que el término entre paréntesis cuadrado re-
produce el otro factor de la suma. O
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Recordando que esta sumatoria se originé al considerar la sumatoria de n?, tenemos

d@n—1DIN-(n-1]=> n

El resto del calculo se reduce a separar en un miembro de la ecuacién la sumatoria de
n? y en el otro el resto de los términos.

Desarrollando el miembro de la izquierda, de acuerdo a las reglas establecidas, vale
decir: las constantes salen fuera de la sumatoria y la sumatoria de una suma ( o resta) es
lo mismo que la suma (o resta) de la sumatoria de sus respectivos términos, tenemos

N> @2n—1) = ) @n—-1n-1)=> n’

Aplicando, nuevamente, las propiedades conocidas de las sumatorias,

N N N N
2N Y n— NY 1 = > (@2 =3n+1)=) »n’
n=1 n=1 n=1 n=1
N N N N N N
2NZn—NZl—QZn2+BZn—21:Zn2
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Ordenando las sumatorias que tienen los mismos sumandos
(2N +3) 25:1 n — (N+1) Zyjzv:l L =3 27]:7:1 n?,

y reemplazando el valor obtenido para 3.V  n, [1.43], y recordando que 32" |1 = N,
tenemos:

2N*(N+1)/2= (N+1)N+3N(N+1)/2=3) n’,
y finalmente, haciendo un poco de algebra obtenemos: _
N
> n® = N[@2N + 1)(N +1)]/6. (1.44)
n=1

Esta formula es vdalida para cualquier valor de N.
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1.5.4. Valor obtenido para el drea bajo la curva y = 2°.

Con los resultados obtenidos anteriormente estamos capacitados para evaluar las suma-
torias que aparecieron en la estimacién del 4rea bajo la curva y = z°.

Volvamos entonces a las ecuaciones [1.38], [1.41] que correspondian al 4rea evaluada
por defecto y por exceso respectivamente.

Uno puede intuir que un valor cercano al valor exacto de la superficie bajo la curva
entre z = 0 y ¢ = 100 se puede obtener promediando los valores de la cota superior e
inferior encontrados para el area. Para este cdlculo tomamos N = 100 en las ecuaciones
anteriores y evaluamos. ( En realidad esto no es lo més cercano al valor verdadero que
uno puede obtener pero si lo mas directo ). Veamos su valor,

Area = 1[Areaisyp) + Areanp))
=302 27]:;1 n? —2 mev:l n+ Zgzl 1]
— N[(2N +1)(N +1)]/6 — N(N +1)/2 + N/2

= N(N + 1)[(2N +1)/6 — 1/2] + N/2

= [N3/3+ N/6]
Si N =100 X 100
~ —10% + —.
3 * 6

El valor exacto de esta sumatoria es 10°/3. El error relativo que hemos cometido es del
orden de un 0, 005 %, como se muestra a continuacion.

[
[

10%]
109]

=

~0,5x107*=0,005% de error.

Wl

Ejercicio

Si definimos A como el largo de la base del rectangulo, entonces usando un valor de A,
constante pero mds pequerfio, obtenga resultados atin més exactos.

Note que ahora debe incluir A en la ecuacién inicial para el célculo del drea, pero que
éste, por ser constante sale fuera de la sumatoria.
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También debe recordar que, A mas pequefio es lo mismo que dividir el drea bajo la
curva en rectangulos mas esbeltos y que necesariamente se debe cumplir que N - A = L,
donde L es el largo de la base.O

I.5.5. Método general para evaluar sumatorias del tipo 25:1 nk,

Aqui propondremos un método mds simple y més general que el anterior para evaluar
las sumatorias del tipo indicado en el encabezamiento de esta secciéon.

Vamos a reobtener el valor de la sumatoria

Zn:1+2+3~|—...+N.

n=1

El método alternativo propuesto para evaluarla, consiste en calcular la siguiente com-
binacién de sumatorias,

N N
Y n+12 =) n’
n=1 n=1

A pesar que inicialmente esta combinacién no parece estar relacionada con la sumatoria
que nos interesa, podemos ver que al desarrollar el binomio de la primera sumatoria
suceden dos cosas que son de relevancia en nuestro caso, primero

N
Zn+1 Zn Z +2n+1 Zn ZQn—i—l). (1.45)

Donde hemos usado la asoc1at1v1dad de la sumatoria (la misma propiedad de los ntimeros
reales) [1.39], y con ello hemos cancelado las sumatorias que contenian n?.

En segundo lugar, la resta de sumatorias que aparece a la izquierda de la tltima ecuacién
puede ser evaluada facilmente si escribimos cada uno de sus términos en columnas sep-
aradas como se indica a continuacion:

22 — 1*  primer término de la sumatoria,

32 — 2?2 segundo término de la sumatoria,

42 — 32 tercer término de la sumatoria,
(N+1)2 — N?  N-ésimo término de la sumatoria.
(N+1)* — 1
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Es fécil ver que los términos de la suma se van anulando entre ellos, permaneciendo sélo
el primero y el dltimo, cuya diferencia es el resultado de la suma. El valor de la suma es:
N (N +2).

Por otra parte el término de la derecha de la ecuacién [1.45] es:

Q(Zn)—i- Zl :2(Zn)+N.

, . =N .
De aqui se puede despejar Y "—," n que es la sumatoria cuyo resultado buscamos:

» n=N(N+1)/2 (L46)
Ejercicio

Usando este método, reobtenga el valor de la siguiente sumatoria:
S n?=N@2N +1)(N +1)/6.

Indicacién: use la ecuacién [1.45], pero incluyendo potencias ctbicas en lugar de las
cuadraticas que alli aparecen.O

Con este método se puede calcular la sumatoria de una potencia
arbitraria de n. Para ello se debe conocer el valor de la sumatoria de
una potencia mds baja que la buscada y tomar la diferencia entre las
sumatorias de una potencia inmediatamente superior, en la forma ya
sefialada.

I.5.6. Regla del trapecio.

A continuacién incluimos la férmula usada para calcular numéricamente el drea bajo
una curva y = f(x) usando trapecios (en lugar de rectingulos) como unidades elemen-
tales. De cualquiera de las Figuras de esta Seccién, se desprende que la idea es acomodar
un trapecio bajo la curva, apoyando uno de sus catetos en el eje z y el cateto opuesto
aproxima la curva mediante una recta.
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[ 1(x)
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—
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Figura 1.15: Regla de Trapecio. Tomando un conjunto de puntos de la curva, se calcula
el drea como la suma del 4rea de los trapecios construidos uniendo los puntos mediante
rectas.

Si queremos calcular el valor del 4rea bajo la curva entre los puntos z = ay x = b,
dividimos dicho segmento en (IV — 1) segmentos mediante los puntos z,, con 0 <n < N.
El valor de la funcién en cada uno de sus puntos se designa como f, = f(z,), es decir
fo = f(x,) = fla), fr = f(z1)... fv = f(zn) = f(b), donde hemos identificado z, con a y
T, conb.

Recordemos que el drea de un trapecio es la semisuma de sus bases multiplicada por la
altura. La férmula para el drea de un trapecio cualquiera dentro del tramo de interes es:

1
Area del trapecio = 5 [foo1 + fo] (X — xp_1).

En este caso, el trapecio esta puesto en forma vertical: la base del trapecio es cada una de
las verticales sefialadas como fy, fi, fa,... fn, cuyo valor es el valor que toma la funcién
f(z)paraz =0,z =1, x = 2..x = N respectivamente (ver Figura).

Si sumamos el drea de cada uno de los trapecios de la Figura, suponiendo que todos
los trazos son iguales: [z,, — z,,_1] = A, para simplificar el dlgebra, obtenemos la siguiente
expresion:

SO @A~ Alfy+ fi]/2+
Alfi + fa/2 + Alfa + f3]/2+ ...

+A[fnv_a+ fyvoa]/2+ Alfv-1 + fnl/2.

N-1

> ki

=1

- A{1/2-f0+ +1/2-fN}. (147)
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La suma {Zz f(x) A} indica el valor del 4rea encerrada entre x+ = a y x = b por la

funcién f(x).

fl _______ :: :
Sl
J Sy A gy e Ml
. x +

8 1 Xy Xq X, Area bajo la
curva

Regla 3 de Simpson

En el método anterior reemplazamos cada elemento de drea por un trapecio. Si la fun-
cién no tiene grandes variaciones en un intervalo finito (es una funcién suave) el método
anterior constituye una buena aproximacion.

Ahora, sila curva varia muy rapidamente, se puede mejorar la exactitud del valor obtenido,
si en lugar de aproximar la curva por una recta (como en el caso anterior) ajustamos una
parédbola (y(x) = az® + bz + ¢) que pase por estos tres puntos de la curva —en cada tramo-—,
y calculamos el valor exacto del drea bajo dicha curva.

Si repetimos esta operacién con todos los grupos de tres puntos para cada tramo en
que se dividio el segmento [z,, z;] y sumamos, obtenemos un valor con menos error en el
calculo numérico del drea bajo una curva.

Este método es mas sofisticado de lo que corresponde al nivel adecuado a este libro.

1.6. EJERCICIOS

En el enunciado de los problemas de Trigonometria que se plantean a continuacién,
nos referimos a los lados y d&ngulos que se indican en el tridngulo rectdngulo de la Figura.
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2.-

Un arbol ha sido quebrado por el viento. La parte inferior del tronco, permanece
vertical y tiene una altura de 5 m. La parte derribada se apoya con uno de sus ex-
tremos en el tronco y con el otro en el piso, dibujando un angulo de 35° con el piso.

Calcular la altura que tenia este drbol antes de partirse en dos.

Figura I.16:

Para calcular el ancho de un rio, se mide una distancia, AB (ver Figura), a lo largo
de su orilla, tomandose el punto A directamente opuesto a un arbol C, ubicado en
la otra ribera. Si el dngulo £ (A B C') es de 55° y la distancia AB de 10 m, jcudl es el
ancho del rio?

El mastil de un gran navio tiene una altura de 30 m sobre el nivel del mar. Lejos
de alli, un pescador en su bote, ve el mastil subtendido por un dngulo de 5°. Si el
angulo estd en un plano vertical: ja qué distancia se encuentra el bote?

(Desprecie la altura del bote y del pescador que esta sentado en él.)

Al observar dos torres desde el punto medio de la distancia que las separa, los dngu-
los de elevacion de sus extremos superiores son 30° y 60° respectivamente. Demostrar
que la altura de una de las torres alcanza el triple del valor de la altura de la otra.

Al aproximarse una patrulla de reconocimiento a un fuerte (ver Figura) situado en
una llanura encuentra que, desde un cierto lugar, el fuerte se ve bajo un angulo de
10°, y desde otro punto, 200 m més cerca del fuerte, se ve bajo un dngulo de 15°
¢Cual es la altura del fuerte y cudl es su distancia al segundo lugar de observacién?

1.6. EJERCICIOS Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecéanica 51

6.— En un hexdgono regular de lado q, se pide:

a) Calcular los radios de los circulos inscrito y circunscrito en funcién de a.
b) La diferencia entre las areas del hexagono y el circulo inscrito.
c) La diferencia entre las dreas del hexdgono y el circulo circunscrito.

7.— Con el fin de medir la altura, h, de un objeto se ha medido la distancia entre dos
puntos, A y B, a lo largo de una recta que pasa por su base en un plano horizontal
y result6 ser ¢ metros. Los angulos de elevacion de la punta del objeto desde A y B
resultaron ser o y 3 respectivamente, siendo A el punto més cercano a la base (ver
Figura siguiente). Demostrar que la altura esta dada por la férmula:

l : . - .
h = P — si Ay B estdn del mismo lado, y por:

= ;, si Ay B estdn en lados opuestos de la base del objeto.
cot B+ cot «

Problemas #24 v #26

Figura 1.17:

8.— A partir de la serie:

n

[0}

n!l

a=0

compruebe que para h << 1, es posible aproximar (1 + )" como:

(1+h)"~1+nh+O(h?).
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Para verificar la exactitud de esta aproximacion, elija tres valores de &, por ejemplo:
0,01, 0,1 y 0,5, con ellos calcule el valor de (1 + h)® de dos formas: utilizando la
expresion exacta y a través de la aproximacién mencionada. Comparelos y estime
el porcentaje de error cometido, en cada uno de los casos, al truncar la serie.

9.— a) Verifique numéricamente la igualdad siguiente:

Tl 1o
4 3 5 77
b) Estime el valor del angulo « si:

T
seno = —.
4

10.— Calcule el valor de las siguientes series:
a) 1+1/2141/31+..,.1/n! 4 ...
b) 1/21—1/3'+1/41—1/5!+ ...

c) 1—1/21+1/3!—1/4!+ ...
Respuestas: a) (e — 1), b)e™!, ¢)(1-e').

Compruebe estos resultados numéricamente.

11.— Una forma de estudiar la convergencia de una serie es compardndola con otras, cuya
convergencia es bien conocida.

o0
a) Sea: E ag, una serie convergente, cuyo término k—ésimo es ay.
k=0

Si existe otra serie:

Zbk’ tal que, |bx| < |ax| YV E € N,

k=0
o0

entonces, E by, converge .
k=0
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o0
b) Sea E ai, una serie divergente y sea
k=0

Z by, otra serie, tal que b, >ar >0,,VkeN,
k=0

o0
entonces E b, diverge.
k=0

Usando estos resultados —que no necesita demostrar—, estudie la convergencia de:

, o 1 ) . k+1
D) Dk KD i) D (T) ,
ZZ’L) Zk:o m ZU) Zk:l ?, a>0

Indicacién:

i) Recuerde que 1/[k -(k+1)] =1/k-1/(k + 1).
ii) Compare (k+1)/k con 1.
iii) Compare con la serie correspondiente al nimero e.

12.— Es comun utilizar la siguiente aproximacién sen a = « (para a pequefio), cuando el
angulo o esta expresado en radianes.

a) A partir de la definicién de radianes como medida angular, justifique esta aproxi-
macion.
b) Usando la expresion asociada a la serie sen o, demuestre que la aproximacién es

correcta.

13.— Repita el andlisis del problema anterior, con la aproximacion:
cos a ~ 1 (para o pequefio).

14.— Una persona ubicada en el punto P de la Figura, observa dos montes con dngulos
de elevacion « y (3 respectivamente.
Si el de la izquierda tiene una altura h y la separacion entre ambos es D, calcule la
altura del monte opuesto.
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Figura 1.18:

15.- Sean a'y 0 dos angulos medidos en radianes.

i) Usando la expresion para la suma de angulos, calcule:

[sen(a + d) — senq]
é‘ )

ii) Haga tender a cero el valor de ¢, es decir, suponga que § << 1y calcule el valor
de la expresién anterior, utilizando las aproximaciones relevantes.

12 x 1.2
JIN Ao J..f\ [\~ 1 feron A‘}.I | T
0.8 J ‘!. h 0.8- | i

0.6 \ | 0.6 i |
0.4+ |, [ 0.4~ .

02 i | 0.2- |

02 ‘
0.4 I
0.6

081 -0.8 1 il
y i H [ U]

0.2 {
0.4 \ \
0.6 i

-1.2 - — -1.2 -
] 0.4 0.8 12 1.6 2 24 a 04 08 1.2 L8 2 a4

Figura 1.19: El grifico de la izquierda corresponde a la serie truncada en el octavo término. Si se
incluyen los primeros 41, se obtiene el grifico de la derecha.

16.— Graficar la funcién:

flz) = %[ senx + (sen3x)/3 + (senbx)/5 + ...

Compruebe que al aumentar el nimero de términos de la serie, ésta se aproxima
rdpidamente a la funcién:
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flx)y= +1 O<zx<m

flz)= -1 T<x<2m

Compruebe que para x = 7 se produce una discontinuidad de la funcién y en el
caso que n — oo, este salto es del orden de un 18 % de la altura de la funcién.

(Puede ver esto en el grafico del computador ? (Nota: sume un ntimero grande de
términos de la serie).

17.— Encontrar el desarrollo en serie de cos 3 «, en potencias de a.

Desprecie las potencias de orden a*, o mayores.
18.— a) Demostrar que para dngulos pequefios, es vdlida la aproximacion:

sen(2a) ~ 2sen «

b) Encuentre el valor maximo que pueden alcanzar los dngulos, si se tolera un error
de a lo mds 0, 001 en la aproximacién. (Use una calculadora).

c) Qué rango de valores de 3 > 0, mantienen la convergencia de las siguientes series:

d) ¢(Cuadl es el valor de las series anteriores suponiendo que convergen?

B

D

Figura 1.20:

19.— Use el tridngulo de la Figura para encontrar la expresion de cos(a + 3) en funcién
de cos a, cos 3, sena y sen f3.
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20.— En esta Figura se puede apreciar la diferencia entre un dia sideral y uno solar.

Para hacer la explicaciéon mas
simple, supongamos que es
posible observar las estrellas

durante el dia. En realidad las ek
estrellas estan alli y de hecho los o
radioastronomos las observan
durante el dia.

Para un observador en el
Ecuador, el dia solar es el inter-

¢

valo que transcurre entre dos o
pasos consecutivos del Sol por ]

el cenit (posicién del Sol justo o ’r@’/
sobre nuestras cabezas). El dia @*"" 4

primer dia 4 segundodia
A

sideral es el tiempo comprendi-
do entre dos pasos consecutivos
de una estrella lejana por el cenit.

La diferencia que existe entre ambas definiciones se debe al movimiento de trasla-
ciéon de la Tierra alrededor del Sol como se indica en la Figura que se acompafa.

Este desplazamiento no cambia la posicién de la estrella lejana —precisamente por
estar tan lejana—, pero la posicién del Sol en el cenit ocurre antes que la Tierra alcance
a dar una vuelta completa alrededor de su propio eje.

Determinar el valor del 4ngulo « definido en la Figura. Calcule la diferencia, expre-
sada en segundos, entre el dia sideral y el dia solar.

21.— Considere una escalera apoyada en una muralla.

'y
Demostrar que el punto medio -
de esta escalera, de largo L que -
resbala apoyandose en el muro,  _
describe una circunferencia. -
La ecuaciéon de una circunferen- z
cia de radio R es: 22 + 3% = R%. :D X

22.— Se pide calcular el volumen del cono que se muestra en la Figura haciendo uso de
las herramientas matematicas introducidas en el complemento matematico del a-
péndice.
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23.-

Para ello se sugiere trabajar de la sigu-
iente forma:

a) Descomponga el cono en una suma
de troncos de cono de altura constante
Ay cuyo volumen estd dado por la
térmula siguiente:

2
Tn + rn+1
YTronco de Cono = ™ [ 9 ] A

Sume cada uno de estos voliumenes
hasta completar el cono. Use las
propiedades de la sumatoria y los
resultados obtenidos anteriormente
para:

~— o, NE@N+1)(N+1
BURICAES (LED)

n=1

- N(N +1)
Son = NED)
2
n=1
r, = n-A-tan 0, A = Cte., tan 0 = a4 _ Cte.

L

b) Para obtener el valor exacto del volumen de un cono, tome los siguientes limites
en los resultados anteriores:

A — 0, N — o0,

de manera que el producto permanezca constante.

Iim NeA=1L.
N—oo

A—0

Una camionada de arena seca se descarga formando un cono cuya base es una cir-
cunferencia de 4 metros de didmetro. Si la pendiente de la arena seca es de 0 = 32°
y su densidad es p = 1,7 g/cm?, calcule la masa de la arena.
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24— Encuentre el angulo entre dos diagonales de un cubo.

25— Un tetraedro regular es la figura geométrica que se obtiene al formar una pirdmide
con cuatro tridngulos equilateros idénticos. Encuentre el angulo entre dos de sus
caras.

26.— Un tambor de 50 cm de radio y 1.5 m de largo se encuentra en posicién horizontal
apoyado sobre su manto y lleno con parafina hasta una altura h = 60 cm. ;Cuédntos
litros de parafina hay en el tambor?

27— ;Para qué latitud, el paralelo terrestre tiene 1/3 de la longitud del Ecuador?

28.— Al incidir un rayo de luz sobre una superficie que separa dos medios diferentes, por
ejemplo, al pasar del aire al vidrio o viceversa, ésta sufre un cambio de direccién (ver
Figura). Este fendmeno se conoce con el nombre de refraccién de la luz. La ecuacién
que describe este fenémeno es la Ley de Snell:

Sen o Vaire
sen [3

Yvidrio
donde Vaire Y Vvidrio” corrgsp.onden a la velocidad de la luz en el aire y en el vidrio
respectivamente. (Para el vidrio comun se acepta el valor vaire/v vigrio = 1:9)-

Aire

/é} Vidrio

ﬁ Aire

Figura I1.21:.

Supongamos que un haz de luz incide sobre un vidrio de caras paralelas y de 2 cm
de espesor, con un dngulo de incidencia aw = 40°. Determine el espesor d del vidrio
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para el cual el rayo de luz emergente se encontrard paralelamente desplazado re-
specto al incidente. (Ver Figura).

29.— Considere ahora un rayo de luz incidiendo sobre un prisma en la forma como se
muestra en la Figura. Encuentre el angulo 3 para a = 20°, 40°, 50°y 70°.

¢Para qué valor del angulo incidente «, el rayo de luz se propaga paralelamente a la
cara interior del lado opuesto al de incidencia del prisma?

Para valores de a mayores, el haz de luz se refleja especularmente en la superficie
interior del prisma. Este fenémeno se conoce con el nombre de reflexion total.

30.— Desde un punto D, una persona puede observar una estatua con su pedestal en
forma completa.

Conoce su altura y la del
pedestal, que son 6 y 4 m,
respectivamente.

El 4ngulo de elevaciéon de la
cabeza de la estatua con respec-
to al piso es el doble del angulo
que subtiende el pedestal. D

A partir de estos datos, calcule %
a qué distancia se encuentra este

observador.

#

i
'|II| 1

e

31.— Usando el método de las sumatorias, calcule el valor del drea encerrada entre la
linea y = z y la pardbola y = 2%, entre el intervalo [0,1] del eje x.

Respuesta: 1/6.

32.— Estimaciones del tamaiio de la Tierra.

Los antiguos reconocieron la esfericidad de la Tierra a través de diversas observa-
ciones:

a) En los eclipses de Luna la sombra de la Tierra sobre la superficie lunar es redonda.
b) La elevacion de una estrella sobre el horizonte varia con la latitud.

¢) Los barcos se pierden rdpidamente de vista desapareciendo bajo el horizonte al
alejarse.

Uno de los primeros valores para el perimetro del globo terraqueo fue obtenido por
Eratostenes (~ 330 A. de C.).
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Eratostenes sabia que al mediodia del 22 de Junio el Sol caia verticalmente en Siena
(actualmente Asudn): la luz solar que incidia sobre un profundo pozo se reflejaba
en el fondo hacia arriba. (Ver Figura). El mismo dia, a la misma hora, se midi6 en
Alejandria la sombra de un alto obelisco. Eratéstenes encontré que los rayos del Sol
formaban un dngulo de 7, 5° con la vertical.

obelisco

Norte

Figura 1.22: Ejercicio # 32. El valor obtenido por Eratéstenes no resulté ser el correcto debido a la
imprecision en la medida de las distancias..

33.—

34.—

Sabiendo que Alejandria se encuentra a algo més de 800 Km. al Norte de Siena,
estime el valor del perimetro y radio terrestres.

Estimacion del alcance visual sobre el horizonte.

Suponga que un observador se encuentra a una altura % sobre el suelo en un terreno
sin accidentes . ; A qué distancia ¢, se halla el limite del horizonte?

(Use R = 6,400 km). Calcule ¢ para:

hy = 2 m, (~ estatura de una persona),

hy = 20 m, (~ vigia de un barco),

hs = 300 m, (~ altura del cerro San Cristébal).

(Ver Figura)

Masa de la Tierra.

La mayoria de los liquidos y sélidos constituyentes de nuestro planeta tienen den-
sidades que fluctan entre 1 y 10 kg/It. A partir de estos datos y usando R = 6,400
km para el radio de la Tierra, estime un valor para su masa.
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Figura 1.3: Ejercicio # 52 Ejercicio # 54

Figura 1.23: Ejercicio 33 Ejercicio # 35.

35.— Relacion entre el didmetro de la Luna y su distancia a la Tierra.

Se intercala una moneda de un didmetro de 2 cm. entre el ojo y la Luna, ocultandola
a la vista. La moneda se aleja gradualmente, encontrdndose que el borde de la Luna
empieza a ser visible cuando la moneda esta a unos dos metros de la pupila.

Use estos datos para encontrar una relacion entre el didmetro de la Luna y su dis-
tancia a la Tierra.

36.— Tamarfio de la Luna y distancia a la Tierra.

El tamafio de la Luna fue comparado con el de la Tierra por Aristarco (270 A. de C.),
durante un eclipse lunar. (Esto ocurre cuando la Tierra se interpone entre la Luna
y el Sol). Aristarco midi6 el tiempo que tardaba la Luna en cruzar la sombra de la
Tierra, y encontré que el didmetro de la sombra terrestre era dos veces y media el
diametro de la Luna.

Sin embargo, la sombra de los planetas no es un cilindro, sino un cono. Durante una
eclipse solar (cuando la Luna se interpone entre el Sol y la Tierra), es sélo un poco
mas que el vértice del cono de sombra de la Luna lo que alcanza a la Tierra.

Aristarco dedujo esto observando que durante el eclipse, la Luna cubre apenas el
disco solar. Argument6 que en un eclipse de Luna, la sombra de la Tierra se reduce
en la misma razén que en el caso de la Luna.

Con estos datos, deduzca que d = %D, donde d es el didametro lunar y D, el didmetro
terrestre. Usando este resultado, el valor del radio terrestre y la relacién entre el
didmetro de la Luna y su distancia a la Tierra, estime:
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a) el diametro lunar,

b) la distancia Tierra—Luna.

TIERRA

____________________ ’
e Q7
——-- Hipotenuss Qi

Figura 1.4: Ejercicio # 55 Ejercicio # 56

Figura 1.24: Figura # 36 Figura # 37

37— Distancia Tierra—Sol.

38.—

La distancia de la Tierra al Sol es dificil de estimar. Aristarco not6 que cuando hay
media Luna (es decir, se ve iluminada exactamente la mitad del disco lunar), los
rayos del sol deben caer sobre la Luna perpendicularmente con respecto a la linea de
visién del observador. En ese momento es posible medir el &ngulo o con que el Sol
es visto desde la Tierra. Su valor es muy cercano al de un dngulo recto: 90° — v >~ 1°.

(Aristarco, erroneamente, lo estimé en: 90° — . ~ 3°).

Use este resultado y la distancia Tierra-Luna, para estimar la distancia Tierra—Sol.
Estime, ademas, la rapidez (mé6dulo de la velocidad) con que la tierra orbita alrede-
dor del Sol.

Nuevo método experimental para estimar la distancia Tierra—Luna.

Supongamos dos observadores A y B que estan ubicados sobre el mismo meridiano
terrestre y dispuestos de manera tal, que los rayos de luz provenientes de la Luna
forman, tanto para A como B, un dngulo X con la vertical local, como se sefiala en
la Figura.
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Figura 1.25: .

Para calcular la distancia entre la Tierra y la Luna, debemos conocer el valor del
dngulo Z. Una forma de obtenerlo es midiendo la distancia entre A y B sobre la
superficie terrestre.

En la antiguedad, la determinacion de esta distancia resultaba dificil, prefiriéndose
el método siguiente: cada observador media el &ngulo que formaban los rayos prove-
nientes de una estrella elegida previamente por ambos, y la vertical en el respectivo
punto. Designando estos dngulos como u para A y v para B, se puede demostrar
que Z = u +v.

Obtenga esta relacién y justifique la suposicién que los rayos que inciden en A son
paralelos con los que inciden en B.

Ahora, suponiendo conocidos: R, X y Z, calcule, en funcién de estas cantidades, la
distancia Tierra—Luna medida desde el centro de la Tierra. Suponga que la Luna es
un objeto puntual.
¢Por qué ambos observadores deben ubicarse en un meridiano en lugar de un parale-
lo, por ejemplo? Haga un diagrama para justificar su respuesta.

39.— Consiga una hoja de papel muy larga y con un grosor de 0, 1 mm (10~* m). Comience

a doblarla por su mitad, de manera que en cada doblez el grosor aumenta al doble.
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40.—-

41.-

42 -

(Cuantos dobleces son necesarios, a) 42 veces

para que el grosor final que adquiere, b) 1320 veces
alcance a cubrir la distancia Tierra— ¢) 483200 veces
Luna (aproximadamente 380.000 d) 639421 veces
Km)? e) 2,4 ¢ 10° veces.

Antes de hacer el cdlculo escoja algu-
na de las alternativas propuestas en la
Tabla.

Ahora calcule y concluya cudnto puede confiar en su intuicion.

Estudie la siguiente situacién: alrededor del Ecuador terrestre se construye un anillo
metélico que calza en forma exacta, sin huelgo. A continuacién se corta el anillo
metélico en un punto y se le agrega un pedazo de anillo de 1 metro de longitud. Si al
agregarle el nuevo pedazo, el anillo queda suspendido equidistante de la superficie
terrestre a una altura h:

a) Estime, sin calcular: ;A qué altura queda el anillo?

b) Haga el cadlculo numérico y compare con su estimacion.

a) ;Con qué rapidez puede Ud. lanzar una piedra?
b) (Qué velocidad cree Ud. que alcanza una bala a la salida del cafién.

En ambos casos, justifique cuantitativamente su estimacién.

a) Calcule numéricamente el valor de la siguiente serie:

oo
> d
— (k+1)!

1

Indicacidn:

Calcule esta suma con tres cifras significativas. Descarte los términos de la serie més
pequefios que 10~ y al sumarlos aproxime la tltima cifra de modo que mantenga
el mismo ntmero de cifras significativas del comienzo.

Si sabe el minimo de BASIC u otro lenguaje de programacion... olvidese de estas
instrucciones y haga que la maquina calcule.

b) Recordando que e” = Y 77 2" /k!

Calcule el valor exacto de la serie propuesta en la parte a).
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Se propone el siguiente método:
1) Escriba la serie correspondiente al nimero e = ¢'.
2) A la serie propuesta en la primera parte, sime la serie

Z 1/(k+1)! término a término.
k=0

3) Relacione esta nueva serie con la del namero e.

43.— Demuestre la siguiente igualdad trigonométrica:

sen 3 cos?(a — [3/2) )
cos (B/2)sen(2a—f) )

sen «

sen(a — (3/2)

= <cos B/2 +

44— En este ejercicio definiremos la division entre niimeros complejos. Del texto, ya conoce-
mos la multiplicacién entre estos ntiimeros. Por otro lado, sabemos que la divisién
es la operacién inversa de la multiplicaciéon. Comencemos entonces por el inverso
de un ntimero complejo.

a) Inverso de un complejo

Dado un ntimero complejo z = a + ib, el inverso, al que llamaremos =™, serd aquel
numero (complejo) tal que:

zez ' =7"lez=1. Estaoperacion es abeliana.
¢Encuentre una expresion para z !, que cumpla la condicién anterior y tenga la

forma 2! = ¢ + i d? ¢ y d son numeros reales y dependen sélo de los valores de a y
b.

Compruébela paraz=1+1:-5
b) Divisiéon
Para dividir complejos s6lo tenemos que multiplicar por el inverso del complejo con
respecto al cual nos interesa dividir.

z
Asi:—lzzlozgl

22
Dado z =a+i-by 2, = c+i-d, demuestre que

Z1

= =(ac+bd)/(F+d)+i-(—ad+bc)/(+d?)

22
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45.— La Figura muestra un péndulo bifilar. Este péndulo puede oscilar girando en torno a
un eje horizontal que pasa por los puntos de apoyo, o girar en torno a un eje vertical
que pasa por el punto medio de la barra.

Suponga que la barra se gira en 90° con respecto a este eje vertical: calcule cudnto se
elevo la barra verticalmente.

Figura I.26: .
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