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1. Definamos f(z) = Inx — (z — 1). Debemos demostrar que f(z) tiene un maximo y
que ese valor méximo es 0.
En efecto,
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f(z) = —= < 0V a.
Por lo tanto f(1) es un maximo:
flz) < f(1)=Inl—-(1-1)=0,
esdecir,Inz < z — 1.
Para la segunda parte consideramos y = 1/z y aplicamos la desigualdad que aca-
bamos de demostrar:
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3. Recordamos que H(p) = —_; pjlog p; = E[—log p]. Por lo tanto,
H(p") = E[-logp"]

—log [ plajx)]
k=1
—> logp(ai)]
k=1

= Z E[—logp(aji)]

4. Si definimos ¥ = ¢(X), Y es una variable aleatoria si y s6lo si g(-) es medible.
Asumiendo esta hipétesis, tenemos

H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X)
= H(X,g(X)) = H(X) + H(9(X)|X).

Notemos que si X es conocido, la incertidumbre acerca de g(X) es cero. Esto es,
H(g(X)|X) = 0. Por lo tanto,

H(X,9(X))=H(X).
Por otro lado,
HX,Y)=H(Y,X)=H(Y)+ HX|Y)
= H(X,9(X)) = H(g(X)) + H(X|[g(X)).

Pero la entropia condicional H (X |g(X)) > 0. Notemos que si g(X) es una medicién
de X, puede que no resuelva toda la incertidumbre acerca de X. Por ello

H(X) = H(X,9(X)) = H(g9(X)) + H(X|g(X)) = H(g(X)).

Lo que nos permite concluir H(X) > H(g(X)).

5. Queremos resolver el problema
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La primera restriccién corresponde al valor esperado de la funcién masa de proba-
bilidad, y la segunda corresponde a la condicién de normalizacién que debe cum-
plir p. En lo que sigue asumiremos A > 0.

Definimos el lagrangiano

L(p, A, 1) Zpglogpj (ijpj—A)—u<§:pj—1)-
j=0 §=0

Calculamos la 0L /0py:
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Igualamos a 0 para obtener una condicién para el 6ptimo:
—logpr —1+Xc+p=0
=p; = eMet1,
Para poder eliminar A y p debemos aplicar las condiciones de Kuhn-Tucker. Ello
nos lleva a las siguientes ecuaciones:
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De la primera ecuacién podemos despejar (.
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Notemos que si e* < 1, la serie converge a
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Por lo tanto, 4
pj=(1—eh)eV.

Nos queda la segunda ecuacién:
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Despejando obtenemos
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Notemos que si identificamos ¢ = , entonces p; = ¢’(1 — ) corresponde a

A
1+ A
una distribucién geométrica de pardmetro g.

La entropia méxima se alcanza porque H (p) es céncava en p. En este caso,
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