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Introduccion-Diagramas de Bode

=

fEn este tema veremos la respuesta en frecuencia sistemas
lineales (redes electricas) en terminos de su amplitud y
fase.

El diseno de filtros se basa en el estudio de la respuesta en
frecuencia

Los diagramas de Bode se utiliza para el analisis de
sistemas lineales, el cual nos revela informacion de la
respuesta en frecuencia del sistema.

Los diagramas de Bode se basan en graficas logaritmicas
debido a que H.W. Bode utilizé6 ampliamente en sus
estudios una escala logaritmica para la magnitud de las
funciones de red asi como la variable de frecuencia

o -
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# Una de los grandes problema en la ingenieria (
sistemas telefonicos) es la perdida de potencia en los
circuitos en cascada que se utilizan para transmitir
sefales (telefonicas). Para tal efecto se introdujo la
medida llamada decibelio .

#® Considere tres circuitos en cascada, donde p; es la
potencia de entrada a cada sistema, p1, p2, p3 €S la
potencia de salida del circuito A, B, C respectivamente.

# La ganancia de potencia se define como el cociente
entre la potencia de salida y la potencia de entrada.

# La ganancia de potencia de salida del sistema se
define simplemente como

L Po _ P1P2Po _ S J

Di Pi P1 P2
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# La multiplicacion de estos cocientes de potencias
puede convertirse en una suma por medio del
logaritmo, es decir,

p
logyg — = logjg 04 + logyg 0B + logig oc

[
# El cociente de las potencias fue denominado belio en
honor de Alexander Graham Bell (sin embargo, en la

practica el belio es una magnitud inconvenientemente
grande).

# Una medida mas util de la ganancia de potencia es el
décimo de belio, denominado decibelio . El numero de
decibelios es igual a 10 veces el numero de belios, por

L lo que J

p W
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# Por ejemplo un amplificador tiene 10dB de ganancia o
una linea de transmision tiene una perdida de potencia
de 7dB, o un amplificador tiene -100dB de ganancia es
decir, su salida esta 180° defasada con respecto a la
entrada.

# Por tal razon, se utiliza el valor absoluto de la potencia
(voltaje o corriente) cuando estas son expresadas en
dB.

o -
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Por lo tanto

9

© o o o

Por definicion:

P,
dB = 10log‘ Pwt

m

10dB representa una potencia de 10

10ndB representa una potencia de 10"

20dB re
30dB re

60dB re

presenta una potencia de 100
oresenta una potencia de 1000

oresenta una potencia de 102109

=

-
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Introduccion-Diagramas de Bode
Eambien T

# 1 dB representa una potencia de aprox. 1.25
# 3 dB representa una potencia de aprox. 2
# 7 dB representa una potencia de aprox. 5

De tal forma

® 4dB = 3dB + 1dB es equivalente a una potencia
aproximadamente de 221.25 = 2.5.

#® Asimismo 27dB = 20dB + 7dB y es equivalente a una
potencia aproximada de 100x5 = 500

o -
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Cuando utilizamos el decibelio como medida de los
cocientes de potencia, en algunas situaciones la
resistencia gue se ve al mirar el circuito es igual a la
resistencia de carga del circuito.

=

En tal caso,

2 2\ 2
Po Uout/RL _ <Uout>

Pi B UZQn/Rzn B

9 9 2

Po Zoutf{ll _ <Zout>
: 2 o

Pi ZinRin

o -
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Estas ecuaciones muestran que el numero de decibelios
puede calcularse de la forma siguiente

=

|
DO
-
[U—
e,
0]

NumeroDecibeles

o -
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n los diagramas de Bode de magnitud y fase el eje de la

abcisa (eje frecuencia) esta definido por una escala
logaritmica (base 10) y la frecuencia w es igualmente

espaciada entre potencias de 10 como 10~ 1, 10%, 10, 102,

etc.

El eje ordendo en la grafica de magnitud tiene una escala
en unidades de dB y el eje ordenado en la grafica de fase
tiene una escala en grados como se muestra en la sig.

figura
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-
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Se vuelve conveniente expresar la magnitud de la funcion T
de transferencia en dB dado el producto de sus terminos

puede expresarse como la suma de cada uno de las
magnitudes individuales en dB

De tal forma los diagramas de Bode pueden ser
approximados por lineas rectas llamadas asintotas .

o -
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Considere ahora dos frecuencias w; y wo y Su intervalo
definido como w9 — w; tal que

w9
we — w1 = logig w2 — logyg w1 = logy —
1

#® Siwy = 2wy decimos que estas frecuencias estan
separadas por una octava

® Siwy = 10w, estas frecuencias estan separadas por
una decada

Las pendientes de las lineas rectas en el sistema de
coordenadas de las graficas de Bode se expresaran en
funcidon de estos dos intervalos

o -
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Sea una funcién de transferencia G(s) = C/s* cuya
magnitud es evaluada en s =| jw |, es decir

C

’ G(Jw) \: J
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Tomando el logaritmo en ambos lados y multiplicando por
20 obtenemos

=

20 lOglo ’ G(]UJ) ’: 20 10g10 O — 20k lOglo w
de tal forma

’ G(]UJ) ’db: —20k lOglo w —+ 20 10g10 O

Esta relacion representa una linea recta con una abcisa
definida como log,, w con una pendiente de —20kdB/decada
e intercepta a la ordenada en C'dB

o -
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Considere la siguiente funcion de transferencia

W
HGu)| = |1+ 22

Tomando el logaritimo en ambos lados de la ecuacion

tenemaos
1442

201og |H (jw)| = 201og
2

Para valores de w tales que w/z << 1, es decir, w << z,
tenemos que

H(w)’w<<z ~ 20 10g1 = 0dB

-
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ara valores de w tales que w/z >> 1 tenemos que

H(w)|ws>, ~ 20log(w/z) = 20log(w) — 201og(z)dB

esto se graficara como una linea recta con una pendiente
de 20dB.

La cual intersecta a la linea de 0dB cuando logw = log z, €S
decir, cuando w = z.

Para el angulo tenemos que ZH (jw) = tan™!(w/z) donde
paraw << z — 0, w=2z— —45°yw >> 2z — —90°

o -
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De tal forma:

Para un cero de orden n , esto es, (jw)™ en el origen las
graficas de magnitud (20 dB/década) y fase (90°)son :

360
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Para un polo de orden n, es decir, 1/(jw)" = (jw)~! en el

-

origen, sus graficos de Bode (magnitud -20 dB/década ;y
fase —90°) son los siguientes :

120

100

80

II/

60

40

20

J 7 ¥
717

-20

A
Fi
7

Magnitude in dB

-40

-60

-80

-100
-120

M
'

\
N

0.01

0.10

1.00

w (r's)

10.00

100.00

Phase Angle (deq)

0
90 n=1
1180 n=2
270 L=
360
0.01 0.10 100 1000  100.00

w (rad/s)

-

Anlisis de redes Il — p. 18/:
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Considere la sieguiente funcion de transferencia

=

A(s+ 21)(s+ 22) ... (s + zm)

H(s) = s(s 4+ p1)(s + p2)(s + p3)(s + pn)

(1)

donde A es una constante real, z; y p; se les denomina
polos y ceros de la funcidon de transferencia.

Consideraremos polos y ceros complejos en esta seccion.
Sea s = jw tenemos que

A(GJw+ z1)(Jw + 22) ... (Jw + zpy)
jw(jw + p1)(jw + p2)(jw + p3)(Jw + pn)

o -
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=

fMultiplicando y dividiendo cada elemento del numerador
(jw + z;) por z; y cada elemento del denominador por
jw + p; por p; obtenemos

Azq (“&%—1) 29 (“&—i—l) e Zm (]_w+1>
H (jw) = 2 2 s

_ 3
— (ju jw jw )
Jgupr | — +1)p2 | —+1)...pp | —+1

P1 P2 Pn

Haciendo

A
K= <19 Zm:A (4)
Pip2 - - -Pn

Podemos expresar 3 en la forma de magnitud y fase en dB

o -
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H(w)|  =20log|K|+ 20log (]—w + 1) +201og ("E + 1) (8
21 <2
+ ... +20log (J—w + 1) — 20log |jw| — 20 log (J—w + 1)
<m P1

—201og (J—w + 1) ... —20log (J—w + 1)
P2 Pn
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/ H(w) :4K+4<ECH>+4<EQJ)
<1 <2

+m+4(ﬂﬁ4>—4m—4<ﬁﬂﬂ)
<m P1

_¢<Huq>_m_4(ﬂuq>
P2 Pn
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fLas graficas de magnitud y fase para una constante K se

muestran en las siguiente figuras

Magnitude (dB)

20log|K|

W

Frequency m r/s

Phase Angle (deg.)

K>0

W

0°

—180°

Frequency @ r/s

K <0

Diagrama de Bode de magnitud y fase para una constante K

=

donde la constante K puede ser positiva o negativa. Su
magnitud es |K|y su angulo de fasees 0si K > 0y —180 si

K <0

o

-
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L .

Considere ahora el término G(jw) = (a + jw)"
Su magnitud esta definida como
G(jw)] = V(@ + w7 = (@ + w?)"/3

Tomando el logaritmo en ambos lados y multiplicando por
20 tenemos que

20log |G (jw)| = 10nlog(a® + w?) (6)
Normalizando la ecuacion anterior usando v = w/a

,a? + w?

" ) = 10n log a*+10n log(14+u?)

(7)

o -
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De la ecuacion 201og |G(ju)| = 10nlog(1 + u?) + 10nlog a
tenemos que para el primer término

® Siu<<110nlogl =0dB

® Siu>>1entonces

10n log(1 + u?) ~ 10nlog u? = 20nlog u, el cual tiene la
misma forma que G(jw) = (jw)"

La frecuencia donde se intersectan estas dos asintotas
se le llama frecuencia de corte, en ese caso las
asintotas se intersectanen v =1

El segundo término se representa por una linea recta

o -
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-

Sielegimos valoresparaa =10, n=1,n=2yn =23
obtenemos la siguiente grafica de magnitud

-

Order n for (a+jw)"
u= wha, a=10
120 #
A |
,# f,gﬁ"
100 rd
Asymploies o
| /]
o N/
- BD "1‘ X I r
= A M/ ,#"f
© =3 __,...Ef 4
T B0 S
2 / LA
Eﬂ Mn=2 __ﬂ_,&,\ _...--""'"
& 4D —— q
= R\ x-—-"
n=1
20 E‘"'if'\
~ Corngr| Frequencips
0
0.01 0.10 1.00 10.00 100.00
Freguency u (r/s)
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Para la respuesta de fase de G(jw) = (a + jw)™ Se sigue de
la siguiente manera

Seau =w/ay ¢(u) = tan"'u entonces

(a+ jw)" = a™(1 + ju)* = a"(V1+ u? ZLtan™'u)" =
Cln(l _|_u2)n/2€jnqb(u)

Como en el caso anterior podemos obtener las asintotas

de 10logl =0y 10nlogu’ parau << 1y u >> 1,
respectivamente.

o -
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=

El angulo de fase de a™(1 4 u?)"/2e"?(") es ng(u).

Entonces usando ¢(u) = tan"'u y definiendo
no(u) = 0(u) = ntan™! u tenemos que

ni
lim f(u) = limntan 'u=0 y lim 6(u) = lim ntan 'u = —
u—0 u—0 U— 00 U—00 9

(8)

En la frecuencia de corte © = a de forma que « = 1 tal que

0(1) = ntan~!1 = %”
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Las graficas de Bode de magnitud y fase de una funcion el
tipo G(jw) = 1/(a + jw)" se obtienen de manera similar a
las obtenidas para el caso en que G(jw) = (a + jw)"

excepto por un signo menos, es decir para este caso
tenemos que —201log |G (ju)| = —10nlog(1 + u?) — 10n log a
nim

ademas f(u) = —ntan "ty = -

sus graicas de respuesta en frecuencia son los siguientes

Order n for 1/(a+jm)"
u=wla, a=10 Order n for 1/{a+jm)"
= wfa. a=10
0 (u) n(u)*180/x
4 rhef| Frequles

20 H & . 0
R ?§N’"~~. g 0 N
: N $ N =
@ n=3 "'\.N c -180 e
T 60 o < _
2 ] N a \ n=3
z K g\ N @ 270 —
=] N =
2 -80 o

y Ny -360
100 Asympintas R 0.01 0.10 1.00 10.00 100.00
\\ \\ U (rad/s)
120 I
WA i e L R Anlisis de redes Il - p. 29/:
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agrama de Bode: polos simples y compl

Eea
K K

His) = (s+a—jB)(s+a+iB) s2+2as+a2+ 3

haciendo wi = o + 3% como la frecuencia de corte y
¢ = a/wy como el coeficiente de amortiguamiento donde
¢ < 1 para frecuencias complejas

De tal forma tenemos que

H(s) K K 1
S) = —
s% 4+ 28wps + w% w% 1+ (i)Z s Qf(i)
wo wo

=
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de donde

K
donde Ky = —.

2
Wo
Normalizando la ecuacion anterior, haciendo u = w/wy
Ko

obtenemos que H(jw) = 21 %
— U 728u

Anlisis de redes Il — p. 31/:
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N .

sea de donde

Ko
\/(1 — u?) + 4&%u?
para w = wy tenemos que v = 1 tal que
’H(]w)’ — KO/2€ — Hmax/2€

Si ¢ = 1/v/2 tenemos que | H (jwo)| = Hpae/v2 donde wg es
la frecuencia de corte

|H(jw)| =
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N .

AMPLITUD, suponiendo que Kjp=1

201og |H (jw)| = —101og[(1 4 u?)? + 4&%u?]
cuando
® siu<<1,20log|H| — 0dB

® siu>>1,20log|H| — —10logu* = —40log udB (curva
de -40 dB/década)

Las asintotas de magnitud se cortan en la linea de 0dB

w
cuandou=— =1
wo

La diferencia entre la curva real de magnitud y la
aproximacion asintotica es funcion de la razén de J
Lamortiguamiento ¢ 0 del factor de calidad Q).
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A

es decir

20 log | H (juw)|

de tal forma que si
® para ¢ < 0.5 tenemos @
#® para ¢ = 0.5 tenemos @

® para¢ > 0.5 tenemos @

ue
ue
ue

hora cuando si w = wg, v = 1 tenemos que |H (jw)| = 1/2¢

=

—20log2¢ dB

> ( (sobre asintotas)
=0
< 0 (bajo asintotas)
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-

FASE Para el angulo de fase tenemos que

o(w) = —tanl( 25“2)

1 —u

de tal forma que

# cuando u << 1 tenemos que ¢(w) — a 0°

# cuando v = 1 tenemos que ¢(w) — a —90°

# cuando u >> 1 tenemos que ¢(w) — a —180°

o

=
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Las diagramas de Bode de magnitud y fase, estan
definidas como

20 5
10 ‘/ T EEO R
L e o
g, LR
= /:%"h\
@O
3 -10 e
= J+0.707
@ -20
= N
-30 "\
A
-40
0.01 0.10 1.00 10.00 100.00
Frequency u(r/s)
— D I
1;3: c=0.707 (=04
o
g -90
=
@
8 £=0.2 —§§
£ "
-180

0.01 0.10 1.00 10.00 100.00
u (rad/s)
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