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1 DMateria

1. Relaciones de equivalencia

(a) Una relacién R en A es de equivalencia si es refleja, simétrica, y transitiva.
(b) Dado p > 2, la relacién de congruencia =,de congruencia médulo p es una relacién de equivalencia.
a=,b& pdivideb—a

(c) Para a € A denotamos por [a]r la clase de equivalencia de a con respecto a la relacién de equivalencia R. Esta se
define como [a]g = {b|(a,b) € R}

(d) [a]r = [b]r siy solosi [alg N [b]r # ¢
(e) Ular=4

a€ER

2. Ordenes parciales

(a) Una relacién R en A es un orden parcial si es refleja, antisimétrica, y transitiva. Comuinmente denotamos los
ordenes parciales como (A=)

(b) Las siguientes relaciones son ordenes parciales:
i (N, <)
ii. (N\{0},]) (divisibilidad)
iii. (24,C), donde A es cualquier conjunto
(¢) Se dice que un orden parcial (A,=) es total si para cada a,b€A se tiene que a<b o b=a.
(d) Sea (A,=) un orden total. Decimos que =< es un buen orden en A, si cada A’CA tiene un menor elemento con
respecto a <.
3. Induccién
Teorema (Induccién bien ordenada)
Sea A un conjunto que tiene un buen orden <. Entonces la propiedad P es cierta para todo elemento a €A, si:

Induccion: Para todo beA, si P es cierto para todo acA tal que a=b pero a#b, entonces P es cierto en b.

4. Funciones

(a) Una funcién entre A y B es una relacién R entre A y B, tal que:

i. Para todo a€A existe beB tal que (a, b)eR
ii. para todo a€ A, si (a, b)eR y (a, b’)€ R, entonces b=b’
(b) Notacién
i. Escribimos f : A — B para denotar a una funcién, y f (a) = b para denotar que el par (a, b) estd en la
relaciéon que representa a la funcién.
ii. El dominio de f es A, y su codominio es B.
iii. Sif (a) = b decimos que b es la imagen de a, y a la preimagen de b.
iv. El rango de f es el conjunto {b€B | f (a) = b, para algin acA}.

(c¢) Una funcién f: A — B es
i. Uno-a-uno o inyectiva: si para todo a, beA, a#b=-f(a)#f(b)
ii. Sobre o sobreyectiva: si para todo beB existe acA tal que f(a) = b

iii. Biyectiva: si es uno-a-uno y sobre.
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(d) Sea f: A — Buna funcién biyectiva. Entonces la funcién inversa f=1: B—A se define como f~!(b)=a<f(a)=b.
(e) Sean f: A — B y g: B — C La composicién de g y f , denotada por gof , es una funcién de A en C tal que
gof(a)=g(f(a))

Funciones Importantes

(a) La funcién techo asigna a cada nimero real x el valor [2] del menor entero y tal que x<y.
(b) La funcién piso asigna a cada ndmero real x el valor || del mayor entero y tal que x>y.
(¢) La funcién factorial asigna a cada nimero natural n el producto n! de los primeros n enteros positivos (asumimos
que 0! = 1).
Crecimiento de funciones

(a) Sean f y g definidas desde Z o R en R. Decimos que f es O(g) si existen constantes ¢ y k tal que

f(z) < cg(x), para todo x>k

(b) Teorema
Sify es O(g1) v f2 es O(ga), entonces

i. f1 + fa es O(maz{g1,92})

ii. fixfa es O(g1 * g2)
Decimos que f es Q(g) si y solo si g es O(f)
Decimos que f es ©(g) (o f es de orden g), si y solo si fes O(g) y g es O(f).
Decimos que f es o(g) si y solo si f no es Q(g)

Decimos que f es w(g) si y solo si f no es O(g)

Ejercicios

. Sea R una relacién simétrica y transitiva, tal que para cada a€A existe b€A tal que (a,b)€R. Demuestre que R es de

equivalencia.
Demuestre que (Z, <) no es un buen orden
Demuestre que (Z* x ZT, <) es un buen orden, donde (aj,b1) =<(ag,bs) ssi a3 < by o (a1 =by y a; < by)
Es cierto que si f y fog son uno-a-uno, entonces g es uno-a-uno. Lo mismo para funciones sobre.
Demuestre que para todo niimero real x y entero n
(8) |o+n) = |a]+n.
(b) |22] =[x |+|z+ 3]
(© |VIeI] = Lval
Demuestre que todo polinomio de grado n con coeficientes reales es O(x™).
Demuestre que no existe polinomio de grado n >1 que sea O(x" 1)
Utilize la notacién O para estimar el tamanio de Y ., i y de n!
Encuentre una (buena) estimacién del crecimiento de la funcién (x + 1) log (x? + 1) + 3x2.
Demuestre que nlogn es O(logn!).

Sea F’ es el espacio de funciones de R en R. Demuestre que

(a) Demuestre que (F,O) no es un orden parcial
(b) Demuestre que (F, ©) es de equivalencia.

(c) Demuestre que (Fg, O) es un orden parcial, donde Fg = {[f]o|f € F'}. Incluso, demuestre que (Fg,O) es un orden
total. (Es (Fo,0) un buen orden? Considere P = {[z%]o|0 < a < 1}.



