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Auxiliar 3: Ordenes, Funciones y Notación Asintótica
1 Materia

1. Relaciones de equivalencia

(a) Una relación R en A es de equivalencia si es re�eja, simétrica, y transitiva.

(b) Dado p � 2; la relación de congruencia �pde congruencia módulo p es una relación de equivalencia.
a �p b, p divide b� a

(c) Para a 2 A denotamos por [a]R la clase de equivalencia de a con respecto a la relación de equivalencia R. Esta se
de�ne como [a]R = fbj(a; b) 2 Rg

(d) [a]R = [b]R si y solo si [a]R \ [b]R 6= �
(e)

S
a2R

[a]R = A

2. Ordenes parciales

(a) Una relación R en A es un orden parcial si es re�eja, antisimétrica, y transitiva. Comúnmente denotamos los
ordenes parciales como (A,�)

(b) Las siguientes relaciones son ordenes parciales:

i. (N;�)
ii. (Nnf0g;j) (divisibilidad)
iii. (2A;�); donde A es cualquier conjunto

(c) Se dice que un orden parcial (A,�) es total si para cada a,b2A se tiene que a�b o b�a.
(d) Sea (A,�) un orden total. Decimos que � es un buen orden en A, si cada A��A tiene un menor elemento con

respecto a �.

3. Inducción

Teorema (Inducción bien ordenada)

Sea A un conjunto que tiene un buen orden �. Entonces la propiedad P es cierta para todo elemento a 2A, si:
Inducción: Para todo b2A, si P es cierto para todo a2A tal que a�b pero a6=b, entonces P es cierto en b.

4. Funciones

(a) Una función entre A y B es una relación R entre A y B, tal que:

i. Para todo a2A existe b2B tal que (a, b)2R
ii. para todo a2 A, si (a, b)2R y (a, b�)2 R, entonces b=b�

(b) Notación

i. Escribimos f : A ! B para denotar a una función, y f (a) = b para denotar que el par (a, b) está en la
relación que representa a la función.

ii. El dominio de f es A, y su codominio es B.
iii. Si f (a) = b decimos que b es la imagen de a, y a la preimagen de b.
iv. El rango de f es el conjunto {b2B j f (a) = b, para algún a2A}.

(c) Una función f : A! B es

i. Uno-a-uno o inyectiva: si para todo a, b2A, a6=b=)f(a)6=f(b)
ii. Sobre o sobreyectiva: si para todo b2B existe a2A tal que f(a) = b
iii. Biyectiva: si es uno-a-uno y sobre.
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(d) Sea f : A! Buna función biyectiva. Entonces la función inversa f�1: B!A se de�ne como f�1(b)=a,f(a)=b.
(e) Sean f : A ! B y g : B ! C La composición de g y f , denotada por g�f , es una función de A en C tal que

g�f(a)=g(f(a))

5. Funciones Importantes

(a) La función techo asigna a cada número real x el valor dxe del menor entero y tal que x�y.
(b) La función piso asigna a cada número real x el valor bxc del mayor entero y tal que x�y.
(c) La función factorial asigna a cada número natural n el producto n! de los primeros n enteros positivos (asumimos

que 0! = 1).

6. Crecimiento de funciones

(a) Sean f y g de�nidas desde Z o R en R: Decimos que f es O(g) si existen constantes c y k tal que

f(x) � cg(x); para todo x>k

(b) Teorema
Si f1 es O(g1) y f2 es O(g2), entonces

i. f1 + f2 es O(maxfg1; g2g)
ii. f1�f2 es O(g1 � g2)

(c) Decimos que f es 
(g) si y solo si g es O(f)

(d) Decimos que f es �(g) (o f es de orden g), si y solo si f es O(g) y g es O(f).

(e) Decimos que f es o(g) si y solo si f no es 
(g)

(f) Decimos que f es !(g) si y solo si f no es O(g)

2 Ejercicios

1. Sea R una relación simétrica y transitiva, tal que para cada a2A existe b2A tal que (a,b)2R. Demuestre que R es de
equivalencia.

2. Demuestre que (Z;�) no es un buen orden

3. Demuestre que (Z+ � Z+;�) es un buen orden, donde (a1; b1) �(a2; b2) ssi a1 < b1 o (a1 = b1 y a1 � b1)

4. Es cierto que si f y f�g son uno-a-uno, entonces g es uno-a-uno. Lo mismo para funciones sobre.

5. Demuestre que para todo número real x y entero n

(a) bx+ nc = bxc+ n.
(b) b2xc =bxc+

�
x+ 1
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�
(c)

jp
bxc
k
= b
p
xc

6. Demuestre que todo polinomio de grado n con coe�cientes reales es O(xn).

7. Demuestre que no existe polinomio de grado n >1 que sea O(xn�1)

8. Utilize la notación O para estimar el tamaño de
Pn

i=1 i y de n!

9. Encuentre una (buena) estimación del crecimiento de la función (x + 1) log (x2 + 1) + 3x2.

10. Demuestre que n log n es �(log n!).

11. Sea F es el espacio de funciones de R en R: Demuestre que

(a) Demuestre que (F;O) no es un orden parcial

(b) Demuestre que (F;�) es de equivalencia.

(c) Demuestre que (F�; O) es un orden parcial, donde F� = f[f ]�jf 2 Fg: Incluso, demuestre que (F�; O) es un orden
total. ¿Es (F�; O) un buen orden? Considere P = f[x�]�j0 < � < 1g:
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