Cambio de Variables e Integrales Triples
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Cuál es la idea?
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Bajo ciertas condiciones la integral múltiple en coordenadas cartesianas se transforma en una integral múltiple en otras coordenadas donde la región de integración es más simplificada y por lo tanto el cálculo es mucho más sencillo.
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Teorema del Cambio de Variables e Integrales Triples
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Ocurre lo mismo que en el ejemplo anterior.
Hay un factor que en ambos casos no está considerado y que garantiza la igualdad.

Se demuestra que ese factor es el valor absoluto del determinante de la transformación.

[image: image11.png]Setr T %QI 2 lugd® [\mq\: ('X(h\(\r\\ \j(\x‘«\\ L X‘,M; Lormacion
l; coordmnalugs fre vaundun o veqon okl Q\uv\u W en g )—nj‘mvn
L ok ?\(N\c xy




Bajo ciertas condiciones se tendrá que:
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O bien si se trata de una transformación lineal:
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Así tenemos el siguiente teorema:
[image: image14.png]Teorema (Cambio de variables en la integral doble). Sea f : D € R* — R una
funcion continua de las variables x ey definidas en la region D C R?. Sea F : D' C R? —
R?, F(u,v) = (,y) = (¢(u,v),¢(u,v) una funcion que manda de manera inyectiva los
puntos (u,v) de la region D', en los puntos (x,y) de la region D. Supongamos que ¥ es de
clase C' y que la derivada F'(u,v) es una matriz inversible para todo (u,v) € D' (equivale
a que det F'(u,v) # 0¥(u,v) € D'). Entonces se tiene la formula de cambio de variables
en integrales dobles

[ [swnazay= [ [ s, v>>‘f,<(j 4 dua





[image: image15.png]Un cambio de variables notable es ¢l cambio a coordenadas polares que, en
especial, est recomendado cuando el recinto de integracion es un circulo, un sector
circular, una corona circular, etc., puesto que en estos casos el recinto en funcidn de las
nuevas coordenadas resulta ser un recténgulo.

En general, el cambio biunivoco de coordenadas cartesianas (xy) a coordenadas
polares (5,6) se expresa como

x=a+peos®
y=b+psend

donde (xp)e TR, 20, 6(0.2m) y el punto (a,b)e IR es conocido™. El jacobiano de la
transformacion es
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En particular, dependiendo del recinto de integracion inicial DEIR?, los valores de
Py Oquedan limitados en un recinto D*C0,+=<h{0.27).

Grificamente la relacion entre las variables (x.y)¢(.6) se puede representar de la
siguiente forma:




[image: image17.png]Grificamente la relacién entre las variables (x,y)¢-(,6) se puede representar de la

donde, p representa la distancia desde ¢l punto (a.5) al punto (x) y 6 ¢l dngulo que
forman el cje horizontal positivo y el segmento que une (¢,5) con (x). Por tanto, para

cada txy). Eon (c~@"+(y-by (uilizando el teorema de Pitigoras) y





Así la fórmula del cambio de variables centrado en (0,0) en polares queda:
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[image: image20.png]EXAMPLE * Consider the region
S={(z,y) eR?:z,y>0and 1 < 2? + 4> <4}

in the first quadrant between the two circles of radii 1 and 2 centred at (0,0). We showed
that





[image: image21.png]‘We now use the substitution z = r cosf and y = rsinf instead, and consider the rectangle

S ={(rf)eR?:1<r<2and0<6<m/2}.

Note that the function
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Tarea:

[image: image22.png]. Calcular
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donde A={(x,y) €R2:1 <22 +y2 <4}
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[image: image25.png]Aplicaciones

1. Cileulo de dreas: Si S C R2, su drea es
A(S) = //d:r dy
K

2. Cdleulo de masas y centro de gravedad: Si S C R? representa a una superficie plana
con densidad puntual p(z,y) > 0, para cada (z,y) € S, entonces la masa de S viene

dada por
m(S) = // plz,y)dedy
g

y el centro de gravedad de S, (z,,¥,), viene dado por

1 1
.1-gzm/s/:rp(z.y)drdy N ygzm/s/yp(z.y)drdy
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[image: image27.png]B L EJEMPLO 4 © Halle el volumen del s6lido que se encuentra debajo del paraboloide
et 2= x* + 57, ariba del plano xy, y dentro del cilindro x* + y* = 2x.
(0 r=2c0s
SOLUCION El s6lido se encuentra arriba del disco D cuyo circulo frontera tiene ecuacién

X+ y? = 2x0 bien
=1 +y =1
o 2 % (véanse las figuras 9 y 10). En coordenadas polares tenemos x* + y* = r* y x = rcos 6
de modo que el circulo frontera se convierte en r* = 2rcos 6,0 r = 2 cos . Entonces,
el disco D estd dado por

D={(r.6)|-m/2<6<m/2 0<r=2cos 6]

FIGURA 9
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:
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[image: image28.png]Ejemplo Area de un sector circular.
Halla el drea del sector de circulo de radio r comprendido entre dos semirrectas que pasan por
el centro y forman dngulo « entre si. En particular, cuando o = 27, hallar el drea del circulo.

Sea S el sector de circulo senialado en el enunciado. El 4rea de S es la integral doble siguiente:

drea (S) :/ dady
S

Pasando a coordenadas polares en el plano x = pcosg, y = pseny, se observa que
(r,y) €S & 0<p<r, 0<p<a

donde r y « estan fijos, y p v ¢ son las variables del sistema de coordenadas polares. Luego:

drea ( //dfdy,/d,g/ 7(p. )] dp = /dy/ pdp— /

7r2.

En particular, si @ = 27 obtenemos el 4rea del circulo de radio r que es




[image: image29.png]Ejemplo Area de la elipse.
Calcular el drea encerrada por la elipse de semiejes a,b positivos. Es decir, la regién D:

El drea de D es:

é.rea(D)://DdJ:dy

r=au, y=>bv

Hacemos el cambio de variables:

Se obtiene:
(x,y)eD = (wv)eE:u®+02<1

Por lo tanto E es un circulo en el plano u, v, incluido su interior, de radio 1.
Calculemos el Jacobiano del cambio de variables:

Ty Ty ) _ a 0 _
J(u,zr):det(yu yv)fdet(o b)fab>0
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[image: image31.png]EjemprLo Calcular el volumen del sélido limitado por el elipsoide
22 P 22
Stpta=L

El elipsoide es la regién comprendida entre los gréaficos de las funciones

file,y) =

para (z,y) € S, donde
-2

: 2
) o 2y
S:{(l.y)ERZ.EJrﬁgl}.

Por lo tanto, denotando por V' al volumen del sélido, tenemos que
V= [t - fe) doay.
s

Tomado en cuenta las simetrias del sélido tenemos que

donde
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[image: image33.png](a) Introducir coordenadas polares generalizadas
Tra(r,0) = (arcosb,brsen).
Demostrar que el determinante jacobiano de esta transformacién es igual a

abr
¥y que
S =Tpa(B),
donde B = [0,1] x [0, 27].
(b) Utilizar la férmula del cambio de variables para integrales dobles para concluir

que

V=2 //abr\/l —r2drds.
B




[image: image34.png](c) Finalmente, calcular la integral anterior para obtener

4
V= gﬂabc.




[image: image35.png]EJEMPLO  Encuentre el volumen del tetraedro acotado por los planos
x+2y+z=2x=2,x=0yz=0.

SOLWUIGN En un caso como este, es aconsejable dibujar dos diagramas: uno de un
s6lido tridimensional y otro de Ia regi6n plana D sobre la que se ubica. La figura 13
‘muestra el tetraedro T acotado por los planos coordenados x = 0, z = 0, el plano
vertical x =2y,y el plano x + 2y + z = 2. En vista de que el plano x + 2y + 2 =2
cruza al plano xy (cuya ecuaci6n es z = 0) en la recta x + 2y = 2, vemos que T
esté encima de la regién triangular D en el plano xy que estd acotado por las rectas
x=2y,x+2y =2,y x = 0 (véase la figura 14).

El plano x + 2y + z = 2 puede expresarse como z = 2 — x — 2y, de manera
que el volumen que se requiere esté bajo la gréfica de la funcién z = 2 — x — 2y
¥ encima de

D={xy|0sxs1x2sys1-x/2}
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Tarea:
Calcular el volumen encerrado
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Otras Aplicaciones

[image: image39.png]Las integrales maliples o 610 s usan para calcular dreas planas y volimenes, también
tienen otras aplicaciones en estadistica matemitica, probabilidad, mecdnica cldsica, hi-
drodindmica y electromagnetismo, entre otras. Veamos algunas de sus aplicaciones fisicas.

Imagine una limina metdlica plana y delgada situada sobre ¢l plano 1y, ocupando la
regi6n X de la figura 4.1. Suponga que la densidad superficial de masa de la limi
(masa por unidad de superfici)en una vecindad del punto (x, ) esté dada por a1, ).
Entonces, la inegral doble se aplica para calcular 1 masa de Ia 1imina, los momentos
estdticosy de inerviarespecto de los ejes de coordenads, as coondenadas del centro de
gravedad y el momento polar de inercia alrededor del origen 0. En efecto. en cursos
e fisca se prueba que Ia masa (incrcial) y los momentos estiticos respecto a los cjes de
coordenadas Ox y Oy son

masa inercial = [ x4

momento esiieo O M, = [ o . 4

[rr—————| ]

Lo ot o de v son 5= 2 5= 2 o i

alrededorde 0 1,= [0 (x )4
alrededor de 052 1,= [[3 @ (14

alrededor del origen (o momento polary: fp= [[(x* +3")0 (v, dd
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[image: image41.png]La masa o masa inercial se define en fisica como I resistencia que offece un cuerpo a
cambiarsu estado de movimiento (ya s de r¢poso o de movimiento rectilineo), bajo I
accidn de una fuerza. I primer momento o momento esttico dl diferencial e masa
M, situado en el punto (v, ) respecto al e x, e ¢l producto del diferencial de masa por
1a minima distancia a dicho e, que es precisamente ¢l valor e Ia ordenada y del punt.
El centro de gravedad o centro de masa de una ldmina plana ¢s aquel punto donde s¢
podria concentrar toda su masa sin que variaran sus momentos estiticos. La segunda ley





[image: image42.png]de Newton establece que la aceleracién a, adquirida por un cuerpo bajo la accién de una
fuerza fes directamente proporcional a la fuerza aplicada ¢ inversamente proporcional a

s i 1o e, momentod e s sl

rotcionl de 1a masa cuando un cuerpo gira alrededor de un cje o de un punto' con
velocidad angular o. El producto [0 s¢ conoce como momento angular. Si un cuerpo
con masa m se desplaza n lnca rcta a una velocidad constante v, cntonces el producto
my sc llama momento lineal (también llsmado impetu. impuso o cantidad de movi-
miento). En fisica se ha demostrado el principio de conservacion, tanto del momento
Tineal m (s e cuerpo viaja en linea recta), como del momento angular [0 (s el cuerpo
gira alrededor de un eje o de un punto).




[image: image43.png]Ejemplo 1 Una limina tiene forma de semidisco de radio a. Hallar la masa de Ia lgmina y su
centro de masas sabiendo que la densidad de la limina varfa proporcionalmente a la distancia
al centro del lado recto de la ldmina.

Solucion  Coloquemos la limina sobre Ia region Q: —a = x =.a.0 = y = Ja*— 2. Ver la
figura 16.5.1. La densidad puede escribirse como A(x. y) = k /< + %, donde k> 0 es la cons-
tante de proporcionalidad. Entonces

M =gb/.r3~v3 dx dy J',[ (o (kr)r dr 6 kml ug)(_ﬁrl.lr)

A = Kmiah = Yhax

WM = j!‘(lu/x ) dedy =0

(puesto que © es simétrica respecto al eje y y el integrando es impar respecto a.x). Luego
(Este resultado también es evidente por la Simetria de la ldmina.) Por otra parte,

Jofstr sen Oxknyr dr do

sen 0.d6) [y ar)

= k2)(a*)

yuM= ﬂ'\m [+ 3 dx dy
o





[image: image44.png]Dado que M = | ka'x, tenemos. ka)( ! ka'm) = 3al2a Por tanto, el centro de masas de
T ldmina es el punto (0, 3a/2:7) = (0, 0.48a).

Figura 16.5.1




[image: image45.png]Integral triple

Dada la gran analogia existente entre las integrales dobles v triples, en esta apartado
vamos a hacer un desarrollo répido de la integral triple deteniéndonos especialmente en
las téenicas, que por ser mis propias de la integral triple, lo requieran. Al igual que en
caso de las integrales dobles comenzamos definiendo la integral triple sobre un intervalo

tridimensional (paralelepipedo).




[image: image46.png]Integral triple de Riemann
Definicién

Llamaremos rectangulo cerrado de R (paralelepipedo) al producto de tres intervalos
cerrados y acotados de R, es decir

=la.b] x [e,d] x [e, f] = {(=

Si los intervalos son abiertos, el recténgulo se llama abierto. Se llama volumen del
rectingulo al producto de las longitudes de los intervalos que lo definen, es decir V/(R) =

(b=a)d=e)(f—e).

s)eRa<o<hesysde<z<f}

Particiones de un recténgulo

Sea R = [a.b] x [e.d] x [e. f] € B%. Llamaremos particién de R al producto carte-
siano de una particién de [a,b], por otra de [e,d] y por ofra de [e, f]. Es decir, si Py =
(=20 <21 <... <20=b) € Plab]), Po= (c= w0 <1 < ... < ym = d) € Plled]) ¥
Py=(e=z2 <2z <...<z=f) € P([e f]), entonces

P=P xPxP;
={Rijp = vt xi] < [yj-1,0i] ¥ [, ] s 1Sisn 1< j<m 1<k<pteP(R)

La particién P consta de n-m - k recténgulos.
Si P.P' € P(R), diremos que P’ es mas fina que P, P < P, si cada recténgulo de
P’ esti contenido en algin recténgulo de P.

Sumas de Riemann

Sea R=[a,b] x [e.d] x [e, f] C BS,

P ={Riji = [rir,mi] < [yi-toui] < [, 4] s 1Sisn 1< j<m 1<k <ph e P(R)

v f: R — R una funcién acotada. Se definen las sumas inferior y superior de
Riemann de f asociadas a P como

SP) =330 e V(R = 3030 Y s — 1) 65— vy (o 55mt)
=58 i

S(f.P)= ZZ > M- V(Rig) = ZZ 3 Migi(s = wica) (w5 = i) (21— 2k1)
==t F=b=t=1

donde

(2.u,2) € Rige} - Magie =sup{f(z..2) : (#,0.2) € Rijic}

majt = inf {f(z,u.





[image: image47.png]La suma de Riemann de f asociada a Py a

{(Gsko Mg xigh) € Righ : 1< i<n, 1< <m 1<k <p}
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[image: image49.png]Propiedades

Sean R = [a,b] x [e,d] x [e, f], P.P' € P(R)y f : R— R una funcién acotada. Se tienen
las siguientes propiedades:

1. Para cualesquiera (€jk. 7k ajk) € R € P1<i<n 1<j<myl1<k<p,se
tiene que

s (£, P) < S(f, P A(&komisk xiik)}) < S (£, P)
2. Si P< P/, entonces

SR Ss(LP) S S(LP) S P)

3. Simy M son, respectivamente, el infimo y el supremo de f en R, se tiene que
mV(R)<s(fP)<S(f.P) < M-V(R)

Integral triple de Riemann

Sean R=[a.b]x[e.d]x[e. f] ¥ f + R — R una funcién acotada. Se definen las integrales
inferior y superior de Riemann de f sobre R como

ﬂ fan
/)me

Es claro, de las propiedades anteriores, que

ﬁf(z.y,:)dz dyd: < /R//f(z,y.:) drdydz

¥ cuando ambas coinciden se dice que f es integrable Riemann sobre R, definiéndose
la integral como el valor comiin que se representard por

/R//f(z.yﬂ)dzdyd:

io se dice que f 1o es integrable Riemann sobre R. Se representard por
R(R) a I familia de todas las funciones que son integrables Riemann sobre R.

2} da dy d=

sup{s(f,P) : Pe P(R)}

2)dzdydz = inf {S(f,P) : P € P(R)}

En caso contr:





[image: image50.png]Teorema de caracterizacién de la integrabilidad Riemann
Sean R=[a,b] x [e.d] x [e. ] v f + R — R una fincién acotada. Son equivalentes:
L. f es integrable Riemann sobre R.
2. Para cada = > 0 existe P € P(R) tal que S(f,P:) — s(f.P.) < =.
3. Existe I € R tal que para cada ¢ > 0 existe P, € P(R) verificando que
1S (s Pey {(Gaser mighes xis) }) — 1| < €

para cualquier suma de Riemann asociada a P.

Propiedades

Sean R=[a,b] x [e.d] x [e. f] ¥ f.g : R — R funciones integrables Riemann.

dwdydz = A/R// F(@ ) da dydz
+3///g(z.y,:)dzdyd~,
i

2. Sim < f(z,4.2) < M en cualquier punto (z,y,2) € R, entonces

m-V(R)5///f(z,y.:)drdyd:gM-V(R)
#

1. Para cualesquiera o, § € R se tiene que

/R// lof(e.y

+8g(w,y.

3. Si f(w,y,2) < g(wy,=

/R/ f(z,y.:)dzdyd:g/!/g(z,y.:)dzdyd:

4. La funcién valor absoluto de £, |f]. es también integrable Riemann y

/R//f(z.y.z)dzdyd: g/R/ |y o) dedy dz

para todo (z,4,7) € R, entonces





[image: image51.png]Teorema de Fubini

Sean R = [a,5] x [e,d] x [e. f] ¥ f : R — R una funcién acotada e integrable sobre R.
Supongamos que para cada « € [a.b] existe ln integral

I = [f s
#l

Entonces también existe la integral de J(z) sobre [a, b] y se cumple que

dydz  donde Ry

d]x e, f]




[image: image52.png]b b
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[image: image53.emf]
[image: image54.png]Notacién

Se suele representar

v b
/a z/f(r.y.z)dydz dz:/a dl‘Z]/f(Ivva)dde

entendiendo esta ltima expresién como que en primer lugar hay que hacer la integral
doble de f, respecto de y y z, sobre Ry, y su resultado integrarlo, respecto de x, entre a
v b.




[image: image55.png]Observaciones

Si aplicamos el teorema de Fubini bidimensional en la integral sobre Ry se obtiene:

///f(:r.y.z)d:rdydz:Lbdz/cddylff(r,y.z)dz:/abd:r/efdz/cdf(z.y.z)dy
R

Otras posibles formas de aplicar el teorema (invirtiendo variables) serfan:

d

/!/ flz,y, 2)de dydz :/C dy 4/ flz,y,2)ded> donde Ry = [a,b] x [e, f]
f

/!/f(r,y,z)drdydz :1 dzZa/f(r,y,z)drdy donde Rj = [a,b] x [c,d]

pudiendo aplicar después, en ambos casos, el teorema de Fubini bidimensional.




Así tenemos 6 maneras distintas de escribir la misma integral
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[image: image57.png]Integrabilidad de las funciones continuas

Si f: R=l[a,b] x[e,d] x [e, f] — R es continua, entonces f es integrable Riemann sobre

R.
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Ejemplos:

1.-
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(a) 2% + % + 2% = 1 (octante positivo).

Figwra  Dominio

(b) Proyeccién sobre el plano zy.

de integracion.
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Tarea:

E como tipo 3

[image: image79.png]Cambio de variables: Coordenadas cilindri-
cas y esféricas

Como sucede con las integrales dobles, la técnica de introducir nuevas variables
en una integral triple resulta ser un instrumento muy poderoso que permite hacer
el calculo de la integral de una manera muy sencilla. En esta seccién presentamos el
resultado correspondiente al cambio de variables en integrales triples, el cual, como
era de esperar, es completamente analogo al estudiado en el caso de integrales dobles.

La idea general es cambiar las variables z, y, ~ de la funcién f en la integral triple

// Df(l‘.y. z)dxdydz
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Veamos dos casos particulares: las coordenadas cilíndricas y las esféricas.

[image: image82.png]Coordenadas cilindricas

Definicién En un sistema de coordenadas cilindricas, un punto P del espacio
se representa por un trio ordenado (.6, z).

1. (r,8) es una representacion polar de la proyeccion de P en el plano xy.

2. z es la distancia orientada de (r,6) a P.
Nota Llamamos al punto (0,0,0) polo.

De esta manera introducimos tres nuevas coordenadas para un punto P(z,y,z)
en R?, denotadas por 7, 6, = segiin las férmulas

r=rcosf, y=rsend, =z

o, en forma equivalente, consideramos la funcién de transformacién de coordenadas
F: D' — R? dada por

ﬁ(r.&.z} = (2,y,2) = (rcosf,rsen#, z)

Nétese que la tercera coordenada z del sistema cartesiano es la misma que la tercera
coordenada del sistema, de coordenadas cilindricas (que denotamos con la misma letra

z). Para que la funcién F sea inyectiva, se debe pedir que su dominio sea ]0, +00) X




[image: image83.png][0,27) x R. Es decir, el espacio R?* queda cubierto con las coordenadas cilindricas
(r,8,2) con
0<r<+4o0, 0<6<2m, —00<z2<+00
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[image: image85.png]Mediante la funcién de transformacién de coordenadas F (r,0,z2), los paralelepi-
pedos rectangulares en el espacio 70z del tipo

D' ={(r0,2) /1 <7<ty 6, <O< by 5 <2<}

se transforman inyectivamente en paralelepipedos cilindricos.

Figura : Transformacién F(r, 6, 2) = (x,y,2) = (rcosf,rsen#, z).




[image: image86.png]El jacobiano de la transformacién F(r, 6, z) = (rcos, 7send, z) es en este caso,

Ix,y,2)

90.6,2) senfl rcosd O |=r

‘ cosf —rsenf 0O
) 0 0 1

det J5(r,6,2) = ‘(

de modo que la férmula de cambio de variables z, y, z a coordenadas cilindricas r, 6,
z en una integral triple se ve como

///D flz,y,z)dzedydz = // D[f(rcos&.rsen&, z)rdrdfdz

donde D’ es la regién del espacio 78z transformada en D por la funcién F'.
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[image: image88.png]Figura : Dominio de integracién D.




En cartesianas la integral queda:
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y en cilíndricas se transforma en:
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[image: image92.png]Coordenadas esféricas

Definicién En un sistema de coordenadas esféricas, un punto P del espacio se
representa por un trio ordenado (.6, ¢).
1. v es la distancia orientada desde P hasta el origen.

2. 0 es el dngulo entre el eje x positivo y la proyeccion del vector OP en el plano
wy, es decir es el mismo dngulo que el usado en coordenadas cilindricas.

3. ¢ es el dngulo entre el eje z positivo y el segmento oPr.

De esta manera introducimos tres nuevas coordenadas para un punto P(z,y,z)
en R?, denotadas por 7, 6, ¢, segtin las férmulas

r=rcosfseng, y=rsenfsend, 2z=rcos¢

o de modo, equivalente, consideramos la funcién de transformacién de coordenadas
F: D' — R? dada por
F(r,0,¢) = (rcosfseng,rsenfsend,r cos d)

Para que la funcién F' sea inyectiva, los rangos de las coordenadas esféricas 7, 6, ¢,

se toman como
r>0, 0<6<2r, 0<o<m




[image: image93.png]Figura : Coordenadas esféricas.




[image: image94.png]Por lo tanto el paralelepipedo rectangular en el espacio rf¢

D' ={(r,6,6) /1 <7 <73 01 SO0y, & <6< by}

es transformado, por medio de la funcién de transformacién de coordenadas £ (r,0,0) =
(z,y, z), en un paralelepipedo esférico.

Figura : Transformacién F(r,0,¢) = (r cos#sen ¢, r sen 6 sen ¢, 7 cos ¢).




[image: image95.emf]
[image: image96.emf]
[image: image97.emf]
Hay un error…dónde está?
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[image: image99.png]Aplicaciones

1. Cileculo de voltiimenes: Si D C R?, su volumen es

V(D) = // dr dy d=
D

2. Céleulo de masas y centro de gravedad: Si D C R® representa a un sélido tridimen-
sional con densidad puntual p(x,y,2) > 0, para cada (z,y, 2) € D, entonces la masa

de D viene dada por
m(D) = ///p(z.y.z)d:rdydz
D

y el centro de gravedad de D, (x4,yq, 24), viene dado por

T4= 771(1D) ///zp(r,y,z)dzdydz s Yg = ﬁ///yp(r.y.z)drdydz
D

D

= m(lm ///Zp(l'*y-Z)dl‘dydz
D
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