Integrales Dobles
[image: image1.png]Introduccién.

En ol primer curso 5o plantat ol problema.de hallr ol doen comprendida
entte I gréfica do una funcitn pesitiva. = /() , ol o OX y las roctss 2 =0, 2 =b
Dicha drea so representaba como 2 f(x)dz.
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A continuación veremos los fundamentos de la teoría de integrales múltiples. Partiremos con las integrales dobles, no obstante su generalización a más dimensiones es relativamente sencilla y cuando se justifique  probaremos algún teorema en el caso general.

[image: image4.png]Integral doble de Riemann

Dy

Llumaremos reetdngulo corrado de B2 al producto de dos intervalos cerrados v acotados
do B, s decir

R=[a)x[e.d = {(x.y) cB* :a<z<be<y<d}

Silos intervalos son abiertos, el rectngulo se llama abierto. Se llama drea del rectdngulo
al producto de las longitudes de los intervalos que lo definen, s decir A(R) = (b—a)(d—c).

Particiones de un rectingulo

Sea R = [a,b] % [e.d] © B2 Llamaremos particién de R al producto cartesiano de una
particién de [a,] por otra de [e,d]. Es decir, si Py = (a=ep <1 <... <@y =b) €
Pty o= (e = < 10 < ... < o = ) € P([e,]), entonces

P=Pix Po= (Ry=lrsad % lyos) s 12050125 Sm) €P(R)

rticién P consta de n - m rectingulos.
P’ & P(R), diremos que P' es mis fina que P, P < P', si cada rectingulo de
contenido en algin rectingulo de P.

Plest:

Sumas de Riemann

Sea R = [o,0] % [e,d] € B, P = {Ryj =
P(R)y f : R — B una funcién acotada. §
Riemann de f asociadas a P como

i X o] 1< i Sn 1S5 <m) €
ofnen las summa inferior ¥ suporior do

sUP) = iim,, ARy) = Z

S(.P) = sz, AVR,,lsz’ll,J xs = i) (5 — vj-1)

(i = xia) (w5 — wi1)

donde

=i {f(ry) : y) € Ry) vy My=sup{f(xy) : (.9) € Ry}

Smigismpes

La suma de Riemann de f asociada a Py a {(€.m) € Ry + 1

SUPAs 1)) = 30 X F65.1) - AlR) = 303 1(€0m5) w3 = 0) (05 = v500)
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[image: image8.png]Propiedades

Sean R = [a.4] = [e.d], P.P' € P(R) y [ : R — R una funcién acotada. Se tienen las
siguientes propiedades

1. Para cualesquiera (§.m) & Ryy € P, 1< 1< n. 1< j < m, se tiene que
SULP) <SP < S(.P)
2,51 P < P, entonces
S(LP) <8 (L P) < S(FP) < S(,P)
m v M son, respectivamente, el infimo y el supremo de f en R, sc tiene que

m-A(R) < s (,P) < S(f.P) < M- A(R)

Tntegral doble de Ricmann

Sean R = [a,b] x [e.d] y £+ R — B una funcién acotada. Se definen las intograles
inferior y superior de Riemann de f sobre R como

/R [z

/j(;.u)drd:/:m{(S(f.P] PeP®)
¥

sup{s(f,P) : P P(R)}

Es claro, de las propiedades anteriores, que

[fwiasas < Wﬂ x,) dedy
i W

¥ enando ambas coinciden se dice que f es integrable Riemann sobre 1, definiéndose
Ia integral como el valor comiin que se representard por

/n//(, Wdrdy

En caso contrario se dice que f no es integrable Riemann sobre R. Se representard por
R(R) a la familia de todas las funciones que son integrables Riemann sobre R




[image: image9.png]Teorema de caracterizacién de la integrabilidad Riemann
Sean R = [a.b] x [e.d] v f : R — R una fncién acotada. Son equivalentes:
1. f es integrable Riemann sobre R
2. Para cada = > 0 existe P, € P(R) tal que S(f.P.) — s(f.P.) < <.

3. Existe I € R tal que pars

cada = > 0 existe P € P(R) verificando que

1S (f, e {(&pomis)}) = I < &

para cualquier suma. de Riemann asociada a P




La siguiente demostración es fundamental, pues demuestra de manera sencilla que todas las funciones contínuas sobre rectángulos son RI.
(La demostración está hecha para el caso general 
[image: image10.wmf]n

R

)

[image: image11.png]Teorema  Toda funcién f: A € R" — R continua siendo A un rectdngulo, es

integrable.
Dem.
En efecto, por la continuidad uniforme de f en A, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que si

z=(x,..., Tn) €A, y=(Y1.....¥n) € AY |2 — yi| < & para todo 1 < i < n entonces
[f(z) — f(y)] < €/v(A). Si A =[a1,b1] X -+ X [an,by], sea P; una particién de [a;, b;] tal
que la distancia entre dos puntos consecutivos de la misma sea menor que ¢. Tomando

P, =P x --- x P, se tiene que

€

S(.7) = s(,7) = 3 (s £G0) = nf 1) ) < 55

Rep \*R wen

v(A) =¢,

con lo que aplicando la proposicién anterior obtenemos que f es integrable.




[image: image12.png]Propiedades

Sean R=[a,b]  [e.d] y f.g : R — R funciones integrables Riemann.

1. Para cualesquiera o, § € R se tiene que

4/[0f(1~y)+ Bo(e )] dzdy:aéff(z.wdzdw aéfg(z,wdzdy

2. Sim < f(r,u) < M en cualquier punto (z,y) € R, enfonces

meAR) < [ fayydedy < M-AR)
I/

3. Si f(x.y) < g(z.y), para todo (z,y) € R, entonces

[f e azds< [[ ates draa

B "

4. La funcién valor absoluto de £, |f]. es también integrable Riemann y

‘//f(z,y)dzdy < [t rdy
i i





Además el producto y el cuociente de funciones R-I son R-I
Más propiedades donde D es un rectángulo:
[image: image13.emf]
Observaciones:
1.-Todas estas propiedades se cumplen en conjuntos más generales que los rectángulos y además en más dimensiones (triples).

2.- Para probar estas propiedades se puede  usar el siguiente teorema o bien se puede hacer de manera análoga al caso de una variable:
[image: image14.png]Teorema Sean U = [a,b] x [e,d] y f : U — R una funcion acotada. Sea
(P, - n € N) una sucesion de particiones de U tal que

lim (U(f,P.) = L(f,P.)) =0

n—oo

entonces f es integrable en U y se verifica

= lim U(f P,)

n—oo

lim_ L(, P,) :/

n—oo




Dem.
Anexo ( U se refiera a suma superior y L suma inferior)
[image: image15.png]Ejercicio Sea U =[0,1]x[0,1] y la funcion f(x,y) = €=+ definida en U
(a) Probar que, fijado € > 0, existe una particion P de U tal que

U(f.P)-L(f,P)<e

(b) Caleular la integral de f en U




[image: image16.png]Solucion: (a) Consideremos la siguiente particion P, de [0,1





[image: image17.png]y designemos por M;; el supremo de f en Us; y por ms; el infimo de f. Entonces

U(f.P) = Z\[ a(Us;)

ya que Y, €/™ es la suma de los términos de una progresion geométrica de razén

el/® y por tanto

R

Del mismo modo tenemos
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[image: image19.png]e=2/n(e —1)2
(1 —e1/m)2

Si demostramos que
lim [U(f.P) — L(f.P)]

n—oo

0

entonces f cumplird la condicion de integrabilidad de Riemann y, por tanto, la
condicion del enunciado. En efecto, en tal caso. fijado € > 0, eviste ng € N tal
que sin > ng se cumple

U(f,P)— L(f.P) < ¢

Por lo tanto, basta tomar cualquier particion P con n > ng. Segiin los resultados
obtenidos anteriormente tenemos

(e—12(1—e?")

U(f,P)—L(f,P)=
(F.P) =L P) =




[image: image20.png]y entonces

cole=12(1 e (e—1) 2/n
M == = ™ wae
L 2e—1)°
= lim =
n
-0

ya que

lim

2/n

(b) Por el apartado anterior sabemos que f es integrable en U. Entonces, se

cumple
L

= = limU(f, P) = lim L(f, P)

y en consecuencia
(e—17
n2(1 = e1/7)2
(e=1)2
72(1/n)?

= (e—1)2

=ty = lim

= lim




Cómo Calcular una integral doble con lo que hay hasta hora?

[image: image21.emf]
[image: image22.emf]
Cálculo directo de integrales dobles en rectángulos mediante integración iterada
[image: image23.emf]
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[image: image26.png]Teorema de Fubini

Sean R = [a,] x [¢,d] vy f : R — R una funcién acotada e integrable sobre R, y
supongamos que para cada z € [a, b] existe la integral

d
a0 = [ ey

Entonces también existe la integral de A®) sobre [a,b] v se cumple que

b b d
/R/fu,wdrdy [aw = [ (/ f(r.y)dy) i

Notacién

Se suele representar

/ﬂb (/Cdfo-,y)dy) o= [dr[f(wﬂy

entendiendo esta dltima expresién como que en primer lugar hay que hacer la integral de
f. respecto de y, entre ¢ y d, y su resultado integrarlo, respecto de x, entre a y b.




[image: image27.png]Observacién

En el teorema de Fubini se pueden invertir las variables y resulta que

//f(Ly)drdy:[dr/cdf(r,wdy:/Cddy[ﬂr.y)dr
R

cuando existen todas las integrales implicadas.




Ejemplos:

1.-
[image: image28.png]EJjemrLO

luego

Calcular

// (2% + y) dady.
Ix[0.1]

[0,1]x

=1

t a?
/ 22 +y)de = = +yx
o 3

r=0

Ly
3T

/Ol/oluzw)dzdy:/;( Ol<z2+y) dz) dy





2.-
[image: image29.png]Ejercicio Por integracion iterada, calcular la integral de f sobre el rec-
tingulo U en los siguientes casos

1. U=[0,1]x[1,2] y f(z,y) =yV1

2. U=[0,7]x[0,7] x[0,7] y f(z,y,2) = ?sinzsiny




[image: image30.png]Solucidn: (1) Se cumple

1 2
/yvl—x2da;dy = / yVl—zHiy) do
U 0 1

1
3 |ovT—22  arcsinm
2 2 2 0

(2) Se cumple

/z%mmmyd:dy = / </ </ x%mzsmydz) dy) dx
U 0 0

) </ [~2?sinycos 2] dy) da
0

</ 2% mydy) dz
0

I

[22%cosy]y dz

I
—
=
Nm
&
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3.- 
Interpretar
[image: image32.png](V] eEMPLO2 SiR = {(x,y) | =1 < x=<1,-2 <y < 2}, evalde la integral

[[vi—Fa

SOLCION Resultarfa muy complicado evaluar esta integral en forma directa a partir

de la definicion 5, pero en virtud de que /1 = x* = 0, podemos calcular la integral
oo al interpretarla como un volumen. Si z = T =, entonces x* + 22 = 1y >0,
de modo que Ia integral doble dada representa el volumen del s6lido S que estd de-
bajo del cilindro circular ¥ + 72 = 1 y por encima del recténgulo R (véase la
figura 9). El volumen de § es el drea de un semicirculo con radio 1 multiplicado
por Ia longitud del cilindro. Asf que,

[JVT=Faa=lzrxa=2n

oo ezo
FIGURA 9 4





4.-
[image: image33.png]HIEMPLO 3 Evale ([, y sen(xy) dA, donde R = [1,2] X [0, 7).

SOLUCION 1 Si primero integramos con respecto a x, obtenemos
[[ysenten) da = [ [} ysentay) drdy = [ [costen)]iTt ay
d

= [ ooty + conshiy

= lsenzy + senyfi =0

SOLWUON 2 Si invertimos el orden de integracion, obtenemos

BTy —— 2 e
sostios comoregaivg, /(1) dA o5 Jf ysentsyyaa = ¥ [y sentxy) dy dx
e e o ks Vs Vs tnde g

Vi s 6 volumen e st i e Ry
dobfodelarfcade . o5 el voomen - Para evaluar la integral interior, utilizamos la integraci6n por partes con
que estd debajo de R y ercima de la gréfica.

Elhecndaque eyl el senplo e _ —
st e s dos e, Voy Vi L] sea(xy) dy
son s (s I .4
‘ e i du=dy —0
x
1 - __yeose) |77, 1 e
<0l de modo que [ ysen(xy) dy ;”+1Lw(,,)4,

[senCen]=s

FIGURA 4 x




[image: image34.png]= Enelcenpl 2 as soioes 1y 2500
iguald diects,poo o1 f fenpio
primera s o mucho s i cue
Tasoquda. Como consevenca, cuando
colulancs el dobls resuta
‘aconsejable elegir el orden de integracion
aue progarcione ntgrales s sencilss.

Si ahora integramos el primer miembro por partes con u = ~1/xy do = mcos mx dx,
obtenemos du = dx/x’, v = sen 7x, y

o=

T, j‘(iﬂuth+’=|;:rx)d_‘_

u”x]’

2o
asf que [} [y sentaoy) dyax = [, i

32T, senm=0
2 T





5.-
[image: image35.png]‘En el caso especial en que f(x, y) puede factorizarse s6lo como el producto de una
funcién de x y dnicamente como una funcién de y, la integral doble de f puede es-
cribirse de una manera en particular sencilla. Para ser especificos, suponga que
f(x.y) = g(x)h(y) y R = [, b] X [c, d]. Entonces el teorema de Fubini da

[ resraa=[*[! gm) aeay = [ [ 1! gtonty) dx] d
3

En la inegral interior y es una constante, de modo que h(y) es una constante, por lo
que podemos expresar

I [I_‘ v(x\h(y)d-x] ay=|* [h(y)(fgm a)] dy
= [} g dx [y ay

puesto que [* g(x) dx es una constante. Asf pues, en este caso, a integral doble de f pue-
de expresarse como el producto de dos integrales sencilas:

B [[ono)da=['gds['ho)dy  dondeR=[a,6] X [c.d]





[image: image36.png]== La fucion f(x,y) = sen x cos ydo
ejonplo S e positiva 0 R, de manera ue s
integal representa o volumen dl sbido que
est encima de Ry ebaj el rbfca de
. misma que s st n g 8.

FIGURA 6

BJEMPLO 5 Si R = [0, /2] X [0, /2], entonces, por medio de la ecuacion 5

ff senx cos yaa = [ senxdi [ cos yay

1#2

= [~cosafy[seny]*=1-1=1





6.-
[image: image37.png][V] BIMPLO 4 Calcule el volumen del slido S acotado por el parsbaloide clptico
F425° 42 16,108 plinos = 2y y = 2y Ios e planos coordenados

SOLUGEN Observe, en primer lugar, que S e el slido que esi bajo la superfcic
" 216~ x* — 2)" y sobre l cuadrado R = [0, 2] X [0, 2] (véase Ia igura 5).
Este 61ido se analiz6 en el cjemplo 1 de Ia seccion 12.1, pero ahora estamos en
una posicién que nos permite evaluar a itegral doble uilizando el teorema de-
Fubiai, En consecuencia,

4 v-gus

HOURA S = [ lex =12 -2 Sy

f-phan= [} a6 -5 - )ardy

=[E-wa=[-k=s —




Propuestos:

[image: image38.emf]
[image: image39.emf]
[image: image40.emf]
[image: image41.png]Ejercicios:

(1) Sea £ : 0,1 x [0,1] — R definida por f(z.y

a) Existe [} f(x.y)dy para todo t € [0.1] y
L (s edy) do =2 T, (fi £()dy)
Deducir que existe [ (fa‘ flz, u)dy) dr

b) Esiste [} (T, f(e,u)de) dy.

¢) La funcién f no es integrable en el cuadrado [0, 1] x [0, 1]





[image: image42.png]2. Sea f:[0,1] x [0,1] — R definida por

siz €Q,
sireQeygQ,
sireQey= % € Q irreducible.

flay) =

slm O O

Probar que f es integrable y calcular su integral.




Anexo:

[image: image43.png]Demostracién: Por definicion de limite. dado € > 0 existe k € N tal que para
todo n > k se tiene

U(f. Pr) = L(f, Px) < ¢

y. en consecuencia, por el criterio de integrabilidad de Riemann, f es integrable
en U. Como para todo n € N se cumple

L, P < / FEUG P
A

fijado € > 0, existe k € N tal que para todo n > k se cumple

OGP ;‘ L'(ﬁpwf/ FEUL P~ L(f,Py) < ¢
:
v, por tanto
[ 7= Jim U(7.2:)
dim,
y del mismo modo se obtiene
[7= i 272
Jfm,




[image: image44.emf]
[image: image45.emf]
[image: image46.png]Definicién Sea f: A CR? — R una funcion acotada. Se define la integral doble de

f en A por
//Af(l'vy)d-'”dy://]XA(I-Z/)'f(I-ZI)dIdZ/-

donde I es cualquier rectdingulo que contenga al conjunto A.




[image: image47.png]Observaciones:

(@) Debido al hecho que xa(z,y) = O fuem del recinto A, puede demostrarse que la
definicin es independiente del rectingulo escogido I

(b) La definicidn dada traslada la integracidn sobre un recinto cualquicrn A a un rectingu-
1o T, por lo que todas las propiedades: linalidad, monotonia, acotacidn, son vdlidas
agut.

() La funcién xa(z,y) f(x.y) puede ser discontinua en los puntos en los que lo sea f
y posiblemente e los puntos de la frontera de A. En consccuencia si f es continua
en A, excepto a lo sumo en un conjunto de medida nula, entonces ya(x.y) - f(z,y)
es integrable en I y por tanto | es integrable en A




Llamando 
[image: image48.wmf])
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 vamos a tener que establecer condiciones para que 
[image: image49.wmf]~

f

sea integrable en I y así garantizar la definición.
[image: image50.emf]
Obs.
No obstante, en lo que sigue  asumiremos que 
[image: image51.wmf]f

 es contínua en el conjunto 
[image: image52.wmf]A


Para abordar este nuevo problema vamos a definir una clase especial de conjuntos en 
[image: image53.wmf]n

R


[image: image54.png]Definicién Se dice que un subconjunto A de R™ tiene contenido cero

(n—dimensional) si para cada € > 0 existe un nimero finito de rectingulos
cerrados Uy, .., U, tales que

Ac U Uiy iv(u) <e
=1 =1

donde v(U;) designa el volumen n-dimensional del rectangulo U;




En este curso tener contenido cero es equivalente a decir que el conjunto tiene medida de Jordan nula.
Y tenemos el siguiente teorema que nos da las principales propiedades de estos conjuntos:
[image: image55.png]Proposicién Propiedades de los conjuntos de medida nula.
1) Si A es un conjunto de medida nula y si B C A entonces B también es de medida nula.
2) Si A y B son conjuntos de medida nula, entonces AU B también lo es.




[image: image56.png]Ejemplo Probar que el conjunto S = {(z,y) €
contenido cero en R?

Solucidn: Recubrimos S con cuadrados tales que sus diagonales estdn sobre
S. La siguiente figura muestra la construccion de estos cuadrados

x|+ [y| = 1} tiene





[image: image57.png]Se puede ver entonces que S se puede encerrar en 4n cuadrados cerrados de
drea 1/n? cada uno. Por lo tanto, el drea total es 4/n, que se puede hacer
arbitrariamente pequeno. [ ]




Tarea:

[image: image58.png]Ejemplo Probar que si a < b, entonces [a,b] C R no tiene contenido cero
enR

Solucién: Demostraremos por induccion respecto n, que si Uy, ... Uy, es un
recubrimiento finito de [a,b] por intervalos cerrados, entonces

S Uy zb—a

i=1

En efecto, es evidente para n = 1. Supongamos que esta propiedad se cumple
para recubrimientos con n intervalos y sea {Ut, ..., Uy, Unt1} un recubrimiento
de [a,b] por intervalos cerrados. Podemos suponer (cambiando los subindices si
es necesario) que a € Uy. Entonces, Uy = [a,8] cona < a <8 Sif3 >b
entonces v(Uy) > b—a. Si 8 < b, entonces [3,b] es recubierto por {Us, .., Un11}

y. segiin la hipdtesis de induccion, se cumple

n+l

Sy zs-0b

=2

y. como consecuencia.




Ahora veremos un ejemplo que será utilizado en la extensión de la integral múltiple a conjuntos acotados:
[image: image59.png]Ejemplo Sea f - [a,b] — R una funcién continua. Entonces su grifica
G ={(z, f(z)) €R*: z € [a,b]}

2
tiene contenido cero en R”

Solucidn: Sea ¢ > 0, como f es uniformemente continua en [a,b], existe un
5> 0 tal que
¢

b—a

|f() = fly)

para todo @,y € [a,b] tales que |z —y| < 8. Sea P = {a=wo,x1, .., zp 1,0 =
b} una particion de [a,b] tal que

més{a; —wi ci=1,..n} <0

Sean M; ym; el mazimo y el minimo de f en [w;,@; 1] Si c; y ¢, son puntos
de [2;, 2i1] tales que M; = g(c;) y m; = g(c}). como

lei =i < |os = wia| <6

entonces se tiene .

M;—mi = fle:) = f(e)) < 5=





[image: image60.png]y los n rectdngulos Us = [e;_1, @] x [m;. M;] recubren G y. ademds, se cumple

Sy =

=1

Wa; — 1)





Def.- Diremos que un conjunto 
[image: image61.wmf]A

 en 
[image: image62.wmf]n

R

 es medible en el sentido de Jordan o simplemente “Jordan-Medible” o “medible” si su frontera 
[image: image63.wmf]A

¶

 tiene medida nula
Tarea: Determinar si es medible

[image: image64.png]



Ahora tenemos el gran teorema que nos permitirá integrar sobre conjuntos más generales:

[image: image65.png]Teorema  (Lebesgue).
Consideremos £: I — R acotada, con I intervalo en B". Supongamos que

D, el conjunto de los puntos de discontinuidad de F tiene medida de Jordan
nula. Entonces, T es integrable en I.





[image: image66.png]Integral doble sobre conjuntos mas generales.

Hemos visto que la integral doble sobre un rectangulo se calcula en la préctica mediante
integracién reiterada. Ahora afrontamos el problema de calcular integrales dobles sobre
conjuntos medibles arbitrarios. Vamos a empezar considerando dos tipos de conjuntos
medibles para los que la integral doble puede calcularse por integracién reiterada de una
manera similar a la que hemos empleado en el caso de rectangulos.




[image: image67.png]Definicién - (Conjuntos de tipo I o x-proyectables). Un subconjunto A de B? se dice
que s de tipo I (o x-proyectable) si s de la forma A= {(z.y) € B0 < x < b, fir) <
= fole)}, pare cada x € [u,8]

Si existen las integeales involueradas

[ [ emas dv:[ [//::'/u ./,m.,] o

Ejemplo Caleular //(1 & y?)dedy siendo A= {(z.y) €
A
v<o)

Solucidn Aplicando la ecuncién () se obticne

[ foesrin= [ o= [ [





[image: image68.png]Definicién (Conjuntos de tipo II o y—proyectables). Un subconjunto A de R? se
dice que es de tipo II (o y—proyectable) si es de la forma A = {(z,y) € R? : ¢ <y <
d, i(y) < = < g2(y)}. para cada y € [c,d].

Si existen las integrales involucradas

d 92(v)
//f(z.y)da:dy:/ / flz,y)dz @)
A e a1ly)
Ejemplo Calcular // ze” dzdy, con A={(z,y) eR*:0<y<1,0<z <
A
vl
Solucion En este caso A es un conjunto y-proyectable. Aplicando la igualdad )
se obtiene
1 2 1 1.4 1 1 -1
5 5 5 5 e
ze! da:dy:/ / ze¥ dx dy:/ [ = —e dy= —e| = .
/ /4 0 [ 0 0 o 2 10, 10
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Justificación:
[image: image70.png]Sea Ry la regién de tipo I dada por

Ri={(z,y) eR*:a <x <bpi(e) Sy < a(a)}.

c=inf{p(z) :a <z < b}, d = sup{py(z):a <z < b}

entonces Ry C [a,b] x [c,d].

/ / F(w,g) dady = / Fla,y) dudy,

la.b]x[e.d]

Luego

donde

flay)  si(x,y) € Ry,
si (z,y) € [a,b] x [e,d] \ R.

flay) =

Por ser f continua tenemos que, para cada z € [a,b], la funcién y — f (z,y) es integrable

sobre [c,d] y de la definicién de f sigue que




[image: image71.png]d ea(x)
) dy = x,y) dy.
/c fl,y)dy /wm fla,y)dy

Por el Teorema de Fubini




[image: image72.png]flz,y) dedy = fla,y)dy | da.
/ ([ )

)

Para regiones de tipo II se hace un razonamiento analogo.




[image: image73.png]EiemrLo Sea R la region representada en la siguiente figura. Veamos cémo escribir
gl ] 3

[2/ f(z,y) dedy

como una integral iterada.

Ficura




[image: image74.png]La regién de integracion esta dada por 0 < x < 2, 22 <y < 4, por lo tanto,

4/f(z,y)dzdy:/o (/ f(z,y)dy) i,




[image: image75.png]Notemos que otra manera de describir la regién es 0 < y < 4,0 <z < /g, por lo tanto

[ sz = [ ' ( ff(z,y)dz) dy.

R

también tenemos que

Finalmente, para calcular una integral sobre una regién arbitraria, descomponemos la
regién como una unién de regiones tipo I y tipo II y sumamos las integrales sobre cada una

de estas regiones.




[image: image76.png]EJEMPLO Sea R la regién {(z,y) € R?: 1 < a?+y* < 4}.

Escribir
/ fdzdy

R

en términos de integrales iteradas.

R es la unién de cuatro regiones tipo I, que son
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[image: image78.png]Tenemos que

[ sy = [ ( / jzﬂz,wdy) wr [ ( /§f<r~y>dy> ds
R
o (1§f<z,y>dy) we [ (/;f(y)dy> i




[image: image79.png]EJEMPLO Considerar la siguiente integral iterada

e Iny
[ [ s
1 0

Identificar la regién de integracién, representarla graficamente e intercambiar el orden de

integracion.




[image: image80.png]Tenemos que la regién de integracién esta dada por
1<y<e 0<z<lhy

y graficamente corresponde con la regién sombreada en la siguiente figura.




[image: image81.png]Firaura Regién de integrac

Para cambiar el orden de integracién, notemos que la curva z = Iny es la misma curva

que y = e*, por lo tanto la regién también la podemos expresar de la siguiente manera




[image: image82.png]Al cambiar el orden de integracién obtenemos

/0l da:/;f(z,y)dy.




[image: image83.png]1 parccosy
Ejemplo Calcular / / senz - V14 sen?x de dy.
o Jo
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[image: image85.png]Si intentamos hacer la integral directamente, resulta bastante complicada.

Ahora bien, si expresamos la regién como una regién tipo I, queda:

_[osess
T 1 0<y<cosw

La integral queda:

i

I ooz -
/ / senzy/1+ senxdydr = / senz-cosx-V1+senlrdr =
o Jo 0

1 /2 sae)\F 2V L
3 (§ (14 sen®) N 3





[image: image86.png]EXAMPLE Consider the region T' in the first quadrant between the two circles of radii 1 and 2
and centred at (0,0).
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[image: image88.emf]
Observación:

Lo anterior es equivalente a integrar sobre el cuarto de círculo de radio 2 menos la integral sobre el cuarto de círculo de radio 1.

(Probarlo directamente)

[image: image89.png]EXAMPLE Consider the repeated integral

vz 1/vVZ
(4) /G (/Wv COS(WIZ)(II) dy.

Here the inner integral

1/vV2
/ cos(mz?) dz
y/2

is rather hard to evaluate. However, we may treat the integral (4) as a double integral of the form

/ / cos(mz?) dady.
S

To make any progress, we must first of all find out what the region S is. Clearly

3
asL
V2

IA

S= {(,r,y) cR%:y e [0,V2] and

ol
IA
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