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1. Si d es una métrica en un e.v. cualquiera E entonces d′ = mı́n{d, 1} es también métrica en E pero d'
no es inducida por ninguna norma.

2. Sea S el conjunto de las sucesiones a valores reales indizadas por N.

a) De�namos el conjunto `0∞ = {(an)n∈N ∈ S : ∃no ∈ N tal que an = 0 ∀n ≥ n0}.
Demuestre que `0∞ es espacio vectorial y que ‖(an)n∈N‖∞ = sup

n∈N
|an| es norma en `0.

1) `0∞ es espacio vectorial.

2) ‖(an)n∈N‖∞ = sup
n∈N
|an| es norma en `0

b) De�namos el conjunto `1 = {(an)n∈N ∈ S :
∞∑

n∈N
|an| <∞}.

Demuestre que `1 es espacio vectorial y que ‖(an)n∈N‖1 =
∞∑

n∈N
|an| es norma en `1.

1) `1 es espacio vectorial.

2) ‖(an)n∈N‖1 =
∞∑

n∈N
|an| es norma en `1.

c) pruebe que `0∞ ( `1

d) pruebe que ‖·‖∞ y ‖·‖1 son equivalentes sobre `0∞

3. para los números x1, ..., xn, y1, ..., yn y z1, ..., zn se cumple:

(
n∑

i=1

xiyizi)4 ≤ (
n∑

i=1

x4
i )(

n∑
i=1

y2
i )2(

n∑
i=1

z4
i )

4. Sea A =
⋃
n∈N

{
1

n+ 1

}
, B = A

⋃
{0}. Pruebe que A no es cerrado ni abierto. Pruebe que B es cerrado

pero no abierto. Pruebe que C = {(x, y) ∈ R2 : x > 1} es abierto en R2.

5. a) Sean A,B ⊆ Rn tal que A ⊆ B. Pruebe que IntA ⊆ IntB
b) Sea A ⊆ Rn abierto y x0 ∈ A. Pruebe que A\{x0} es abierto.

6. Con la métrica discreta en Rn se cumple que los únicos subconjunto que son abiertos y cerrados a la
vez son el espacio completo, el conjunto vacío y los singletón {x} ∀x ∈ Rn
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7. Considere Rn con un norma cualquiera ‖·‖. Sea f : Rn → Rn contractante, es decir:

∃k ∈ (0, 1) tal que ‖f(x)− f(y)‖ ≤ k ‖x− y‖ ∀x, y ∈ Rn

Nuestro objetivo es demostrar el Teorema del Punto Fijo de Banach para Rn que dice que dada una
función f contractante de Rn en Rn, existe un único punto x∗ ∈ Rn tal que f(x∗) = x∗.
Sea x0 ∈ Rn cualquiera, considere la sucesión de�nida por xn+1 = f(xn) ∀n ≥ 1

a) Demuestre que ‖xn+1 − xn‖ ≤ kn ‖x1 − x0‖.

b) pruebe que ‖xn+p − xn‖ ≤
kn

1− k
‖x1 − x0‖ ∀p ∈ N.

c) Demuestre que xn → x∗ tal que f(x∗) = x∗.

d) Demuestre que x∗ es único. Concluya el resultado

8. Sea f : R2 −→ R de�nida por:

f(x, y) =


ln (x2 + y2) si x2 + y2 > 1

ln
(

1 + x2 + y2

3− x2 − y2

)
si x2 + y2 ≤ 1

a) Determine el dominio y el recorrido de f

b) Determine y gra�que las curvas de nivel

9. Dibuje la super�cie de nivel de valor α = 1, 0,−1 , si es que existen, para las siguientes funciones:

a) f(x, y, z) = 6x− y + 2z

b) f(x, y, z) = x2 + y2 + z2

c) f(x, y, z) = sin (x2 + y2 + z2)

d) f(x, y, z) = x2 + y2 − z2
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