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1. RESUMEN

Integral y propiedades basicas. Dada f : R — R y un reticulado S,
definimos la suma inferior para la funcion f asociada a S como

Is(f) = 2ier mi(f)V(Ri), donde m;(f) = mfzer, f(2)-

La suma superior esta dada por
Ss(f) = 2ies Mi(f)V(R:), donde M;(f) = sup,er, f(x).
La integral inferior de f en R es
in :=sup{Is(f) / S es un reticulado de R}

y su integral superior es

S f = mt{Ss(f) / S es un reticulado de R}.

e Se tiene que in gTRf.

Decimos que la funciéon f es Riemann-integrable si [ ® f= TR f, en cuyo

caso llamamos a este valor comun la integral de f sobre R, que se suele
denotar como

/Rf, /Rf(x)dx, einclusive/---/Rf(xl,...xN)dxl---de,

donde, en la tltima notacién el simbolo de integral se repite N veces.

e Si existe una sucesion de reticulados {S, }nen tal que

lim S5, (f) = 1s,(f) =0

n—oo

entonces f es integrable. Ademés,

lim Ss, (f) = lim Ign(f)_/Rf(:z:)d:z:.

n—oo n—o0

e Sea f: R C RY — R una funcién continua, donde R es un rectangulo.
Entonces f es integrable.

e Supongamos que f y g son integrables sobre una regiéon D y o € R
entonces:

1. La funcién af + ¢g también es integrable y

/D(Oéf+g):a/pf+/Dg-



2. Si f(z) < g(x) para todo x € D entonces

e

3. La funcion |f(x)| es integrable sobre Dy

‘/Dfls/DIfI.

4. SiD=D1UDy, D1NDy =, y f es integrable en D; y D3, entonces

Jo1= b1 b

2. EJERCICIOS PROPUESTOS
P1l.- Sea f:[0,1] x [0,1] — R definida como:

0 si0<z<}
f(x’y)_{1 sit<z<i

Mostrar que f es integrable y = %
[0,1]x[0,1]

P2.- Sea f: A — R integrable y sea g = f excepto por finitos puntos.
Muestre que g es integrabley [ f= [g.
A A

P3.- Sea f : A — R y sea P una particiéon por subrectangulos de A.
Muestre que f es integrable ssi cada subrectangulo S, la funcion f|,
(restriccion de f al conjunto S), es integrable, y en tal caso

/f—zs:/fls-

P4.- Sea f:]0,1] x [0,1] — R definida como:

0 = irracional,
flz,y) = 0 x racional, y irracional,
1/q x,y racionales, y = p/q con p, q primos relativos.

Muestre que f es integrable y J  f=o.
[0,1]x[0,1]



P5.- Indique, justificando muy brevemente, cuél de las siguientes funciones
F:Q—R, @=][-1,1] x [-1, 1] son integrables:

a) F(x,y) = |z| + |yl si (z,y) # (0,0) y F(0,0) = 1.
Hint: Puede usar el P3.-.

b) F(z,y) = srir si (a,9) # (0,0) y F(0,0) = 1.

P6.- Sea R =[0,1] x [0, 1]. Encuentre una sucesion de reticulados S,, de R
tal que
Ss, (f) —Is,(f) — 0, cuando n — 0,

donde f(x,y) = e**2Y. Concluya que f es integrable sobre Ry calcule

el valor de
//e”de:rdy.
R

Hint: Recuerde que si g # 1,
n
1—q"
> ¢ =g
k=1 q

P7.- Sean f,g : R? — IR, funciones acotadas e integrables en A C R2
rectangulo.
Demuestre utilizando las propiedades bésicas de integrabilidad que:

b b

5 [ U@ew-rwe@) = [ £ [ - / F(@)g(z)ds

[a,b] X [a,b] a a

P8.- a) Sea Q un rectangulo de RY y f: @ — R tal que f es continua
sobre int(Q) y acotada sobre Q.
Pruebe que f es integrable.
Hint: Utilice una sucesion de rectdngulos @), que aproximen a @
y use la integrabilidad de f sobre cada @Q,,.

b) Pruebe que la funciéon f : [0,1]¥ — R definida por:

- n% ix#0
ﬂ@_{seQ|% ;x:O

es integrable.

P9.- a) Sean f,g: R — R funciones integrables, entonces



1) f-g es integrable.
1) Si f(z) > a >0, Vo € R, entonces 1/f es integrable.
Solo demuestre esta ultima propiedad.

b) Escriba
/(f+)\g)220, VAeR
R
y concluya que
1/2
/fg < /f2 : /92
R R R

¢) Use la parte b) para demostrar que si vol(R) = 1, entonces

[}

R

\.,|,_.

con un contraejemplo muestre que la igualdad no siempre se
tiene.

P10.- Sea f : R™ — R continua y B, la bola de centro Z y radio e. Si V(B,)
es el volumen de B, pruebe que:

tim oy [ v = 5(@)

Hint: Recuerde que una funcién continua restringida a un compacto
es uniformemente continua.

P11.- En este ejercicio se propone una forma de calcular el drea de un circu-
lo. Considere una sucesion de poligonos regulares (de n lados) que
aproxime, por el interior, la forma de un circulo de radio R (ver figu-

ra[ll):
a) Calcule las areas de cada poligono, en funcion de la base (b,) y
altura (h,) de los tridngulos que lo conforman.

b) Pruebe que la sucesion de areas converge y calcule su valor, no-
tando que nb, — 2r Ry h,, — R cuando n — oco.

¢) Repita los pasos anteriores, utilizando una aproximacion exterior
de poligonos regulares

P12.- Calcule el area del paralelégramo V generado por
U1 = (37 1)5 V2 = (_17 1)

es decir, calcule el area del conjunto V = {t vy + swa|t,s € [0,1]}



Figura 1: Aproximacién interior por un poligono regular y los tridngulos
que lo conforman

3. PROBLEMAS RESUELTOS

P13.- Sean f:[a,b] = Ry g:[c,d] — R continuas. Mostrar que:

| [ 1@ stray - [ /  fa) dx] [ / "otw) dy]

donde R = [a, b] x [c,d].

Solucion:

Consideremos la particion de [a, b]:

b—a
a=21<x3<...<zxp=0>0, tal que zj4; —x; =
n
Luego la suma de Riemann de F' seréa:
n—1ln—1
Su =YY F(Cij)(@it1 — xi) (Y41 — v5)
i=0 j=0

Como y esta definida en el mismo intervalo que x, usaremos la misma
particion para y, esto es:

Luego:




P14.-

Ahora bien, Cj; € [a,b] X [a,b] = Cij = (x:, y:).

n—1ln—1

=S = Y Y Flonw) (52)
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Luego, como tanto g y f son integrables en [a, b].
n—1 n—1
Si=1im ¥ f(z)5%y S =Y gy
o0 =0 i=0
convergen y sus limites no dependen de los z; e y; elegidos. Por lo
tanto se tendra:

n—1 n—1
) , b—a b—a
nh_}rrgo S, = nlingo < E f(fﬂi)T) <§ Q(yj)—n ) =51-5%=
P i=0

existe, y no depende de los C;; = (x;,y,). Asi (escogiendo los (z;,y;)
que realizan el maximo y minimo en cada rectangulo), hemos encon-
trado una sucesion de reticulados .S,, para los cuales:

Im S, (f) = Is,(f) =0

n—oo

Luego F' es integrable.

Usando Sumas de Riemann demuestre que las siguientes funciones
son integrables y calcule su valor:

a) f(z,y) =o+4y, Q={(v,y)/0<2r<2,0<y<1}
b) f(z,y) =32*+2y, Q={(z,y)/0<z<2;0<y<1}

Solucion:

a) Construyamos una particion de 0 < z < 2, con 2k puntos. Sea
rj=1%,7=0,...,2k.
Analogamente para 0 < y < 1 tenemos y; = %,7 = 0,... k.
Ahora debemos resolver: _
mrg}l%nj flx)=¢+ %, y ademaés mzi:;(j flo) =4+

Volumen de R;; = V(R;;) = % — k%

Veamos ahora las Sumas de Riemann.

St = suma inferior



St

2k k 1 1 2k k ) .
ZZ( )—z=w21_21<z+43>
1=0 : 1=17=

= Zj (ki +2(k% +k))

2k

= 5 Zz+k2 Z(k+1)

k(2k
2 %;1) 2 2k:(k:+ 1)
2k+1 (k+1)

k + Tk

Luego cuando k — oo
Sr=2+4=6.
Veamos la suma superior.

K & i i1y 1
Ss = OZ()UT""“T)F
1=V )=
2% k
= k—lg >3 ((¢4+ 1) + (45 + 4)) Desarrollando tenemos:
1=0 j=0
2k
= 3 (k4D 1 ap)
1=0
B (2D 450k 4 2k 2k + 1)

k
T2k +1+10+4(k+1))

Cuando k£ — oo, entonces: S; = 6
Luego: S; < Sg entonces f es Riemann integrable.

2j

Utilizando la misma particion. H}%l/n f=3 (%)2 +
ij

mix f = 3 (52" + 224

3% 2_J)L

%2 %2
(3Z +2k(k+1))

= 3 Zl + 5 M
5 2k(2k+1)(4k+1) 2(k+1)

+ =%

k(2k+1)(4k+1) " (k+1)

?T'/—\
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Luego cuando k — oo tenemos.
Sr=842=10

Para obtener el valor de la Suma Superior se realiza un calculo
analogo el cual se deja propuesto. Asi:

Sg = 10

Con lo cual se concluye que la funcién es Riemann Integrable.
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