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2.4. Teorema del punto fijo de Banach

Definicién 2.33. Sea (X, p) un espacio métrico y 2 : X — X. Decimos que €2 es una con-
traccidén si existe una constante 0 < k£ < 1 tal que

p(§2(z1), Qw2)) < k p(21,22)

Teorema 2.34 (Punto fijo de Banach). Sea (X, p) un espacio métrico completo y Q0 : X —
X una contraccion. Luego, existe un unico v € X tal que Q(x) = x.

DEMOSTRACION. Sea zp € X y definamos la sucesiéon {z,} en X como sigue
Tl = Q(CL‘()), Tro = Q(l‘l), ey Iy = Q(l‘n_l).

O sea, x, = Q"(xg) donde " es componer n veces la funcién Q. Nuestra intencién es probar
que esta sucesién es de Cauchy, cuyo limite es precisamente el punto que es invariante bajo la
accién de Q (también es conocido como el punto fijo de ). Para ello notemos que

Py 1) = P(Q@n1), Aan)) < k planr,) < -+ < K" plao, z1).

Luego, para todo m,n € N tendremos que

m m
g
p(@ns Tntm) < D p(@nric1,@nti) < K'p(zo,21) Y kT < T P 21)
=1 =1

de donde se tiene que {x,} es una sucesiéon de Cauchy en X. Entonces existe x € X tal que
z, — x, cuando n — oo.
Ahora, dada la continuidad de ) y de la métrica p, tendremos

plz, Q(x)) = Um p(zn, Uwn)) = Mm p(2n, 2n1) = p(z,2) = 0

n—oo n—oo

de donde se concluye que Q(x) = z. Para probar la unicidad del punto fijo, supondremos la
existencia de dos. Sean estos x e y que satisfacen

p(z,y) = p(Qx), Uy)) < kp(z,y)

lo que no es posible porque tendriamos que

entonces z = y. Por lo tanto, existe un tnico x € X tal que Q(z) = z. O

Ejemplo. Consideremos la ecuacién x = cos z para x € [0, 7/2]. Probaremos que esta ecuacién
tiene una solucién unica. En efecto, Qz := cosz define una funcién desde [0, 7/2] en si mismo.
Ademaés,

|Qz — Qy| = |cosz — cosy| = |z — y|sen a, (2.4)

donde « se encuentra en el intervalo definido por x e y. Ahora, como |cosz| < 1, cualquier
solucién de la ecuacién x = cos z tiene que tener la propiedad |z| < 1. Ademds, es obvio que
Q tiene su imagen en el intervalo cerrado [0, 1]. Pero en tal intervalo, por (2.4) y el hecho que
|senal < senl < 1, © es una contraccién. Aplicando el teorema del punto fijo de Banach vemos
que exite una solucién unica de la ecuacion.



