Universidad de Chile
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Matematica

Pauta Control 1 - MA2A1

Profesor: Marcelo Leseigneur
Auxiliares: Cristopher Hermosilla y Renzo Liittges

1. Pregunta 1

(a) Considere la siguiente sucesion de elementos de E = C|0, 1]

fn(flf){ 1—nz siz<1/n

0 siz>1/n

Se consideran en E las distancias:

i(f,9) = max |f(z) = g(x)]

z€[0,1
1/2

da(f,9) = </01(f(x) — g(x))2dz>

i Determine el limite puntual de f,, y muestre que este no se encuentra en (F,d;)

ii Pruebe que f,, tiene limite f(x) =0 en (F,ds3)

Solucién
i. Si fijamos x y n — o0, se tiene que f,(z) tiende a

1 siz=0

f(“””){ 0 siz#£0

Esta funcion no se encuentra en (F,d;) pues f no es continua. Luego, f, no tiene limite en (E,d;).

1/n 1/2
ii. Basta con ver que da(fn, f) = </ (1- na:)zdx>
0
1/n 1/2 o
/ (1 —2nz 4 n’z?)dx = (%f%+%)
0

—L_. Con lo cual dy(f,,f) — O

n——-:ao0

By

(b) Sea (E,d) un espacio métrico. Muestre que A C E es abierto si y solo si A — E es cerrado.

Solucién
Si A es cerrado, sea 2z € A°. Como A’ C Ay x ¢ A, se tiene que = ¢ A°. Esto es, existe un r > 0 tal
que (B(z,r;) — {z}) N A= ¢. Con lo cual (B(z,r,) — {x}) C A°y se tiene que A° es abierto.

Reciprocamente, si A¢ es abierto, sea x € A’. Si x ¢ A existird un r, > 0 tal que B(z,r,) C A, es
decir, (B(z,r;) —{z}) N A = ¢, lo que nos lleva a una contradiccion.




(c) Sea E un espacio vectorial sobre C. Diremos que <,>: E x E — C es producto interno sobre F si
cumple:
pl)y <ax+by,z>=a<z,z2>+b<y,z>Va,y,z € EVa,b,e C
p2) <z, y>=<y,x >Vr,y € FE
P <z,y>>0Vre EA<z,2>=0&2=0

i Pruebe que < z,cy+dz >=¢ < x,y > +d < z,2 > Vx,y,2 € EVe,d € C

4

ii Pruebe la identidad polar, es decir: 4 < z,y >= sz <z +ify,z+ify >
k=1

Solucién
i. Sean ¢,d € C, Sean x,y, z € F, entonces:

(x,cy +dz) = (cy +dz,z) = c(y,x) + d(z,2) =y, z) + d(z,x) =¢(x,y) + d{z,z)

4

ii. Sean z,y € E, notemos quez’TC:i”€ y ademas que Zik =i1—1—i14+1=0y
k=1
4
Zi% =—-141—-141=0. Entonces:

k=1

Zik (z+iFy, 2 +ify) = Zik (z,2) +i " (z,y) + i (y,2) + (y, )
k=1 P

k=1

4 4 4
= ((@,2) + (y,u) Y i* + (gw) Y i+ (w,y) > 1

k=1 k=1 k=1
=0
=4(x,y)
2. Pregunta 2
. z+y 2zy
(a) Sea f:R% — RZ definida por f(z,y) = ( 5 ’x—l—y)'

Considere la sucesion {X,,},en en R? definida como:

Xny1 = f(Xn) Vn >0y Xo = (z0,y0) con zg > yo >0

i Muestre que la sucesién estd bien definida.

ii Estudie la convergencia de la sucesion {X,, }nen-
indicacién: Se recomienda estudiar el crecimiento y cotas de x,, e y,




iii Determine el limite de {X,, }nen-
indicacién: Se recomienda estudiar la sucesién x,, - ¥y, .

Solucién

i. Para que la sucesion no se indefina bastara con que el denominador de y, sea no nulo. Esto es
Yn + x, # 0, lo cual se tiene, puesto que xq e yo son positivos y f va del primer cuadrante de R? en
este mismo conjunto, con lo cual x,, e y, son distintos de cero para todo n.

ii. Mostraremos que X, es convergente mediante la convergencia de sus componentes =z, e
Yn. Siguiendo las indicaciones, calculamos el producto de ambas sucesiones: Zni1 - Ynt1

Tn, + Yn 220Yn . . . :
= Zp, - Yn- Aplicando esta relacion recursivamente se tiene que ., -y, = To - Yo-
2 Ty + Yn
2
Z;, + ZoYo _ ToYo
2z, " Ty
Por otra parte puesto que la media arménica entre dos niimeros positivos es siempre menor o igual
a la media aritmética, se tiene que y, < x, Vn, donde si sumamos z,, y dividimos por 2, se obtiene:

Tyt Yy ., . -
Tpp1 = ——" < x,,. Esto es, ,, es una sucesion decreciente. Este resultado conduce trivialmente a

Con esto podemos re-escribir las sucesiones como: z, 41 =

0 .
es creciente.

X
que Yp =
n
Para el acotamiento, veamos que x,, > yo por induccién sobre n:
Caso base: Del enunciado se tiene que zy > y0
Ty + Yn > Yo + Yn > Yo+ Yo _
2 - 2 -
Con esta cota conocida para x, podemos acotar y, =

Paso: Si x,, > xg entonces x, 11 =

ZoYo 2

€T
< 0Yo

= xg. Ahora tenemos:
n
T, € R decreciente y acotada inferiormente

. . ambas convergen.
Yn € R creciente y acotada superiormente } &

iii. Sean L, y L, los limites de z, e y, respectivamente. Tomando limite a ambos lados de las
igualdades se tiene:

L L
$n+1=M:>Lx=Q:>LxZLy:L
ZoYo ZoYo
Yn = :Ey :>L:Ty:>L:\/JJOyQ
n

(b) Considere N : R? — R definida por N(z,y) = sup|zcos(t) + ysin(2t)].

teR

i Muestre que N es una norma en R?

ii Sea B la bola unitaria para esta norma. Muestre que:
{(z,y) € R*% [z +[y| <1} € B C {(z,y) € R*2? +y* < 2}

iii Muestre que el ’borde’ de B esta constituido por 4 segmentos.




Solucién

i. En efecto, N es una norma. Claramente es > 0 pues se trata de un médulo. Veamos que es acotada,
de la desigualdad triangular:

|zcos(t) + ysin(2t)| < |zcos(t)| + |ysin(2t)] < |z| + |y|, pues |cos(t)] < 1y |sin(t)] < 1Vt

Claramente N (Az, A\y) = sup|Azcos(t) + Aysin(2t)| = |A| - sup|zcos(t) + ysin(2t)| = |A| - N(z,y)
teR teR

Por otro lado N(z,y) = 0 = sup|acos(t) + ysin(2t)] = 0 = |xcos(t) + ysin(2t)] = 0 Vt
teR

Evaluando en ¢ = 0 se tiene que || = 0 = 2 = 0. Con este dato y evaluando en t = 7/4 obtenemos

ly| = 0 = y = 0. La implicancia reciproca es trivial.

Finalmente, la desigualdad triangular:

YVt (x4 x)cos(t) + (y + y')sin(2t)| < [(zcos(t) + ysin(2t)) + (a'cos(t) + y'sin(2t))] < |zcos(t) +

ysin(2t)| + [o'cos(t) +y'sin(2)| < N(z,5) + N(z',y)

El real N(z,y) + N(2',y') es independiente de t y acota superiormente a la funcion t — |(z +

x")eos(t) + (y + y')sin(2t)| para cualquier valor de t. Luego acota superiormente al supremo de esta

funcién con respecto a t, y en consecuencia:

N(z+2',y+y') < N(z,y) + N(2',y')

ii. Para la primera inclusion, sea (z,y) € R? tal que |z| + |y| < 1 De la primera desigualdad que se
mostro en la parte anterior (dado que |cos(t)] < 1y |sin(2t)] < 1 Vt) se tiene: N(z,y) < |z| + |y|-
Luego, N(z,y) <1y (z,y) € B.

Para la segunda inclusion, sea (z,y) € B recordemos que

sup|zcos(t) + ysin(2t)| <1 & |zcos(t) + ysin(2t)] <1 Vt
teR
Evaluando en ¢t = 0, se tiene || < 1. Analogamente para t = 7/4 se llega a |y| < 1. Luego:

x| <1 a? <1 2 2

iii. El anélisis sobre los extremos de la funciéon ¢ — zcos(t) 4+ ysin(2t) para distintos rangos de x,
entrega la relaciones entre z e y que cumplen N(z,y) = 1, resultando la bola:

0z .4 {6 Gl.j_/




Claves del match de funciones:
21— g2 — N3

22 — g4 — M1
23 — g5 — Ny
24 — ge — Mg
25 = g3 — N2
26 — g1 — N5




