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. Demuestre usando la definicion € — § que ( %im(l 0 f(z,y) = 1 donde f esté definida en B((1,0), 3)
z,y)— 1,
por la formula:
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. Estudiar la continuidad de las siguientes funciones en el punto (0, 0):
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b) f(z,y) = { E)ry si (z,y)=(0,0)
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. Sea f(z,y) = e st (z,y) = (0,0)

Determine a de modo que f sea continua en todo R2.

. Considere H : [0, 7] x [0,1] — R definida por:

e~ 1 si

1
tan(zy)-tertey)  si 0 (z,
H(z,y) = { (zy) (z,y)
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Demuestre que H es continua en todo su dominio.
. Determine el valor de « para el cual la continuidad de la siguiente funcién es continua:

|lzy[* :
_ ey 8 (y) #(0,0)

. Considere F' y G dos funciones de R™ en R continuas con alguna norma (cualquiera) en R™ y el valor
absoluto en R. Pruebe que:
a) A={z e R": F(z) < G(z)} es abierto.
b) B={zx e R": F(z) < G(z)} es cerrado.
¢) Para todo C' C R cerrado se cumple que F~1(C) es cerrado.
d) Vr,s € R se cumple que C;. s = {x € R" : r < F(z) < s} es cerrado.
. Dado (R™, ||-||) y dos puntos @,b € R" demuestre que la funcion

AER— Ai+(1—A\beR"

es continua. Concluya que el intervalo [@, 8] = {A\@ + (1 — A\)b € R™ : A € [0,1]} es compacto.
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Sean (X, ||.|[z) e (Y, ||.||y) dos espacios vectoriales normados y ¢ : X — Y una funcion lineal. Pruebe
que las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) ¢ continua en 0
b) 3M > 0 tal que Vo € X, |o(2)]ly < M|z,

¢) ¢ es continua

Sea B = B(0,1) C R™ y considere f : B — B una funcién continua. Supongamos que ||f(z)| < ||z||
Va € B\{0}. Sea z¢ € B y definamos la sucesion (x)ren por 2x+1 = f(x). Pruebe que z — 0.

Sea f una funcién continua definida en R™ con valores en R. Si f verifica la propiedad que para todo
L € R existe ko € N tal que ||Z]| > ko = f(Z) > L, demuestre que el conjunto

Sy ={Z eR": f(Z) <A}
es un compacto y que la funcién f alcanza su minimo en R™.

a) Sean M un subespacio vectorial de (R™, ||-||) y 2o en R™. Probar que existe mg € M que materializa
la distancia de g a M, es decir,

lzo — mol| = dist(xo, M) := inf{||xo — m]| : m € M}

(Se dice que los subespacios de R™ son proximales, por verificarse lo anterior)
Hint: Justificar la existencia de una sucesion acotada {m,} en M tal que:

|lzo — my|| — dist(xg, M) cuando n — oo

b) Sea M un subespacio propio de R™. Probar que existe un vector x de la esfera unidad, tal que
dist(z, M) = 1.
Hint: Sea zg € R"\M y sea mo € M tal que ||zg — mg| = dist(xo, M).
Considerar el vector normalizado de zg — myg.

Sea f :R™ — R una funcién continua y definamos g : R"\{0} — R mediante:

g(@)=f (”i”)

a) Pruebe que g alcanza su maximo y minimo en R™\{0}.
Hint: Considere g restringida al conjunto S = {z € R™: ||z| = 1}.

b) Pruebe que el limite:
h'r% g(z) existe,
xr—

Siy solo si f es constante en S = {x € R™ : ||z]| = 1}.



