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1. Sea (E, d) un espacio métrico:

a) Sea A ⊆ E un conjunto �nito. Sea B = {x ∈ E : d(x, y) ≤ 1 para algún y ∈ A}. Pruebe que B es
cerrado. Qué sucede si d es la métrica discreta? Es B abierto?

b) Sea X ⊆ E = Rn un conjunto cerrado y sea r > 0 un real �jo.
Sea Y = {y ∈ E : ‖x− y‖ = r para algún x ∈ X}. Pruebe que Y es cerrado.

2. Sea m ∈ N, Considere el espacio Hm
c (R) = {f ∈ Cm([a, b], R) : f (k) ∈ L2

c([a, b], R),∀k ≤ m, k ∈ N}.
En Hm(R) de�nimos

〈f, g〉m =
m∑

k=0

〈
f (k), g(k)

〉
2

Pruebe que lo anterior de�ne un producto interno.

3. Sea E =Mm,n(R) el conjunto de las matrices de m× n a coe�cientes reales. Se de�ne para A, B ∈ E
las siguiente función:

〈A, B〉 = Traza(ABt)

pruebe que dicha función es un producto interno en E.

4. Demueste que la norma en un espacio vectorial normado E, que proviene de un producto interno,
veri�ca la igualdad del paralelogramo:

‖x + y‖2 + ‖x− y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2) ∀x, y ∈ E

Además pruebe que si E es un e.v.n. sobre R entonces se cumple la identidad polar, es decir:.

〈x, y〉 =
1
4
(‖x + y‖2 − ‖x− y‖2)

5. Pruebe que dados x, y ∈ Rn |〈x, y〉| = ‖x‖ ‖y‖ si y sólo si x e y son linealmente dependientes. Además

pruebe que si x, y ∈ Rn son ortogonales entonces ‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2

6. Consideremos Rn con el producto interno usual.

a) Sea {xn}n∈N, {yn}n∈N ⊆ B(0, 1) ⊆ Rn dos sucesiones en la bola unitaria abierta. Supongamos
que 〈xn, yn〉 → 1. Pruebe que ‖xn − yn‖ → 0.

b) Sea {xn}n∈N ⊆ Rn una sucesión en Rn. Sea x ∈ Rn, pruebe que 〈xn, v〉 → 〈x, v〉 ∀v ∈ R si y sólo
si xn → x

7. Sea (E, d) un espacio métrico. Sea {xn}n∈N ⊆ E una sucesión de Cauchy. Consideremos una sucesión
{yn}n∈N ⊆ E tal que d(xn, yn) < 1

n ∀n ∈ N

a) Pruebe que {yn}n∈N también es una sucesión de Cauchy.

b) Pruebe que {xn}n∈N converge a z ∈ E si y solo si {yn}n∈N converge a z ∈ E
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