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. Sea (E,d) un espacio métrico:
a) Sea A C F un conjunto finito. Sea B = {z € E : d(z,y) < 1 para algun y € A}. Pruebe que B es
cerrado. Qué sucede si d es la métrica discreta? Es B abierto?
b) Sea X C E = R"™ un conjunto cerrado y sea r > 0 un real fijo.

SeaY ={y € E: || — y|| = r para algin x € X }. Pruebe que Y es cerrado.

. Sea m € N, Considere el espacio H™(R) = {f € C™([a,b],R) : f*) € L2([a,b],R),Vk < m, k € N}.
En H™(R) definimos

m

o9 = D (P g™

k=0
Pruebe que lo anterior define un producto interno.

. Sea E = M, »(R) el conjunto de las matrices de m x n a coeficientes reales. Se define para A,B € E
las siguiente funcién:
(A, B) = Traza(AB")

pruebe que dicha funcién es un producto interno en E.

. Demueste que la norma en un espacio vectorial normado F, que proviene de un producto interno,
verifica la igualdad del paralelogramo:

2 2 2 2
Iz +yll” + lle =yl = 2([=[I” + [[y]") Y2,y € E
Ademas pruebe que si F es un e.v.n. sobre R entonces se cumple la identidad polar, es decir:.
1 2 2
{@,y) = Lz +yll” = llz = %)
. Pruebe que dados z,y € R™ |(z,y)| = ||z|| |ly|| si y s6lo si x e y son linealmente dependientes. Ademaés
. n 2 2 2

pruebe que si z,y € R™ son ortogonales entonces ||z + y||“ = ||z||” + ||ly]]

. Consideremos R" con el producto interno usual.

a) Sea {xn}nen, {Untnen € B(0,1) C R™ dos sucesiones en la bola unitaria abierta. Supongamos
que (zy,yn) — 1. Pruebe que ||z, — y,|| — 0.

b) Sea {zy}neny € R™ una sucesion en R". Sea z € R", pruebe que (x,,v) — (x,v) Yv € R si y sélo
six, —x

. Sea (E,d) un espacio métrico. Sea {Z, }neny C E una sucesiéon de Cauchy. Consideremos una sucesion
{Yn}nen C E tal que d(zp,, yn) < % Vn €N

a) Pruebe que {y,}nen también es una sucesion de Cauchy.

b) Pruebe que {z,},en converge a z € E siy solo si {yp, }nen converge a z € E



