Universidad de Chile
Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas
Departamento de Ingenieria Matematica

Taller 1 - MA2A1
20 Diciembre 2008

Profesor: Marcelo Leseigneur
Auxiliares: Cristopher Hermosilla y Renzo Luttges

1. Si d es una métrica en un e.v. cualquiera E entonces d’ = min{d, 1} es también métrica en E pero d’
no es inducida por ninguna norma.

2. Sea S el conjunto de las sucesiones a valores reales indizadas por N.

a) Definamos el conjunto 2, = {(an)nen € S : In, € N tal que a,, = 0Vn > ng}.
Demuestre que £, es espacio vectorial y que ||(an)nen||., = sup |a,| es norma en 4.
neN

1) £, es espacio vectorial.
2) ||(an)nenl| o = sup|an| es norma en £y
neN

b) Definamos el conjunto ¢1 = {(a,)nen € S : Z lan| < oo}.

neN
o0

Demuestre que ¢; es espacio vectorial y que ||(an)nen|; = Z |ar,| es norma en {;.
neN

1) ¢; es espacio vectorial.
oo

2) |l(an)nenll; = Z |a,| es norma en ¢;.
neN

¢) pruebe que (% C /y

d) pruebe que ||| y |||, son equivalentes sobre £2

3. para los nUmeros &1, ..., Tpn, Y1, -, Yn Y 21, .-, 2n S€ cumple:
n n n n
O miyiz) < Q_aH Qv =
i=1 i=1 i=1 i=1

1
4. Sea A = U {-1—1}’ B = A|J{0}. Pruebe que A no es cerrado ni abierto. Pruebe que B es cerrado
n
neN
pero no abierto. Pruebe que C' = {(z,y) € R? : & > 1} es abierto en R?.

5. a) Sean A, B C R" tal que A C B. Pruebe que IntA C IntB
b) Sea A C R™ abierto y zo € A. Pruebe que A\{zo} es abierto.

6. Con la métrica discreta en R™ se cumple que los tinicos subconjunto que son abiertos y cerrados a la
vez son el espacio completo, el conjunto vacio y los singleton {z} Vo € R™



7. Considere R™ con un norma cualquiera [|-||. Sea f : R™ — R™ contractante, es decir:

3k € (0,1) tal que [|f(z) — f(Y)| < kllz -yl Yo,y € R"

Nuestro objetivo es demostrar el Teorema del Punto Fijo de Banach para R™ que dice que dada una
funcién f contractante de R™ en R™, existe un tnico punto z* € R™ tal que f(z*) = x*.
Sea zp € R™ cualquiera, considere la sucesion definida por x,11 = f(x,) Vn > 1

a) Demuestre que ||xn+1 — n || < k™ ||x1 — xo]|.

b

n
pruebe que ||Zy4p — T || < T % lx1 — o] Vp € N.

C

d

Demuestre que z,, — z* tal que f(z*) = z*.

~— ~—  ~—

Demuestre que x* es tnico. Concluya el resultado

8. Sea f : R? — R definida por:

In (22 + 3?) sio 2242 >1
_ 1 2 2
f(z,y) ln<+x2+y2> sio2?4+y%2<1
3—x°—y

a) Determine el dominio y el recorrido de f

b) Determine y grafique las curvas de nivel

9. Dibuje la superficie de nivel de valor « = 1,0, —1 , si es que existen, para las siguientes funciones:

a) flz,y,z) =6x —y+ 2z
b) flx,y,2) =2 +y* + 22
¢) f(z,y,2) =sin(2? +y* +2?)
d) f(x,y,2) =2* +y* - 22



