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4.5. Energı́a mec ánica total no conservada

En general la fuerza total que actua sobre un cuerpo puede ser separada en una suma
de fuerzas conservativas más una suma de fuerzas no conservativas,�

F total � �
FC

� �
FNC (4.5.1)

En consecuencia, el trabajo total efectuado desde a hasta b puede ser separado,

W total � � �rb

�ra

�
FC �d�

r
� � �rb

�ra

�
FNC �d�

r

� WC
�

WNC� 1
2

m �v2
b � v2

a� (4.5.2)

pero
WC

� Ua �Ub (4.5.3)

por lo cual
Kb � Ka

� Ua �Ub
�

WNC (4.5.4)

de donde resulta que
WNC

� 	Kb
�

Ub
 � 	Ka
�

Ua
 (4.5.5)

que se puede expresar como: el trabajo de las fuerzas no conservativas es igual a la
diferencia: energı́a mecánica total final menos la energı́a mecánica total inicial,

WNC
� Efinal total� Einicial total (4.5.6)

El trabajo infinitesimal de las fuerzas no conservativas es dWNC
� dE��
 ����

dt dt de donde se
ve que

P�� � dWNC

dt
� dE��� ����

dt
(4.5.7)

La potencia asociada a las fuerzas no conservativas es igual a la derivada de la energı́a
mecánica total.

4.6. Fuerzas centrales y energı́a potencial

4.6.1. Energı́a potencial de fuerzas centrales

Se verá a continuación que toda fuerza central de la forma�
F � f 	r
 �r � con r � ��r � � �x2 �

y2 �
z2 (4.6.1)
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es conservativa. Para verlo primero se nota que

∂ r
∂x

� x
r
� ∂ r

∂y
� y

r
� ∂ r

∂ z
� z

r

y de aquı́
∂Fx

∂y
� ∂

∂y
	 f 	r
 x
 � ∂ f

∂y
x � ∂ f

∂ r
∂ r
∂y

x � xy
r

f � (4.6.2)

p

O
r0

rque es simétrica en x e y y por tanto se satisfacen las condi-
ciones (4.4.8).

Una vez que se sabe que estas fuerzas son conservativas
se puede determinar la función energı́a potencial escogien-
do un camino de integración conveniente entre dos puntos
cualesquiera

�
r0 y

�
r. Llamaremos r0 a la distancia entre

�
r0 y

el centro O asociado a la fuerza central y r a la distancia de
O a

�
r.

Ya que se tiene tres puntos especiales:
�
r0,

�
r y O , ellos de-

finen un plano (el plano del papel en la figura adjunta). El
camino se puede construir avanzando desde

�
r0 por un arco

de circunferencia con centro en O hasta un punto p (defini-
do por

�
rp) que está en la recta que une a O con

�
r y desde

p se sigue en lı́nea recta hasta
�
r. La integral de camino tie-

ne dos partes: (a) la integral
� �

F �d�
r de

�
r0 hasta

�
rp es nula porque mientras la fuerza es

en la dirección r̂, el elemento de camino d
�
r es en la dirección tangente a la curva, que

es ortogonal a r̂; (b) la integral desde
�
rp hasta

�
r que es una integral a lo largo de una

lı́nea radial (pasa por el centro de fuerza) como muestra la figura adjunta. Siendo ası́, el
desplazamiento a lo largo de este camino es radial: d

�
r � r̂ dr lo que lleva a

U 	r
 � � � r

r0

f 	r
 �r � r̂ dr � � � r

r0

f 	r
 r dr (4.6.3)

Es inmediato de lo anterior ver que la función de energı́a potencial depende tan solo de
la coordenada radial r.

El gradiente de una función que solo depende de r, escrito en coordenadas esféricas, se
reduce a ∇U 	r
 � r̂ dU �dr es decir, �

F � � dU
dr

r̂ (4.6.4)

lo que muestra que la fuerza que implica una función de energı́a potencial U 	r
 que solo
depende de la coordenada radial r es una fuerza central del tipo restringido descrito en
(4.6.1). Lo que se ha expresado en la fórmula de arriba se puede decir en forma más
básica: si U 	r
 entonces Fx

� � ∂U
∂x

� � ∂U
∂ r

∂ r
∂x

� �U � x
r . Pero como

�
r es el vector 	x �y�z


entonces
�
F � � 1

r U � �r � �U � r̂. La función f 	r
 es � 1
r U �.
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Mecánica 75
4.6.2. La energı́a potencial asociada a la fuerza de gravita ci ón uni-

versal

La ley de gravitación universal �
F � �G

M m
r3

�
r (4.6.5)

ya fue mencionada en �3.1. Para determinar la función energı́a potencial basta con hacer
la integral a lo largo de un radio tal como se explicó en �4.6.1, es decir, d

�
r � r̂ dr. En tal

caso

U � GM m � r

r0

r̂ � �r
r3 dr � GM m � r

r0

dr
r2

� GM m

�
�1

r
� 1

r0� (4.6.6)

Lo normal es escoger r0
� ∞ de donde

U 	r
 � �GM m
r

(4.6.7)

4.6.3. La energı́a potencial del oscilador arm ónico tridimensional

El potencial

U 	r
 � k
2

r2 (4.6.8)

implica una fuerza, �
F � �∇U 	�r 
 � �k

�
r (4.6.9)

que corresponde a la de un oscilador armónico tridimencional de largo natural nulo.

Casos más generales son

U 	�r 
 � k
2

	r � D0
2 (4.6.10)

o incluso

U 	�r 
 � k1

2
	x � D1
2 � k2

2
	y � D2
2 � k3

2
	z � D3
2 (4.6.11)

4.7. Problemas

4.1 Una argolla de masa m puede deslizar libremente a lo largo de una vara y esta
vara gira, en torno a un punto fijo O , barriendo un plano horizontal con velocidad
angular φ̇ � ω constante. Inicialmente es liberada a distancia ρ0 del origen con ρ̇ � 0.
Determine el trabajo que efectua la normal desde el instante inicial hasta un tiempo
t. Se conocen ρ0, m y ω.
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4.2 Un ascensor cargado tiene masa total M1

y está conectado a través de una polea A
a un motor y por otra polea a un contra-
peso de masa M2 (M2 � M1). Las poleas
tienen roce despreciable pero el ascensor
tiene roce viscoso lineal. Para simplificar el
problema suponga que los dos cables na-
cen del mismo punto del techo del ascen-
sor, que no hay ángulo entre ellos y que
la inercia de las poleas es despreciable, de
modo que el trabajo que se busca es el que
hace la tensión del cable de la izquierda.

� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �

� � � �� � � �� � � �� � � �� � � �

M 1

M 2

A

motor

a) Determine el trabajo que debe hacer el motor para que el ascensor suba una
altura h a velocidad constante v0.

b) Lo mismo que antes pero para que el ascensor suba con aceleración constante
entre una posición y otra h metros más arriba si v	t 
 � a0t, con a0 � g entre esas dos
posiciones.

Datos: las masas, g, v0, a0, el coeficiente de roce lineal, la altura h.

4.3 Si se lanza una partı́cula de masa m verticalmente hacia arriba con velocidad inicial�
v0 y hay roce viscoso

�
F � �η ��v��v, determine el trabajo total efectuado por

�
F hasta

que la partı́cula vuelve su punto de partida.

4.4 Dos bloques de masas m1 y m2 están apoyados en una superficie horizontal con la
que ambos tienen coeficientes de roce estático y dinámido µe y µd .

Los bloques están
además unidos por
un resorte de cons-
tante elástica k y lar-
go natural D.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

m1 m2

En el instante inicial el resorte no está deformado, el bloque de masa m2 está en
reposo y el bloque de la izquierda tiene rapidez v1. (a) Determine la compresión
máxima del resorte para que el bloque 2 no alcance a moverse. (b) Determine el
valor máximo de v1 para que 2 no deslice si m2

� 2m1 y µd
� µe�2.
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4.5 Una partı́cula de masa m pue-

de deslizar sobre una superficie
horizontal con la que tiene coe-
ficiente de roce dinámico µ. La
masa está unida a una cuerda,
la cual pasa por una polea en Q
y su extremo es recogido con ra-
pidez V0

� cte. La polea tiene un
radio despreciable y se encuen-
tra a una altura h del suelo.

m

h

g

Vo Q

O

a) Determine la tensión como función de la posición

b) Determine en qué posición la partı́cula se despega del suelo.

c) Determine el trabajo hecho por la fuerza de roce desde que la partı́cula estaba a
una distancia x0 del punto O hasta la posición en que se despega de la superficie.
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Capı́tulo 5

Equilibrio y oscilaciones

5.1. Energı́a potencial y equilibrio

5.1.1. Punto de equilibrio

La energı́a mecánica total de un cuerpo cuya fuerza total es conservativa es

Emec total
� 1

2
mv2 �

U 	�r 
 (5.1.1)

y esta cantidad es fija durante toda la evolución del sistema, es decir, si se la calcula en
cualquier momento de su historia se obtiene el mismo valor. La energı́a Emec total queda
determinada por las condiciones iniciales.

En general el movimiento no puede extenderse en cualquier dirección arbitrariamente. Al
despejar la magnitud de la velocidad:

��v � � �
2
m

�Emec total�U 	�r 
 (5.1.2)

que obviamente es real y positiva—se observa que en ningún momento la energı́a poten-
cial U puede ser mayor que la energı́a total E. Si la partı́cula alcanza un punto en el cual
se cumple que E � U , este es un punto con velocidad nula pero normalmente la fuerza�

F � �∇U 	�r 
 (5.1.3)

no lo es. El movimiento entonces se reinicia hacia puntos donde E � U .

�
El gradiente de una función escalar cualquiera h��r � siempre apunta en la dirección

en que la función h crece más rápido, esto es, en la dirección en que su derivada es
más grande y positiva. Por ejemplo si h�x�y� es la función altura sobre el nivel del mar
de la descripción de una zona de nuestra geografı́a en un mapa (plano XY ), entonces
∇h apunta en la dirección en que la altura crece más rápido.
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El gradiente de la función energı́a potencial apunta en la dirección en que el potencial
crece con mayor derivada, pero como en (5.1.3) hay un signo menos, se concluye que
la fuerza apunta en la dirección opuesta, en la dirección en que U decrece con mayor
derivada.

Se llama punto de equilibrio a una posición
�
re en la cual la fuerza total es cero: ∇U 	�re
 � 0.

Para que el equibrio sea estable se debe cumplir que al colocar en reposo a la partı́cula
en un punto suficientemente cercano a

�
re, la partı́cula adquiera un movimiento oscilatorio

en torno a ese punto.

5.1.2. Análisis unidimensional

En un caso unidimensional la energı́a potencial es una simple
función U 	x
 y la fuerza es F � �dU �dx. La fuerza apunta hacia
la izquierda en los puntos en que U es creciente y apunta hacia
la derecha en los puntos donde es decreciente.

En particular, en la vecindad de un mı́nimo xe la fuerza que hay
a la izquierda de este punto apunta hacia la derecha (también
hacia xe) y la fuerza que hay a la derecha de xe apunta hacia la
izquierda (o sea hacia xe). Esto permite entender porqué un mı́nimo de U es un punto de
equilibrio.

Si una partı́cula está sometida a una fuerza total conservativa, se llama punto de equili-
brio estable a un punto

�
re para el cual se cumple que:

(i) si la partı́cula es dejada en reposo en ese punto permanece en reposo en él; (ii) si
se la deja en

�
re con una velocidad suficientemente pequeña, la partı́cula oscila en torno

a ese punto.

xe

X

Ejemplo de función U �x� con dos mı́nimos. Las

lı́neas a trazos representan algunos valores po-

sibles de la energı́a mecánica total. Puesto que

(5.1.1) asegura que esta energı́a es siempre ma-

yor, a lo sumo igual, a U entonces para los valores

indicados de E el movimiento no puede extenderse

indefinidamente en el eje x.

Como la fuerza total es conservativa, exis-
te un potencial U 	x
 y la fuerza total es F �
�dU �dx. En las zonas donde U es crecien-
te F es negativo (es decir, la fuerza apunta
hacia la izquierda) y en las zonas donde U
es decreciente, F es positivo. Esto muestra
que si xe es un mı́nimo de U la fuerza en una
zona en torno a xe apunta hacia xe y es nula
justo en xe. Esto quiere decir que si se da
como condición inicial x	0
 � xe y una velo-
cidad suficientemente pequeña, entonces la
partı́cula va a ser frenada por la fuerza has-
ta que invierta el sentido de su movimiento.
Debido a (5.1.1), en el punto x1 en el cual la velocidad se hace cero se cumple que
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E � U 	x1
. En la figura adjunta se puede ver gráficamente en qué puntos la partı́cula sol-
tada desde xe con la energı́a total indicada por lı́nea de trazos, llega un punto en que su
velocidad se hace cero—los puntos de retorno—y se devuelve. Para los tres valores de
E indicados en la figura el movimiento ocurre en una zona limitada del eje X . También
se puede adivinar que si la energı́a es suficientemente alta el movimiento puede ser no
acotado.

mgz

E

EJEMPLO: La energı́a potencial debida a la fuerza peso es mgz.
Una pelota ideal rebotando ad infinitum contral el suelo está so-
metida a esta energı́a potencial más la que reprenta el suelo:
U 	z � 0
 � mgz y U 	0
 � ∞. Dada una energı́a cinética inicial,
la partı́cula tiene una energı́a total E fija para siempre y, como
se ve en el diagrama, el movimiento es acotado entre el suelo
(z � 0) y una altura máxima.

OTRO EJEMPLO: Un caso muy ilustrativo es el del péndulo pla-
no formado por una vara rı́gida sin masa de largo R en cuyo extremo hay una masa
puntual m.

R

R cos

h

φ

φ

La energı́a cinética como siempre es K � 1
2mv2 pero en este

caso v � Rφ̇ . La energı́a potencial esencialmente es mgh y,
como se ve de la figura, h � R 	1 � cosφ 
. El cero de energı́a
potencial se ha escogido en el punto más bajo que tiene el
recorrido de la masa m.

De aquı́ que la ecuación para la energı́a total conservada sea

EMT�
m
2

R2φ̇2 �
mgR 	1� cosφ 
 (5.1.4)

que muestra que el potencial en este caso es mgR 	1� cosφ 
 y cuya forma se puede
apreciar en la segunda figura adjunta.

0

1

2

3

4

5

6

7

8

-3 -2 -1 0 1 2 3

R (1-cos fi)

Se puede comprobar que derivando (5.1.4) una vez con res-
pecto al tiempo, se obtiene la conocida ecuación para el
péndulo.

Y OTRO EJEMPLO M ÁS: Consideremos un caso con energı́a
potencial U dado por

U 	x
 � � a
x

� b
x2 (5.1.5)

y x siempre positivo. Este potencial, representado en la figura adjunta es divergente en el
origen, tiene un único mı́nipo en xe

� 2b�a y tiende a cero cuando x crece indefinidamente.
Para cualquier valor negativo de la energı́a total el movimiento está acotado entre dos
valores xmin y xmax, (puntos de retorno)
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xmin
� a

2
�
E
� �1�

�
1� 4

�
E
�
b

a2 � � xmax
� a

2
�
E
� �1

� �
1 � 4

�
E
�
b

a2 � (5.1.6)

El potencial � a
x � b

x2 tiene un solo mı́nimo, en x �
xe � 2b�a, y tiende a cero cuando x � ∞.

Cuando la partı́cula alcanza uno de estos
valores extremos la velocidad se hace ce-
ro pero dU �dx �� 0, es decir, la fuerza es
no nula y la partı́cula tiene una aceleración
que apunta alejándose del valor extremo.
En una situación ası́, el movimiento consis-
te en ir y volver entre estos dos valores ex-
tremos de x. El movimiento es periódico pe-
ro en general es diferente a un movimento
armónico simple.

En cambio, para cualquier valor positivo de
la energı́a el movimiento tiene una cota infe-
rior xmin pero no tiene cota superior: una vez
que la partı́cula adquiere velocidad hacia la
derecha no cambiará más la dirección de su
movimiento.

Si se escoge un punto cualquiera x � x0 como posición inicial, ¿cuál es la mı́nima veloci-
dad inicial para que la partı́cula logre tener un movimiento no acotado hacia la derecha?
La respuesta se obtiene exigiendo que en el momento inicial (y siempre) la energı́a sea
no negativa, es decir, 1

2 mv2
0
�

U 	x0
 	 0, es decir,

v2
0 	 � 2

m
U 	x0
 
 (5.1.7)

En las zona en que U 	x0
 es positivo esta relación no es restricción alguna y la partı́cula
escapa a infinito siempre; en cambio en la gran zona en que U 	x0
 es negativo (5.1.7) da
una cota a la rapidez inicial. Esta cota inferior se denomina velocidad de escape. �

�
Completamente en general la velocidad de escape—que depende de la posición

inicial
�
r0—es la velocidad mı́nima necesaria para que la partı́cula pueda tener movi-

miento no acotado.

Para una función de energı́a potencial arbitraria U 	x
 que tiende a un valor constante U∞
cuando x � ∞ la velocidad de escape en un punto x cualquiera está dada por

vesc
	x
 � �

2
m

�U∞ �U 	x
 (5.1.8)

Determine el valor en metros por segundo de la velocidad para escapar de la atracción gravi-

tacional de la Tierra partiendo desde el nivel del mar.
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Integraci ón de caso conservativo unidimensional

La ecuación (5.1.2) unidimensional en un rango en que la velocidad es

dx
dt

� �
2
m

�E �U 	x

la cual puede escribirse en la forma integral

t � �
m
2

� x�t �

x0

dx�E �U 	x
 (5.1.9)

válida, como se ha dicho, mientras la velocidad no cambie de signo. Esta es una solución
formal de todos los problemas unidimensionales.

Caso sencillo en que la energı́a no se converva

En lo anterior se ha explotado el análisis en el que las fuerzas son todas conservativas.
Sin embargo si se toma el caso en que se agrega una fuerza contante no conservativa
como es el caso del roce dinámico, también se tiene un gráfico de energı́a sufienciente-
mente sencillo para poder hacer un análisis fácil de interpretar.

Considérese el caso de un oscilador sobre un plano horizontal: mẍ � �k x al que se agrega
la fuerza de roce dinámico. Este roce apunta hacia la izquierda cuando el movimiento es
hacia la derecha (ẋ � 0) y viceversa, es decir, F�� �� � �ε µmg donde ε es el signo de ẋ.
Mientras el desplazamiento es hacia la derecha, la fuerza es negativa y el trabajo que
esta fuerza no conservativa efectua es proporcional a x. En efecto, de la ecuación de
movimiento completa: mẍ � �kx � ε µmg se puede integrar una vez para obtener

1
2

mẋ2 � � k
2

x2 � ε µmgx

que se puede escribir como

EMT
	t 
 � E �0�

MT � ε µmgx	t 

Esta última relación describe la forma como la energı́a mecánica total inicial E �0�

MT va
disminuyendo a medida que el sistema evoluciona.


Resuelva un caso especı́fico para el cual pueda hacer un gráfico que ilustre la evolución
EMT �t �.

5.1.3. Discusi ón avanzada: Tiempos de frenado en puntos de retor-
no

Estas notas no son necesarias para la comprensión de los capı́tulos posteriores, pero pueden aportar a la
compresión de ciertos temas avanzados de este capı́tulo.
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Cuando se analiza la dinámica de una partı́cula usando diagramas de energı́a en casos unidimensionales
o en tres dimensiones con conservación de momentum angular, surge el concepto de punto de retorno.
Si la partı́cula tiene una energı́a constante E, los puntos de retorno son aquellos donde el potencial (o el
potencial efectivo) se iguala a la energı́a U �x� � � E. Al acercarse a un punto de retorno, la rapidez de la
partı́cula se hace cada vez más pequeña hasta anularse en x�. Una pregunta que surge es cuánto tiempo
tarda la partı́cula en frenarse para luego rebotar y si ese tiempo es finito o infinito. La respuesta depende
de las propiedades del punto de retorno.

Primer caso: El punto de retorno no corresponde a un m áximo del potencial
Se considera el caso representado en la figura, donde la partı́cula viaja hacia la derecha. Si x0 es la

posición inicial de la partı́cula, se puede determinar el tiempo que tarda en llegar a x� utilizando la ecuación
de la energı́a, donde se despeja la velocidad

dx
dt

� �
2
m

�E �U �x��

U

E

x x*

que también se puede escribir como

1�
2
m �E �U �x��

dx
dt

� 1

Integrando la última expresión entre t � 0 y t �, el instante de de-
tención, y usando el teorema del cambio de variable, se tiene� x�

x0

dx�
2
m �E �U �x�� � t �

Para calcular esta última integral se necesita conocer la forma
explı́cita del potencial. Sin embargo, es posible decir si es finita
o no. Como x� no corresponde a un máximo del potencial, local-
mente U �x� se puede aproximar por una lı́nea recta U �x� � E �U � �x� � �x � x� �. Luego, si se considera una
distancia δ pequeña, se tiene que

t � � � x� 	δ

x0

dx�
2
m �E �U �x�� � � x�

x� 	δ

dx�
2
m ��U � �x� � �x � x� ��

Haciendo el cambio de variable y � x� � x en la segunda integral se obtiene

t � � � x� 	δ

x0

dx�
2
m �E �U �x�� � � δ

0

1�
2
mU � �x� �ydy

� � x� 	δ

x0

dx�
2
m �E �U �x�� � 
 2mδ

U � �x� � �
que es un valor finito.

Luego, en el caso analizado, el tiempo que tarda la partı́cula en frenarse es finito.
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U

E

x x*

Segundo caso: El punto de retorno es un m áximo
del potencial

Al igual que en el caso anterior, hacemos una aproximación pa-
ra el potencial cerca del punto de retorno. Como es un máximo,
la aproximación correspondiente (serie de Taylor) da una parábo-
la: U �x� � E �U �� �x� � �x � x� �2�2, con U �� �x� � � 0. De esta forma se
tiene

t � � � x� 	δ

x0

dx�
2
m �E �U �x�� � � x�

x� 	δ

dx�
2
m ��U �� �x� � �x � x� �2�2�� dx�

2
m �E �U �x�� � �

m�U �� �x� � � δ

0

dy
y

La última integral diverge, lo que muestra que en esta condición la partı́cula tarda un tiempo infinitamente
grande en detenerse completamente.

Un ejemplo de esta última situación corresponde a un péndulo (barra rı́gida y masa en el extremo) que es

soltado desde el reposo, con la partı́cula en la altura máxima. Demuestre que la partı́cula tarda un tiempo

infinito en volver a la posición vertical. También tarda un tiempo infinito en despegarse de la cúspide.

5.2. Pequeñas oscilaciones en torno a un punto de equi-
librio.

5.2.1. Oscilaciones 1D.

Consideremos el caso de un potencial U 	x
 que tiene un mı́nimo en x � xe. No tendrá im-
porancia si U tiene además otros mı́nimos. Puesto que se trata de un mı́nimo, está ga-
rantizado que 	dU �dx
x�xe

� 0. Supondremos que el movimiento tiene una energı́a total
levemente superior a U 	xe
, es decir, la energı́a cinética es siempre muy pequeña y la
partı́cula permanece todo el tiempo muy cerca de x � xe. El punto xe tiene a ambos lados
puntos de retorno muy cercanos. En tal caso, la expansión de U 	x
 en torno a xe que
solo llega hasta la segunda derivada de la función puede ser una excelente aproximación
para U ,

U 	x
 � U 	xe
 � 1
2

�
d2U
dx2 � x�xe

	x � xe
2 (5.2.1)

Este potencial aproximado da como fuerza aproximada

F 	x
 � �k 	x � xe
 con k � �
d2U
dx2 �x�xe

(5.2.2)

que es la fuerza de un resorte de largo natural xe y constante elástica dada por la segunda
derivada de U evaluada en el mı́nimo.
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Se ha obtenido que un sistema mecánico cualquiera, cuando está cerca de una posición
de equilibrio puede ser descrito como el movimiento de una masa unida a un resorte
ideal. Esta aproximación es válida cuando el desplazamiento respecto a la posición de
equilibrio es pequeño. El estudio en detalle del movimiento de una partı́cula unida a
un resorte describe, entonces, el movimiento de cualquier sistema mecánico cerca del
equilibrio.

La ecuación de movimiento de la partı́cula cerca del punto de equilibrio es entonces

mẍ � �k
�
x � xe � � donde x � x	t 
 (5.2.3)

ecuación que fue estudiada en el capı́tulo 3, donde se obtuvo que el movimiento que
resulta es una oscilación armónica en torno a xe con una frecuencia caracterı́stica dada

por ω0
� � k

m .

Luego, cuando una partı́cula se mueve en las cercanı́as de un punto de equilibrio, la fuer-
za puede ser aproximada por un resorte ideal y el movimiento que resulta es armónico
simple. La frecuencia angular de oscilación en torno al punto de quilibrio estable está da-
da por

ω0
� �

U �� 	xe

m

(5.2.4)

que se llama la frecuencia de las pequeñas oscilaciones. Hay que notar que como xe es
un mı́nimo del potencial (equilibrio estable), la segunda derivada es positiva de U , lo que
garantiza que la raiz existe.

En algunas situaciones la derivada U �� en el punto de equilibrio es nula, resultando en
oscilaciones no armónicas; por ejemplo, en el movimiento en torno al origen en el caso
U � ax4. Este caso, sin embargo, no se estudiará en este curso.

�
Cuando una partı́cula se mueve muy cerca del punto en que U tiene un mı́nimo,

U � Umin, y la energı́a total es levemente superior a este valor Umin, el movimiento de
la partı́cula es aproximadamente un movimiento armónico simple en torno al punto
de equilibrio.

El movimiento oscilatorio que ocurre en estas circunstancia se denomina pequeñas
oscilaciones en torno a un punto de equilibrio.

Cuando la coordenada relevante no es una longitud: Si la energı́a de un sistema
se expresa en términos de una coordanada que no es una longitud, como en,

E � α
2

φ̇2 �
U 	φ 
 (5.2.5)

la ecuación dinámica, dE�dt � 0, aquı́ resulta ser φ̈ � � 1
αU �. Si φ � φe es un punto de

equilibrio estable, se cumple que U � 	φe
 � 0 y U �� 	φe
 � 0 (condición de mı́nimo). La
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ecuación dinámica en una pequeña vencindad del mı́nimo en φe aproximadamente es
φ̈ � � 1

α U �� 	φe
 	φ � φe
, que se reconoce como una ecuación de movimiento armónico
simple con frecuencia

ω � �
U �� 	φe


α
(5.2.6)

En este caso la prima indica d�dφ .
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5.2.2. Ejemplo de energı́a y peque ñas oscilaciones

m

φ
a

b

m

a sin

b cos

φ

φ

Para ilustrar varios de los conceptos recientes se analizará el caso
de un péndulo que tiene dos masas en varas que forman un ángulo
recto, como muestra la figura. Veremos cuál es el ánulo máximo si
el sistema se suelta del reposo con φ � 0. Veremos cuánto vale la
velocidad angular cuando φ � π �2 y finalmente veremos la frecuencia
en el caso de pequeñas oscilaciones en torno al ángulo φe de equilibrio
estático.

La energı́a del sistema es la suma K de las energı́as cinéticas más la
suma U de las energı́as potenciales:

E � m
2

�aφ̇ �2 � m
2 ��a2 �

b2φ̇�2 � mgasinφ

�mg 	asinφ �
bcosφ 


� Si se suelta desde el reposo (esto es, φ̇ � 0) con φ � 0 la energı́a inicial es

E��� � �mgb

y este es el valor que tendrá durante todo el movimiento.

El ángulo máximo lo alcanza en otro punto en el cual φ̇ � 0. Se debe exigir que la energı́a
es ese momento sea

�mg 	2asinφ �
bcosφ 
 � �mgb

que tiene dos soluciones, una es la condición inicial φ � 0 y la otra es para el máximo
valor posible φM para el ángulo

sinφM
� 4ab

4a2 �
b2

Para saber la velocidad angular cuando φ � π�2 se vuelve a aplicar conservación de
energı́a:

m
2

�2a2 �
b2� φ̇2 � mg2a � �mgb

que implica

φ̇ 	φ � π
2 
 � �

2g	2a � b

2a2 �

b2

Este resultado no tiene sentido salvo cuando 2a 	 b. Esto se debe a que si tal desigualdad
no se obedece el péndulo nunca llega a φ � π�2 a partir de la condición inicial escogida.� Veamos ahora cuánto vale la energı́a si el sistema está en equilibrio estable. En tal
situación φ̇ � 0 y el sistema está en un mı́nimo de energı́a potencial. La derivada de la
energı́a potencial con respecto a φ es

U � � �mg 	2acosφ � bsinφ 
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que se anula cuando

tanφe
� 2a

b
y se comprueba que para este valor del ángulo la energı́a potencial, que es la energı́a
total en el caso estático, vale

E� �� � �mg�4a2 �
b2

Con lo visto en (5.2.6) resulta muy fácil determinar que en el presente ejemplo la frecuen-
cia al cuadrado es

ω2 � g�4a2 �
b2

2a2 �
b2

5.2.3. Otra vez el p éndulo simple

φ R

m

Ya se obtuvo en (2.3.13) que la ecuación del péndulo simple, como en
la figura adjunta, es

φ̈ � � g
R

sinφ (5.2.7)

Si esta ecuación se multiplica por φ̇ , ambos lados de la ecuación son
derivadas perfectas y se puede integrar desde un tiempo inicial t � 0
hasta t arbitrario. Si se escoge φ 	0
 � φ0, φ̇ 	0
 � 0 se obtiene

φ̇2 	t 
 � 2g
R

	cosφ 	t 
 � cosφ0
 (5.2.8)

Se ha obtenido la velocidad angular φ̇ como función del ángulo φ . El péndulo comienza
desde el reposo con amplitud φ � φ0 (ver figura adjunta) y se mueve disminuyendo φ ,
pasando por el punto más bajo que corresponde a φ � 0 y luego llega a φ � �φ0. En ese
recorrido se cumple la mitad del perı́odo T .
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El mismo pendulo con amplitud diferente

El péndulo tiene perı́odo diferente para

diferentes amplitudes. La figura da φ �t �
del mismo péndulo lanzado tres veces

con velocidad inicial nula desde ángulos

iniciales φ �0� � φ0 diferentes.

En ese lapso T
2 la velocidad angular φ̇ es negativa por

lo que se debe escribir

φ̇ � �
�

2g
R

�cosφ � cosφ0 con 0 � t � T
2

(5.2.9)

Para obtener la dependencia de φ en t es necesario
integrar una vez más. Se integra desde t � 0 hasta un
valor t menor a T

2 en el que φ toma el valor φ 	t 

� φ0

φ �t �
dφ

�cosφ � cosφ0

� �
2g
R

t

La integral al lado izquierdo pertenece a una clases
de integrales llamadas elı́pticas y el resultado no pue-
de expresarse en término de funciones elementales.

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias



90 P. Cordero S. & R. Soto B. versión de 23 de septiembre de 2005

Si en la expresión anterior se escoge t � T
2 , la integral angular es desde �φ0 hasta φ0 y

se tiene una relación entre el perı́odo T y la amplitud de la oscilación.

En la figura anterior se muestra gráficamente el resultado de integrar numéricamente la

ecuación del péndulo en tres casos que tienen el mismo valor para � g
R , y que parten del

resposo. Difieren en el valor de φ 	0
.
* * *

En general sinφ � φ � 1
3!φ

3 � 
 
 
, pero si el péndulo tiene oscilaciones de amplitud pe-
queña, el lado derecho de (5.2.7) puede aproximarse por sinφ � φ y la ecuación aproxi-
mada de movimiento es

φ̈ � � g
R

φ (5.2.10)

que es la ecuación de un oscilador armónico con frecuencia angular ω0
� � g

R . La solución

de esta ecuación entonces es muy fácil de escribir.

5.2.4. Equilibrio y peque ñas oscilaciones en 2D y 3D

X

Y

Ejemplo de la forma de un potencial U(x,y) con dos

puntos de equilibrio estable.

En dos o tres dimensiones la situación
es más compleja que en una dimensión
pues hay más casos posibles. En la figura
adjunta se representa un potencial U 	x �y

que tiene dos mı́nimos, es decir, dos pun-
tos de equilibrio estable, un mı́nimo más
profundo que el otro. Si esta superficie se
cortara por un plano horizontal a alguna
altura E se tendrı́a la zona en la cual el
movimiento puede darse (E 	 U ). En la
base de esta figura se puede ver las cur-
vas de nivel las cuales representan pre-
cisamente curvas U �constante. Con-
sidérese, por ejemplo, la curva cerrada
en torno al mı́nimo izquierdo que aparece
en la base de la figura. Ella corresponde
a un cierto valor U � E0. La zona interior a esa curva cumple con E0 	 U 	�r 
. Es decir, si
la partı́cula tiene energı́a total E0 y su posición inicial fue dada dentro de esta zona, el
movimiento será todo el tiempo dentro de esta zona.

Hay otro punto interesante de este potencial: es un punto entre los dos mı́nimos y él es
un máximo en la dirección X y un mı́nimo en la dirección Y . A tales puntos se les llama
punto silla y son puntos de equilibrio inestables.
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No veremos en general la forma del movimiento armónico simple en el caso de un po-
tencial U 	x �y
 y tan solo se dice a modo de complementación cultural que es necesario
considerar la matriz de valores Mab

� ∂ 2U �∂xa∂xb, se debe diagonalizar y estudiar sus
autovalores.

Sin embargo, un caso simple ocurre en el movimiento en dos o tres dimensiones de una
partı́cula unida a un resorte ideal. En este caso, la energı́a potencial tiene un sólo mı́nimo
que es igual en todas las direcciones. Se tiene, entonces el llamado oscilador arm ónico
tridimensional .

La ecuación para un oscilador armónico tridimensional de largo natural nulo ubicado en
el origen es

m
�̈
r 	t 
 � �k

�
r 	t 
 (5.2.11)

Se trata de un problema con fuerza central, por tanto, como el momento angular respecto
al centro de fuerza se conserva, el movimiento es plano, como se discutió en la sección
2.5. Todo el movimiento, entonces, ocurre en un plano, el que queda determinado por las
condiciones iniciales. Conviene escoger al plano XY coincidiendo con el plano del movi-
miento. En tal caso la ecuación anterior se separa en dos ecuaciones independientes,

mẍ	t 
 � �k x	t 

mÿ	t 
 � �k y	t 
 (5.2.12)

Cada una de estas dos ecuaciones tiene solución del tipo (3.2.6) con constantes deter-
minadas por las condiciones iniciales,

x	t 
 � A1 sin	ω0 t 
 � B1 cos	ω0 t 

y	t 
 � A2 sin	ω0 t 
 � B2 cos	ω0 t 
 (5.2.13)

Si se da una posición inicial
�
r0

� 	x0�y0
 y una velocidad inicial
�
v0

� 	vx0 �vy0
, entonces se
tiene cuatro condiciones para determinar a las cuatro constantes A1 .. B2.
�

Demuestre que (5.2.13) implica que la trayectoria en el plano XY es siempre una elipse con
centro en el origen.

5.3. Oscilador forzado

5.3.1. La ecuaci ón del oscilador forzado

En variadas ocasiones una partı́cula que se encuentra cerca de un punto de equilibrio
estable es forzada externamente. El movimiento que resulta es en general complejo, de-
pendiendo del tipo de fuerza externa que actúa y de la amplitud de ésta. Si la amplitud de
la fuerza no es muy grande, entonces la partı́cula se alejará poco del punto de equilibrio
estable, pudiéndose aplicar el formalismo de pequeñas oscilaciones. La fuerza externa
puede ser de muchos tipos, pero un caso particularmente interesante corresponde en

Universidad de Chile Escuela de Ingenierı́a y Ciencias



92 P. Cordero S. & R. Soto B. versión de 23 de septiembre de 2005

que esta depende explı́citamente del tiempo. Un ejemplo cotidiano se da con un temblor
que hace vibrar a los edificios en torno a su posición de equilibrio.

Consideremos una partı́cula de masa m en una dimensión que se mueve bajo la acción de
una fuerza conservativa que viene de un potencial U el cual tiene un punto de equilibrio
estable en xe, más una fuerza que depende del tiempo pero no de la posición Fe

	t 
. Cerca
del punto de equilibrio estable, la ecuación de movimiento es

mẍ � �k 	x � xe
 � Fe
	t 


donde

k � �
d2U
dx2 �x�xe

Como el movimento natural (sin forzamiento) de la partı́cula es armónico, resulta natural
estudiar el caso en que la fuerza externa también es armónica (sinusoidal). Diremos que
la fuerza externa se puede escribir como Fe

	t 
 � kQsin	ωt 
, donde Q mide la amplitud de
la fuerza y ω es la frecuencia angular de la misma, que no necesariamente coincide con
la frecuencia angular de las pequeñas oscilaciones.

La ecuación de movimiento que resulta es

mẍ � �k
�
x	t 
 � Qsin	ωt 
� (5.3.1)

donde por simplicidad se puso xe
� 0. Si xe �� 0, entonces basta con hacer el cambio de

variables y	t 
 � x	t 
 � xe y se obtiene la misma ecuación.

5.3.2. Soluci ón, resonancia y batido

Este tipo de ecuación lineal inhomogénea tiene la siguiente propiedad. Si dos funciones
x̄ 	t 
 y x	t 
 la satisfacen, entonces su diferencia,

y	t 
 � x	t 
 � x̄	t 
 (5.3.2)

satisface la correspondiente ecuación homogénea

mÿ	t 
 � �k y	t 
 (5.3.3)

cuya solución, como ya sabemos, es de la forma y	t 
 � A sin	ω0 t 
 � B cos	ω0 t 
.
A continuación se verá que existe una solución de (5.3.1), que se denominará x̄ 	t 
, que
tiene la forma

x̄	t 
 � D sinωt (5.3.4)

siempre y cuando D tenga un valor muy preciso. Puesto que ¨̄x � �ω2 D sinωt, entonces
al exigir que se satisfaga (5.3.1) se deduce que

D � ω2
0 Q

ω2
0 � ω2

(5.3.5)
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y la solución x	t 
 general es x � y

�
x̄,

x	t 
 � ω2
0 Q

ω2
0 � ω2

sinωt
�

A sin	ω0 t 
 � B cos	ω0 t 
 (5.3.6)

El primer término de la solución tiene frecuencia angular ω asociada a la forzante y tiene
coeficiente fijo, mientras que el resto tiene la frecuencia ω0 asociada al sistema masa-
resorte 	m �k
. La superposición de dos dependencias temporales con distinta frecuencia
puede producir el fenómeno de batido que se ilustra en la figura que sigue: las funcio-
nes se suman y restan sucesivamente, produciendo una función con una envolvente de
perı́odo mucho más largo que las funciones que lo componen.
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Un oscilador de frecuencia natural ω0 forzado por

una fuerza periódica con frecuencia ω cercana a la

frecuencia ω0 muestra un comportamiento temporal

en paquetes como se aprecia en la figura. Si dos

cuerdas de guitarra se afinan a notas muy cercanas

el sonido que resulta al tocarlas simultaneamente

tiene esta propiedad que se llama de batido, clara-

mente audible. Esta es una propiedad de la solución

(5.3.6).

Esta solución tiene una propiedad muy es-
pecial. El punto oscilante puede llegar a ale-
jarse bastante de su posición de reposo de-
bido al primer término en (5.3.6). Si se co-
mienza a variar lentamente la frecuencia an-
gular ω de la forzante acercándo ω a ω0,

el coeficiente ω2
0 Q

ω2
0�ω2 crece indefinidamente,

permitiendo que la amplitud de las oscila-
ciones también crezca sin lı́mite. La ampli-

tud ω2
0 Q

ω2
0�ω2 del término resonante cambia de

signo cuando se pasa de ω � ω0 a ω � ω0.

En un sistema real este proceso tiene un
lı́mite porque, si bien para pequeñas os-
cilaciones (amplitud pequeña) un sistema
puede comportarse como aquel que hemos
estado describiendo, para amplitudes más
grandes la ley de fuerza se hace notoria-
mente diferente y el sistema deja de com-
portarse en forma puramente elástica.

El movimiento descrito por (5.3.6) es una primera forma de ver un fenómeno de enorme
importancia práctica llamado resonancia. Cuando la frecuencia de una forzante ω coinci-
de (o es muy parecida) a la frecuencia natural ω0 del sistema, se produce una resonancia.
Desde el punto de vista meramente matemático (5.3.6) es divergente si ω � ω0. En la
práctica, como se discutirá más adelante, el sistema oscila mucho más fuertemente.

5.3.3. Ejemplos en la pr áctica

Este fenómeno se puede ver en numerosos ejemplos de la vida cotidiana.
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� Cuando el ruido de un motor acelerando llega a una ventana, el vidrio suele, en un
determinado momento, vibrar fuertemente. Esto se debe a que el panel de vidrio de
esa ventana tiene una frecuencia natural de vibración y el ruido que llega a través
del aire (ondas de compresión) actua como forzante. La frecuencia del motor va
variando, porque está acelerando, y en algún momento coincide con la frecuencia
del panel.

� El movimiento de cabeceo de un barco tiene una frecuencia natural de oscilación.
Si el barco se ve enfrentado a un oleaje suave que tiene la misma frecuencia, pue-
de llegar a cabecear tan fuerte que podrı́a hundirse. Hundimiento en dia claro y
tranquilo.

� Por lo compleja que es la estructura de un edificio, estos tienen varias frecuen-
cias naturales de vibración. Si ocurriera que la frecuencia de un temblor coincide
con alguna de las frecuencias naturales del edificio este se puede llegar a romper.
Técnicas actules permiten que esto no ocurra.

� En un camino irregular no muy duro las ruedas de los automóviles rebotan y luego
golpean fuertemente al camino. La repetición de este proceso termina haciendo una
superficie ondulada bastante regular que se conoce como calamina. Los vehı́culos
que transitan sobre un camino calaminado pueden entrar en resonancia y deben
cambiar de velocidad para evitarlo.

5.3.4. Un ejemplo sencillo

Un ejemplo mecánico simple que presenta forzamiento ocurre cuando se considera el
caso de un resorte unidimensional de largo natural nulo y en ausencia de gravedad, cuyo
extremo A extremo oscila en torno al origen: xA

	t 
 � Q sin	ωt 
 con frecuencia angular ω,
en general, distinta a ω0

� �k�m.

O
A

x ox x(t)

X

(t)

El punto A se mueve oscilando en

torno al origen: xA � Qsin�ωt �.

El resultado efectivo es que aparece un nuevo término de
fuerza en la ecuación de movimiento, y es una fuerza osci-
lante que llamaremos forzante.

La ecuación de movimiento es mẍ � �k 	x	t 
 � xA
	t 

. Al

reemplazar el movimiento del extremo se obtiene

mẍ � �k 	x	t 
 � Qsin	ωt 


que es la ecuación ya vista del oscilador armónico forzado.
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