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2.8

2.9

2.10

debe escribir con un vector general perpendicular a f. Demuestre que la fuerza normal entonces es
de la forma: N = q?)NqJ + (Rsine — pcosB) N,. Una vez que se tiene las fuerzas, la ecuacion de movi-
miento (Il ley de Newton) puede ser escrita y descompuesta en tres ecuaciones escalares. Hay que
tomar en cuenta que la argolla solo se puede mover a lo largo de la varilla, es decir, siempre se debe
satisfacer p(t) = z(t) tan6 (*). En estas ecuaciones escalares aparecen las cantidades desconocidas
Nn Y Ny, pero si se usa (*) se puede obtener una ecuacion libre de estos coeficientes. Tal ecuacion
entonces se puede integrar y se obtiene z(t). A partir de ahi el problema es muy sencillo.

Hay un hilo enrollado alrededor de un ci-
lindro. El eje del cilindro es horizontal, su
radio es Ry la altura desde el suelo al
eje es L. En el instante inicial esta de-
senrollada una parte del hilo, de longitud
D, la que se mantiene tirante y horizon-
tal, @ = 0. En esa punta del hilo hay un
cuerpo de masa m. Este cuerpo se suel-
ta desde el reposo y a medida que cae
el hilo se va enrollando. a) Determine la
tension del hilo como funcion del angu-
lo ¢. b) Dé la forma de la aceleracion y
determine el radio de curvarura. Interpre-
te.

Indicacion: Conviene tomar el origen en el eje del cilindro y escribir el vector posicion del cuerpo
como la suma de los vectores posicion del punto P de tangencia del hilo (Pp en la direccion p) y el
vector que apunta en la direccion del hilo y que es tangente al cilindro, en la direccion ¢.

Desde el punto de vista del momento angular estudie el péndulo conico descrito en la sec-
cion 2.3.1. Haga su estudio en dos casos: (a) cuando el origen ¢ para definir el momento
angular y el torque esta al centro de la circunferencia que describe la particula y (b) cuando
0 se escoge en el punto en que el hilo se une al techo. En ambos casos escriba el vec-
tor posicion de la masa m usando los vectores unitarios asociados a coordenadas conica,
obtenga la velocidad, calcule el momento angular y el torque y compruebe que (2.3.5) se
satisface.

Un astronauta de masa m se aleja de su have unido a ella por una cuerda, pero impulsado
por sus propios cohetes. Debido a que se le acaba el combustible debe ser traido de vuelta
recogiendo la cuerda. Esto se comienza a hacer cuando la cuerda esta tirante, tiene una
longitud extendida Ry desde la nave y la velocidad angular del astronauta, respecto a la
nave, es Qq. La cuerda comienza a ser recogida con rapidez constante vo. Suponga que
no hay complicacion alguna en el momento de comenzar a recoger la cuerda. a) Encuentre
la rapidez del astronauta en funcion de la distancia a la nave. b) Si se sabe que la cuersa
soporta una tension maxima 27m R)Qg antes de cortarse, determine a qué distancia de la
nave se encuentra el astronauta en el momento en que la cuerda se corta. Nota: la nave
tiene masa tan grande que para todos los efectos de este problema puede tomarse como
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un punto fijo.

2.11 Un péndulo plano de largo Ry masa mes liberado desde su punto mas bajo (¢ = 0) con una
velocidad angular an. No alcanza a llegar a la cuspide (altura 2R medida desde el punto
mas bajo) porque cuando @ toma el valor @, el movimiento deja de ser circunferencial.
Obtenga una expresion para cosgy en funcionde m, g, ap y R.

2.12 Sobre un plano horizontal esta apoyada una cufia de masa M y sobre la cufia hay un

cuerpo de masam. O (0 e Despreciando todos los roces, determine
el movimiento de este sistema si inicialmente ambos cuerpos estan en reposo.
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Capitulo 3

Fuerzas especificas y movimiento

3.1. Ley de Gravitaci 6n Universal

3.1.1. Laley

La te Fcera Iey de Ke p|el’ dice que el cubo de la distancia media,

R, de un planeta dividida por el cuadrado de su periodo, T, es la misma constante para
todos los planetas, es decir para cualquier planeta a el cuociente

@ —k Kepler enunci6 sus dos primeras leyes en
T2 1609, mientras que la tercera es de diez afios
después, 1619. Isaac Newton se baso en la
tercera ley de Kepler para afirmar en 1666
gue existe una fuerza de atraccion gravitacio-
nal que es proporcional al inverso del cuadra-
do de la distancia entre los dos cuerpos.

da un valor k que no depende del planeta.
Kepler establecio que las orbitas son elip-
ses. También establecio la ley (2.5.3) que
sabemos que significa que el momento an-
gular se conserva.

Esto Gltimo sugiere que la dinamica de los planetas esta gobernada por una fuerza cen-
tral. Si la fuerza es central de la forma f(r)f, la Gnica aceleracion que sufren los planetas
es la centripeta, descrita en (1.4.12). ¢/ Qué forma tiene tal ley de fuerza?

Aun cuando los planetas se mueven en Orbitas elipticas, éstas son muy poco excéntricas,
es decir, son casi circunferenciales. La velocidad media del planeta a es practicamente
su velocidad real todo el tiempo, y se puede estimar dividiendo el camino recorrido en
una Orbita: 2R, por el tiempo T, que tarda, es decir, Va = 21R,/Ta. Se sabe, ver (1.4.12),

gue la aceleracion centripeta aéa) es de magnitud V2/Ra,

@ 1 <2nRa>2_4n2Ra_4n2Rg_4n2k
TR ) T TR R

Con la Gltima expresion a la derecha se ha podido escribir la aceleracion centripeta en

(3.1.1)
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términos tan solo de la constante 4%k y de la distancia al centro de fuerza (distancia al
sol). Por tanto, la magnitud de la fuerza sobre el planeta a tiene que estar dada por esta
aceleracion multiplicada por la masa del planeta y tiene que apuntar hacia el centro:

. 412k M
Fa == —7a f.\
RZ

(3.1.2)

El planeta Jupiter tiene muchas lunas y ese sistema se comporta como un sistema solar
autobnomo. Cuando se estudio si la ley de Kepler (3.1.1) se cumplia para ese sistema se
obtuvo que se cumple, pero la constante k que resulta es otra. Hoy sabemos, gracias a
la ley de gravitacion universal de Newton, que esa constante k es proporcional a la masa
del objeto masivo que crea la fuerza central (el sol en un caso y Jupiter en el otro).

El argumento dado al comienzo, en torno a (3.1.1), tiene sentido tan solo si la orbita es
circunferencial o muy proxima a serlo. Pero la conclusion de ese caso particular, ayuda
a entender como se puede llegar a concebir la ley de validez universal que ahora se
introduce.

La ley universal de gravitacion enunciada por Newton dice que la fuerza de atraccion que
ejerce un punto material de masa mp sobre un punto material de masa mg es

Fsobre B= —G——T (3.1.3)
'AB
donde f es el vector unitario que apunta desde el centro A de fuerza hacia B.
La constante universal de gravitacion G vale
11 Nm?

Esta misma ley se puede también escribir utilizando vecto-
res posicion ra y g respecto a cualquier origen ¢'. La fuerza
sobre B debido a A es

Ma M

Fope —G-_TAMB
BA [Fa—Tall®

(fs—Ta) (3.1.5)

El movimiento que se deduce con esta fuerza, en particular
el movimiento planetario, sera discutido mas adelante.

3.1.2. Aceleraci 6n de gravedad

De acuerdo a (3.1.3) la magnitud de la fuerza que la Tierra ejerce sobre un cuerpo de

masa mes Mm
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donde M es la masa de la Tierra, R es su radio al nivel del mar y h es la altura sobre
el nivel del mar que esta el cuerpo de masa m. Siempre se identifica esta fuerza con el
producto mg,, por tanto, la aceleracion de gravedad resulta valer

g GM GM GM 1 GM ( 1 2h>
h= 2= 2~ 2 - R \TTR
(R+h) R2(1+ 1) RF1+2 R R

(3.1.7)

gue depende de la altura h. En el calculo anterior se ha supuesto que la altura h es

mucho menor que el radio de la Tierra, h < R. El radio de la Tierra es |R=6,3710m | lo
gue garantiza que la aproximacion hecha es excelente aun si h es la altura del monte
Everest (Ngyerest ~ 8,810°m).

Se llamara gp a la aceleracion de gravedad al nivel del mar. Puesto que la masa de la

Tierra es|M = 5,98 1G*Kg |, resulta

GM m
%o="Tg =982

& Demuestre que la aceleracion de gravedad en Santiago difiere en menos del 1% de go.

(3.1.8)

3.2. Fuerza el astica ideal

3.2.1. Generalidades

El tipo de problemas que se va a abordar en es-
ta seccion tiene un grado de aplicabilidad que va A
mucho mas alla de lo que podria aparentar. Su-
perficialmente esta seccion trata de una particula

de masa men el extremo de un resorte cuyo otro Kk

extremo esta fijo en un punto que se ha designa- r D(t)

do A en la figura adjunta. Lo que se estudia es A

como oscila este sistema pero los resultados que

se obtiene son generalizables a todo tipo de sis- r =)

temas elasticos.

La fuerza que ejerce un resorte ideal de largo natural Do sobre un cuerpo P depende
linealmente de la deformacion (alargamiento o acortamiento) que sufre el resorte y es
proporcional a la constante elastica k del resorte,

Fe=—k(D(t)— Do) f (3.2.1)

donde, D(t) = ||[F—Tal| es el largo actual del resorte y  es el vector unitario en la direccion
del resorte,
r—Ta

F=
[I7 =Tl

(3.2.2)
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En particular si A es el origen, es decirfa=0,y = ﬁ La diferencia D(t) — Dg se suele

denominar la deformacion.
Un resorte se dice duro si su constante k es grande y blando en el otro extremo.

La ley de Hooke se refiere a sistemas en los que, al ser sacados de su posicion de reposo
(o posicion de equilibrio), aparece una fuerza que es proporcional a la deformacion, tal
como en (3.2.1). Esta ley es aplicada en los mas variados contextos. Cuando una cuerda
de guitarra es sacada de su posicion de equilibrio (es pulsada) aparece una fuerza que,
de alguna manera, puede ser asimilada a (3.2.1). Al deformar levemente cualquier cuerpo
solido aparece una fuerza elastica para restituirlo a su posicion original. Como se vera,
(3.2.1) conduce a una dinamica tipicamente oscilante, aunque no siempre lo es.

Un sistema oscilante normalmente pierde energia vy, si esta libre de influencias que le
mantengan sus oscilaciones, regresa al reposo. La ley que rige esta pérdida de energia
se vera mas adelante cuando se trate al oscilador amortiguado.

Otra variante de los osciladores se refiere al caso real en que el sistema no es saca-
do levemente de su posicion de equilibrio, sino que se aleja bastante de ella. En tales
casos es muy tipico que la ley (3.2.1) deje de ser valida. Puede ocurrir que la ley sea
mas complicada, como es el caso del péndulo, (2.3.13) versus el péndulo de pequefias
oscilaciones descrito por la ecuacion (2.3.14). También esto ocurre, por ejemplo, cuando
el sistema ya no sufre una deformacion elastica sino una deformacion plastica. Plastica
es la deformacion que cambia la naturaleza del material, como es el caso de un resorte
gue es estirado mas alla de un cierto limite y se deforma irreversiblemente.

3.2.2. Caso unidimensional sencillo

En el caso unidimensional, en que la particula P en el extremo del resorte—cuyo otro
extremo esta en el origen— se mueve siempre con x(t) > 0, no es necesario usar vectores
y la fuerza se puede escribir como F = —k(x— D) lo que conduce a la ecuacion

m(t) = —k [x(t) — Do) (3.2.3)

Se puede comprobar que la ecuacion anterior tiene como
solucion particular trivial x(t) = Do. Ella corresponde al caso
en que el oscilador esta en reposo en una posicion especial
llamada posicion de equilibrio. La solucion general del pro- \

X(t)

blema se puede integrar facilmente si se hace el cambio de
funcion: x(t) = x(t) + Do, porque la ecuacion queda

mx(t) = —kx(t) (3.2.4)

Se define la frecuencia angular caracteristica del sistema por

k
Wy = \/% (3.2.5)
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La frecuencia propiamente tal se denota v y se relaciona a ayp por | ap = 21v |. El periodo

de tales oscilaciones es T = % = %

Se puede comprobar que la solucion mas general de la ecuacion es x(t) = Asin(wpt) +
B cogant). Volviendo a la funcion original x(t) esta solucion es

X(t) = Do+ Asin(apt) + B cog ant) (3.2.6)

Las constantes Ay B dependen de las condiciones iniciales. Por ejemplo, si x(0) =X y
X(0) = vp entonces la solucion se convierte en

X(t) = Do+ V_a; sin(axnt) + (Xo — Do) cog ant) (3.2.7)

(compruébelo).
& Escriba la solucion anterior en la forma

X(t) = Do+ Csin(apt + yo) (3.2.8)
y encuentre la relacion entre (C, yo) Y (Xo, Vo)-

La funcion x(t) que ha quedado definida oscila en el tiempo en forma sinusoidal, tomando
iguales valores en tiempos separados por un multiplo entero de T = %’f (T es el periodo
de la funcion x(t)), ver la figura asociada a la solucion de la ec. (3.2.4).

& Demuestre, a partir de (3.2.6), que (x(t) — Do) es una funcion cuyos valores maximo y minimo
son
[X(t) — Dol max min= £V A?+ B2 (3.2.9)

Estos valores son la amplitud de las oscilaciones y describen cuanto se aleja la particula
oscilante de su posicion de reposo.

La solucion que se ha visto esta caracterizada por una frecuencia wy = /k/m. Si el
resorte es duro (k grande) la frecuencia es mas grande, pero si se aumenta el valor de la
masa la frecuencia baja.

Este comportamiento se puede apreciar de la siguiente forma. Un vehiculo disenado para
acarrear grandes cargas tiene resortes (sus amortiguadores) muy duros, de tal modo que
cuando va bien cargado las vibraciones que le provoca las irregularidades del camino
se convierten en frecuencias bajas (suaves se diria en lenguaje coloquial), pero si ese
mismo vehiculo va vacio (masa chica) vibrara a alta frecuencia y se sentira aspero.

En la notacion de (3.2.6) la funcion x toma valores extremos cuando x = 0, lo que ocurre
ent =ty si Acosupt; = B sinapt; lo que ocurre si

A
tanwpt; = B (3.2.10)
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Al reemplazar este valor en (3.2.7) se obtiene

2
v
Xg = Do+ a% + (%0 — Do)? (3.2.11)

Con signo + se tiene el valor maximo de x y con el signo menos se tiene el valor minimo.
Esta expresion es equivalente a (3.2.9).

3.3. Fuerza de roce est atico y din amico

Ya se ha dicho que si dos cuerpos estan en contacto, sobre cada uno de ellos actua
una fuerza llamada de contacto. Esta fuerza tiene una descomposicion Gnica en una
componente perpendicular a la superficie tangente al contacto, que se denomina normal,
N, y una componente paralela al contacto, que es la fuerza de roce.

Si no hay movimiento relativo entre las dos superficies en contacto, la fuerza paralela al
contacto que actua sobre cada uno de los dos cuerpos se llama fuerza de roce estatico,
Fre, mientras gue si hay movimiento relativo, se llama fuerza de roce dinamico, Frp.

3.3.1. Roce est atico

Al aplicar una fuerza F sobre un cuerpo A apo-

yado en una superficie, puede ocurrir que A no

se mueva. Esto se debe a que en la region de Fuerza aplicada
contacto entre Ay la superficie aparece la fuerza, externamente
llamada de roce estatico, que se opone al movi-
miento. Esta fuerza de roce estatico anula la com-
ponente F de la fuerza F que es paralela al con-
tacto. Si F sobrepasa un cierto valor, el cuerpo ya
no podra permanecer en reposo. El valor maximo
alcanzado por Fre obedece la siguiente ley, que depende del valor de la magnitud de la
fuerza normal, N presente en el contacto,

Al aplicar una fuerza externa sobre un cuerpo
que esta apoyado sobre una superficie puede
ocurrir que este cuerpo no se mueva.

IFRell < Lel|IN|| (3.3.1)

donde N es la fuerza normal mencionada mas arriba y [ es el llamado coeficiente de
roce estatico. Este coeficiente depende de la naturaleza de los materiales en contacto y
de la calidad, por ejemplo la rugosidad, de las superficies.

EJEmMPLO: Las fuerzas sobre un vaso sobre una mesa inclinada son: su peso, mg, que
apunta vertical hacia abajo, la normal N | que apunta perpendicular a la mesa (direccion K,
ver figura) y la fuerza de roce estatico, Fre que apunta en una direccion paralela a la me-
sa.
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Puesto que el vaso esta inmovil la aceleracion es
nula y por tanto la fuerza total es cero, es decir,
N -+ Fre+ mg = 0. Las fuerzas se pueden escribir:

— A

N = Nk (3.3.2)
mg = -mg(kcosa+Tsina) (3.3.3)

Puesto que estas dos fuerzas mas la fuerza de
roce deben sumar cero, y la fuerza de roce por
definicion no tiene componente en la direccon K,
necesariamente se cumple que la fuerza de roce
es paralelaaiy

Fre = Timgsina (3.3.4) Unvaso en reposo sobre una mesa inclina-
N = k mgcosa (3.35 da. La suma de la normal y el roce estatico
"7 cancelan exactamente al peso.

Como se puede apreciar, la magnitud de la fuerza

de roce estatico queda determinada por el valor

de otras fuerzas a través de la condicion de que la suma total garantice (en este ejemplo)
el reposo. La condicion (3.3.1) implica que tana < L. <«

EJEMPLO. Una cinta como la que se muestra en la figura adjunta, tiene la forma del manto
de un cilindro de eje vertical y de seccion circular de radio R, y gira con velocidad angular
uniforme .
En el interior de la cinta esta apoyado un cuer-
po de masa m como lo muestra la figura adjunta.
Si se conoce el coeficiente de roce estatico entre
este cuerpo y la cinta, se vera que se puede de-
terminar el minimo valor que debe tener w para
gue el cuerpo de masa mno caiga.

Usando coordenadas cilindricas, la fuerza nor-
mal, que actua sobre el cuerpo tiene que apun-
tar perpendicular a la superficie de la cinta: N =
—Np, pero el valor del escalar N aun no se co- -
noce. El peso es mj = —mgk. Se puede adivinar
que la fuerza de roce FrE apunta en la direccion k:
Fre = F k. Esta vez la suma de todas las fuerzas
debe ser igual al producto de la masa por la ace-
leracion del cuerpo que tiene movimiento circu-
lar con velocidad angular uniforme. Esta acelera-
cion, de acuerdo a (1.2.4), en este caso es —Rw?p. Todo esto conduce entonces a dos
relaciones escalares:

Una cinta circular gira con velocidad angular
uniforme w en torno a un eje vertical. En el
interior de la cinta se mantiene fijo un objeto
gracias al roce estatico.

F=mg y N=mRw’ (3.3.6)
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Pero la ley (3.3.1) de roce estatico exige que F < uemRw?, con lo que finalmente se

obtiene que
/9
w>,/— 3.3.7
—\ UeR ( )

Si la velocidad angular tuviera un valor menor que éste, el cuerpo no podria tener roce
estatico y cae. «

& Resuelva el problema de la cinta que aparece en el texto principal, pero esta vez la velocidad
angular de la cinta no es uniforme sino que w = Q — apt. La velocidad angular inicial Q satisface
la desigualdad (3.3.7).

& Sobre una superficie que corresponde al interior de un cono vertical con vértice abajo esta apo-
yado un cuerpo de masa m. Cuerpo y superficie giran con velocidad angular w constante, en torno
al eje vertical, sin que el cuerpo deslice. Encuentre las condiciones para que esto ocurra. Al ana-
lizar este problema debe cuidadosamente analizar diversos casos. Por ejemplo, se debe separar
los casos en que (g cosd — pw? sinB) es positivo o negativo. Aqui 8 es el angulo entre la vertical
y una generatriz del cono, g es la aceleracion de gravedad y p es la distancia entre el cuerpo y el
eje de rotacion.

3.3.2. Roce din amico

El roce dinamico existe cuando hay movimiento relativo entre las superficies en contacto.
La fuerza de roce en este caso depende de la velocidad relativa entre el cuerpo que se
estudia y la superficie con la que esta en contacto: Vg = V— Vs, donde V es la velocidad
del cuerpo y Vs es la velocidad de la superficie. La ley de roce dinamico es

IE'RD: —Ug N Vel (3.3.8)

donde Ly es un coeficiente que depende de la naturaleza de las superficies en contacto,
N = ||N|| es la magnitud de la fuerza normal sobre el cuerpo que desliza y Vre| = Vel/||Vrel|
es el vector unitario que apunta en la direccon de la velocidad relativa entre ambas su-
perficies. Es muy notable que esta fuerza no depende de la magnitud de la superfice de
contacto.

El contacto entre dos cuerpos, entonces, esta ca-
racterizado en general por dos coeficientes de ro-
ce, el coeficiente de roce estatico y el coeficiente
de roce dinamico. Siempre se cumple que

He > Hd (3.3.9)

.k
direccion de
maxima pendiente

EJempLG Consideremos un péndulo de largo R

apoyado en un plano inclinado. El plano forma un Un péndulo apoyado en un plano que produ-
ce roce.
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angulo a con el plano horizontal. Se escoge coor-

denadas cilindricas con eje que pasa por el punto

fijo del hilo y con eje Z perpendicular al plano incli-

nado.

Entonces la coordenada p siempre vale Ry la coordenada z siempre es nula. Para
describir el estado del péndulo basta el angulo @ que se indica en la figura adjunta.
El vector posicion es ¥ = Rp. Se da como condiciones iniciales @(0) =0y ¢(0) = 0.
Ademas se sabe que se detiene en @ = @ sin haber retrocedido nunca. Veremos que
estos datos determinan el valor del coeficiente de roce pig. La fuerza normal es N = NK,
la tension del hilo es T = —T), la fuerza de roce es Frp = —gN @, €l peso es mg =
mg(—kcosa + sina (@cosrp—i— psing)). La fuerza total entonces vale

F = (mgsina sing—T) p+ (mgsina cosp— g N) @+ (N —mgcosa) k (3.3.10)

pero como no hay movimiento en la direccon k la correspondiente componente de la
fuerza tiene que ser nula, lo que implica que

N = mgcosa (3.3.11)

El torque es T = RP x F, por tanto el torque tiene sélo componente a lo largo de k.

De (1.2.4) se obtiene que la velocidad y la acele-
racion estan dadas, en el caso actual, por \k

V=RgQ@ d=-R¢’p+Rpo (3.3.12)

Entonces el momento angular vale

7 = m(R) x (ROP) a
= m qu’k (3.3.13) La situacion de la figura anterior pero vista en
q ; forma trasversal. El vector unitario k se esco-
y de aqui o7 ge perpendicular al plano inclinado.
a:mRZ('pR (3.3.14)

gue es consistente con que el torque también apunta en la direccion k. La ecuacion
dinamica que resulta es
R@ = g sina cosg — Lg g cosa (3.3.15)

Si esta ecuacion es multiplicada por ¢ se puede integrar facilmente y se obtiene
1_. . .
éR(pZ: (sinasing— g @ cosa) g (3.3.16)

Si en este resultado se reemplaza por el valor @, para el cual el péndulo se detiene, se
debe tener que el lado izquerdo sea nulo y entonces
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0= (sinasing, — Ly ¢y cosa) g (3.3.17)
qgue implica
Hg = % tana . | (3.3.18)

& Considere el sistema que se muestra en la figura. Se

trata de un bloque de masa m sobre una cinta sin fin que

se mueve con rapidez uniforme vg. El bloque esta ademas

unido a un resorte de constante elastica k y largo natural @ - @
Do. El bloque tiene coeficientes de roce estatico y dinamico —
Le Y Hg con la cinta. Haga un analisis exhaustivo del tipo de Un bloque apoyado en una cinta
movimiento que tiene el bloque segln el valor de vo cuando sin fin esta también unido a un re-
los demas parametros estan fijos. Puede darse las condi- sorte. Puede haber momentos en
ciones iniciales que estime conveniente. que hay roce estatico.

3.4. Roce viscoso

3.4.1. Generalidades

Cualquiera que haya tratado de correr con el

agua hasta la cintura sabe que el paso de un $ $V ' EgT o J] $
cuerpo a través de un medio fluido encuentra una

resistencia al movimiento. A esta fuerza la llama-
remos fuerza de roce viscoso. Este fenbmeno es
complejo porque depende de muchos parame-
tros. Por ejemplo depende de la forma del soli-
do, pero ademas—dada una forma—depende del
angulo con que el cuerpo enfrenta al fluido. De-
pende ademas de la naturaleza de la superficie
(suave, aspera ..), depende de la forma especifi-
ca como el fluido se relaciona con la superficie soélida (por ejemplo, importa si un liquido
moja 0 no moja a ese solido), depende de la temperatura etc.

Simplificando mucho el fenbmeno se puede decir que hay dos regimenes: el fluido rodea
al sélido en forma suave (se dice, flujo laminar), o bien el fluido forma turbulencias. En
el primer caso la ley de roce queda bien descrita por una ley lineal (ver mas abajo en la
sec.§3.4.2) o, si es turbulento, por una ley cuadratica, descrita en la sec. §3.4.3.

El roce viscoso depende de la forma del ob-
jeto y también del angulo entre esa formay la
velocidad relativa al medio fluido.
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3.4.2. Roce viscoso lineal

La ley de roce viscoso lineal establece que esta fuerza es proporcional a la velocidad
relativa entre el solido y el fluido y el coeficiente de proporcionalidad es negativo

ﬁrv| - _Cv (3'4'1)

donde ¢ > 0, y ¢, como ya se ha dicho depende de una gran cantidad de parametros
particulares a cada caso.

EJEmMPLO: Consideremos el lanzamiento de un proyectil tomando en cuenta el roce vis-
coso del aire, el cual supondremos que es de tipo lineal. La ecuacion de movimiento
es 2 .

m% = —c%—l—mq (3.4.2)
En coordenadas cartesianas con eje Z vertical, y escogiendo la orientacion del eje X tal
gue la velocidad inicial conocida sea Vg = vy + szo, todo el movimiento transcurre en el
plano XZy la ecuacion se puede escribir por componentes en la forma

mi% CcV
dt X
dv,
ma == —CVZ —m g
gue son dos ecuaciones independientes.
La segunda ecuacion se puede escri-
bir en la forma 3
dv,
Tt c . dv. c 2t 1
dt g=-—  obien Tg=——dt |,
(3.4.3) i ]
Recordando que la primitiva asociada
a integrar sobre v, al lado izquierdo es N
2 b ]
y la primitiva al integra sobre t al la-

do derecho es t mismo entonces, in- -3 : ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6

tegrando er_‘tre t=0ytaladerechay, Cualquiera que sea la condicion inicial para v, esta com-
correspondientemente, entre vy Yy V4(t)

- i i ponente de la velocidad, con el transcurso del tiempo v,(t)
a la izquierda, se obtiene

se acerca siempre a un mismo valor asintético.
ct/m_ @ 1— e—ct/m
(3.4.4)

Vz(t) =vgpe"
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En particular, se puede ver que cuando t — o, v, - —59, En la figura adjunta se muestra
la evolucion de v, con diversos valores iniciales vy.

Puesto que la velocidad asintotica en este ejemplo, es negativa se puede observar que si
el valor inicial es positivo, en algin momento se anula. Esto quiere decir que el proyectil
esta inicialmente subiendo v;(0) > 0, en algin momento t* su velocidad vertical se anula
V;(t*) = 0 para finalmente comenzar a descender, v,(t) < 0.

& Demuestre que la funcion z(t) que surge de lo anterior es

v
At) =20+ — (Vzo gt)+—g—?(%}+vzo)e‘°t/’“ (3.4.5)

Una trayectoria balistica con este ti-
po de viscosidad se obtiene usando Proyectil y viscosidad
(3.4.5) y una expresion similar para
X(t). La Unica diferencia es que en la
direccion X se debe eliminar los térmi-
nos que contienen g,

altura

X(t) =X+ %on - %on e /M (3.4.6)

Combinando (3.4.5) y (3.4.6) se obtie-
ne trayectorias como la que se mues-
tra en la figura.

Marginalmente se hace notar que de «

(3.4.6) se puede despejar t para utilizar Trayectoria de un proyectil para el cual la viscosidad del
esa forma en (3.4.5) lo que da a zCcomo e tiene un efecto apreciable. Para calcular esta curva
funcion de x. En efecto se utiliza la ley de roce viscoso lineal siguiendo el método

. m n [1_ c(x—xo)] (3.4.7) que se indica bajo (3.4.5)
Mo
y entonces
mg ng [ (X—Xo)]
z +—+——=X—X)+—1In 3.4.8
) =2+ Xo( Xo) - (3.4.8)

es la trayectoria del lanzamiento balistico con roce viscoso lineal.

A Se sabe que en lanzamiento balistico sin roce viscoso desde un punto a otro a igual altura,
el alcance maximo se obtiene cuando la velocidad inicial forma un angulo de 7 con respecto a
la vertical. Obtenga la expresion para el alcance maximo en una situacion S|m|Iar pero cuando el
roce viscoso lineal es tomado en cuenta.

Tanto la solucion (3.4.4) y (3.4.5) parecen ser singulares para ¢ = 0, ya que c aparece
en denominadores. Esto, sin embargo, es solo aparente. Si se analiza, por ejemplo, el
caso de (3.4.4), el primer término sencillamente tiende a v, mientras que el paréntesis
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c’t?

7 - 7 . . _ Ct . -7
en el tltimo término contiene (1—exg—ct/m|) =1-1+ 5 — 55 +... Si esta expresion

se multiplica por mg/c y se hace el limite ¢ — 0 se obtiene gt y el resultado neto es
V4(t;c=0) = v, — gt que es la solucion conocida en el caso sin roce Vviscoso.

3.4.3. Roce viscoso cuadr atico
En el caso del roce viscoso cuadratico la fuerza de roce es
IE.rvc =—n|v||v (3.4.9)
Sin gravedad: Como primer ejemplo resolvamos el sencillo caso en que ésta es la Unica fuerza
y el movimiento es en una sola direccion. Supondremos que v > 0 todo el tiempo, entonces
m=—nv
gue se resuelve primero escribiendo la ecuacion anterior en la forma

dv.. n

— =t
V2 m

Si el lado derecho se integra entre t = 0 y un valor arbitrario de t, el lado derecho debe integrase
entre el valor de vent =0, que se denotara vp y un valor arbitrario v(t). Se obtiene entonces

B 1 4 1 __nt
vit) w0 0m
gue da v
0
m

Se puede notar que la velocidad inicial es realmente vp y que la velocidad decrece monétonamente
con el tiempo acercandose cada vez mas a cero.

Con gravedad: Ahora se analizara un caso en que ademas hay gravedad. Este caso es intrinse-
camente mucho mas complicado que el caso de viscosidad lineal y solo se estudiara el movimien-
to rectilineo. Se supondra que el eje Z es vertical hacia arriba y que hay una fuerza constante
La fuerza de roce viscoso apunta hacia arriba si la particula desciende y apunta hacia abajo si va
asciendiendo, es decir,

mz(t) = —n|z(t)|z—mg (3.4.11)

Como siempre, la aceleracion es Z= vy la velocidad es z=.
EL DESCENSQ Vv(t) < 0. En este caso |z = —vy entonces la ecuacion es

mv=nv —mg (3.4.12)
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Existe una solucion en que la velocidad vale v= —./mg/n todo el tiempo, ya que con ella el lado
derecho de la ecuacion anterior es nulo. A esta velocidad (negativa) tan particular la llamaremos
—Ve, CON

mg
o= 4 — 3.4.13
n ( )

gue es una cantidad positiva.

Para hacer mas transparente el método de solucion se hara el cambio de funcion v(t) = —V(t) y
como se trata del caso v < 0 entonces V > 0. La ecuacion dinamica con esta nueva variable es

mV =-nV?4+mg o bien V:—%(Vz—vﬁ,) (3.4.14)

y se puede escribir como una relacion diferencial,

dv

__1

Que, al lado izquierdo, se integra desde V; que es el valor inicial (t = 0) de V(t)
V(t) dV r] t , r]
[ e = _E/o at =Lt (3.4.16)

La integral del lado izquierdo solo tiene sentido si el denominador en el integrando no se anula en
el rango de la integracion. Veremos que este denominador nunca se anula.

La primitiva de la integral a la izquierda es

1 [(Ve—V(t)
—In{ ————= 25 -
2Vco Vco +V(t)
y del lado derecho es —nt/m. Al integrar se obtiene I
entonces 15+
N \Vo+V({H) Vo—Vi/ m
Si para algan instante finito ocurriera que V (t) = ., el N ! ‘ ‘ ‘ )
0 05 1 15 2 25 3

argumento del logaritmo se anularia lo que implicaria  Se puede apreciar el comportamiento de V(t)
un lado izquierdo igual a —e que contradice que se dado en (3.4.17) para diversas velocidades
trate de un instantre finito. Por tanto V(t) # Ve para iniciales y un ve., coman.

todo t finito.

El lado izquierdo se anula cuando V(t) =V; que es lo
gue se debe esperar ya que V; es la velocidad cuando
t = 0. La solucion explicita es

Rz cosh( :) + Voo sinh(\?—:)

= Voo COSh<V:> Vv, Sinh(g_:) Voo (3.4.17)

Q| §le

V(1)
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Cuando t — = la fraccion tiende a 1 y se obtiene v, como debe ser mientras que si se toma
t = 0 los senos hiberbolicos se anulan mientras los cosenos hiperbo6licos se hacen 1y se obtiene
V(0) = V;. Esta funcion es monoétona entret =0y t = co.

En el caso especial V; = 0 el resultado es

V(t;Vi=0) = Ve tanh(g—t> (3.4.18)

[ee]

Otro caso especial de (3.4.17) es aquel en que no hay gravedad. Lo mas sencillo es resolver la
ecuacion desde el comienzo con velocidad inicial V; y g = 0. Pero si se toma el limite de (3.4.17)
cuando v, — 0. Se obtiene

Vi

V(t:g=0)= —=
(tig=0) 1+ Thy

(3.4.19)

gue es el resultado ya visto (3.4.10).

Ahora se deducira la velocidad v¢ que tiene un cuerpo, que comienza a caer desde el reposo y
altura z= h, al llegar al punto z= 0. Cuando no hay roce un cuerpo lanzado verticalmente hacia
arriba, regresa al punto de partida con una velocidad igual a la de partida escepto por el signo.
Con viscosidad se vera que eso no es cierto.

La forma mas comoda de llegar a este resultado se consigue desde (3.4.15) retomando que
V = —vy por tanto dV = —dv
dv gdt
Viz _ V°20 = E (3420)
Al multiplicar esta relacion por v, en el numerador de la izquierda aparece vdv= % dv y al derecho
vdt=dz

/V2 dv2 gdz
2

Lo que se acaba de escribir es que la velocidad varia desde cero a vy mientras la posicion va
desde z= h hasta z= 0. Al integrar se obtiene

V2 vi
h=—jen (1— = (3.4.22)
o bien,
2gh
Vi = \/1—exp [—g] Voo (3423)

& Haga el limite de (3.4.23) cuando el coeficiente de roce viscoso n se anula.
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EL ASCENSQ V > 0. La ecuacion es

mv(t)=—-nv—mg o bien V(t):—%(szrvfo)
(3.4.24)
Puesto que v > 0 esta ecuacion representa una
particula P moviéndose en direccion opuesta a la fuer-
za constante —mg, lo que permite adivinar que P aca-
bara por detenerse. Seguidamente comenzara a mo-
verse en la direccion opuesta pero ese es el otro caso

ya estudiado v < 0. tiempo
De (3.4.24) se obtiene que Forma como decrece v(t) en un movimien-
to ascendente, segln (3.4.27), por efecto del

velocidad

vit)  dv t eso y de una viscosidad cuadratica.
[ i =1 [ar (3.4.25) "7
vo VEFVS mJo
que conduce a
1 [arctan(@> - arctan(ﬁ)] = —Qt (3.4.26)
Voo Voo Voo m
gue puede ser reescrito como
v(t) = tan (arctan(ﬁ> - 3—2) Voo (3.4.27)

Esta expresion que tiene una apariencia algo complicada esta representada en la figura asociada
a (3.4.27), vale vp cuando t = 0 y luego decrece mon6tonamente hasta anularse en un tiempo
finito t;. Si se toma el limite g — 0 da el limite correcto descrito por (3.4.10).

La solucion se hace cero cuando el argumento de la funcion tangente se anula, lo que ocurre en
el instante t; tal que

[ee]

t1 = % arctan(ﬁ> (3.4.28)

La distancia h que recorre desde la posicion inicial hasta el la posiciobn de maxima altura en el
instante t; en que el cuerpo se detiene se puede obtener a partir de multiplicar los integrandos de
la ecuacion inicial (3.4.24) por v(t)

0 vdv n (h
/VO T _ﬁ/o dz (3.4.29)
que lleva a
m (V5
h= n In V—2+1 (3.4.30)

Si esta expresion se iguala con la que se obtuvo en (3.4.22) se despeja

2
Vo

(3.4.31)
1+

Vi =
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