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Se considerara a la Tierra como un sistema con velocidad angular Q constante con res-
pecto a un eje fijo—que une al polo norte con el polo sur. La velocidad angular de la
Tierra es aproximadamante

Qr ~710°°=0,00007 radianes/segundos

Las Gnicas fuerzas noinerciales en S (descritas en coordenadas cilindricas) son

Feentrif = MQ%p p Fcoriolis = 2MQ (P90 — p @) (7.5.2)
Todo el analisis se hara como si la Tierra estuviese aislada de toda influencia externa y
su centro puede ser considerado fijo en un sistema de referencia inercial. En particular,
entonces, se despreciara los efectos que pudieran provenir de la rotacion de la Tierra
alrededor del Sol.

El vector radial desde el centro de la Tierra
y el vector unitario, tangencial a la superfi-
cie esférica y hacia el Sur, expresados en
la base de vectores asociados a coordena-
das cilindricas son

A

Zk+ pp 5 20—k
VZ2+p?’ VZ2+p?

El vector ¢ comiin a coordenadas cilindri-
cas y esféricas apunta en direccion Este.
Se analizara los efectos de la rotacion de la Tierra sobre un cuerpo que se mueve cerca
de la superficie de ella, es decir, se toma g con valor fijo. La fuerza total sobre este cuerpo,
entonces, es

F= (7.5.3)

Fooal— £ 4 mg (7.5.4)

donde f es la suma de las fuerzas inerciales: de resorte, de roce, de viscosidad etc
excepto el peso que se ha escrito aparte.

La ecuacion de movimiento del cuerpo es
ma’ = f+mg—mad x (E) xr’) —2omd x V' (7.5.5)

La fuerza centrifuga: Si se analiza el término centrifugo se vera que es una fuerza
perpendicular al eje de la Tierra, apunta hacia afuera y depende de la latitud, es decir,
depende del angulo 6 de coordenadas esféricas. Esta fuerza solo depende de la posicion
en la Tierra del objeto y resulta natural sumarla con el término de peso produciendo:

Oiocal = g’—ﬁx(f)xf”)
= §+Q%p
gz K g

— - A Ve 7_92 A
VP (W )""
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gue define la aceleracion de gravedad que efectivamente actua en ese lugar. Notese
gue Giocal NO apunta hacia el centro de la Tierra debido a la aceleracion centrifuga. En
particular, por tanto, una plomada apunta hacia el centro de la Tierra s6lo en el Ecuador
y en los Polos. A la aceleracion de gravedad se le agrega un vector en la direccion p
que es perpendicular al eje de rotacion de la Tierra. El denominador /72 + p2 puede ser
aproximado al valor Ry del radio de la Tierra.

& De lo anterior justifique que la desembocadura del rio Mississippi esta mas distante del centro
de la Tierra que su superficie varios kilometros “rio arriba”.

& Calcule, para un punto a nivel del mar, la razén entre el valor de la aceleracion centrifuga en
el ecuador, debido a la rotacion de la Tierra sobre su eje, y la aceleracion de gravedad.

& Compruebe que al comparar numéricamente los dos términos que hay en el gran paréntesis
redondo en (7.5.6), el primero es mas de 200 veces mas grande que el segundo.

La fuerza de Coriolis:  La fuerza de Coriolis es Fegriolis = —2mQ x V'. La Tierra gira hacia
el Este, por lo que la regla de la mano derecha da que Q apunta del polo Sur al polo
Norte. La expresion para esta fuerza en coordenadas esféricas es

Feoriolis = 2mQ (fr’@sir? 6 + 81’ @sinfcosd — ¢ {i'sin6 +r'0cosh})

Los vectores unitarios apuntan: f hacia arriba, 6 hacia el Sur y @ hacia el Este.

Cuerpo que sube: Este es un caso en el cual r > 0, 6=0 y ¢ =0y la fuerza de Coriolis
se reduce a A
@ (—2mQr'sing)

gue es una fuerza que apunta hacia el Oeste. Por ejemplo, el aire que se calienta en
contacto con el suelo caliente en las zonas tropicales sube y la fuerza de Coriolis hace
gue se desvie hacia el Oeste. En todo el globo, los vientos que dominan en el Ecuador
van hacia el Oeste. Si, por el contrario se deja caer un cuerpo desde el reposo, la fuerza
de Coriolis lo desvia hacia el Este.

Combinada con el efecto sobre los aires que en latitudes polares se enfrian y bajan se
obtiene el efecto neto que los vientos y océanos en zonas de tamafio continental tienden
a tener un movimiento rotatorio que es (mirado en un mapa) tipo punteros de un reloj en
el hemisferio Norte y en el sentido contrario en el hemisferio Sur. Ejemplo, la corriente de
Humbolt. El efecto sobre costas Oeste es que acercandose al tropico los aires son cada
vez mas secos y de ahi la existencia del desierto de Atacama, el de California y el de
Namibia.

Cuerpo que se mueve hacia el Sur:  Este esuncasoenelcualf=0,0 >0y =0y la
fuerza de Coriolis se reduce a A '
@ (—2mQr’6 cosh)

que apunta hacia el Oeste en el hemisferio Norte (6 < 11/2) y apunta hacia el Este en el
hemisferio Sur (11/2 < 6 < n).
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Cuerpo que se mueve hacia el Este: Este esuncasoenelcual f=0,0=0y >0y
la fuerza de Coriolis se reduce a una expresion que se escribe en forma muy sencilla en
coordenadas cilindricas

2mQop p

Esta fuerza es paralela a la fuerza centrifuga y aumenta o disminuye el efecto de la
centrifuga segin el signo de ¢@. En efecto, un cuerpo que se mueve horizontalmente de
Oeste a Este experimenta una fuerza de Coriolis paralela a la fuerza centrifuga. Si se
mueve de Este a Oeste estas dos fuerzas son antiparalelas.

> De todo lo anterior se puede comprender que Buenos Aires tiene clima hiimedo y
Santiago tiene clima seco.

& Tomese un sistema de referencia S con origen en el centro ¢ de la Tierra 'y que gira solida-
riamente con ella, y otro sistema Scon el mismo origen pero que no gira. Si un cuerpo, en reposo
con respecto a la Tierra S, es soltado desde una altura h del suelo, tiene un momento angular
en Sque es £ = (Ry+h)?Q donde Ry es la distancia desde ¢ hasta el suelo. Se sabe que ¢ se
conserva porque solo esta actuando una fuerza central, pero h va cambiando a medida que el
cuerpo cae, por tanto la velocidad angular del cuerpo, visto desde S, también va a ir cambiando
para poder conservar el valor de £. Analice desde este punto de vista en qué direccion se desvia
de la vertical el movimiento a media que cae (norte, sur, este, oeste).

> PENDULO DE FOUCAULT: El siguiente problema es soblo para quienes les atrae ha-
cer analisis prolijos y complejos. Ya se sabe que un péndulo plano es un péndulo que
oscila en un plano fijo. Sin embargo, al decir plano fijo se quiere decir mas especifi-
camente que el plano es fijo con respecto a un sistema de referencia inercial. Esto
es equivalente a decir que la velocidad angular de la masa en el extremo del hilo
cambia de magnitud en el tiempo pero su direccion (horizontal) no cambia ya que es
siempre ortogonal al plano de oscilacion. La Tierra al girar, sin embargo, hace que el
movimiento se vea diferente. Un caso trivial de analizar es el de un péndulo oscilan-
do justo en el polo Sur. El péndulo mantiene su plano fijo mientras el terreno bajo el
péndulo gira en torno al eje que pasa justo por el punto fijo en el extremo superior del
hilo. Para alguien parado junto al péndulo le va a parecer que el plano del péndulo va
girando (es la Tierra y no el péndulo quien gira) y completa una vuelta completa en
24 horas. Analice el caso de un péndulo en Santiago y compruebe que el plano del
péndulo hace un giro completo en un tiempo T = 271/(Q cos@) donde Q es la veloci-
dad angular de la Tierray 7 — 6 expresado en grados es la latitud de Santiago. Un
péndulo suficientemente estable que permita observar este fenbmeno se denomina
péndulo de Foucault.
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7.6. Problemas
7.1 Una vara con un extremo en un pun-

7.2

7.3

7.4

to ¢ fijo al sistema inercial S gira A
con velocidad angular constante Q;

en torno a ¢ en el plano XY de S P
El otro extremo de la vara de largo

Ry es el punto O'. Se pide escribir la

ecuacion de movimiento (7.3.1) para 0’/\92

el punto masivo P, masa m, que gira,
en torno a O’ con velocidad uniforme
Q, con respecto a la vara, como lo in- el
dica la figura. (a) Obtenga la ecuacion 0 =

de movimiento de P en el sistema de

referencia S centrado en O’ y que mantiene sus ejes paralelos a los del sistema
inercial S; (b) idem para el sistema S’, también centrado en O’ pero con sus ejes
girando de tal modo que P siempre esta sobre el eje X".

Dos particulas de masa m, unidas por un alambre rigido de masa despreciable y
largo R, pueden moverse a lo largo del interior de un tubo. El tubo esta girando
barriendo un plano horizontal con velocidad angular constante w.

a) Decida si la posicion simétrica (las

particulas en reposo y a igual distancia del
centro de giro) es estable o no. b) Si el pun- A
to medio del alambre ahora es colocado a
una pequefia distancia d del centro de giro ‘

¢, Qué rapidez, con respecto del tubo, tiene :

el sistema cuando esa distancia crece has-
ta el valor R? ¢) Compare la energia inicial ‘

y final del movimiento anterior y comente.

En dos dimensiones la posicion de ¢’ siempre puede escribirse como R=R(t)
(fcosp + fsin(p) donde ¢ = ¢(t). Se escoje i’ en la direccion de R, es decir, por
definicion R= R|’. Es tal caso la velocidad angular Q, apunta en la direccon per-
pendicular al plano y su magnitud es & donde cosa = |- |'. Determine Q en general.
Luego especialice su resultado al caso ¢ = wt y R= Ry expgBwt], donde B es una
constante cualquiera.

Un anillo de masa mse puede mover solo a lo largo de un vara que tiene un extremo
fijo 0y gira en el plano XY del sistema intercial S. El anillo esta unido a un resorte
(enrollado a lo largo de la vara), de largo natural pg y constante elastica k. Escriba
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la ecuacion de movimiento del anillo en el sistema S que gira junto a la vara (la vara
es el eje X'), obtenga su punto de equilibrio y las pequefias oscilaciones en torno a
él.

7.5 En el caso de la nave espacial descrita en el texto principal, compruebe que cuando
un astronauta sale a trotar a lo largo del gran corredor central, el peso que sus
piernas deben soportar puede aumentar o disminuir considerablemente si lo hace
en un sentido o el otro del corredor.

7.6 Desde un punto B en el techo se suelta un cuerpo en reposo con respecto a la
nave y cae sobre en el punto A’ del suelo. Luego se coloca una plomada en B y
se determina el punto A del suelo justo bajo B. ¢Qué distancia hay entre Ay A'?
Calcule todo numéricamente suponiendo que el techo esta 5 metros sobre el suelo,
ro = 1000metros, que la “aceleracion de gravedad” en el suelo es g. ¢ Cuanto tarda
el cuerpo en golpear el suelo?

7.7 Una vara gira en un plano con velocidad angular constante Q = Qk barriendo un
plano fijo. Una cuenta de collar de masa m puede deslizar por la vara. El contacto
cuenta-vara se caracteriza por los coeficientes de roce e y Lg. No hay gravedad.
Si S es un sistema de referencia inercial fijo al plano de giro y S es un sistema
de referencia noinercial cuyo eje X’ coincide todo el tiempo con la vara, determine
(a) la fuerza centrifuga y de Coriolis que actuan sobre la cuenta en el sistema de
referencia S. (b) Obtenga la ecuacion de movimiento de la cuenta y la ecuacion que
determina la fuerza normal. Decida bajo qué condiciones (si es que hay alguna) la
cuenta podria estar estatica con respecto a la vara. (¢) Resuelva la ecuacion de
movimiento suponiendo que en el instante t = 0 la cuenta parte del centro de giro
con rapidez vy, con respecto a la vara.

7.8 Se tiene una cuia de angulo a, oscilando horizontalmente tal que 00 =x=
Asinwt. Sobre la cara inclinada de la cuia, a altura h sobre el eje X, hay un cuerpo
de masa m que tiene, con la superfice inclinada, un coeficientede roce estatico u.
Se da como dato que si la cuiia no oscilara el cuerpo no deslizaria. Si se conoce A,
se pide una condicion sobre w para que el cuerpo no se mueva con respecto a la
cufa.
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Capitulo 8

Sistemas extendidos

8.1. Repaso

8.1.1. Centro de masa

En la seccion §2.2 se di6 algunas de las definiciones basicas necesarias para describir
sistemas de muchas particulas. Entre ellos, la masa total del sistema y la posicion y
velocidad del centro de masa,

N N
M= m, Re=— ) Mdla, Vo= ) MaVa (8.1.1)
kgl M agl M agl
El centro de masa tiene como ecuacion de movimiento
Ve a . N
M6 _ gl gonge  Fed_ S Fa (8.1.2)
dt =

y se demostrd que la fuerza a la derecha es la suma de las fuerzas externas sobre el
sistema.

8.1.2. Posiciones con respecto al centro de masa

Ya se ha visto que la energia cinética puede ser separa-

da en la energia cinética del sistema en su conjunto y la G
energia cinética total con respecto al sistema de referencia

gue acompana al centro de masa:

N

tot 2
Kt = Zmava
a=1

NI =

127
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= S
- L (i)

it
=

pero el tltimo término en el paréntesis es nulo debido a (2.3.24). De aqui que

1 1N
KWZEM@+§ZWW§ (8.1.3)
a=1

8.1.3. Momento angular

En §2.2 también se defini6 el momento angular total del sistema y se vid que obedece a

la ecuacion .
d/
E?:zmxﬁﬂ (8.1.4)
a

Hasta aqui se ha trabajado solo con un sistema inercial S.
También se define

—

lc = Zmaﬁaxva
3

= 3 MaPaxPa (8.1.5)
a

y el momento angular de la masa total ubicada en el centro de masa
7% = MRg x Vg (8.1.6)

de modo que se cumple que . .
gﬁ:ZgﬂLgG (8.1.7)

La dinamica de /g se obtiene a partir de tomar la derivada I = S MaPa X 5a y hacer uso
de que myP, = MaFa — maRs. El primer término es la fuerza total F, sobre la particula a

mientras que el segundo, al sumar sobre a se anula porque queda (3 ;MaPa) X Rg por lo
cual

%:zzzmxg (8.1.8)
a
Todo esto fue visto en el capitulo 2. También se vi6 que
Ty, = If\)’G % f’ext_l_ ﬁax foxt

pA e (8.1.9)

I

I
~

8.1. REPASO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas



Mecanica 129
8.2. Sistemas rigidos con punto fijo

El movimiento de sistemas rigidos puede ser bastante complejo. Es conveniente plantear
el tema a partir de casos relativamente sencillos. Se comienza por el caso en que el sis-
tema rigido se mueve manteniendo un punto fijo. Los trompos suelen girar manteniendo
fijo el punto de contacto con el suelo.

La expresion “sistema rigido con punto fijo” significa que la distancia entre los puntos del
sistema permanencen fijos y que la distancias entre los puntos del sistemay el punto fijo
también permanecen constantes.

8.2.1. Momento angular y matriz de inercia

Si P es el punto fijo y existe un sistema inercial S= (P; X,Y,Z), interesa ademas introducir
un sistema de referencia S = (P;X’,Y’,Z") en el cual el sistema rigido esta fijo. Puesto
que el vector R de posicion relativa de ambos sistemas en nulo y puesto que ¥ = 0, la
expresion (7.2.3) se reduce a

V(t) = Q x 7’

En particular, la velocidad de cada masa my del sistema es

Va=QxTa' (8.2.1)
teniendo presente que en gereral Q cambia en el tiempo. Ademas notamos que, puesto
que R= 0 se cumple que P, = Fa’ (ver (7.2.1)). De aqui que

lp = Zmaf’ax (f)x?’a>

a

= grrh(rgﬁ—f'a-ﬁ?a)

gue por componentes es (se usa la notacion | Xai = (Fa)i |)

(lp)i = > ma r2Q; — > %ajQ; Xai
a J
= Y My [r2d) —XaiXa] Q
a J
=3 17 Q (8.2.2)
J
lo gue se resume como
lp=1"PQ (8.2.3)

Universidad de Chile Escuela de Ingenieria y Ciencias



130 P. Cordero S. & R. Soto B. version de 23 de septiembre de 2005
donde la matriz de inercia es

1§ =S Ma (123 — XaiXaj)

La definicion de matriz de inercia contiene N sumandos, uno por cada particula del siste-
ma.

En algunos casos puede ser (til separar a un sistema rigido en dos sistemas con N; y
N, particulas cada uno, N = N; + N, y en tal caso la matriz de inercia se puede separar
en dos, una con indices a que toma Nz valores y la otra que toma el resto de los valores.
La matriz de inercia del sistema completo no es mas que la suma de las dos matrices de
inercia parciales,

IF = O + @ (8.2.4)

Un paréntesis sobre notacion: el producto escalar entre dos vectores tridimensionales pue-
de ser escrito como la suma de los productos de sus componentes cartesianas,

5-5 = axbx+ ayby+ azbz
= ayby + aphy +aghs

donde las componentes son designadas sub- una letra (como ay) y luego por un nimero
(como ay). Esta Gltima notacion nos resultara mas comoda, porque ahora se puede escribir

a-b <

También el producto de una matriz por un vector, A3 se puede escribir por componentes,
3
(Ag)i = 3 Aijaj
=1

Y por Gltimo &; se usa para designar a los elementos de la matriz identidad, es decir, &;
vale cero sii # j y vale la unidad sii = j.

Las componentes en la diagonal de la matriz IP se llaman los momentos de inercia. Por

ejemplo
=Y ma(rz—4) = 5 ma(Ya+2)

y los tres son:
l11 = YaMa(Y3+72)

lop = ama(Z+x2) (8.2.5)

l33 = SaMma(X3+Y2)

En el caso de |; el paréntesis en la sumatoria contiene la distancia entre la particula ay
el eje en direccion X; que pasa por P.
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Va2+2Za2  —XaYa  —XaZa
I=5SmMa | —Xa¥a Z°+X® —YaZa (8.2.6)
a ~XaZa  —VYaZa Xa’+Ya®

& Obtenga el valor de la tension de la barra en el punto & como funcion del angulo.

8.2.2. Ejes apropiados para la matriz de inercia

Normalmente es conveniente calcular la matriz de inercia en ejes en los que Ip resulta
constante. Puede existir mas de una eleccion de ejes “acompafantes” en los cuales esto
se logra.

La matriz de inercia es real y simétrica y ademas, como se comento bajo (8.2.7), es
positiva semidefinida, lo que implica que es diagonalizable y en la diagonal quedan can-
tidades no negativas. La orientacion de los ejes en que se logra esta forma para Ip se
llaman los ejes principales y son autovectores de Ip.

Si un cuerpo es simétrico existen planos distintos (perpendiculares entre si) respecto a
los cuales, al reflejar el sistema, este queda igual. El caso extremo es una esfera que
gueda igual al ser reflejada con respecto a cualquier plano que pase por su centro. Un
cubo es un caso donde no cualquier plano sirve. Un cilindro es simétrico con respecto al
plano perpendicular a su eje y que pasa por su punto medio, y también lo es con respecto
a cualquier plano que contenga al eje del cilindro.

8.2.3. Ejemplo: p éndulo ¢ 6nico doble
Descripci 6n directa

Consideremos un péndulo conico doble como el de la

figura. Esta caracterizado por un angulo 6 fijo y por 7 R
brazos para las masas my y mp colineales de largos
b y c respectivamente. Los vectores de posiciones y B B 2l ﬁ
velocidades de las dos particulas del péndulo conico
qgue se muestra en la figura son e

7, = kbcos + pbsin@ 7, = —kccosf — pcsing Y

V1 = pwbsind Vo = —@wcsingd

Con ellos facilmente se calcula que X C

Zp = mMT1 X Vi + bl X Vo A
= w (Mb? + myc?) sind (ksin® — pcosh)

yaa ;
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La velocidad angular del péndulo conico es

Q = wk

Ahora se describira lo mismo pero usando, por un lado, la matriz de inercia descrita en el
sistema de referencia S unida al péndulo, para luego calcular el momento angular como
producto de esa matriz con el vector de velocidad angular.

Matriz de inercia y momento angular

Se define el sistema acompaiiante S con eje Z' coincidiendo con
la barra del péndulo y se escoje el eje X' en el plano ZZ. La
matriz de inercia de la barra con dos masas en sus extremos es
particularmente sencilla en el sistema S porque las coordenadas
de las dos masas son r;’ = (0,0,b) y ¥’ = (0,0,—c) lo que da la
matriz de inercia

mb? + mpc? 0 0
= 0 mb?+mpc® 0
0 0 0

La matriz de inercia que se definiera con respecto a los ejes de S
es dependiente del tiempo y conduce a una descripcion correcta
pero mas bastante complicada.

La velocidad angular y el momento angular

La matriz de inercia esta expresada en la base de S, de modo que la velocidad angular
se debe escribir en la misma base. De la figura se ve que k = k' cosf — 1" sin por lo cual

—wsing
Q= w(Kcosd —1'sinb) = 0
wcosfH

De esta forma los vectores cilindricos de S se relacionan con los vectores cartesianos
de S

El momento angular se calcula multiplicando a la matriz deinercia con la velocidad angu-
lar,

. mb? + mpc? 0 0 —wsind —wsin@(m;b? + myc?)
lp= 0 mb?+mpc? 0 0 = 0
0 0 0 wcoso 0
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es decir, . A
lp = —wsinB(mb?+ mgcz)Ai'
= wsinf(mb? + myc?) (ksinB — p cosh)
gue es el resultado que se obtuvo en la primera parte.

Torque y velocidad angular

Aun no se ha dicho el valor de w, pero si se desea que la Unica fuerza externa que ejerza
torque desde P sea el peso, entonces w debe tener un valor muy preciso. Para determinar

w se exige que #p = Tp Y se deduce que el torque del peso es
Tp = (Mib— mpe) sinf gg
mientras que la derivada del momento angular es
Tp = —? (Myb?+ mpc?) sinB coshp
Puesto que estas dos expresiones deben ser iguales se obtiene que

,__ (mc—mb)g
(mb2 4+ mpc?) coso

Pareciera que el numerador pudiera ser negativo, pero se puede ver que tal situacion es
inestable. En efecto, para que este sistema sea estable el centro de masa G, que esta en
la recta que une a las dos masas, tiene que estar debajo de P.

8.2.4. Propiedades de la matriz de inercia

Expresi 6n para la energia cin ética

Aproverchando que Vy = Q x Ty se puede deducir:

K = %Zmava'<éx ra)

= 20-1p0 (8.2.7)

Puesto que esta propiedad es valida para cualquier velocidad angular Q que se le dé al
sistema, y puesto que K > 0 entonces la matriz Ip es positiva semidefinida. Esto implica
gue Ip es diagonalizable y sus autovalores son nonegativos.
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Si se define A como el vector unitario que en cada instante apunta en la direccion de Q,
es decir,

Q=0

o

entonces 1 1

K=ZQ%-lpAi==1p,Q? (8.2.8)

2 2"

Aqui Ipn es el escalar momento de inercia relativo al eje que pasa por Py tiene direccion
A, (P,A) y su forma explicita es

lpn =5 ma(r3— (F-A)?) (8.2.9)

Relacion con el momento de inerciarespectoa G

Es atil notar que
(rxA)-(rxh) = T- (nx(f’xﬁ))
= 7-(F-A-TA)
= r’—(r n)2 (8.2.10)

lo que permite ver que otra forma de escribir la matriz de inercia es

lpn = Z%(F’axﬁ)-(f'axﬁ) (8.2.11)

Si G es el centro de masa, el que suponemos que no esta en
el eje (P,A), se puede relacionar los momentos de inercia lpp
y lg,n donde el segundo se define relativo a un eje (G,n) con
la misma direccion f. Si se denota por F, la posicion de my
desde Py P, la posicion desde G, y el vector de Pa G se le
designa R entonces
Ta=R+Pa
A partir de (8.2.11) se obtiene que

IP,n = Zrna(r’a X n)z
a

= Zma(ﬁax )2+ Zma(f{x ﬁ)2+22ma(f{>< ) - (Ba x N)
a a a
La ultima de las sumatorias se anula debido a (2.3.23) lo que finalmente conduce a

~ 2
Ipn=lgn+M (Rx 1) (8.2.12)

Si G estuviese sobre el eje (P,A), entonces Rx A= 0y ambos momentos resultarian
iguales.
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Teorema de Steiner

Consideremos la matriz de inercia lp con respecto a ciertos ejes con origen en un punto
P y veamos su relacion con la matriz de inercia con respecto al centro de masa Gy ejes
paralelos a los anteriores. La relacion entre los vectores posicion es

Ta= Ifé‘f'ﬁ_ja
Y Mara” = nh(p§+R2+2ﬁa-fz)

pa+R2

’
2l

mientras que

Zmaxa.xaj Zma PaiPaj + RiPaj+ PaiRj + RRj) = Y Mapaipaj+ MRR;
a

lo que determina que

IiFj) = Ii(]'; +M (R?5; —RR)) Teorema de Steiner
(8.2.13)
EJERCICIO Escriba la relacion anterior para dos puntos

P, y P> (ejes paralelos) y reste ambas relaciones. Vea R G -
que obtiene una relacion entre I e 172, .

8.3. Limite al caso continuo

8.3.1. Ejemplo: P éndulo de N masas y su limite al continuo
Del discreto al continuo
Veamos el caso de un péndulo que consta de una barra de

masa despreciable a la cual estan fijas N masas ma intervalos
regulares,

fi=kap  V=kago (8.3.14) AR
donde k=1, 2,...,N. El momento angular con respecto al punto : (p Ty _
fijo es | N ¥
Z Z mF’k X Vk : h
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(Z k2> a’pk

(N+1)(2N + 1) a®gk (8.3.15)

m
m
6

En este caso el momento de inercia | es
m M
|:€N(N+1)(2N+1)a2—>§R2 (8.3.16)

El torque que produce el peso de las particulas puede ser reducido siguiendo un proce-
dimiento similar al usado para determinar el momento angular. Se obtiene

7, — —gN(NH)agsingok (8.3.17)

Se concluye que la ecuacion dinamica es

<'p:—( 39 sing (8.3.18)

2N+1)a

El caso N = 1 recupera lo que ya se conocia del péndulo simple. Otro caso interesante
es aquel en que se toma el limite N — o con a— 0 tal gue R= N aquede fijo. En tal limite
se trata de un péndulo en forma de barra con masa distribuida a todo lo largo en forma

continua. La ecuacion queda

o= —% sing (8.3.19)

3
La diferencia entre la ecuacion para el péndulo simple y esta ecuacion es que en la
primera aparece R donde aca aparece %R. Tangencialmente se menciona que en este
caso limite también se debe tomar m— 0 tal que la masa total M = N mpermanezca fija.

& Determinar la energia cinética y potencial para el péndulo de N masas y luego determinar los
casos extremos N = 1y N — . En particular demuestre que la energia cinética es

« _ %1N(N—|—123(2N+1)a2¢2

1 -
= 5l o’ (8.3.20)

La cantidad | es el ya definido momento de inercia que juega un papel importante en la
dinamica de cuerpos rigidos.

En el caso limite ya discutido la energia cinética toma la forma

K:%Iqbz con I:%MRZ (8.3.21)
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Directamente el caso continuo
Existe una forma diferente de estudiar el caso de la barra continua. En el planteamiento
se reemplaza a por un diferencial de largo a=dp, se reemplaza % por una densidad lineal

de masa, T — A y en lugar del producto kase escribe la variable continua de longitud p.
Entonces el momento angular es

. R o ~ . (R - .R3

fﬁzfo PP x (Apeg) dp:k/\<p/0 pPdo =Ko (8.3.22)
En forma semejante el torque es

N R N R2
o= —kgsin(p)\/ pdp = —kA gsin(p? (8.3.23)
0

lo que permite recuperar (8.3.19).
& Obtenga la ecuacion de péndulos continuos para los cuales la densidad lineal no es uniforme,

sino que depende de s, A(s). Hagalo para el caso general y también aplique sus resultados para
algunas funciones A (s) sencillas.

8.3.2. Densidades de masa y el centro de masa

Un cuerpo rigido continuo ya no es descrito por un conjunto discreto de masas sino por
medio de una funcion densidad de masa. Si el cuerpo puede ser asimilado a una linea
(el caso de una delgada barra ideal), la densidad de masa es una densidad por unidad
de largo y se designa |A(T)|. Si el cuerpo es una lamina entonces es descrito por una

densidad de masa por unidad de superficie, la que se denota | o(T) |y si se trata de un

volumen se usa la densidad volumétrica | p(F) |. Por definicion la integral de la densidad
sobre todo el cuerpo da la masa total M del cuerpo.

La masa total del cuerpo continuo se obtiene integrando su densidad. Segln la dimension
y lo dicho en el parrafo anterio la masa se calcula

M = /)\(F’)ds
M — / o(F)d.s (8.3.24)
M — / p(7)dV

donde dses un elemento de linea, d. es un elemento de area (como dxdy 6 pdpde)
y dV es un elemento de volumen (como dxdydzo pdpdedz6 r2dr sin8dodg).
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El centro de masa en estos casos continuos es una integral de ﬁ? multiplicado por la
densidad que corresponda y se integra sobre todo el cuerpo. Por ejemplo,

o=+ 7p(7)d3 (8.3.25)

M Jvolumen

Ejemplo: circulo con punto fijo en su perimetro

P Y

Se quiere calcular el momento de inercia de una lamina circu-
lar de masa M relativo a un eje perpendicular al circulo y que
pasa por un punto P en el perimetro. Se supone densidad uni- R
forme por lo que ella es

M G

D= TR

Se designara Z al eje perpendicular a la figura.
El momento de intercia relativo al eje que pasa por el centro X

G del circulo (el centro de masa) con direccion k es, segln

(8.2.11),
|G£:/(z) % K)2dm

donde, p = pp y si dSes el elemento de superficie, dm= gpdSy en coordenadas polares
dS= pdpdgp. Notese que p x k= pp x k= —p@ por lo que la interal anterior es

M MR?
k= e | P°dpd0 =5

L \2
Lo que se necesita es |; y, segln (8.2.12) se cumple que lpi=lgi+M (Rx k) . En esta

Gltima expresion el vector Res el que va de P a G: R= Ri’, de modo que ka = ZRZ +MR?,
esto es

3
|%:§M¥

Elementos de superficie y de volumen en coordenadas
esféricas

La figura adjunta muestra un elemento de superficie en coor-
denadas esféricas. Como se explica en la leyenda de la fi-
gura, ese elemento de superficie vale dS=r2sin6d6dg. In-
tegrando sobre ¢ entre cero y 2riry sobre 6 entre cero y
1T se cubre la superficie completa. [d@ = 2 mientras que
[sinBd@ = 2, con lo cual se obtiene que S= 4rr?, como de-
be ser.

8.3. LIMITE AL CASO CONTINUO Facultad de Ciencias Fisicas y Matematicas

En gris un paralelepipedo
con lados: rsinfde y rdé.




Mecanica

139

Usando la misma figura se puede agregar una tercera di-
mension colocando una pequefa superficie semejante a dis-
tancia dr de la anterior. Se obtiene algo como un pequeno
cubo de volumen dV = r?drsinfd0dg. Si se integra este
elemento de volumen usando los mismos limites angulares
e integrando sobre r entre cero y R se obtiene 3R,

Ejemplo

Esto se puede ilustrar calculando la posicion del centro de
masa de la semiesfera z> 0 cuyo centro esta en el origen
y radio R. Por simetria se infiere que Rg tiene tan solo com-
ponente a lo largo del eje Z, Rg = (0,0,zg) y z se calcula
integrando z por la densidad que supondremos uniforme.

Una forma comoda de integrar hace uso de coordenadas
esféricas. El elemento de volumen es dV = dcosfdgr2dr
mientras que z=r cos6f. Entonces

1 1 21T R

c = —/ cos@dcos@/ d(p/
V Jo 0 0
3R

8

S
r3dr

(8.3.26)

& Demuestre que el centro de masa de un alambre semicircular apoyado en el plano XY de
radio R, y > 0, centrado en el origen y con densidad A uniforme esta en

_®

=0 = .
XG ) Yo T

8.3.3. Matriz de inercia

En tales casos los momentos de inercia se definen como

lij = [A(T) (r?&; —xx;) ds caso lineal
lij = [o() (r28; —xxj) d.s caso laminar
lij = [p(®) (r?&; —xx;) dV caso volumétrico

Ejemplo

(8.3.27)

(8.3.28)
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Calculo de los momentos de inercia de un cilindro de den-

sidad uniforme py, radio R, eje es el eje Z, altura h y cuya ’
cara inferior esta a altura zy sobre el origen. Su volumen es

V = niR?h. Su masa es M = ppriR?h. El elemento de volumen

es

dV =pdpdedz (8.3.29) -
En este caso r? es 72+ p?y ’

/
laz = Po/[(22+P2)533—22] pdpdedz

R .
La magnitud de un vector
— po2mh / 3d ma
Posmtht |, P7AP posicion es /72 + p2.
_ %RZ (8.3.30)

1 = Po/ [(Z+ p?) 811 — p? cos ] pdpdepdz
M
= 15 (4(3%+32h+h?) +3R’) (8.3.31)
El mismo resultado se obtiene al calcular 1.
De este ejemplo se puede tomar casos particulares:

Primero, una vara se obtiene en el limite R— 0 manteniendo M fijo, lo que requiere que
la densidad volumeétrica tienda a infinito, la matriz de inercia es

v [ 3%+ 3zh+h? 0 0
2
vara= — 0 32 +3h+h? 0 (8.3.32)
0 0 0
Primer caso especial, vara con extremo en ¢, es decir, zg= 0,
> (1 00
|\/ara: % O 1 0 (8333)
000
Segundo caso especial, vara centrada en ¢, es decir, zg = —g,
> (1 00
Ivara: % O 1 0 (8334)
000
El caso de un disco se obtiene del caso del cilindro tomando el limite h— 0 y masa fija
M,
v [ 4BtR 0 0
ldisco= 0 4724+R2 0 (8.3.35)
0 0 R
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Caso especial, disco centrado en ¢, es decir, zg =0,

100
0 0 2

& Calcule la matriz de inercia de una superficie cilindrica de radio R, altura h centrada en el gje
Z, con su parte inferior con coordenada z.

& Determine la matriz de inercia de una cuerpo coénico con Z como su eje de simetria, altura h,
radio basal Ry densidad uniforme pg.

8.3.4. Ejemplo: p éndulo circular que oscila en torno a un punto en
Su perimetro

Se considerara un péndulo como el que se vié en un ejemplo en §8.3.2.

a) Si el péndulo oscila en el plano del circulo la velocidad angular es Q = gbR. El momento
angular se debe descomponer en lp= ZS’—I—ZG El Gltimo término, &llg se obtiene de l4is.oQ
usando la expresion (8.3.36), que es la matriz cde inercia con respecto al centro de masa.
Asi se obtiene que

100\/0
Zezg 010 Q:gw
002/ \¢

Mientras que ZS es el momento angular con respecto a P de una masa M ubicada en G:
28 = MR2@k. El torque del peso es trivialmente T = Rp x Mgy § = g(p cosp — @sing), de
donde, T = —MRgsin@k. La ecuacion de este péndulo entonces es

29

¢=—35Sing

b) Mas interesante es el caso en que el circulo oscila en

torno a un eje Y’ tangente a él. La matriz de inercia con res- < B cedd
. . . 7 9e
pecto a G expresada en el sistema S de la figura es precisa- °”°“'°\ )
mente la dada en (8.3.36). La velocidad angular es Q = gj, 2 ®
donde j = j’. Por lo tanto e
. MR (L O0NFON R -
lo=——|010]|| ¢ |=—"0
4 4 X ’
0 0 2 0 ' X

Mientras que ZS es el momento angular con respecto a P de
una masa M ubicada en G: £8 = MRi’ x (—Rgk’) = MR%@j’
lo que da un momento angular total /p = 2MR2¢j".
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Al igual que antes, el torque total coincide con el torque de una masa M ubicada en G,
7T =R’ x M@ pero = g(i cosp+ k’sing) lo que da T = —MRgsing | y la ecuacion es

"——@sin
Q= 5R ®

8.3.5. Disco que rota en circulos sobre un plano

Se tiene un eje vertical que nace de un
plano horizontal, de él nace, a altura R
sobre el plano, un brazo horizontal de
largo L y en cuyo extremo hay un dis- I
co de radio R. El disco tiene densidad
uniforme, masa total M y gira en tor-

no a su eje con una velocidad angular . L.
dada @,. Puesto que no desliza sobre

el plano, ademas gira en torno al eje R -

vertical con velocidad angular &y, to-

talmente determinada por la anterior. Se desea determinar el momento angular del disco.

Se escoge coordenadas polares, con lo cual

A

lo que determina que la velocidad angular total del disco sea

El punto material C del disco que en el instante actual esta apoyado sobre el plano tiene
velocidad nula en ese instante, pero, porque es parte de un sistema rigido con punto fijo,
tiene que valer Vc = Q x ¢, esto es,

0=0Qxfc=(pn—kap) x (LH-R) = = Ewl
Para calcular el momento angular se va a usar la matriz de inercia del disco que ya fue
calculada y se la va a multiplicar por Q y como matriz de inercia se va a usar directamente
(8.3.35) con zp = L. Para poder hacer eso es necesario identificar las direcciones de los
ejes (X,Y,Z) usados al calcular (8.3.35) con las direcciones (¢,k,p) respectivamente.
Entonces £ = |4, Q se escribe

M 412+ R? 0 0 0
[ = — 0 42+R> 0 —Rawy
4
0 0 R? W,
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" 0
= 7 —(4L2+ R Ran
2Ry
. ~AL2+R?\ MR
- (pZR—k :r ) 4‘“’1 (8.3.37)

8.3.6. Trompo en movimiento ¢ 6nico

Se considera un trompo que consiste en un brazo de largo L que nace de un punto & en
cuyo extremo hay un disco de densidad uniforme, radio Ry masa M.

El brazo mantendra un angulo 6 =constante con la ver-
tical tal como indica la figura. En cada instante el disco
esta girando con velocidad angular &, respecto a un
sistema fijo al brazo, pero el brazo mismo esta girando
con una velocidad angular @, = kay. Este movimiento
es posible tan solo si w; y wy satisfacen una condicion
gue se deduce en lo que sigue. En general el angulo 6
no es constante y el movimiento del trompo es bastan-
te complicado.

En general el torque es T, = TS + Tg pero si la Gnica
fuerza externa es el peso, se cumple que 7g = 0 por lo
gue el torque es

T = MgLf x (Fcosf — 8sin) = —MgLsinf¢p (8.3.38)
La velocidad angular total del sistema es

Q =—cwif+ (6sind — Fcosd) w,
= —f (w1 + wpcosh) + Bw, sin6

El momento angular es lgi., Q Y, para poder hacer uso directo de (8.3.35) se hace la
identificacion (X,Y,Z) con las direcciones (8, ¢,f),

{ = 111Q¢+ 1330

— %[(4L2-|-Rz)cuzsineé—ZRz(wl—l—wzcosB) ] (8.3.39)

Para obtener la relacion entre w; y w» se impone que 7 =7. Para tomar la derivada de ¢
se hace uso que ¢ = w, =constante, w; y 6 también son constantes. En tal caso

F— Qupsing, 6 = Puypcosd
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lo que asegura que /0 @y se obtiene

% [(4L% + R?) i sinB cost — 2R?(wy + wp cosB) wp sin| = —MgLsing

gue es la relacion que deben satisfacer w; y ap para que el trompo tenga un movimiento
conico. Notese que si se cambia el signo de w; y de ay la ecuacion no cambia. Se puede
reescribir en la forma

(Lz— §> w? cosh — %Rzanap+gL:O

8.4. Problemas

8.1 Una placa cuadrada de lado a'y ma-
sa total M puede girar liboremente en
torno a un eje perpendicular al plano
de la figura y que pasa por su veérti-
ce P (ver figura). Inicialmente el cua-
drado esta sugeto por un hilo horizon-
tal como indica la figura. (a) Obten-
ga la tension del hilo. (b) Si el hilo
se corta obtenga la velocidad angular g
maxima que puede alcanzar el siste- =)
ma. (c) Obtenga la frecuencia de pe-
guefias oscilaciones en torno a su po-
sicion de equilibrio.

8.2 Una placa rectangular de masa M,
lados a y b y espesor despreciable
se hace girar con velocidad angular
constante Qg por un eje que pasa por
la diagonal del rectangulo. ElI movi- )
miento ocurre en ausencia de grave-
dad. Determine las fuerzas que ejer-
cen los soportes en cada extremo del
eje. Comente.

8.3 Sistema: un disco de densidad unifor-
me, radio Ry masa M y un eje de ma-
sa despreciable que une un punto fijo
de un plano horizontal con el centro
del disco. El disco gira apoyado en el
plano horizontal. (a) Determine el mo-
mento angular. (b) Determine el tor- T
gue total que actla sobre el disco.

hilo a
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8.4 Se tiene una especie de péndulo que
consta de una vara de masa despre-
ciable y largo L que solo puede gi-
rar en un plano vertical en torno a un
punto fijo P. En su extremo libre la va-
ra tiene un disco de densidad unifor- g
me, radio Ry masa M en forma per-
pendicular a la vara. El disco gira, con
respecto a la vara (ella como eje), con
velocidad angular uniforme @. (a) De-
termine el momento angular del siste-
ma. (b) Si el sistema se suelta cuan-
do la vara esta vertical apuntando ha-
cia arriba, una ecuacion para la velo-
cidad angular de la vara con respecto
al angulo que ella forma con la verti-
cal.
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