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NOTACIONES

Fatigas normales ligadas a planos perpendiculares
al eje z, ¥, 2.

Fatiga normal ligada a un plano perpendicuiar a
la direccién n.

Fatiga normal en el punto de fluencia.

Fatiga normal de trabajo.

Fatiga cortante.

Fatigas cortantes paralelas a los ejes ¥y, 2, #, ¥
ligadas a planos perpendiculares a los ejes 2, ¥, 2.

Fatiga cortante de trabajo.

Alargamiento total, flecha total.

Alargamiento unitario.

Alargamiento unitario en las direcciones z, y, 2.

Distorsién unitaria, peso por unidad de volumen.

Médulo de elasticidad en traccién y compresion.

Moédulo de elasticidad por cortadura.

Relacién de Poisson.

Dilatacién.

Médulo de elasticidad por volumen.

Momento torsor.

Momento flector en una viga.

Fuerza cortante en una viga.

Area de seccién recta.

Momentos de inercia de una figura plana con re-
lacién a los ejes y y z. '
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ky, k, Radios de giro correspondientes a I, 1,
I, Momento de inercia polar.
Z Momento resistente.
C Rigidez a la torsién.
! Longitud de una barra, luz de una viga. -
P, Q Fuerzas concentradas.
¢t Temperatura, espesor.
o Coeficiente de dilatacion por el calor. 7
U Energia de deformacién. I N D I C E
w Energia de deformacién por unidad de volumen.
h Altura de una viga, espesor de una placa. Oapitulos Phginas
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RESISTENCIA DE MATERIALES

PRIMERA PARTE

CAPITULO PRIMERO

TRACCION Y COMPRESION
POR DEBAJO DEL LIMITE DE ELASTICIDAD

1. Elasticidad.—Suponemos que un cuerpo estd formado
por particulas pequefias o moléculas entre las cuales actian
fuerzas. Estas fuerzas moleculares se oponen a cambios de for-
ma del cuerpo cuando sobre él act@an fuerzas exteriores.

Si un sistema exterior de fuerzas se aplica al cuerpo, sus pazr-
ticulas se desplazan y estos desplazamientos mutuos contintan
hasta que se establece equilibrio entre el sistema exterior de
fuerzas y las fuerzas interiores.

Se dice en este caso que el cuerpo estd en estado de defor-
macidn.

Durante la deformacién, las fuerzas exteriores que actian
sobre el cuerpo realizan trabajo, y este trabajo se transforma
completa o parcialmente en energia potencial de deformacién.
Ejemplo de esta acumulaciéon de energia en un cuerpo defor-
mado es el caso de un muelle de reloj.

Si las fuerzas causa de la deformacién del cuerpo disminu-
ven gradualmente, el cuerpo vuelve total o parcialmente a su
forma primitiva y durante esta deformacién inversa la energia
potencial de deformacién acumulada en el cuerpo se recupera
en forma de trabajo exterior.

RESISTENOIA DR MATERIALES, — T, 1 1



2 RESISTENCIA DE MATERIALES

Sea, por ejemplo, una barra prismética cargada en su ex-
tremo tal como indica la figura 1. Bajo la accién de esta carga,
la barra se alarga una cierta cantidad. El punto de aplicacién
de la carga se desplaza en su direccién y la carga realiza un tra-
bajo positivo durante este movimiento.

Cuando la carga disminuye, el alargamiento de la barra dis-
minuye también, el extremo cargado se desplaza hacia arriba y

la energia potencial de deformacién se trans-

VI A forma en el trabajo de desplazar la carga en
: sentido contrario a su direccién,
| N La propiedad que tienen los cuerpos de
1 iy recuperar su forma primitiva al descargarlos
m d;‘ 5 se denomina elasticidad.
|L i tp Se dice que el cuerpo es perfectamente

elastico si recobra su forma original de un
modo completo al descargarlo, y que es par-
cialmente elastico si la deformacién producida
Fio. 1 por las fuerzas exteriores no desaparece por
completo al descargario. En el caso de un
cuerpo perfectamente eldstico, el trabajo realizado por las fuer-
zas exteriores durante la deformacién se transforma completa-
mente en energia potencial de deformacién.

En el caso de un cuerpo parcialmente eldstico, parte de aquel
trabajo se transforma en calor desarrallado en el cuerpo durante
la deformacién no eléstica. Experimentalmente, se ha visto que
cuerpos tales como el acero, la madera y la piedra pueden con-
siderarse como perfectamente eldsticos por debajo de cierto
limite que depende de las propiedades del material. Suponiendo
que las fuerzas externas que acttian sobre una estructura son
conocidas, es un problema fundamental para el proyectista di-
mensionar las partes de la estructura para que estén en condi-
ciones perfectamente eldsticas en todos los casos de carga.
Solamente en tales condiciones la estructura tendrd una vida
larga y segura y no presentard deformaciones permanentes en
sus elementos.

2. Ley de Hooke.—Experimentos realizados sometiendo a
extension barras prismaticas han hecho ver que entre ciertos
limites el alargamiento de la barra es proporcional a la fuerza
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extensora. Esta sencilla relacion lineal entre fuerzas y deforma-
ciones fué enunciada por primera vez por el investigador inglés
Robert Hooke ! en 1678 y lleva su nombre.

Usando la notacién:

P TFuerza total de extension.
I Longitud de la barra.
A Area de la seccién recta de la barra.
$ Alargamiento total de la barra.
E Constante elastica del materiai, llamada modulo de
elasticidad.

La ley de Hooke se expresa por la siguiente ecuacién:

S = ﬂ (1)
AE

Tl alargamiento de la barra es proporcional a la fuerza ex-
tensora y a la longitud de la barra, e inversamente proporcional
a la seccién recta y al médulo de elasticidad.

Al realizar estos ensayos deben tomarse las precauciones ne-
cesarias para tener la seguridad de que la aplicacién de la carga
se realiza axialmente. De este modo se evita cualquier flexién
de la barra.

Prescindiendo de las porciones de la barra sitnadas en las
proximidades de las fuerzas aplicadas 2, puede asegurarse que
durante la traccién todas las fibras longitudinales de la barra
prismitica tienen el mismo alargamiento y las secciones rectas
de la barra planas y perpendiculares al eje quedan en estas con-
diciones después de la extension.

Para encontrar la :iagritud de las fuerzas interiores imagi-
nemos la barra dividida vn dos partes, por una seccién recta mn,
y consideremos el equilibrio de la parte inferior de la barra —figu-
ra 1 (b)—. En el extremo inferior de este trozo tencmos la fuer-
za P. En la parte superior acttian fuerzas que representan la
accién de las particulas de la parte superior de la barra cargada

1

. Robert Hooke, De Potentia restitutiva, London, 1678,

La distribucién de las fatigas en las proximidades de los puntos
de aplicacién de las fuerzas rcsponde & una ley més complicada y se
discutiré en la Segundu parte.
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sobre las partfculas de la parte inferior. Estas fuerzas estdn dis-
tribuidas de modo continuo sobre la seccién recta. Un ejemplo
corriente de distribucién continua de fuerzas sobre una super-
ficie es el de una presién hidrostatica o el de la presién de un
vapor. En estas distribuciones continuas de fuerza la intensidad
de la fuerza por unidad de 4rea es de la mayor importancia.
En nuestro caso, como las fibras tienen el mismo alargamiento,
la distribucién de fuerzas sobre la seccién recta mn serd uni-
forme.

La suma de estas fuerzas para cumplir las condiciones de
equilibrio —fig. 1 (b)— debe ser igual a P. La fuerza por unidad
de seccién recta valdra:

F '
o= (2)
Esta fuerza por unidad de 4rea se llama fatiga o esfuerzo.

En adelante, las fuerzas las mediremos en kilogramos, las 4reas

en cm.? y las fatigas en kg./cm.2 El alargamiento de la barra
por unidad de longitud se determina por la ecuacién

~| o2

)

y se denomina deformacién unitaria.

Usando las relaciones (2) y (3), la ley de Hooke puede re-
presentarse de la forma siguiente:

= - \
e= (4

y el alargamiento unitario se calcula de este modo ficilmente
en funcién de la fatiga y del médulo de elasticidad del mate-
rial. El alargamiento unitario ¢ es un ntimero abstracto, puesto
que mide la relacién por cociente de dos longitudes, ecuacién (3);
se deduce, por tanto, de la ecuacién (4) que el médulo de elas-
ticidad se mide en las mismas unidades que la fatiga, es decir,

en kg./em.? En la tabla I se indican valores de £ para distintos
materiales 3,

* En la Segunda parte se analizarén més detalladamente las propie-
dades mecénicas de Jos materiales.
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Las ecuaciones (1) a (4) pueden usarse también en el caso
de compresion de barras prismaticas. Entonces‘ 8 reprfase?ta éa
contraccién longitudinal total, ¢ la 'deformacl,on unitaria ‘e
compresién y o la fatiga de compresién. El mO(.lulo d(i glastl-
cidad para compresion es en muchos materiales igual al de ex-
tens];}(;nios calculos, las fatigas y deformaciones de gxtension las
consideraremos positivas y las de compresién negativas.

TABLA T

PROPIEDADES MECANICAS DE I1.0OS MATERIALES

I Punto de fluencia Fatiga de ro,tura
Materiae~ (Kg./em.?) (Kg./cm.2) (Kg./em.?)

Acero al carbono, de
0,15 a 0,25 por 100
de carbono P ..... 2 % 10¢ 2% 10%-2,8x 103 | 3.8%10%-4,5x 10°

Acero al niquel, de 3 a
3,56 por 100 de ni-

quel. .. .vvenenn 2% 108 | 2,8%10%-3,5x10% | 5,5x 10%-7 x 10
Duralu‘r:qinio ....... 7% 108 | 2,4x10%-3,1x10% | 3,8 10%-4,6X 103
Cobre 1,1 x 10° — 2 %x10%-2,8x 10%

............ , -
Vidrio. .. ..vvovvv 7 x 108 —
Madera ........... 1 x 108 — 560-1.400
Hormigén a compre- 210
816N . ... ... 2,8 x 105 —
Problemas

1. Determinar el alargamiento total de una barra de acero d;a
60 cm. de longitud si la fatiga de extensjc?n es igual a 1.000 kg./cm.2,

Solucién: fre "

1.000
—= —_—— = (0,3 mm.
S‘EXl‘2X106><60

2. Doterminar la fuerza total de extensién de una‘val:illa c::i]in-
drica de acero de 2 cm. de diametro si el alargamiento unitario es igual
a 0,7 X 103, '

Solucién: La fatiga de extensién en la barra, deducida de la ecua-
cién (4), es

c=c¢-E=0,7x 10—% x 2 x 10° = 1,4 X 10° kg./cm.?
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La fuerza extensora, ecuacién (2), serd:
v 22
P=¢. A=1,4 x 103 X *4— =4.400kg.

3. Cudl es la relacion de los médulos de elasticidad de los materia-
les de dos barras de las mismas dimensiones si bajo la accién de fuer-
zas de extensién iguales los alargamientos unitarios de las barras es-
tan en la relaciéon

20

I:ﬁ'

Determinar dichos alargamientos unitarios si una de las barras es
de acero, la otra de cobre y la fatiga de extensién 700 kg./cm.?

Solucién : Los modulos son inversamente proporcionales & los alar-
gamientos unitarios.

700
Para el acero, &= R 0,00035,
700
Para el cobre, ¢ = T1 %10 = 0,00064.

4. Una barra prismética de acero de 60 cm. de longitud alarga
0,6 mm. bajo la accién de una fuerza extensora. Hallar el valor de la
fuerza si el volumen de la barra es 16 cm.?

5. Un trozo de alambre de 30 cm. de largo, sometido a una fuer-
za, extensora de 500 kg., alarga 25 mm. Hallar el médulo de elasticidad
del material si el 4rea de la seccién recta del alambre es 0,25 cm.2

* 3. Diagrama de traceién.—La proporcionalidad entre la
fatiga y el alargamiento unitario solamente es cierta por debajo
de una cierta fatiga llamada limite de proporcionalidad, el cual
depende de las propiedades del material. Por encima de este li-
mite, la relacién entre el alargamiento unitario y la fatiga es
mds complicada. Para materiales como el acero, la proporcio-
nalidad tiene lugar hasta un limite de fatiga bastante elevado,
tal como 1,8 X 103 6 2,1 X 103 kg./cm.2

En ctros materiales, fundicién, cobre recocido, el limite de
proporcionalidad es muy bajo y no siguen la ley de Hooke,
aun cuando la fatiga sea muy pequefia. Al investigar las pro-
piedades mecanicas de los materiales por encima del limite de
proporcionalidad, la relacién entre fatiga y deformacién se re-
presenta graficamente por un diagrama. La figura 2 representa
el diagrama tipico de un acero. En él los alargamientos estédn
tomados en el eje horizontal y las fatigas correspondientes lle-
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vadas como ordenadas de la curva OBCD. Desde O a 4 la fa-
tiga y la deformacién son proporcionales;‘pasado 4, la le,y fle
Hooke no se cumple. La fatiga correspondiente a 4 es el limite
de proporcionalidad. Cargada la barra por encima de este li-
mite, el alargamiento crece muy rdpidamente y el diagrama se
transforma en una curva. En B se
presenta un stbito alargamiento
de la barra, sin apreciable aumen-
to de la fatiga de extension. 0
Este fenémeno, lamado ftuen-
cia del material, corresponde en
el diagrama a un tramo horizon-
tal de la curva. La fatiga corres-
pondiente al punto B se deno-
mina fatiga de fluencia. Para car-
gas mayores, el material recupera
su resistencia, como se ve en el
diagrama, ¥ se necesitan aumen- (5
tos en las fatigas para obtener
aumentos del alargamiento. En
el punto C la fatiga alcanza su
valor maximo, y esta fatiga se de-
nomina carga de rotura del ma- Fie. 2
terial. Pasado el punto C, la barra
se alarga con disminucién de la carga, y finalmente se presenta la
rotura para una carga correspondiente al punto D del diagrama.
Se ve experimentalmente que el alargamiento de la barra
viene acompafiado de una contraccién lateral muy acentuada
en las proximidades de la rotura; pero en la prictica, para el
caleulo del punto de fluencia y de la carga de rotura la fatiga se
refiere a la seccién recta inicial de drea 4. Todas estas cuestiones
seran examinadas mas detalladamente (véase Segunda parte).
La figura 2 (b) representa el diagrama de extensién para la
fundicién. Este material tiene un limite muy bajo de proporcio-
nalidad ! y no presenta definido el punto de fluencia.

v
~

@

Diegrama de enssyo ¢ traccion

! Para establecer este limite mediante ensayos es necesario em-

pPlear extensémetros muy sensibles en la medida de los alargamientos.
(Véase Grﬁneisen? Berichic d. deutsch. phys. Gesellschaft., 1906.)
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Diagramas andlogos a los de extensién pueden obtenerse
para la compresién de diversos metales y determinar sus parves
caracteristicas.
~ 4. Fatiga de trabajo.—Un diagrama de extensién da una
informacién completa de las propiedades mecanicas de un ma-
terial. Conociendo el limite de proporcionalidad, el punto de
fluencia y la fatiga de rotura del material, es posible establecer
en cada problema particular de ingenieria la magnitud de la
fatiga que puede considerarse como una carga de seguridad;
esta fatiga se llama corrientemente fatiga de trabajo.

Al escoger el valor de la fatiga de trabajo para el acero, debe
tenerse en cuenta que para fatigas inferiores al limite de propor-
cionalidad el material puede considerarse perfectamente elds-
tico, y por encima de este limite parte de la deformacién la con-
serva corrientemente la barra al ser descargada. Dicho de otro
modo, se presentan deformaciones permanentes.

Para que la estructura esté siempre en condiciones eldsticas
y no exista posibilidad de deformaciones permanentes, se acos-
tumbra & escoger la fatiga de trabajo bastante por debajo del
limite de proporcionalidad. En la determinacién experimental
de este limite se utilizan aparatos muy sensibles (extensémetros)
y la determinacién de la posicién de dicho limite depende en
muy alto grado del cuidado con que se hacen las medidas. Para
eliminar la dificultad que esta indeterminacién produce, se toma
corrientemente el punto de fluencia o la fatiga de rotura del ma-
terial como base para determinar la fatiga de trabajo. Repre-
sentando con o,, 65 ¥ o, respectivamente, la fatiga de traba-

“jo, el punto de fluencia.y la fatiga de rotura, la magnitud de
la fatiga de trabajo se determina por una de las dos relaciones
siguientes:

c-—oi 6 __G’. (5)

n y n, se llaman corrientemente factores de seguridad y deter-
minan la magnitud de la fatiga de trabajo. En el caso de estruc-
turas de acero se toma el punto de cesién o fluencia como base
para calcular la fatiga de trabajo, con objeto de que no se pre-
senten deformaciones permanentes en las estructuras. El coefi-
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ciente de seguridad n =2 se usa corrientemente cuando las
cargas que actian sobre la estructura lo hacen de.modo perma-
nente. Cuando las cargas son variables o se aplican de modo
stibito, caso muy frecuente en maquinaria, es necesario calcu-
Jar con mayor coeficiente de seguridad. Para materiales quebra-
dizos, como fundicién, hormigén, diversas clases de piedras, y
para materiales tales como la madera, se toma la fatiga de ro-
tura como base para determinar la fatiga de trabajo. La mag-
pitud del coeficiente de seguridad depende en su mayor grado
del cuidado con que en el cilculo se han determinado las fuer-
zas exteriores que act@an sobre la estructura, las fatigas co
rrespondientes a sus distintas partes y la homogeneidad de los
materiales usados. Mas adelante insistiremos sobre esta impor-

tantisima cuestién (véase Segunda parte).

Problemas

1. Determinar el didmetro d de los pernos de acero N de una
prensa para un esfuerzo méximo P = 50.000 kg. (fig. 3), si el coefi-
ciente de trabajo para el acero es en este

‘cas0 o; = 1.000 kg./em.3. Determinar el
alargamiento total de los pernos para la q:_—_]'D

carga méxima, si la longitud entre sus ca- —
bezas es 1,50 m.
Solucidn : El 4rea necesaria en la seceién %
recta, ecuacién (2), es - e
nd: F 50.000 5]
- = T = o—————— = 25 .’; T
A== = = 5% 1.000 em ¥ Z !
de donde Z % ¥
1
100
= — =§,64 cm. . % /
- é p
El alargamiento total, ecuaciones (3) % /
Y (4), es 3
1.000 |70 S
S==el=2 0o 1 % 1500=075mm. | \
y 2 x 108 ' —
2. Una estructura esté formada por dos Fra. 3

barras iguales de acero (fig. 4) de 4,60 m. de
longitud, cuyos extremos estén sometidos a
la accion de una carga vertical P. Determinar la seccién recta de la barra
¥ ¢l descenso vertical del punto B para P = 2.500 kg. 6, = 800 kg./cm.?
Y ¢l dngulo inicial de inclinacion de las barras, 30°
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Solucion : De la figura 4 (D), que representa la condicién de equi-

librio del nudo B, se deduce que la tensién en las barras es

S para § = 30% §= P = 2.500 kg.

~ 2sen’
La seccién necesaria es

S 2.500 1
== =3 :
A o 300 3 g em.
La flecha BB; se halla median-
te el tridngulo DBB;, en el que,
dada su pequefiez, el arco BD, de

(b .
5 radio igual a la longitud de las ba-

Fia. 4 rras, se sustituye por la perpendicular
bajada sobre A B, posicién de la ba-
rra después de la deformacién, desde el punto B.
El alargamiento total de la barra AB es

. _ oyl 800 B
Blb—e'l—j,;v_42 08 X 4.500 = 1,8 mm,.
y la flecha
BB, = B.D = 3,6 mm.
sen 9

Se ve que la variacién del dngulo 6 debida a la flecha BB, es
muy pequefia ¥y que el célculo realizado para hallar S, basado en Ia
hip6tesis de que 0 = 30°, es suficientemente apro-
ximado. Q

3. Determinar el alargamiento total de la barra A 1
de acero A B, cuya seccién recta es 6 cm.? y estéd
sometida a la accién de las fuerzas @ = 5.000 kg. l=25cm.
P = 2,500 kg. (fig. 5).

Solucion: La fuerza extensora para los trozos {
superior e inferior de la barra es igual a Q, y para P 7]

[,»25
el trozo central, igual a @ — P. El alargamiento to- p \# aneem
tal sera

S 2 QL , (Q—P)ly _5.000 x 250
T AR AE T 2x10°x 6 l,:25cm.
2.500 x 250 }
———— == 2 . B
+2><10°><6 0,26 mm ‘
4. Determinar las dimensiones de las secciones Q
rectas de la viga de madera BC y de la barra de Fia. 5

acero A B de la estructura 4 BC cargada en B, si el

coeficiente de trabajo para la madera se toma o; == 10 kg./em.? y
para el acero o, = 800 kg./cm.?. La carga P = 3.000 kg. Las dimen-
giones de la estructura, las de la figura 6. Determinar las componen-
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tes vertical ¥ horizontal del desplazamiento del punto B, debido a
1a deformacion de las barras.

Fia. 6

Solucién: De 1a figura 6 (b), que representa el equilibrio del nudo B
7 es un tridngulo semejante al A BC de la fig. 6 (a), se deduce

4,5
= P 2= =5.000 kg.
8 12,7 g
3,6
= P22 —= 4.000 kg.
SI—P2’7 4 g

Las secciones correspondientes a la barra de acero y a la viga de
madera seran:
A= S = 5.000 = 6,25 c.%; Ay = 51 = 4—100—00- = 400 cm.2.
(o3 00 [+ 7]
El alargamiento total de la barra de acero y el acortamiento de la
viga de madera son:
St 5.000 4.500

-— P e = 1,8 mimo.
=g i~ 2x 10 " 6,2
s _ Sih _ 4000 3800 _qg0.
17 Epds 105 400

Para determinar el corrimiento del nudo B, debido a la deforma-
cién, e trazaran dos arcos con centros en Ay O —fig. 6 (a)— y ra-
dios iguales a las longitudes de las barras ABy CB después de la de-
formacion. Su interseccion define la posicion nueva B’ del n}ldo B. La
construccién se realiza en figura aparte y a mayor escala —fig. 6 (.c)—.
BB, es el alargamiento de la barra de acero, ¥ BB, el acortamiento
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de la viga de madera. Las perpendiculares de trazos reemplazan a los
arcos indicados anteriormente. Por consiguiente, BB’ es el corri-
miento del nudo B. Las componentes de este corrimiento se deducen
facilmente de la figura.

5. Determinar en el problemsa anterior la inclinacién de la ba-
rra A B, de modo que su peso sea minimo,

Solucién : Representando por 0 el 4ngulo entre la barra y la viga y
por I, la longitud de la viga, se tiene: Longitud de la barra ! = Elsl—e »
. P . . P
tensién de la barra S = —— y seccién necesaria en la barra 4 = ———-

sen 0 oz 8en 6

El volumen de la barra sera:

1-A4 = hP = P .
cgysenf cosf opsen 20

Por consiguiente, el volumen y el peso de la barra son minimos
cuando sen 20 = I; es decir, 0 = 45°.

p
SBVD [ 4
8

1A 8

|
[
[
I
[}
1
t

1 !

!
Cy_Je
By -~ 78D ¢
(aj C (b)
/ P b
P

Fic. 7

8. La estructura triangulada ABCD —fig. 7 (a)— estd formada
por cinco barras de acero de 6 em.? de seccién recta y sometida a la
accion de las fuerzas P = 5.000 kg. en la direccién de la diagonal. De-
terminar las variaciones de los éngulos en A y C, debidas a la defor-
macién de la estructura. Determinar la variacién de esos mismos én-
gulos si ge aplican fuerzas como las de la figura 7 (b).

Solucién : En el caso de la figura 7 (a), la diagonal es la tinica barra
que trabaja. Suponemos fijo el nudo D e invariable la direccién de la
diagonal, el corrimiento del nudo B en la direccién de la diagonal seré
igual al alargamiento de la diagonal & = % La determinacién de la
posicién nueva O’ del nudo C se indica en la figura por linea de trazos.
En el tridngulo recténgulo de dimensiones pequefias CC,C’ se tiene

CcO = —8—2 . Por consiguiente, el éngulo de rotacién de la barra DC

debido a la deformacién de la estructura sera

TRACCION Y COMPRESION 13
co sy s P BoO0 b
DO’=V§[Z=7=E‘6x2x10° 3400 “adi
y el aumento del dngulo en C es

1 1
X 3,400 1.200
La resolucién del problema representado en la figura 7 (b) se deja

como ejercicio. .
7. Determinar la posicién de la carga P en la viga ABD de tal

2 radian.

“modo que la fuerza en la barra B( ses méxima. Determinar el éngulo 6

de modo que el volumen de la barra BC sea minimo (fig. 8).

p .
AA B | D ____360/11___...__1.8171__1.

)
, ks
(o) 2 4

Fic. 8 Fic. 9

Respuesta: La tensién en la barra BC es méxima cuando la car-
ga P est4 en la posicion més alejada & la derecha, es decir, en el punto D,
K] volumen de la barra es mfnimo cuando 6 = 45°

8. Determinar la seccién necesaria para la barra de acero BC (figu-
ra 9) si el coeficiente de trabajo es g, = 1.000 kg./ecm.? y la carga
vertical uniformemente distri- :
buida acttia sobre la viga AB {__zda_.__zdo_.:l.._z a0

A

a razén de 1.500 kg./m. 12000 § 12000 |0
7

Respuesta: A = 4,06 cm.?. 77 / /‘I am
9. Determinar las seccio- 7y
nes necesarias para las bairas B (L

ABy BC de las estructuras de A ; 12000 | 12000 €

las figuras 10 (2) y 10 (b) si 7
6; = 1.000 kg./cm.2, % 7. 18m.
Respuesta: En el caso de la

8 Y] (b

estructura 10 (a), la seccién
de A B debers ser 20 em.?, yla Fia. 10
de la barra BC, 16 cm.? En el
caso de la estructura 10 (b), la seccién de la barra A B serd 16 em.t y
la de la barra BC, 14,4 cm.2

10. Resolver el problema 3 suponiendo que el material es duralu-
minio y que P == @ == 800 kg./cm.?.

11. Hullar las secciones de las barras CD de las figuras 10 (@)
¥y 10 (b) y su alargamiento total si el matcrial es acero corriepte y
oy = 1.200 kg./cm.?
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12. Resolver el problema 9 suponiendo que la carga se aplica
golamente en el nudo del cordén superior situado a 2,40 m. del apoyo 4.

5. Fatigas y deformaciones producidas en una barra por su
propio peso.—Al estudiar el caso de la extensién de una barra
(figura 1), hemos considerado solamente el efecto debido a la car-
ga P. Si la longitud de la barra es grande, su propio peso puede
producir una fatiga adicional considerable, que debe tenerse en
cuenta. En este caso la fatiga maxima se produce en la seccién
recta superior. Representando vy el peso por unidad de volumen
de la barra, el peso total serd Ayl y la maxime fatiga vendra
dada por la expresién
P44yl P

A 4

El Gltimo término del segundo miembro de la ecuacién (6)
representa la fatiga producida por el peso de la barra. El peso
de la porcién de barra situado por debajo de una seccién recta
a la distancia x del extremo inferior es Ayx y la fatiga vendra
dada por la ecuacion

+ ¥l (6)

O max =

_P+Ayx-
A

Sustituyendo la fatiga de trabajo o, por o, en la ecua-
ci6n (6) la formula para calcular la seccién de seguridad sera

o3

(7)

P

A=

(8)

o, — vl

En ella se ve que el incremento de longitud de la barra hace
aumentar la seccion. recta de seguridad 4. Cuando y/ =o,, la
fatiga debida al peso de la barra es igual al coeficiente de tra-
bajo y el segundo miembro de la ecuacién (8) se hace infinito.
En circunstancias tales es imposible el uso de la barra prisma-
tica y se recurre al empleo de barras de seccién variable.

Para calcular el alargamiento total de una barra prismética
sometida a la accién de la fuerza de extensiéon P en el extremo
y su propio peso, consideramos primeramente el alargamiente
de un elemento de longitud diferencial dx separado de la barra
por dos secciones rectas infinitamente proximas (véase fig. 1).
Puede suponerse que en tan corta longitud dx la fatiga es cons-

TRACCION Y COMPRESION i5

tante y viene dada por la expresién (7). Entonces el alargamien-
to d3 del elemento sera

El alargamiento total de la barra se obtendrs sumando los
alargamientos de todos los elementos. O sea

5 ’Lt“l%dx:_l_(erlAYz). (9)
, AB AL 2

Comparando este resultado con la expresién (1), se ve que
el alargamiento total producido en la barra por su propio peso
es igual al que produciria una carga de valor mitad aplicada en

gu extremo.

Problemas

L. Determinar el 4rea de la seccién recta de una barra vertical
de acero de forma prismética cargada en su extremo inferior con una
carga P = 35.000 kg., si la longitud de la barra es 200 m., el coeficiente
de trabajo o, = 700 kg./em.? y el peso de un m.? de acero es 7.800 kg.
Determinar el alargamiento total de la barra.

Solucién : La seccibén., ecuacién (8), es

35.000 — 64 cm.t

A= F55-78 % 10-F x 200 x 10°

El alargamiento total, expresién (9), es

5 =200 x 10° 35.000 +%64 X 7,8 x 108 x 200 x 108) =63 mm.

1
64%x 2 x 10¢ <
2. Determinar el alargamiento de una barra conica bajo la accion
de su propio peso (fig. 11). La longitud de la barra es [, el didmetro
de la base es d y el peso por unidad de volumen del material es Y.
Solucidn: El peso de la barra sera:
nd? Iy
Q = —4— X § .
Para una seccién recta a distancia x del extremo inferior de la ba-
tra la fuerza de extension, igual al peso de la parte inferior de la barra, es

Qz _mdt  yz
B4 318

Teniendo en cuenta que esta fuerza se reparte uniformemente en
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la secci6n recta ! y considerando el elemento de longitud dx como una
barra prismatica, el alargamiento de este elemento sersd

= 1%
dS—SE % dz

v el alargamiento total de la barra es

1

Fste alargamiento es 3 del que tendria una barra

- prismatica de la misma longitud (véase ecuacién 9)-
Fra. 11 3. La varilla vertical de una bomba de mina es
accionada por un cigiiefial (fig. 12). Suponiendo que
o] material es acero y el coeficiente de trabajo o, = 500 kg./cm.?, de-
terminar la seccién recta de la varilla si la resistencia del pistén
durante el movimiento hacia abajo es 100 kg. y durante el movimiento
hacia arriba 1.000 kg. La longitud de la varilla es 100 m. Determinar
la longitud del radio del cigilefial si la carrera de la bomba es 20 cm.

Solucién: El érea de la seccién rtecta de la varilla se encontrard
por la expresién (8) para P = 1.000 kg.

O sea

1.000

A=5OO——7,8 x 10—3 x 100 x 10?

= 2,37 cm.?

La diferencia entre el alargamiento total de la varilla cuando se
mueve aiternativamente, debido a la resistencia del pistén, sera:
_ (1000 4-100) x 100 x 102

= =" 2 . — o
A3 237 % 2 X 107 3,2 mm r

El radio de la manivela sera:

20 + 2,32
,__%ﬁ_

=11,16 cm.

4. Dos alambres, uno de acero y otro de alumi-

nio, estan oolgados verticalmente. Determinar la H i S

longitud para la que la fatiga debid~ al peso propio 20cm
. . C_J} ¢

iguala a la carga de rotura si para el acero ¢, = 21.000

kg./em.* y y = 7.800 kg./m.® y para el aluminio Fic. 12

o, = 3.500 kg./em.? y y = 2.700 kg./cm.®
Respuesta : Para el acero, =26.900 m.; para el aluminio,l=13.000m.
5. En qué proporcién crece la fatiga méxima producida por su
propio peso en una barra prismética si todas las dimensiones de ls
barra aumentan en la proporcién n: 1.

1 Esta hip6tesis es admisible cuando el &ngulo del cono es pe-
queiio,
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Respucsta: La fatiga crecerd en la relacién n: 1.

6. Una pila de puente formada por dos trozos prisméticos de igual
longitud (fig. 13) esté sometida en su extremo superior & una compre-
sibn P = 300.000 kg. Determinar el volumen de la fabrica si la altura
del pilar son 36 m., ol peso por m.? 2.000 kg. y la fatiga de compresién

P

%

Fie. 13 Fic. 14

méxima admisible 10 kg./cm.2. Comparar el volumen obtenido eon el
de un pilar prisméatico proyectado en anslogas condiciones.

7. Resolver el problema anterior suponiendo a la pila formada
por tres trozos prisméticos de igual longitud.

8. Determinar la forma del pilar de la figura 14, de modo que la
fatiga en cada seccién sea constante e igual a oy La forma que satis-
face a esta condicién se denomina sélido de igual resistencia.

Solucién : Considerando el elemento diferencial rayado en la fi-
gura, es evidente que la fuerza compresora de la seccién m, 7, es su-
perior & la que comprime la seccién mn en el peso del elemento. Puesto
que la fatiga en las dos secciones debe ser la misma e igual & oy, la di-
ferencia dA de las éreas de las dos secciones, debe compensar la di-
ferencia de fuerza compresora.

Por consiguiente,

dAoc, = vAdz, ()

donde el segundo miembro de la ecuacién representa el peso del ele-
mento. Dividiendo esta ecuacién por Ac; ¢ integrando, se tiene

l.i_A_': Y_d_f
A ot

de donde
logd =2 +0
L4
y
b od
A = CeSt, »

RESISTENCTA DR MATERTALES. — T, I
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Siendo e la base de los logaritmos naturales y O = ¢U', Para @ == €
esta ecuacién da para el drea de la cabeza del pilar

(A)gmo = C.

. . P -
La seccién en dicha cabeza es — y, por consiguiente, la ecuacién
ot

(b) serd

= —¢ ‘. (c)

E] 4rea en la base del pilar se obtiene dando a « el valor ! en la
ecuacion (c),
P o
4 mix = O'—t e . (d)
9. Encontrar el volumen de la fabrica de un pilar de igual resis-
tencia, proyectado en las condiciones del problema 6.

Solucién : Utilizando la ecuacién (d), la diferencia de las areas de »

las secciones de base y cabeza del pilar sers

P p n

]

P _E_Pa_y,
Ot ot Gy

Esta diferencia, multiplicada por la fatiga de trabajo o; da evi-
dentemente el peso del pilar; su volumen seré:
i
14 =§(e°‘ —1) =158 m.?

6. Problema estiticamente indeterminados en traceién y
compresién.—Hay casos en los que las fuerzas axiales que ac-
than en las barras no pueden determinarse por las condiciones
de la estatica, y entonces la deformacién de la estructura per-
mite encontrarlas. Estas estructuras se llaman sistemas estd-
ticamente indeterminados.

Un ejemplo sencillo de tales sistemas es el de la figura 15. La
carga P produce extensién en las barras OB, OC y 0D, las cua-
les estan en el mismo plano.

Las condiciones de equilibrio del punto P dan dos ecuaciones,
que no son suficientes para determinar las tres tensiones des-
conocidas de las barras y para tener una tercera ecuacién es
necesario considerar la deformacién del sistema. Supongamos,
para simplificar, que el sistema es simétrico respecto al eje ver-
tical OC, que la barra vertical es de acero, siendo 4, y E, el

librio para el punto O, en este caso
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4rea de su seccién recta y el médulo de elasticidad del material,
y que las barras inclinadas son de cobre, y que 4,y E, son sus
areas de secciones rectas y sus médulos. La longitud de la barra

i la de las barras inclinadas es ~——.
vertical es [ y po—

Representando por X la tensién de la barra vertical y por ¥
las fuerzas en las barras inclinadas, la Unica ecuacién de equi-

de simetria sera:
X 4 2Y cosa = P. (a)

Para obtener la segunda ecuacién
que permita conocer las cantidades
X e Y, consideraremos la configura-
ci6n del sistema deformado indicada
en la figmra por lineas de puntos.
Sea 3 el alargamiento total de la barra
vertical bajo la accién de la ca;ga p;
los alargamientos 8, de las barras inclinadas se hallarin en el
tridsngulo OFO,. Teniendo en cuenta que estos alargamientos
son muy pequefios, el arco de circulo OF de centro D puede
reemplazarse por una recta perpendicular y el dngulo en 0,
puede tomarse igual a! dngulo inicial «; por tanto,

8; = & cos a.

Los alargamientos unitarios y las fatigas para las barras ver-
tical e inclinadas seran:

3 ES S cos? « & § cos? a
€= <; O,= L y g, = ————; GO, = e =
i l ’ l ‘ l

>

respectivamente. Las fuerzas en las barras se obtendran multi-
plicando las fatigas por las secciones rectas y seran

_A4ED AE 3 cos® a

X=o, 4 S P=ed = ()

a =

~de donde

Y = X cos? « éc-ﬁ

8

a
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Sustituyendo en la ecuacién (a), obtendremos

X = P

. 4.8, (10)
1+ 2cosa A7,

Se ve que la fuerza X no depende tinicamente del dngulo de
inclinacién «, sino también de las dreas de las secciones rectas
y de las propiedades mecanicas de los materiales de las barras.
En el caso particular en que las tres barras tengan la misma sec-

cién y el mismo modulo la expresion (10) se transforma en
P

1-+2cos®a

Cuando « se aproxima a 0, cos « se aproxima a la unidad
1
y la fuerza en la barra vertical se aproxima a 3 P. Cuando «

ge aproxima a 90°, las barras inclinadas son muy largas y la

R, carga actiia de modo completo sobre la barra
% central. Otro ejemplo de sistemas estdticamente
indeterminados es el de una barra prismética

a .
con los extremos empotrados cargada axialmen-
o *‘ n ! te en una seccién intermedia mn (fig. 16). La
s P carga P estard en equilibrio con las reacciones

Ry R, en los extremos y se tendrd

% 4 Z P=R-+ Rl' ((,)
Fie. 16 Para obtener la segunda ecuacién que per-

mita determinar las fuerzas By R, debe consi-
derarse la deformacién de la barra. La carga P con la fuerza R
produce acortamiento en el trozo inferior de la barra, y con la
fuerza R,, alargamiento en el superior. El acortamiento total de
un trozo debe ser igual al alargamiento total del otro.
Usando la ecuacion (1), se obtiene

Ra _ Ib
AE  AE
de donde

i

o8

' @

N
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lo que indica que las tuerzas R y R, son inversamente - propor-
cionales a las distancias de sus puntos de aplicacién a la sec-
ci6n mn. De este modo, las ecuaciones (¢) y (d) dan las mag-
nitudes de aquellas fuerzas y las fatigas de la barra pueden
calcularse facilmente.

Problemas

1. Un cilindro de acero y un tubo de cobre estédn comprimidos
entre los platos e una prensa (fig. 17). Determinar las fatigas en el
acero y en el cobre y el acortamiento unitario d
gi P == 50000 kg, d = 10 em. y D = 20 em. ‘

Solucion: Las condiciones estiticas son insu- —_J__]
ficientes y debe considerarse la deformaciéon del
cilindro y del tubo para encontrar la parte de carga 0
que obra sobre cada material.

Los acortamientos unitarios en el acero ¥y en
el cobre serén iguales; por tanto, la fatiga de
cada material estard en la misma relacién que
su médulo (ecuacién 4, pig. 4), es decir, la fatiga

NN

< p

d

20
de compresién en el acero serad 1 de la fatiga de ‘Fie. 17
compresién en el cobre. De este modo, el valor o,
de la fatiga en el cobre se encontraréd por la ecuacién de la estatica.
wd? 20 b3
Tt

D —d?) .

Sustituyendo valores numéricos, se obtiene o, = 132 kg.jem.3;

2
Gg = iil)c, = 240 kg./cm.

El acortamiento unitario seré:

=3¢ - 120 x 108

€ E, .
2. Una columna de hormigén armado esté comprimida por una
fuerza P = 30.000 kg. ;Qué parte de esta carga actia sobre el hormi-
g6n y qué parte sobre el acero si la seccion recta de acero es solamente

1—0 de la seccién recta de hormigén?

La carga transmitida por el hormigén seré igual a 15.000- kg.

3. Un cuerpo rigido A B de peso € cuelga de tres alambres verti-
cales simétricamente colocados respecto al centro de gravedad C del
cuerpo (fig. 18). Determinar los esfuerzos de extension en los alambres
si el de] medio es de acero y los otros dos de cobre. Las secciones rec-
tas de los tres alambres son iguales.
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Murcha a seguir: Usar el método del problema 1.

4. Determinar las fuerzas en las cuatro patas de una mess cua-
drada (fig. 19), producidas por una carga P que actua en una diagonal.
El apoyo de la mesa en el suclo se supone absolutamente rigido y las
patas se unen & él de tal modo que pueden sufrir extensiones y com-
presiones.

Solucién: Suponiendo que la nueva posicién del tablero de la mesa

es la indicada con la linea de puntos mn, la

Zz compresién en las patas 2 y 4 sera igual a la
media de las de las patas 1 y 3. Por tanto,
2Y =X+ 2
y también
AI IC '|B 2Y+X+2=P,
Q de donde
Fia. 18 : 2Y=X+Z=%P. (@)

La ecuacién complementaria para determinar X Yy Z se obtiene
tomando el momento de todas las fuerzas con relacién al eje horizon-
tal 0-0 paralelo al y y en el plano de la fuerza P. Se obtiene

X(—%a\/—f—l—e)—}—%Pxe:ZGaﬁ—e). (b)

De (a) y (b) se deduce

Cuando e > o —\1—5 » X es negativa. Bsto

indica que hay extensién en la pata 1.

6. Determinar las fuerzas en las pa-
tas de la mesa anterior cuando la carga
se aplica en el punto de coordenadas.

a a
=Z’ y:Q—--

T

Fra. 19

Solucion. Para resolver este problema,
la carga P situada fuera de la diagonal de la mesa puede reemplazarse
Por dos cargas estaticamente equivalentes aplicadas en puntos de las
dos diagonales. Los esfuerzos producidos en las patas por cada una de
estas dos fuerzas se encontraran del modo explicado anteriormente.
Sumando los efectos de las dos cargas componentes se encontrarén los
esfuerzos en las patas para cualquier posicién de la carga P,
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8. Un cuadro rectangular con diagonales est4 sometido a la accién
de las fuerzas de compresién P (fig. 20). Determinar los esfuerzos en
las barras si todas son del mismo material, el

4rea de la seccion recta de las verticales es 4 y p p
la de las restantes barras 4,.
Solucicn. Sea X la fuerza de compresién en I
cada barra vertical; Y, la fuerza de compresién
en cada diagonal, y Z, la fuerza de extensién en b
cada barra horizontal. I.a condicién de equilibrio
de uno de los nudos da 9
' 3
. 1 p p
} _senaX(P#X)’ le—a —d
Z=Ycosa=(P—X)cota. (a) Fra. 20

La tercera ecuacién se obtendrd por la condi-

cién de que el cuadro después de la deformacion seguira siendo rec-
tangular, en virtud de la simetria; por tanto,

despreciando las cantidades pequefias de orden superior, se obtiene
(a2+h’)Y=If§_iZ. (b)
AE AE  AE
Resolviendo el sistema de ecuaciones (a) y (b), la fuerza en la dia-
gonal se obtiene por la siguiente expresion:

Y =
) z
aﬁ;;—hZ Aél %:441 X cos o 4 8in o

Tas fuerzas cn las otras barras se calculardn fécil-
mente por las ecuaciones (a).

7. Resolver el problema anterior suponiendo a = h,
A =054,y P = 25000 kg.

8. ;Qué fatiga se producird en un perno de acero y
en un tubo de cobre (fig. 21) al dar 1/4 de vuelta a la
tuerca, si la longitud del perno es 75 cm., el paso del tor-
nillo 2 = 3 mm., el 4rea de la seccién recta del perno
e =6 cm.? y el drea de la seccién recta del tubo 4, = 12 cm.2?

Solucion: Sea X la fuerza total de extensién en el perno y de com-
Presién en el tubo. El valor de X se encuentra estableciendo que el
alargamiento total del perno més el acortamiento total del tubo es
igual al desplazamiento de la tuerca a lo largo del perno. Admitiendo,
0 nuestro caso, que la longitud del tubo es igual a la longitud del

’
‘
H
H
‘
v
’
’
1
’
’
’
.
’
’
H
¢
’
i
4
’
’
£

frerrerecorcTeTTerT ey

perno, se obtiene:

X1 Xi 1

Al A2y
45, T am, "
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de donde
x=JdaFa __ OIXEXBx00 o
41(1+AaE“>~4x75<1+M—L“">_ ' ’
AR, 12 x 1,1 x 108
La fatiga de extensién en el perno es o, = Ai = 1.050 kg./ecm.2
a
La fatiga de compresién en el tubo es o, = X - 5256 kg.fem.?
e = 4 8
e
9. {Qué cambio en las fatigas calculadas en el problema anterior
R producen unas fuerzas extensoras P = 2.500 kg. apli-
., f ! cadas en los extremos del pernc?
(‘7 Solucion. Sea X el aumento de Ia fuerza total

de extensién en el perno e ¥ la disminucién de la
7 fuerza total de compresién en el tubo. La condicién

s 12l 2 de equilibrio da:
m ) X+Y=P, ()
z Puede escribirse una segunda ecuacién conside-
rando que los alargamientos unitarios _del perno y

l del tubo por la aplicacin de las fuerzas P deben ser
i fR ‘ iguales; es decir,

X oY (b)

Fig. 22 4,8, " 4,E,

Esta ecuacién, unida a la (a), permite calcular
las fuerzas X e Y, de cuyos valores se deducen facilmente las fati-
gas correspondientes.

10. Una barra prismética con los extremos empotrados estd car-
gada axialmente en dos secciones intermedias (fig. 22) con fuerzas
P, y P, Determinar las reacciones R y B,

Solucidn.: Usando la ecuacién (d), pagina 20, mediante la que se
calculan por separado las reacciones que produce cada carga, y su-
mando los resultados. Determinar las reacciones
totales cuando

a=03l, b=03l y P, =2P,=500kg.

11. Determinar las fuerzas en las barras del
sistemna representado en la figura 23, en el que
0A es un ejo de simetria.

Respuesta: La fuerza de extensién en la ba-
rra OB es igual a la de compresién en la

P
barra OC y vale ;———. La tensién de la barra
2sen o

Fia. 23

horizontal 04 es igual a 0.

12.  Resolver el problema 10 suponiendo que la porcién inferior
de la barra cuya longitud es ¢ tienc una seccién doble que las de las
Otras dos partes de longitudes a y b. :
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\ 7. Fatigas iniciales y térmieas.—En un siste'm.a.estética-

te indeterminado es posible existan tensiones iniciales pro-
megdas en el montaje y debidas a errores en las longitudes de
duclbarms o a variaciones intencionadas de los valores correctos
:ia;s aquellas longitudes. Estas tensiones existen aun cuando no
actilen cargas exteriores y dependen de las’ Proporclones geon.le~
tricas del sistema, de las propiedades mecanicas de los n¥a,tema-
les y de la magnitud de los errores. Supongamos, por e]emPlo,
(jue en el sistema representado en la figura 15 la barra vertical
tenga por error una longitud 1 + a en lugar de la,’ { que le co-
rresponde. Al unirla las barras B Oy DO, .d(?spuf‘as de haberla
acortado con una compresién inicial, producira fatiga de extf3,n-
sién en las barras inclinadas. Sea X la fuerza de compresion
que actia en la barra vertical después de haberla unido las otras

barras. o ,
La fuerza de extensién en las barras inclinadas sera:
X
2¢os o

y el desplazamiento del nudo O debido al alargamiento de dichas
barras serd (véase ecuaciéon b, pag. 19)

Xl

o . (@)
2A.E, cos®
El acortamiento de la barra vertical sera
= L, ()
AE,

Ahora bien: el desplazamiento del nudo O, junto con el
acortamiento de la barra vertical, debe ser igual al error a en
la longitud de dicha barra.

Se obtiene de este modo la siguiente ecuacion, para deter-
minar X;

Xl Xl
-+ = Q.
24,E,cos3a  AE,
O sea
X = adaf, , 1y

{ (] + [&E‘{*_ )
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Conocido X, se calculardn facilmente las fatigas iniciales en
las barras.

La dilatacién de las barras debida a cambios de la tempera-
tura puede tener el mismo efecto que los errores en las longi-
tudes. Si la temperatura de la barra crece de fy a ¢ y la dilata-
cién térmica se impide por las reacciones en los extremos, se
producirin en la barra fatigas de compresion cuyas magnitudes
pueden calcularse por la condicién de que la longitud perma-
nezeca invariable. Sea o el coeficiente de dilatacién y o la fatiga
de compresién producida por las reacciones. La ecuacién que
determina o serd

a(t - to) = ’

=la

de donde
6 = Ba(t —ty). (12)

Como segundo ejemplo, consideremos el sistema representado
en la figura 15 y supongamos que la barra vertical se calienta
desde la temperatura ambiente {, hasta una nueva tempera-
tura f. La dilatacién térmica correspondiente estard parcial-
mente impedida por las otras dos barras del sistema y una cierta
fatiga de compresién aparecera en la barra vertical y fatigas
de extensién en las barras inclinadas.

La magnitud de la fuerza de compresién en la barra verti-
cal vendra dada por la ecuacién (11), en la que en lugar de la
magnitud @ del error en longitud se sustituira la dilatacién tér-
mica «l (t — ¢,) de la barra vertical.

Problemas

1. Los rafles de un tranvia esté4n a tope a 10° C. ;Qué fatiga se
produciré en ellos cuando el sol los calienta hasta 38° C, si el coeti-
ciente de dilatacién del acero es & = 125 X 10772

Solucidn :

o= 92 % 108 X 1256 X 10~7 X 28 = 700 kg./cm.?

2. ;Qué cambio de fatigas se producirad en el caso representado
en la figura 21, al aumentar la temperatura, pasando de ¢, a ¢ grados, si
el coeficiente de dilatacién térmica del acero es «, y el del cobre a,?

Solucidn : Debido a que a, > o, el aumento de temperatura pro-
duce compresion el el cobre y traccién en el acero. Bl alargarmiento

-
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unitario del cobre y del acero serén iguales, y representando por X el

aumento de la fuerza de extensiéon en el perno debida al cambio de

temperatura, 8se tendra:

X X
o, (t—1t0) + AiE,~ o (£ —1tg) — AE,
de donde
(otg — rg) (E—20) AaEa.

AJE,
1 “2a”a
* 4,8,

X =

1a variacién de las fatigas en el perno y en el tubo puede calcularse
shora del modo acosturbrado.

3. Una pletina de cobre estd soldada entre dos pletinas de acero
(figura 24). ;Qué fatiga se producir en el acero y en el cobre por una
elevacion de la temperatura de las pletinas de & & ¢ grados?

"Solucion : Deberé usarse el mismo
método que en-el problema anterior. [ 1 &z gcero

4, ;Qué fatigas se produciran en = — ggg;g
las barras del sistema representado en
la figura 15 si la temperatura de to-
-das las barras se eleva de &, a &7

Solucion: Con X se representa la fuerza de extension producida
en la barra de acero al aumentar la temperatura. Por la condicién de
equilibrio del nudo O se ve que las fuerzas que comprimen a las barras

Fic. 24

de cobre valen ; por todo lo expuesto, el alargamiento total de
o

X
2 cos
la barra de acero sera:

8 = da(t——to)l + :4?){—-2,—’
a3 a

yel i;largamiento de las barras de cobre,

X1 .
cos o 2cost x4,E,

81 == oc,,(t—— to)

Segin sabemos (veuse pag. 19),
3, = dcos a;
por consiguiente,

X 4 .4
t— e = — I T e
%g( to)l + a,z, oot — o) cof o T oosd “AcEc’

de donde

(t—to) -0‘:‘, “——-oca> ALE,
1 A E,
1+ 2cos®a AE,

-
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Las fatigns en el ~oero y el cobre se obtendran ahora por las ecua-
ciones siguientes:
X, I
A, %= 3 cos oA,

Gg —

5. Suponiendo que en el caso de la figura 17 una carga constante
P = 50.000 kg. se aplique a la temperatura inicial #,, determinar para
qué aumento de temperatura la carga seré transmitida Gnicamente
por el cobre si a, = 125 X 10~7 y a, == 170 X 10~7,

Solucion ; :
log — ap) (8 —tp) = _E'(‘T);}_*Pa‘f)‘E,: ’
de donde

t — o= 42°7 C.

6. Una barra de acero formada por dos partes prisméticas de lon-
gitudes I, y I, y de secciones rectas 4, y 4, tiene los extremos fijos.
Hallar las fatigas que se originan cuando la temperatura se eleva 60° C.
Supéngase I; = l,, 4, = 24,y o, = 126 x 10~7.

7. Hallar las fatigas de origen térmico en el sistema de la fi 1gura, 24,
si la temperatura de las tres pletinas crece 60° C. El espesor es el mis-
mo en las tres y los coeficientes de dilatacién son «g = 125 x 107

11 :
50"

8. La temperatura del sistema de la figura 15 se eleva en 60° C.
Hallar las fatigas de origen térmico si las tres barras son de acero y
tienen la misma seccién, Témese a, == 125 X 10~7 y E,= 2 x 10°
kg./cm.2?

9. Encontrar las fatigas en los alambres del sistema de la figu-
ra 18 si la secci6n recta de los alambres es 0,8 cm.2, la carga @ = 2.000
kilogramos y la temperatura del sistems después del montaje aumenta
en 6°C. :

10. Determinar las fatigas que aparecen en el sistema representado
en la figura 20 si la temperatura de la. barra horizontal superior se ele-
va de ¢, a ¢ grados.

y o =170 x 10~7?. Supéngase E, : E, =

8. Extensién de un anillo eireular.—Si fuerzas radiales uni-

formemente distribuidas actian a lo largo del perimetro de un

anillo delgado circular (fig. 25), se producird un alargamiento
uniforme del anillo. Para determinar la fuerza de extensién del
anillo imaginémosle cortado por una seccién diametral hori-
zontal —fig. 25 (b)— y consideremos la parte superior como un
cuerpo libre. Si g representa la carga uniforme por unidad de
longitud de circunferencia y r es el radio de dicha circunferen-
cia, la fuerza que obra en un elcmento de anillo determinado
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por dos secciones radiales adyacentes serd grdo, donde do es el
éngulo en el centro correspondiente. Tomando la suma de las
componentes verticales de todas las fuerzas que actfian en el

medio anillo, obtendremos la siguiente ecuacion de equilibrio:

2P = 2[2 qr sen @d¢ = 24r,
0
de donde
P = gr. (13)

La fatiga de extension en el anillo se obtendr4 ahora divi-
diendo la fuerza P por el drea de la seccién recta del anillo.

En las aplicaciones practicas es muy frecuente tener que
determinar la fatiga de extensién en un anillo circular giratorio.
Entonces ¢ representa Ia fuerza centrifuga por unidad de lon-
gltud del anillo y viene dada por la ecuacion

_w.2 (14

g r
en donde w =peso del anillo por unidad de longitud; r, radio
de la circunferencia media; v, velocidad del anillo en el radio r,
Y g, aceleracién de la gravedad. Sustituyendo esta expresion de
g en la ccuacion (13) se obtiene

2
p=¥
g
y la fatiga correspondiente serd,
L L o (15)

4409
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Se ve que la fatiga es proporcional a la densidad }; del ma-

terial y al cuadrado de la velocidad periférica.

Problemas

1. Determinar la fatiga de extensién en la pared cilindrica de la

prensa de la figura 3 si el didmetro interior es 25 cm. y el espesor de
la pared 2,56 em.

Solucidn : La presién hidrostdtica méaxima p en el cilindro se en-
coutrara por la ecuacion

2 3
,,"_4.5_ = 50.000 kg.,

de donde p = 100 kg./cm.2 Separando del cilindro un anillo de longi-

tud 1 em. en direccién del eje del cilindro y aplicando la ecuacién (13)
se obtiene
P 100x 125

= —— 3
i~ ?5x1 500 kg./em.

6 =
2. Un tubo de acero se ha introducido en otro de cobre, estando
ambos a una alta temperatura ¢ (fig. 26), siendo el ajuste perfecto y
no existiendo presién alguna entre los tubos a
aquella temperatura. Determinar las fatigas que
se produciran en el cobre y en el acero al en-
friarse el conjunto hasta la temperatura am-
biente ¢, si el didmetro exterior del tubo de acerc
es d, el espesor del tubo de acero es k, y el del
tubo de cobre h,.
Fiac. 26 Solucidn : Debido a la diferencia de coeficien-
tes de dilatacioén o, y ¢,, existird una presién en-
tre los tubos exterior e interior al enfriarse. Sea x la presion en kg./cm.?
La fatiga de extension en el tubo de cobre serd

Cobre

_ xd
% = 3h,
y la fatiga de compresion en el tubo de acero sera
o
Cq = 2h‘a

La presién z puede encontrarse estableciendo en forma de ecuacién
la condicién de que en virtud del enfriamiento ambos tubos tienen la
misma contraccién perimetral; o sea

rd zd
g (t—1tg) — SE =0, (t—1%) + 2B,
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de donde
_xd (o — o) (E—t) B,
B = 55~ = .
2h, 14+ he B,
hg By

Del mismo modo podrfa calcularse la fatiga en el acero.

3. Refiriéndonos a la figura 25, ;qué fatiga adicionai de extension
ge producird en el tubo al someterle a una presién hidrostdtica interna
de valor p = 7 kg./em.?, si el didmetro interior es d, = 10 cm., h, = 2,5

20
milimetros y 4, = = X 2,6 mm.?

11

Solucién : Separemos del tubo un anillo elemental de altura I cm.
La fuerza total de extensién en ej anillo sera

pd
P=?’ = 35 kg,

Debido a que los alargamientos circunferenciales en el cobre y en el
acero son iguales, las fatigas estardn en la relacién de los médulos de

elasticidad, es decir, la fatiga en el cobre sera ;—(1) de la del acero y,

por tanto, la fuerza P, en este caso, se distribuye en partes iguales
entre los dos metales y las fatigas producidas serén:

P 35
0, = T T = 38,5 kg./em.? para el cobre
2 x 1 X 0,25

0
S = ] % = 70 kg./em.? para el acero.

4. Un anillo zunchado est4 formado por un anillo interior de cobre
¥ otro anillo exterior de acero.

El didmetro interior del anillo de acero es menor que el didmetro
ex’bell'lor del anillo de cobre en una cantidad & y el conjunto se ajusta
Previo calentamiento del anillo de acero. Al enfriarse, el anillo de chro
Pl‘.Oduce presién sobre el anillo de cobre (presién de zunchado). Deter-
minar las fatigas en el acero ¥ en el cobre si ambos anillos tienen seec-
Zl:nes re(j:ta,ng‘ulares de dimensiones h, y k, en direccion radial y la uni-

’(: en direccién Perpendicular al plano del anillo. Las dimensiones hy
Y p}le?den considerarse pequefias comparadas con el didmetro de la
superfmu? de contacto de los dos anillos.
Solucion: Sea z 1a presién uniformemente distribufda en la super-
de contacto de los anillos. La fatiga de compresion en el cobre

" ¥ 1a de extensién en el acero serdn:

xd xd

;- “=2h., 6“=2T‘o (G)
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E) acortamiento del diametro exterior del anillo de cobre seras

_ % g F
%=rp, ¢ = 2hF,

Tl alargamiento del diametro interior del anillo de acero sera:

_ % g _ % |
=g, %= 9hT,

La presién desconocida ¥ se enconirard por la ecuacién

zdd/ 1 1
w+a=" (o trm) =%

de donde
oo 20hafa__
’ hoE,
daz {1 _d.i‘>
( * %E,
Las fatigas o, ¥ o,, por las ecuaciones (@), serén?
3y E, 3 E,
%= dh, -~ halla  7*Td] +haE,,'
thG hCEG

5. Determinar las fatigas que se produciran en el anillo znnchado

de} problema anterior al girar el anillo con una velocidad constante -

de n r. p. m.
Solucién: Debido a que el cobre tiene mayor densidad y menor

médulo de elasticidad que el acero, el anillo de cobre presiona sobre el
anillo de acero durante la rotacién. Sea « la presién por cm.? de su-

perficie de contacto entre los dos anillos. Las fatigas correspondientes
vendrén dadas por las ecuaciones (a) del problema anterior. Es precisa

sumar s estas fatigas las fatigas producidas por la fuerza centrifuga. .
Representando por v, ¥ Y, los pesos por unidad de volumen del acero

y el eobre, y usando la ecuacion (18), se obtiene:

_ Ya (2rmy (@ A+ ha)Y, Yc<27m2 d——hcy
"“‘?(60>( g /P %7y 60)< 2

Combinando estas fatigas con las fatigas debidas a la presion x y te-
niendo en cuenta que el alargamiento debe ser el mismo en ambos:
anillos, se obtiene la siguiente ecuaci6n, que sirve para determinar el

valor de z en cada caso particular:

_I__[Ya<27€nﬂ'd+ha'a+md _~l Yo g__ﬂ_”’(d—hc>’ id_]
Eslg 60)( 2 m]‘E[E(so) 5 ) T2k

Conociendo z las fatigas en el cobre y en el acero, se encuentran s

dificultad.
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8. Determinar la velocidad periférica limite de un anillo de cobre
gi el coeficiente de trabajo es oy = 210 kg./em.?y v, = 8.700 kg./m.%,

Respuesta: v = 48 m.[seg.

7. Con relacién al problema 2 y figura 26, determinar la fatiga en
el cobre a la temperatura ambiente, 8i ¢t — f, = 55°C, ¢y — o, =
45 x 10=7, hy = h,.

Respuesta: o, = 175 kg./em.3.

8. Con referencia al problema 5, determinar el numerc n de
revoluciones por minuto al cual la fatiga en el anillo de cobre se

" anula si la fatiga inicial de zunchado era una compresién de valor oy, y

hy=h, y Eg=2E,
Solucién: El numero n se determinard por la ecuacién

_(2maN Yo (2 —heN | Ya/d + B\

= (55) (5 (5 + 25

9. Hallar las .fatiga.s en el anillo zunchado del problema 4,lwnpo-
Es 20

niendo 8 = 0,025 mm., d = 10 cm., h, = h, y =i Encontrar en
(4

cudnto varian las fatigas si la temperatura del anillo aumenta después
del montaje en 6° C. Témese o = 125 X 1077y o, = 170 X 107,
10. En el problema 5 hallar las fatigas correspondientes al acero
y 8l cobre si n = 3.000r. p. m.; d = 60 em.; b, = by, =12,6 mm.; y, =
7,8 X 10~ kg./jom.5; y, = 8,7 X 10~ kg./em.?, ¢

BRMSTENCIA DR MATERIALES. —T. 1 ) 8
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CAPITULO I

ANALISIS DE FATIGAS Y DEFORMA CIONES

9. Variacion de la fatiga en la extensién y compresién sim-
ple al considerar secciones oblicuas al eje de la barra.—Para
una barra prismética sometida a un esfuerzo axial de exten-
sién P —fig. 27 (a)—, hemos considerado solamente la fatiga en

una seccién normal al eje de la barra. Vamos a considerar ahora

el caso en que la seccion pg per-

4
P = p  pendicular al plano de la figura
\ est4 inclinada respecto al eje. -
y @ 9 Debido a que todas las fibras lon-
' gitudinales tienen el mismo alar- -

gamiento (véase pag. 3), las fuer-
zas que representan la accion de

) 7\

Fig. 27 tribuidas uniformemente sobre

la seccién pg. Aislada la poreién
izquierda de la barra —fig. 27 (b)—, estara en equilibrio bajo la

accién de estas fuerzas y la carga P.La fuerza por unidad de drea

de la seccién pg se llama fatiga en esta seccion. Representando
or A el drea de la seccién recta de la barra y por ¢ el éngulo .

entre el eje de la barra x y la normal n a la seccién pg, el area

de esta seccién sera ——— Y la fatiga S correspondiente sera

8¢
Pcosg

S=— = o0, CO8 16):
1 c ? (’)

donde o, representa, como anteriormente, la fatiga correspon-
diente a la seccion recta de la barra. Se ve que la fatiga S co,

la porcién derecha de la barra
sobre la izquierda estardn dis- -

3%

W

IS @)

S RP P Pq' 9

e N
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w 99 %.9
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rrespondiente a una seccién inclinada es menor que la fatiga o
., z
en la seccién recta de la barra y que disminuye al aumentar el
gngulo ¢. Para
¢ = "é»
la seccién pq es parale'a al eje de la barra y la fatiga S vale
cero, es decir, no existe presion entre las superficies laterales
de las fibras longitudinales. En las

gecciones oblicuas, la fatiga, que 4 p)
tiene la direccion de la fuerza P, » ﬁ?ﬁ e
X

no es perpendicular a la seccion. 7
Es corriente descomponerla en dos

. . 7
componentes, tal como indica la . 28

figura 28. La componente o, per-
pendicular a la seccién se denomina fatiga normal. Su valor es

o, = S cos ¢ = g, cos? . (17

La componente tangencial t se denomina esfuerzo o fatiga
cortante y su valor es
] o
T:SS(éﬂ(pzo‘zsen(pCOSq)—_—lEn—g—cP. (18)
2
| Pa.ra individualizar la deformacién que cada componente de
a fatiga produce, consideraremos un elemento separado de la

/<n barra mediante dos secciones obli-
1Y

©

i

cuas paralelas pg y p,q; —figu-
ra 29 (a)—. Las fuerzas que act@an
sobre él representan las acciones de
las partes derecha e izquierda de la
barra y se ven en la figura 29 (a).
Las figuras 29 (b) y 29 (c) se ob-

4 tienen al descomponer dichas accio-
Fre. 29 nes en sus dos componentes, tal y
_ como se dijo anteriormente, y pre-
%‘;tal" por separado la accién de estas componentes. Se via IZ{ue
: il.e ?:lga no‘rmal g, produce gxtensi()n del elemento en direccién
B normal n y que el esfuerzo cortante produce un resbala-

P

-———

‘miento RTIN .
P o deslizamiento de la seccién pg con relacion a la pqgy.

&
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Por la expresién {17) se vo que ia maxima fatiga normal se

presenta en la seccién recta de la barra y es (6n)max = O
La méxima fatiga cortante tiene lugar, como se deduce de

ia expresién (18), paza secciones oblicuas a 45° y vale

! (19)

< = -0
vax kA
2

Aunque la méixima fatiga cortante es la mitad de la mixima
fatiga normal, tiene aqueila fatiga una gran importancia prac-

Fic. 30

tica, debido a que hay matenales menos resistentes al esfuerzo -

cortante gue al normal. Por ejemplo, en un ensayo de traccién

de una barra de acero dulce cuya superficie esté bien pulimen-
tada, la fluencia del metal es visible a simple vista (fig. 30).;
Comienza por los planos oblicuos en los que la fatiga cortante.

es maxima.

Las férmulas (17) y (18), deducidas para el caso de exten-:
sién simple, se aplican también cuando la solicitacién es com-:

- asunto,
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presion simple. Basta para ello atribuir a o, signo negativo en
las expresiones (17) y (18). El signo negativo de o, indica que
en la figura 29 () se obtiene compresién en lugar de extensiéon
para el elemento infinitesimal com-

prendido entre las secciones pg ¥ ___‘fl]__ 1) ©
pyq;- El signo negativo en < (f6r- @ LRI
mula 18) indica que la accién cor- : i
tante en el elemento tiene sentido ———(j]—- S LIS
contrario al indicado en la figu- ® € @
ra 29, c. La figura 31 da el conve- Fre. 31

nio establecido respecto a los signos

de las fatigas normal y cortante. Esta ultima es positiva cuan-
do origina un par de sentido dextrorso.

10. El cireulo de fatigas.—Las férmulas (17) y (18) pueden
representarse graficamente . Tomemos un sistema ortogonal de
ejes coordenados con el origen en O, y de direcciones positivas
las usuales (fig. 32). Si consideramos que la seccién pq es perpen-
dicular al eje de la barra, se tendré, en la figura 28, ¢ =0, y por
las formulas (17)y (18), 6, =o0,, © =0. Escogiendo una escala
para medir las fatigas, y tomando la componente cortante segln
o el eje vertical, la fatiga ligada al pla-

no ¢ =0 vendré representada en la
0 figura 32 por el punto 4. Tomando
ahora un planc paralelo al eje de la

barra, tendremos ¢ =E2’ los dos com-

ponentes de la fatiga se anulan para
o 5 i este plano y, por tanto, en la figu-
. ra 32 le corresponde el punto O.

Fia. 32 Constzu_yendo una circunferencia so-
bre OA como didmetro, se ve facil-

~j

~mente que las componentes de la fatiga para una seccién cual-

quiera, pg, correspondiente a un angulo ¢ (fig. 28), son las coor-
denadas de un punto de esta circunferencia. A fin de individua-

1 Esta representacion grafi vwili ]
N grafica se debe a O. Mohr, Zwilingenieur,
g:tiul\%)ll& 1882, Véase también su Abhandlungen, pig. 219, 1306. En
ibro pueden verse referencias a otras publicaciones sobre el mismo
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lizarle, basta tomar en sentido contrario al de las agujas de un
reloj, y a partir de A4, el Angulo 2¢. Sea D el punto asi obte-

nido; de la figura se deduce:
OF = 0C + CF :‘12@ —|—€25cos 2¢ = 0, COS8* P,
DF = CDsen 2¢ = %’sen‘ltp.

Comparando estas expresiones con las (17) y (18) se ve que

el punto D define la fatiga ligada al plano pg (fig. 28). Cuando

la seccién pg gira a izquierdas alrededor de un eje perpendicular

al plano de la figura 98, y ¢ varia de 0 a g, el punto D se .

mueve de A hasta O por la semicircunferencia superior. Si el
dngulo ¢ es superior

presentada en mm

T
con el eje un angulo mayor que o- Al medir ahora el dngulo 2¢

a partir de 4, en sentido contrario a las agujas del reloj, obten-

dremos puntos de la semicircunferencia inferior.
Supongamos el caso de que mm sea perpendicular a la sec-
ci6n pg, considerada anteriormente. El punto correspondiente D

cerd tal que el dngulo DOD, valga m; es decir, DD, es un dia-

metro. Caleulando las coordenadas de D, se obtendrén las com-
ponentes 6, ¥ Tu de la fatiga ligada al plano mm.:

h
2

1

T

Comparando estos resultados con las expresiones 17y (18) -

ge tiene

T = — T.

—
1 ] trozo de la barra sobre el que acttan las fatigas se indica en .
nte ol rayado. La normal exterior n; esté orientada

la figura media.
hacia afuera desde dicho trozo.
2 E| signo — obedece a que el punto Dy

las ordenadas negativas.

T . .z
a g se obtiene una seceién como la ve-

—fig. 33 (a)—, cuya normal exterior  n, forma

G =0F1=00——F10=6 —‘i;cosz@=czsen2qp (20)

-_-_———172—],71—_:——01D1sen2cp=—923sen2<p.2 @1)

G, + Op, = Oz COS* @ Os sen? @ = Oy (22)
(23) -

osté situado del lado de -

ANALISIS DE FATIGAS Y DEFORMACIONES 39

Se ve, por tanto, que la suma de las componentes normales de
las fatigas ligadas a dos planos perpendiculares permanece cons-
tante y es igual a o,. Las componentes cortantes de las fatigas
ligadas a dos planos perpendiculares son iguales, pero de signo
contrario. Tomando las secciones mym; y P1qs, adyacentes y pa-
ralelas a las mm y pg, se obtiene un elemento —fig. 33 (b)y— ais-

y

P

Fic. 33

lado, y las fatigas que le solicitan son las de la figura. Se ve que
la:s fat‘:l’ga,s cortantes que acttian sobre las caras del elemento de
direccién pg producen un par dextrorso y, por tanto, de acuerdo
oon e.l convenio adoptado en la figura 31 (c) deben considerarse
positivas. Las fatigas cortantes que obran sobre las otras dos
ca,ra,.s seran, por el contrario, negativas, de acuerdo con lo esta-
blecido en la figura 31 (d).
emjlacn:l:lo de la ﬁgura\,.323 denominado circulo de fatigas, se
oo , tal como hemqs m(.ilcado, para determinar las compo-
ntes o, y © de la fatiga ligada a un plano pg, definido por el

. éngulo @, que su normal exterior forma con el eje z (fig. 28).

T .,
I&i:n;blen puede resolverse el problema inverso; es decir, dadas
las componentes o, y 7, hallar la fatiga axial ¢, y el angulo ¢.

- Vt;i que el angul(? que forma la cuerda OD y el eje x es igual
¢ (fig. 32). Conocido ¢, puede trazarse el radio DC, que forma

el é,ngulo 9 .
del circuio,cp con el eje 0C, y de este modo obtener el centro C
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Problemas

1. Determinar oy y T analitica y grificamente 8i 0y = 1.200
kg.fom.? ¥y ¢ = 30° 6 o = 120° Aislar para estos éngulos un ele-
mento como el de la figura 33 () e indicar con flechas el sentido de
las fatigas que acttian sobre éL

2. Resolver el problema anterior suponiendo que en lugar de la
fatiga de extensién oy actia una compresora del mismo valor absoluto.
En este caso, el didmetro del circulo de la figura 32 caerd del lado de
las abscisas negativas.

3. Sobre un plano pyg, (fig. 28), actiian una fatiga normal oy = 960
kg./om.? y una fatiga cortante v = 320 kg./cm.?. Hallar el éngulo @ y
la fatiga o

Respuesia:

9% _ _ 1.066°4 kg./em.?

1
tgo=3 6""’=coszq)

4. Sobre dos caras perpendiculares del elemento de la figura 33 (b)
actaan las fatigas normales o, = 960 kg./em.? y oy, = 480 kg./om.?
Hallar o; y 7.

Respuesta :
6, = 1.440 kg./em.?; © = F 678,8 kg./cm.?

5. Hallar la fatiga cortante méxima en el problema 1.
6. Determinar la posicién de las secciones para las que la fatiga
normal es igual a la tangencial o cortante.

11. Traceién o compresién en dos direcciones perpendicula-
res.—Hay casos en los que el material estd sometido a la accion
de extensién o compresién en dos direcciones perpendiculares.
Como ejemplo de fatigas combinadas vamos a encontrar las
fatigas normales y cortantes en la pared cilindrica de una cal-
dera sometida a la presién interna de p kg./em.*. Represen-
tando el didmetro interno por d, y el espesor de la plancha
por kb (fig. 34), separaremos un elemento de pared definido por
dos secciones longitudinales y dos transversales. Debido a la
presion interna el cilindro se dilatara en las direcciones axial y

transversal. La fatiga de extensién o,, en sentido circunferen-

t En realidad, p presenta la diferencia entre la presién interna y

la externa igual a la atmosférica.
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cial, se Jeterminaré del mismo modo que en el caso de un anillo
cireular (articulo 8): ;
4
Gy =7 7+ (24)
Y2k
Para calcular la fatiga de extensién o, en direccién axial se
gupondra que la fuerza de extension que produce el alargu-

4

>

@ ()
Fic. 34

miento de! hervidero es igual a la fuerza que actGa en dichos
extrewvs, os dedir, igual a

d?
P=rp|=).
(%)
Tl 4rea de la seccién recta del hervidero es!
A = rdh;
por tauto,
o, =L =T, (25)
A 4h

Se ve que la fatiga en sentido circunferencial es doble que
la fatiga en direccién axial 2. Para una seccién pg perpendicular
al plano zy, definida por e) dngulo ¢ —fig. 34 (@)—, las formu-
las (17) y (18) del articulo anterior darén las componentes nor-
mal y cortante de la fatiga ligada al plano pg y debida a la
fatiga extensora o,; sus valores son '

’

1
6. = o, €os? @, T = zcx sen 2. (a)

. ! El espesor de la pared se supone pequeiio comparado con el
didémetro.

3 La presién p que actua sobre la cara cilindrica interna del ele-
Ioento se desprecia frente a los valores de 65 y oy.
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Para calcular las componentes producidas en el mismo pla-

no pq por la fatiga extensora ay, observaremos que el dngulo en-

b . v
re 6, ¥ la normal n —fig. 34 (a)— es (5-— qJ), medido a dere- '

chas. Por tanto, al utilizar las ecuaciones (17) y (18) es necesa-
T

rio substituir s, por o, ¥y ¢ por — (-2- ——-<P). Asi obtendremos

L4

1
6n” = 6, 8en’ @, =7 o, sen 2o, (b)

Sumando las expresiones (a) ¥ (b) se obtiene como resultado

6, = G, COS? @ + G, Sen*Q, (26)
1
=1 2 (6, — o) sen 2¢. (27)

12. El circulo de Mohr para fatigas combinadas,—Proce-
diendo del modo empleado en el articulo 10 pueden represen-
tarse facilmente, mediante una circunferencia, las fOorwmulas (26)

or )
o A £ P\ .4 1@
(4
—
. 2
FiG. 35

v (27). Supongamos, como entonces, que abscisas y ordenadas

representan, a una cierta escala, las componentes normal y cor- -
tante de la fatiga; por consiguiente, los puntos Ay B (fig. 35), .

de abscisas 6, y o,, representan las fatigas ligadas a las caras

del elemento de la figura 34 (a), perpendiculares a los ejeszey,
respectivamente. Para obtener las componentes de la fatiga liga- =
da a un plano oblicuo, definido por un angulo ¢ —fig. 34 (@)—,
basta construir una circunferencia con A B como diametro y :
trazar el radio CD, que forma un dngulo ACD igual a 29, con- ‘
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tado a partir del punto 4, en sentido contrario al de las agujas
del reloj. De la figura se deduce

U T .
oE:00——0E=§(0A+0B)——?12(0B———0A)cos2<p=
mcz‘*‘cv__cﬂ—'
2 2

[
z cos 20 =o cos? G, sen?
¢ -3 ] + y SEN” Q.

Lo que indica que la abscisa OF del punto D de la circunferen-
cia. medida a la escala adoptada, da la componente normal o,
de la fatiga (26).

La ordenada del punto D es

DE = CD sen 2¢ = 017,,_ sen 2o.
Como en este caso esta ordenada es negativa, se deduce que
la ordenada del punto D, tomada con el signo que la corres-
ponda, nos da la componente cortante de la fatiga (27).
Cuando el plano pg gira en sentido contrario al de las agujas
del reloj, respecto a un eje perpendicular al plano ay —figu-
ra 34 (a)—, el punto D correspondiente se mueve también en
sentido contrario al de las agujas del reloj sobre el circulo de
Mohr (fig. 35); de forma que para cada valor de ¢ las componen-
tes 6, y © de la fatiga se obtienen como coordenadas del punto D.
De esta representacién grafica de las férmulas (26) y (27) se
deduce que la componente normal méxima del estado elastico
es, en nuestro caso, o,, y que la componente cortante mdixima,
representada por el radio CF de la circunferencia de la figu-
ra 35, es
Gy — Gy

2

(28)

Tmiz —

¥ acontece cuando sen 29 =—1y ¢= 377— Tgual valor para la
fatiga cortante, pero con el signo negativo, corresponde al plano,
Para el que ¢ =z-,

Tomando dos planos perpendiculares, definidos por los 4n-

k3
gulos ¢ y 3 + ¢, que sus normales n y n; forman con el eje ,
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las fatigas ligadas a ellos son las coordenadas de los puntos D -

y D, de la figura 35, y geométricamente se deduce que
6, + 6, =6, + 0y, (29)
T, =" (30)

Esto indica que la suma de las componentes normales de las
fatigas ligadas a dos planos perpendiculares es constante al va-
riar el 4ngulo @, y que las componentes cortantes son iguales,
pero de signo opuesto. Una circunferencia aniloga a la de la
figura 35 puede construirse cuando una o las dos fatigas ¢, ¥y o,

(o}

Fia. 36

son compresiones; basta para ello tomar las que lo sean en sen-
tido negativo sobre el eje de abscisas.

Si suponemos, por ejemplo, que las fatigas que actian sobre
el elemento son las indicadas en la figura 36 (a), la circunferencia
correspondiente es la de la figura 36 (b). Las componentes de la
fatiga ligada al plano pg, de normal 7, vienen dadas por las
coordenadas del punto D del diagrama.

Problemas

1. La caldera de la figura 34 tiene d = 2,6 m., b = 1.25 em. De-
terminar 6, y o, 8i p = 8 kg./cm.? Aislar un elemento por planos & 30

y 120° y representar los valores y direcciones de las componentes de .

las fatigas ligadas a las caras laterales de dicho elemento.
9. Determinar las fatigas on, ony, TY Ty, si en lafigura 36 (a) o, =800

kg./cm.%, o, = — 400 kg./em.? y ¢ = 30°, @, = 120°%
Respuesta s
on = 500 kg./em.?, 6p, = — 100 kg.fem.?, T = T, = 520 kg./cm.2.
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3. Determinar on, 6, TY T1 en el problema antertor, si el dngu-
lo @ se escoge de modo que T sea maximo.

Respuesta:

o, = Op, = 200 kg.fern.?, t = 1, = 600 kg./em.3,

13. Fatigas principales.—En el articulo anterior hemos visto
que, para extensién o compresién en dos direcciones perpen-
diculares z e y, una de las dos fatigas ¢, 0 o, €8 la fatiga normal
méxima, y la otra la minima. Para cualquier plano inclinado,
tal como el pg —figs. 34 (@) y 36 (a)—, el valor de la fatiga nor-
mal 5, queda entre dichos limites.

Sobre los planos inclinados acttan, ademas de las fatigas
normales o, fatigas cortantes . Las fatigas o, ¥ o, de las cuae

i4 T

NI

% f— a,
—-—— - -r
l =~ 4 2o
o A x . \
. H o 8 g 1 c £ 4 ¢
—_—T1——"'% - % T
o

. < 4\/
«@ 2]
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les una es la mixima y otra la minima fatiga normal, se deno-
minan fatigas principales, y los dos planos perpendiculares a los
que estin ligadas se denominan planos principales. Sobre estos
planos no acthan fatigas cortantes; en el ejemplo del articulo
anterior (fig. 34) encontramos las fatigas principales o, y o, por
simples consideraciones, y en funcion de ellas calculamos las
componentes normal y cortante de la fatiga ligada a un plano
inclinado, tal como el pg —fig. 34 (a)—. En otros casos (véase
pégina 118) es mas facil determinar las componentes normales y
cortantes de las fatigas ligadas a dos planos perpendiculares. El
camino més sencillo para determinar en estos casos las fatigas
principales es emplear el circulo de Mohr. Supongamos conoci-
das las fatigas que obran sobre un paralelepipedo rectangular
elemental —fig. 37 (a)—. Las fatigas o, y o, no son las princi-
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pales, puesto que no solamente actian iatigas normales, sino
también cortantes, sobre los planos perpendiculares a los
ejes T e y.

Para construir el circulo de fatigas en este caso empleare-
mos primeramente las componentes de las fatigas o,, 6, ¥ 7, ¥
obtendremos los puntos D y D, —fig. 37 (b)—. Puesto que estos
dos puntos corresponden a dos planos perpendiculares, la lon-
gitud DD, sers un diametro del circulo de fatigas. La intersec-
cién de este didmetro con el eje « nos da el centro C del circulo,

y, por tanto, puede éste construirse. Los puntos de intersec-

cion A y B de la circunferencia con el eje « definen los valores
de las fatigas normales méxima y minima que representare-
mos Por a; y 6, Mediante sencilas consideraciones geométricas
se deduce

I R —
6, =04 =00+0 :G__;;EJ_‘_V("__Z&/) e 3]

Gy— Oy

— - —— 2
62=OB=00f0D=°LJ.ZEﬂ— ( 5 )+TZ. (32)

De la figura se deducen también las direcciones correspon-
dientes a las fatigas principales. Sabemos que el dngulo DCA
es el doble del que forman la fatiga o, y el eje », y pucsto que
2¢ se mide de D a A, en el sentido de las agujas del reloj, la
direccion de o, sera la indicada en la figura 37 (a). Si aislamos el
elemento rayado en la figura mediante planos normales y para-
lelos a o,, sobre estos planos actuaran ahora Unicamente fa-
tigas normales de valor o, y o, Para el calculn numérico del
angulo ¢ se deduce de la figura

DE
V| == -
[tg 29| = OF

Teniendo en cuenta que el signo del dngulo ¢ debe ser en

este caso negativo, puesto que se mide desde el eje z en sentido

de las agujas del reloj —fig. 37, (a)—, se deduce

DE 27

tg?,(p:———f—z——;——f . (33)?

cE Gy Oy

86 ve en la figura 38. El 4ngulo ¢ entre la

ANATISTS DE FATIGAS Y DEFORMACIONES 47 .

La fatiga cortante méxima viene dada por el radio de la
circunferencia y vale

Tmix = El——;"‘z = -l//(gi*‘;i”)z —f T2, (34)

Las ecuaciones (31) a (34) resuelven por completo el pro-
blema de la determinacién de las fatigas normales maxima y
minima y de la fatiga cortante mdxima, conocidas las compo-
nentes normales y cortantes de las fatigas ligadas a dos pianos
perpendiculares cualesquiera.

Problemas

1. Un elemento —fig. 37 (a)— esta sometido a la accién de las fa-
tigas oy = 350 kg./em.?; o, = 210 kg./em.?; © = 70 kg./cm.?, Determ-
nar las magnitudes y las direcciones de las fatigas principales 6, y G

Solucidn: Mediante las ecuaciones (31) y (32) se obtiene

350 + 210 350 — 2102 .
oy = _;2*___ + V<_T._) + 70% = 379 kg./cm.?

350 4 210 350 — 210
& =——g V(‘"T—

y empleando (33),

2
) + 70% = 161 kg.fem.3

10
o= —22 5"
Las direcciones de los ejes principales estén indicadas en la fign-

ra 37 (a).
2. Determinarlasdireccionesde las fatigas principales en el problema
anterior, suponiendo c; = — 350 kg./cm.2.
Solucidn: El circulo correspondiente

tg29=—1; 2 = —45%

o
normal exterior de la cara en la cual actia ';_p
la fatiga o, y la fatign méxima prinei-

29 c |o
pal o, se hallard de! modo siguiente: Faf :
tg2(p=+i; 2q>= 14° 2'; q>=7° 1’ 350——1-2/0 '
med.ido en sentido contrario al de las
agujas del reloj desde el eje z.
3. Hallar el circulo de Mohr para el Fie. 38

-1 caso de dos fatigas principales de extensién
. 1guales o, = o, = ¢ odos de compresién iguales, o, = o, =—0c. T=0,

% en ambos casos.

®

sob:

Respuesta: En este caso los circulos se transforman en dos puntos
Te el eje de abscisas + ¢ ¥y — o, respectivamente.
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4. Sobro las caras del elemento de la figura 39 (a) obran las fa- .
tigas 0, = — 40 kg./em.?, oy = 120 kg./em.?, © = 80 kg./cm.? Encon- :
trar, mediante el circulo de fatigas, los valores de las fatigas norma- -
les y cortantes (@) para los planos principales (b), para los planos de -

fatiga cortante méxima.
Solucidn: El circulo de fatigas correspondiente se ve en la figu-

ra 39 (b). Los puntos D y D, representan las fatigas que actuan sobre :

L.
s D
\
% If"’ Yo I"\le ——8
. A o 50
i
% , : 5
@ ;
Fia. 39

las carag del clemento de la figwa 39 (@), perpendiculares a los ejes
zey; y OBy Od4 son las fatigas principales. Sus valores son o,

= 153 kg./em.? y o, = — 713 kg. Jem.3, respectivamente. La direceién de
o

. 1 .
la fatiga de compresién méxima o, forma un éngulo de 22 3 con el

eje z, medido este éngulo desde el eje ¢ y en sentido contrario al de :
las agujas del reloj, tal como indica la figura 39 (). Los puntos Fy-
F, representan las fatigas que actiian sobre los planos de maxima fa- -
tiga cortante. El valor de esta fatiga cortante es 113 kg./em.2. OC

representa la componente normal de la fatiga ligada al mismo plano y
vale 40 kg./cm.2.

5. Resolver el problema anterior si 6, = — 400 kg./cm.?, o, = 240

kg./om.2, © = 80 kg./cm.%

~ 14, Analisis de la deformacién en el caso de extension -

simple.—En el articulo 2.° se ha visto el alargamiento axial de

una barra sometida a extensién. Experimentalmente se ha com- .
probado que el alargamiento axial viene acompafiado de una.

contraccién lateral de la barra y que la relacion

contraccién lateral unitaria

alargamiento axial unitario

es constante para una barra dada entre los limites elésticos.
Esta constante se representa por p. y se denomina relacién de.

ANATISIS DE FATIGAS ¥ DEFORMACIONES 49

Poisson, en honor al matematico francés que determiné esta
relacién de modo analitico usando la teoria molecular como hi-
pétesis de constitucién de los materiales. Para materiales que
tengan las mismas propiedades eldsticas en todas direcciones,

materiales isétropos, Poisson hall6 el valor p = i Ensayos ex-

perimentales han hecho ver que la contraccién lateral en probe-
tas metalicas ! tiene un valor préximo al calculado por Poisson.
En el caso particular del acero puede tomarse y = 0,3. Conocien-
do la relacién o médulo de Poisson, de un material, el cambio
de volumen de la barra extendida puede calcularse facilmente.
La longitud de la barra aumenta en la relacién (14 ¢): 1. Las
dimensiones laterales disminuyen en la relaciéon (1 —pe): 1,
por lo que el drea de la seccién recta disminuye en la relacién
(1— pe)? : 1. Por tanto, el volumen de la barra cambia en la
relacién (1 + €) (1 — pe)?:1, o sea (1 + e — 2ue): 1, al tener
en cuenta el pequefio valor de € y despreciar sus potencias. De
aqui se deduce que la dilatacién ctibica unitaria es ¢ (r —2p).
Para materiales como la goma y parafina, el valor de p. estd pré-
ximo a 0,50 y el volumen permanece aproximadamente constan-
te durante la extensién. Si p fuese mayor que 0,50, el volumen
disminuiria al extender la barra. Hay materiales tales como el

* 12
y otros, como el corcho, en los que p puede suponerse nulo.
Todas estas conclusiones son aplicables con el adecuado cam-
bio de signos al caso de compresién. El acortamiento longitu-
dinal viene acompafiado de una dilatacién transversal, para
cuyo célculo puede usarse el mismo valor de p. que en el caso de
extensién.

hormigén, en los que u tiene un valor reducido ( 1) =% 1 ),

Problemas

1: Determinar el aumento unitario de volumen de una barra ex-
tendida si oy = 448 kg./om.}, = 0,30, B =2 X 108 kg./fcm.3,
Solucion: La dilatacién cdbica unitaria es

448

X108 (1—0,6) == 89,6 X 10—¢.

t(l—2u)=F(1—2p) =
1

Estos materiales se consideran isétropos (véase Sequnda parte).

RESTETEROTA DPW MATERIALES. — T. 1 ¢
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2. Determinar el aumento de volumen de una barra producide "
‘por una fuerza P que actla en su extremo inferior y el peso propio de |
la barra (véasge articulo 5.°, pag. 14). :

Respuesta: El aumento de volumen es

Ail—2u) (P i yl)
E (A 2)

15. Deformacién en el caso de extensién o compresién en
dos direcciones perpendiculares.—Si una barra cuya forma es un :
paralelepipedo rectangular estd sometida a fuerzas de extension
que acttian en dos direcciones perpendiculares x e y (fig. 34), el
alargamiento en una de las direcciones depende no solamente
de Ia fatiga en esa direccién, sino también de la fatiga existente
en la direccion perpendicular. El alargamiento unitario en la

N . . . , C .
direccién del eje x debido a la fatiga o,, sera E’ La fatiga o,
produce una contraccién lateral unitaria en la direccién z, cuyo :

G . . ,
valor es E‘,-’; por tanto, al actuar ambas fatigas 5,y o, simulta- .

neamente. el alargamiento unitario en la direccién x sera

=2, (35) .

E *E

Andlogamente, para la direccién y se obtiene

Gy O'z :
N JUP. 6)
“=F Yg (36)

En el caso particular de que las dos fatigas de extension sean -
iguales o, = o, = ¢, se obtiene ‘

=gy = (1—p (67)

De las ecuaciones (35) y (36) se pueden despejar las fati-

gas o, y o,, en funcién de los alargamientos unitarios e, y € .

obteniéndose )

_(eatpey) B

Og= ; Oy=

N . (ey + P'ez) E (38)

1—pd

o
A

-
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Problemas

1. Determinar el aumento de volumen del hervidero eilindrico de
acero sometido a presién interior, de la figura 34, despreciando la de-
formaciéon de los extremos y tomando o, = 400 kg.fom.*,

Solucién : Usando las ecuaciones (35) y (36),

400 200 340 oo
Tl ava T UL ava Ty Ak ava T AU

200 200 _ 80 o
2= a1 e x I T ax Toe £ X 107

El volumen del hervidero aumenta en la relacién
1+ )2 (1 +ep):l=(1+2¢+ g):1=100038:1.

2. Un cubo de hormigén estd comprimido en dos direcciones per-
pendiculares por el dispositivo que indjca la figura 40. Determinar la
disminucién de volumen del cubo si su
lado es 10 cm. y la fatiga de compresiéon
se distribuye de modo uniforme sobre sus
caras; o = 0,1 y P = 10.000 kg.

Solucién : Despreciando el rozamien-
to en los nudos y considerando el equi-
librio de cada uno —fig. 40 (b)— se
puede ver ficilmente que el cubo estéd
sometido a compresiones iguales en dos
direcciones perpendiculares y que la fuerza de compresion es igual a
P /2 = 14.000 kg. )

La detormacién correspondiente (ecuacién 37) es

e —e, . 14100
4 102 x 2°8 x 108

Frc, 40

(1—0,1) = — 0,000453.

.En' direccién perpendicular al plano de la figura el alargamiento
unitario del cubo valdra

— _,%__ % _ 14.100
g, pp b= 0,2 10° x 2.8 X 1% = 0.0001.
La dilatacién ctbica unitaria del cubo sera
€ + gy + g, = — 2 X 0,000453 + 0,0001 = — 0,000808.

3_- Determinar el aumento de la superficie lateral del herviderg
Considerado en el problema 1.

Sulucion: El incremento unitario de érea sera:

& + ¢, = 21 x 105,
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4. Determinar el alargamiento unitario en la direccién o, de una .
barra de acero, si el estado de fatiga es el indicado en ol problema 1, <

pégina 47.
Solucién:

1
_— _ == —8
81= 57T 7G8 (379 — 0,3 x 161) = 165,3 X 105,

16. Fatiga cortante pura.—Consideremos el caso particular ‘
de accién de una fatiga de extensién o, y otra de compresion o,
de la misma magnitud —fig. 41 (a)—. El circulo de Mobr corres- .

0
0
4
. 0, e 7,
1o ”
(%)

Fi1c. 41

pondiente es el de la figura 41 (0). El punto D de este cfrculo;

representa las fatigas ligadas a las secciones ub y cd, cuya nor-
mal estd inclinada 45° con el eje z, y el punto D, representa las
fatigas para las secciones ad y be, perpendiculares a las prime-
ras. Se ve en el circulo que las fatigas normales para cada una
de estas secciones son nulas y que la fatiga cortante para esas
mismas secciones esta representada por el radio del circulo y es

T =g, = — G, (a:

De aqui se deduce que un elemento como el abed puede consi.
derarse aislado y estar en equilibrio bajo la accién de fatig =
cortantes solamente —fig. 41 (a)—. Un estado de fatiga com.
éste se denomina fatiga cortante pura. Si la seccién no es
inclinada a 45° con relacién al eje x, existirdn en ella fatiga no
mal y fatiga cortante. La magnitud de estas fatigas puede ob ;
nerse utilizando el circulo de Mohr para este caso —fig. 41 (b).
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Consideremos ahora la deformacién del elemento abed. Al no
existir fatigas normales a las caras del elemento, las longitudes
ab, ad, b’y de no cambiardn durante la deformacién; pero la dia-
gonal vertical acortaré y la diagonal horizontal db alargaré, mien-
tras que el cuadrado abed se transforma en el rombo indicado en

la figura con lineas de trazos. El 4ngulo en a, que era g antes

de la deformacién, se hace mayor que g; por ejemplo, g + v,
y al mismo tiempo el 4ngulo en b disminuye y se transforma
en g — v. El pequefio 4ngulo y mide la distorsién del elemento

abed y se denomina deformacién anguler unitaria. La existen-
cia de esta deformacién puede verse también del modo siguiente.
Fl elemento abed de la figura 41 (a) se gira 45° y queda en la po-
sicion indicada en la figura 42. Después de la distorsién, produ-
cida por la fatiga cortante, el mismo ele-

mento toma la posicién representadapor , — T~
las lineas de trazos. La deformaci6n an- 79 14
- . aa, ] g
gular vy serd igual al cociente 4 entre Th /// . //
el deslizamiento aa, del lado ab con rela- // 0 e
cién al lado dc y la distancia entre esos a \ /
_ dos lados. Debe subrayarse el hecho de g <

que una aplicacién uniforme de fatigas Fic. 42

cortantes en las caras de un bloque tal

como indica la figura 42 es muy dificil de realizar. Los calculos
practicos, en caso de fatiga cortante, de elementos como rema-
ches y pernos, en los que se supone una distribucién uniforme
de la fatiga cortante en las secciones rectas, son solamente una
grosera aproximacion.

~ Para establecer relaciones entre la deformacién angular uni-
taria y la fatiga cortante que actia en los lados del elemento abed

; ‘consideraremos el triangulo recténgulo Oab —fig. 41 (a)—. El
;, alargamiento del lado Ob y el acortamiento del lado Oa de este
tridngulo durante la deformacién se encontraréd usando las ecua-

ciones (35) y (36). Como en este caso

Oy, =—0Cy =1
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ge tiene
_ T+, T+
Ep = ——— gy = — 2,
E E
Como
0b, —O0b [1 + Eﬂi“—)]; Oa, = Ou [1_._L(l_+._¥‘_’],
E y A
mediante el tridngulo rectingulo Oa,b, se obtiene
S OF. 1+ E_(.ll;‘ ) :
@m@=wh+ﬂ=*l= : (b)

Oa, 1— 1(1%_“‘_)

Para un angulo pequefio como y puede ponerse

tgZ+tgr l4g

T, Y
afi)-
FRLEE)

L—@Z@% 1-%

Sustituyendo en la ecuacién (a), se obtiene

y_t(1+w)
2 E
v usando la notacién

A 39)
2(1+w @
resulta :
T .
y = é. (40) .

Se ve que la deformaci6n o distorsién angular es proporcio- '

nal a la fatiga cortante e inversamente proporcional a la canti-
dad @, que depende de las propiedades elasticas del material y .
se llama médulo de elasticidad transversal o médulo de esfuerzo :
cortante. Puede calcularse por la ecuacién (39), en cuanto se

conozcan E y p. Para el acero,

6
o 2XI0° 677 % 108 kg fom 2
2(1+0,3)

Tl estado elastico de fatiga cortante pura se produce eorrien-
temente en la torsién de un tubo circular (fig. 43). Debido a la;

+
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pequefia rotacién de un extremo del tubo respecto al otro, las
generatrices trazadas sobre la superficie cilindrica se inclinan
respecto al eje del cilindro, y un elemento abed, formado por dos
gener&trices y dos secciones rectas adyacentes, experimenta una
distorsion andloga a la expuesta en la figura 42.
El problema de la torsion se verd mas adelante
(capitulo IX) y mostraremos c6mo puede deter-
minarse la fatiga cortante t y la distorsion y
del elemento abed, si se miden o conocen el mo-
mento torsor y el dngulo de torsién correspon-
" diente. Encontrados t y y por el ensayo de
=2 torsion, puede calcularse el médulo G mediante
" su cociente. Con este valor de @ y conocido &
i por un ensayo a traccién, se calcula facilmente
el coeficiente de Poisson p mediante la expresion (39). La de-
. terminacién directa de p, midiendo la contraccién lateral du-
rante el ensayo a traccién, es més dificil, puesto que, dada su
pequeiiez se necesitan aparatos de gran precision.

Fic. 43

Problemas

1. El bloque abed de la figura 42 esté hecho de un material para
ol que B =8 x 10% kg.jem.? y p = 0,25. Hallar y y el alargamiento
unitario de la diagonal bd si © = 800 kg./em.%

2. Hallar en el problema anterior el corrimiento ag, de la cara ab
respecto a la cd si la diagonal bd = 5 cm.

3. Probar que el cambio de volumen del bloque abed de la figu-
ra 42 es nulo si se consideran despreciables las potencias de orden su-
perior al primero de las componentes de la deformacién ez y &

B g e

PRI

,X 17. Fatigas de trabajo por cortadura. —Sometiendo un
material a fatiga cortante pura puede establecerse la rela-

cién existente entre fatiga cortante y
r distorsién unitaria. Esta relacion se da
usualmente en forma de diagrama (figu-
ra 44). Las abscisas representan las dis-
torsiones y las ordenadas las fatigas cor-
tantes. El diagrama es analogo al del en-
sayo a traccién y puede sefialarse en él
el limite de proporcionalidad 4 y el punto
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de fluencia ! B. Los ensayos muestran que para un material comao
el acero corriente el punto de fluencia por cortadura Ty vale de
0,55 a 0,60 de o ;. Puesto que en el punto de fluencia se presenta
una distorsién considerable, sin incremento de la fatiga cortante,
es légico tomar como fatiga cortante de trabajo solamente una
fraccion de la fatiga cortante de fluencia, de modo que

"
Ty == — 41
¢ = (41)
donde 7 es el coeficiente de seguridad. Tomando este coeficiente
del mismo orden que en el caso de extensién o compresion, se
tiene
<, = 0,55 a 0,69 o,

lo que indica que la fatiga de trabajo por cortadura deberd ser
mucho menor que la fatiga de trabajo a extension.

Se comprende ficilmente que en las aplicaciones précticas
no se encuentre la distribucién uniforme de fatiga cortante su-

puesta para el blogue de la figura 42. Més adelante veremos que ;

—~ 7

la fatiga cortante pura se presenta no solamente en la torsién -
gino también en la flexién de vigas. Sin embargo, muchos casos :
practicos se resuelven suponiendo la distribucion uniforme de *
fatigas, aunque solamente sea una grosera aproximacién. Sea,
por ejemplo, el caso del empalme de la figura 45. Es evidente que .
si el didmetro del perno ab no es suficiente el empalme puede 'f
fallar, debido a cortadura por las secciones mn y mymy. Un es-"

1 Para obtener un punto de fluencia bien marcado se emplean

probetas tubulares en los cnsayos a torsion.
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tudio a fondo del problema muestra que las fatigas cortantes
no se distribuyen de modo uniforme sobre dichas secciones y
que el perno experimenta no sélo cortadura, sino también fle-
‘xi6n bajo la accién de las fuerzas extensoras P. De modo gro-

. gero, el didmetro suficiente para el perno se obtiene suponiendo
en dichos planos mn y mn, una distribucién uniforme de fati-
gas cortantes T, cuyo valor se obtiene dividiendo la fuerza P
por la suma de las arecas de dichas secciones mn y myn,. Por con-
siguiente,

2P
T=--=,
Td?
y el diametro necesario para el perno se obtiene de la ecuacién
2P -
Ty = ;ﬁ' (42)

Otro caso simple de aplicacién de este método elemental es
el de problemas de cortadura ‘en juntas roblonadas (fiz. 46).

Toion]

N PN
L4 [ m]ln 3 ] -3
-t , I f—
m 17 ]
T N . 7
F1c. 46

lComo las cabezas de los roblones se forman a altas temperatu-
ras, los roblones producen al enfriarse una gran compresién
8(.)br.e las planchas . Al aplicar las fuerzas extensoras P, el mo-
ngento relativo entre las planchas estd impedido por el roza-
miento debido a la presién anteriormente indicada entre plan-

.- chas. Solamente después de vencido este rozamiento empiezan

Lo E_lrf?ba]ar por cortadura los roblones, y si su didmetro no es
. sullciente, puede presentarse una rotura por cortadura a lo lar-

1 Experimentalmente se ha visto i i

.0 que las fatigas de extensién ¢
T*"'}:;st roblones son del orden de la fatiga de fluencia del material con qul:)
- én heehos, Véase C. Buch, Zeitschr. d. Ver. Deutsch. Ing. 1912,
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go de los planos mn y mn,. Se ve, por consiguiente, que el estu- : ma 2 vy las dimensiones de’las secciones rectas de todas las barras

dio minucioso del problema de las juntas roblonadas es muy ; son 10 X 20 cm. Se desprecia el efecto del rozamiento.

complicado. El problema se resuelve corrientemente de un modo : H 18. Traceién o compresién en tres direcciones perpendicu-

grosero despreciando el rozamiento y suponiendo que las fati- . B lares.—Si una barra de forma de paralelepipedo rectangular

gas cortantes se distribuyen uniformemente a lo largo de las : estéa sometida a la accién de fuerzas

secciones mn y mn,. Se obtiene, por consiguiente, el didmetro “ P, P,y P, (fig. 50), las tensiones norma- Px

suficiente de los roblones utilizando la misma ecuacién (42) del = i les a los ejes z, ¥ y 2 son, respectivamente,

ejemplo anterior. g L P, o P, o P, )
Problemas ; . 2= g% Al,’ = |- 2

1. Determinar el didmetro del perno del empalme de la figura 45 P

Se supone o, > ¢, > o,.

i P = 5.000 kg. y 7, = 480 kg./em.2. ) Fia. 50
2. Hallar la longitud de seguridad 2! del enlace de las dos piezas - s Combinando los efectos de las fuerzas
de madera de la figura 47 sometido a extensién, si P = 5.000 kg., 1, = 8 | P, P,y P,, se deduce que sobre una seccién cuyo plano pase
— . por el eje z solamente producen fatigas las fuerzas P, y P,y
/ paal p : : también que estas fatigas pueden calcularse por las ecuaciones
L o n . i (26)y (27)y representarse graficamente usando el cfrculo de Mohr.
b i f:—l——a pp— : % Enla figura 51 el circulo de didmetro 4 B representa estas fatigas.
4 “ De la misma manera, las fatigas ligadas a una seccién que pase
Fie. 47 por el eje x pueden representarse por el circulo cuyo didmetro es

BC. El circulo de didmetro AC
representa las fatigas afectas a
secciones producidas a través
del eje y. Los tres circulos de
Mohr representan las fatigas
para las tres series de secciones
a través delos ejes z, y y 2. Para
otra secci6én inclinada respecto
a los ejes 2, y y 2, las componen-

kg./em.* para cortadura paralela a las fibras y b = 25 em. Determi. - w
nar la altura apropiada del retallo mn, si el limite de seguridad para :
las fatigas de compresion local a lo largo de las fibras de la madera
es 64 kg./em.?, : :

3. Hallar el didmetro de los roblones de la figura 46 si 7, = 640 ° %
kg./cm.? y P = 4.000 kg.

- Fic. 51 tes normal y cortante de la fa-

, tiga son las coordenadas de un

~~ ﬁ ] 3 E/// : : punto situado en el 4rea rayada de la figura 51 1. Sentado esto,
cm B :

se deduce que el mdximo esfuerzo cortante estaré representado

Por el radio del mayor de los tres circulos y vendra dado por la
7 ecuacion
< . Gy — O,
g max — .
—_— 2
1

Fic. 48 Fig. 49

4. Determinar las dimensiones I y 8 en el enlace de dos barras
rectangulares por planchas de acero (fig. 48), si las fuerzas, las dimen-
siones y las fatigas de trabajo son las mismas que en el problema 2.

5. Determinar la distancia a necesaria en la estructura de la figu-
ra 49 s1 la fatiga cortante de trabajo es la misma que en el probles@

 La demostracién de esta propiedad puede verse en el libro de
3 % Foppl, Technische Mechanick, vol. V, pag. 18, 1918, Véase también
: 2. M. Westergaard, Z, augew. Math. Mech., vol. IV, pag. 520, 1924.
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| ; : y la ecuacion (44),
g Tiene lugar para la seccién que pasando por el eje de las y ! e : 3(1—2p)

: ' ! r A=—2"E . (47)
» biseca el angulo de los ejes x y 2. , B
5 Las ejcuac.iones para el iza’mlculo de las deformacione§ unita,ria,g ‘: Usando la notacién
en las direcciones de los ejes pueden obtenerse combinando los B
efectos de P,, P, y P, del mismo modo que se ha hecho para el . - S1—2 w =K, (48)
3 caso de traccién o compresién en dos direcciones perpendicula- ; ) (1—2w
; res (véase articulo 15). De esta manera se obtiene ' ; se obtiene
: »v p
: ~ A=——. (49)
} G %
{ o= — oy o, K
! : La dilatacién ctibica es proporcional a la fatiga de compre-
: e = Gy B (6, -+ G), (43)',‘! sién p e inversamente proporcional a la cantidad K, a la cual
‘ E E . se conoce con el nombre de médulo de elasticidad de volumen
i ' - o médulo volumétrico.
| —_ €, |- : - R
; €, = E"”E(€Z+O’y). \

Tl volumen de la barra aumenta en la relacién
I+e) A+e) A+e)tl,
o despreciando cantidades de orden superior
(1+e,+¢g+e):l,
de donde la dilatacién cubica unitaria es
A=c, L, te, (44)

La relacién entre la dilatacién ctbica unitaria y las fatigas“f
que actaan en las caras de la barra puede obtenerse sumando;
las ecuaciones (43). ‘

De este modo se obtiene

A=e,+e,+s,=-l—:—_E—2‘E(Gz'+'°'y+6z)- (45,

w1 el caso particular de presién hidrostdtica uniforme se tien
6, =0, =0,=—Pp.

Las ecuaciones (43) dan

(1—2 p), (4

Problemas

1. Determinar la disminueién de volumen de una esfera maciza
de acero de 25 cm. de didmetro sometida a una pre-
gién hidrostética p = 700 kg./cm.?

Solucion : De la ecuacién (49),

p__T00x3(1—2x 03)

K 2 x 108

_ 4,2
- 1
La disminucién de volumen es, por tanto,

4,2 % T d3
0" 76

= 3,43 ¢m.?

2. En la figura 52 un cilindro de goma A estd
comprimido dentro de un cilindro de acero B por
una fuerza P. Determinar la presién entre la goma
y e.l acero st P = 500 kg.; d = 5 cm., el médulo de
Poxs.son para la goma . = 0,45. Se desprecia el ro-
zemiento entre la goma y el acero.

Solucién : Sea p la fatiga de compresién en cualquier seccién nor-
mal al eje del cilindro y ¢ la presién entre la goma y la superficie inter-
na del cilindro de acero. Fatigas de compresién del mismo valor g
actuardn entre las superficies laterales de las fibras longitudinales

Fia. 52

. del cilindro de goma, del que hemos aislado un elemento de forma de

iI‘>‘ara1e»lepipedo rectangular con caras paralelas al eje del cilindro (véase
dlegura. 52). ]‘E‘ste elfamento esté en equilibrio bajo la accién de la fatiga
ace00mpres10n axial p y las fatigas g. Suponiendo que el cilindro de

TO es absolutamente rigido, el alargamiento interno de la goma
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en las direcciones & ¢ y deberd ser nulo, y por ias ecuaciones (43) se
obtiene

_9_ ¥
0=% E@+m
de donde -
Ll 045 500X % _ 908 kg foms

9= 7.~ 1—045 T x5

3. Una columna de hormigén esté encofrada en un tubo de acero
(figura 53). Determinar la presién entre el aceroy el hormigén y la fa-
tiga de extensién transversal en el tubo, suponiendo que no hay ro-

zamiento entre hormigén y acero y que todas las dimen-

siones y la fatiga de compresién en la columna de hormi-

gén son conocidas (fig. 53).

Solucion: Sean py q las fatigas longitudinal y lateral
de compresién, respectivamente; d el dismetro interior del
s tubo de acero, h su espesor, E, el médulo de elasticidad
del acero, E, y py 1os médulos de elasticidad y de Poisson
del hormigén. El alargamiento unitario del hormigdén
en una direcciéon lateral, teniendo en cuenta la ecua-

F 53 cion (43), seréd

1G.

: w=— gt 3, P+ @

Este alargamiento serd igual al alargamiento ¢ircunferencial uni-
tario del tubo de acero (véase ecuacion 13).

AR

2 OF

£ = m.
Con las ecuaciones (@) ¥ {b) se obtiene

qd g o My
—_Eh + (P + q)9

2hE, B,
de dunide
_ va .
3hE, Ha
T.a fatiga lateral de extension en el tubo se calcularé ahora por la -
‘ecuacion
d
6 =] —2q—- -

4. Determinar la fatiga cortante méxima en la columna de ¢
n del problema anterior, suponiendo que p = 70 kg./jem.8; °

hormigé

d .
e = O,]O, Z—i',: 1,9

Solucion :
_P—9_P(1_. 9’L> _. 33 3
Tnax B 5 (1 195) = 33’2 kg./em.

CAPITULO III
FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLECTOR

19. Tipos de vigas.—Kn este capitulo vamos a analizar los
tipos sencillos de vigas que muestra la figura 54. La figura 54 (a)
representa una viga con los extremos apoyados. Los puntos de
apoyo 4 y B estén articulados y, por tanto, los extremos de la
viga pueden girar libremente durante la flexién. Se supone tam-
bién que uno de ellos estd montado sobre rodillos y puede mover-
ge libremente en direccién hori-
zontal. La figura 54 (b) representa -
un voladizo o ménsula. El extre-
mo 4 de esta viga estd empotrado :,é,, g
en la pared y no puede girar du- R,f— ! R
rante la flexién, mientras que el @
extremo B estd completamente
libre. La figura 54 (c) representa (4
una viga apoyada con voladizo.

Esta viga tiene el apoyo 4 en for- é:_ < 2
ma-de articulacién fija y el C es ’ @ "®”
una articulacién movil. Fie. 64

Los tres casos representan vi-
gas estaticamente determinadas, puesto que las reacciones en los
apoyos correspondientes a cualquier caso de carga pueden deter-

A
A, ®

- Minarse por las ecuaciones de la estéitica. Sea, por ejemplo, la
-Viga apoyada solicitada por una carga vertical P —fig. 54 (a)—.
La reaccién R, en B debe ser vertical, puesto que este apoyo
g (P;:Pide mf)Yerse libremente de modo horizontal. De la ecuacién
o 1jlilceslta‘clca, ¥ X = 0, se deduce que la reaccién R, es también
& al. Los valores de R, y R, se determinan por las ecuacio-
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nes de momentos. Igualando a cero la suma de los momentos dev".
todas las fuerzas respecto al punto B, se obtiene i
de donde
_R] = T .
De modo anélogo, tomando' momentos respecto al punto 4
g2 obtiene

T.as reacciones en el caso de una viga apoyada con voladi
zos —fig. 54 (c)-- se calculan de iguai modo.

Fn el caso de una ménsula —fig. 54 (b)— la carga P se equili
bra por los elementos de reaccién que actian en el extremo em
potrado. De las ecuaciones de la estética SX =0y LY =0, s8
deduce que la resultante de las fuerzas de reaccion debe ser ven
tical e igual a P. De la ecuacién de momentos M = 0 se siguy
que el momento M, de las fuerzas de reaccién respecto a 4
debe ser igual a Pa y actuar, tal como indica la figura, en sen
tido contrario al de las agujas del reloj. ‘

Las reacciones producidas por otro tipo de cargas sobre loi
tipos anteriores de vigas pueden calcularse por procedimient
analogo. , ‘_

Debe significarse que solamente en el caso de vigas de gra®
luz, tales como las que se emplean en puentes, se adoptan dis

posiciones especiales que permi

r tan la libre rotacién de los ex

" A tremos y el libre desplazamient
L _—W del apoyo mévil. En los casqy
%—— ‘ corrientes, de luces pequefiad
Fie. 55 las condiciones de los apoyos s0)

las representadas en la figura 50
Durante la flexién de vigas tales, las fuerzas de rozamiento ents
las superficies de apoyo y la viga se oponen a la rotacién y mu
vimiento horizontal de los extremos de la viga. Estas fuerzs
pueden tener importancia préctica en el caso de vigas poco rig
das y en el de pletinas (véase pég. 171); pero para una viga rig
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da cuya deformacién es muy pequefia comparada con su luz !
estas fuerzas pueden despreciarse y calcular las reacciones com;
en la viga simplemente apoyada —fig. 54 (a).

20. Momento flector y fuerza cortante.—Consideremos aho-
ra una viga simplemente apoyada sobre la que actian fuerzas
verticales Py, P, y P, —fig. 56 (a)—. Supondremos que la viga
tiene un plano axial de simetrfa y que las cargas actian en este

& R,
R m /]
Lo ! s .
r . n ”%
/ 4
y @
e

Tl
T

Fia. 58

!

plano. Por esto, y debido a la simetrfa, deducimos que 1a flexién
afzontece también en este plano. En la mayoria de los casos préc-
Lticos se cumple esta condicion de simetria, puesto que las secéio-l
nes mas usuales, circular, rectangular, I o T, 1o son. El caso
ge:n(.aral, de seccién asimétrica, se analizard mas adelante (véase.
péagina 89). |
Pax:z? investigar las fatigas producidas en una viga durante

la flexi6n, se procede de modo andlogo a lo realizado en el caso
df’ una barra sometida a extensién (fig. 1). Supongamos que la
viga A B se divide en dos trozos por una seccién recta mn situa-
da a l.aJ distancia x del apoyo izquierdo 4 —fig. 56 (a)— y que se
p'resemde del trozo situado a la derecha de la secci6n. Para ana-
lizar el equilibrio del trozo de la viga que conservamos —figu-
ra 56 (b)—, debemos considerar no solamente las fuerzas exter-
;:i;s ;jles como las cargas .Pl, P, y la reaccién R, sino también
erzas internas distribufdas sobre la seccién mn y- que re-
presentan la accién del trozo de la viga a la derecha de la sec-

RESISTENCIA DE MATERIALES, — T. 5
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ci6n sobre el trozo de la izquierda. Estas fuerzas internas deben :
ser tales que equilibren a las fuerzas exteriores anteriormente

mencionadas P,, P, y R,

Todas estas fuerzas exteriores, por las condiciones de la esta- .
tica, pueden sustituirse por una fuerza vertical V que obra en el
plano de la seccién mn y por el par M. El valor de la fuerza es

V= E,— P, —Py, (@) .

'y el valor del par es .
M = Rx—P, (x—c¢;) — Py (z—20y). (®) .

La fuerza V es igual a la suma algébrica de las fuerzas ex- -
ternas situadas a la izquierda de la seccién mn y se denomina

fuerza cortante en la seccién recta mn. El par M es igual a la ’
suma algébrica de los momentos de las fuerzas exteriores si- :

tuadas a la izquierda de la seccién mn con relacién al c. de g. de i
esta seccién y se denomina momento flector en la seccién rec-
ta mn —fig. 56 (c)—. Las fatigas distribuidas sobre la seccién mn :

y que representan la accién del trozo derecho de la viga sobre -

la porcién izquierda, deben, por tanto, equilibrar el momento
flector M y la fuerza cortante V. :
Si sobre la viga acta una carga distribufda en lugar de va- -
rias concentradas, se puede utilizar el mismo razonamiento. .
Sea, por ejemplo, la viga de la figura 57 (a) cargada de modo
uniforme. Representando la -~

R x m R intensidad de la carga o carga
[IEEEESRENARINEN ‘ « por unidad de longitud por ¢, -
i 7 las reacciones seran
@ d
T By=Ry=~-
R « a
o) Para investigar la distri-
Fig, 57 bucién de fatigas sobre una

geccién mn, consideraremos
nuevamente el equilibrio del trozo izquierdo de la viga —figu-
ra 57 (b)—. Las fuerzas exteriores que actlian sobre esa porcién;
de la viga son la reaccién R, y la carga uniformemente distri-
buida a lo largo de la longitud x. Esta tltima carga tiene una
resultante igual a gz. La suma algébrica de todas las fuerzas aq

-
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la izquierda de la sececién mn es, por consiguiente, B, —gz. La

. suma algébrica de los momentos de todas las fuerzas situadas

a la izquierda de la seccién mn con relacion a su c. »de g. se ob-
tiene restando del momento R,z de la reaccién el momento de

]a resultante de la carga distribuida. ‘
El momento de la carga distribuida es evidentemente igual a,

x gqa?
2 2
Por consiguiente, la suma algébrica de los momenrtos sera:

g
2

Todas las fuerzas que obran sobre el trozo izquierdo de la
viga pueden reemplazarse por una fuerza que obra en el plano,
de la secci6n mn igual a

V=R1——qx=q(-§—x> ()

unida s un par igual a

Rx—

M=Ra— =L a— 2. (@)
2 2

Las expresiones (¢) ¥ (d) representan, respectivamente, la
fuerza cortante y el momento flector en la seccién mn. En los
ejemplos anteriores hemos considerado el equilibrio del trozo
de la viga situado a la izquierda de la secci6n considerada. Si en
lugar del trozo izquierdo se conserva el derecho, la suma algé-
brica de las fuerzas a la derecha de la seccion y la suma algé-
brica de los momentos de estas fuerzas tendrén los mismos va-
lores V y M que anteriormente, pero geran de sentido opuesto.
Esto es debido a que las cargas que obran sobre una viga junto
con las reacciones R, y R, representan un sistema de fuerzas en
equilibrio y, por tanto, su suma algébrica y la de sus momentos
con relacién a cualquier punto de su plano debe ser nula. Por
consiguiente, el momento de las fuerzas que actian sobre el
trozo izquierdo de la viga con relacién al ¢. de g. de la seccién
recta mn debe ser igual y opuesto al momento con relacién al
mismo punto de las fuerzas que obran sobre el trozo de la viga
gituado a la derecha de la seccién, Tambicn la suma algébrica
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de las fuerzas que actiian sobre el trozo izquierdo debe ser igual
y opuesta a la suma algébrica de las fuerzas que actuan sobre
el trozo derecho.

En lo que sigue, el momento flector y la fuerza cortante en

, . . . |
una seccién recta mn se tomaran positivos si considerando el tro-

m m_ __nm m,
EEDRREGEN
{ J
b5 i \—-__ n n,
(+) )
— ——
@ w
Fic. 58

zo de viga a la izquierda de la seccién las direcciones obtenidag
son las de la figura 57 (c). Para materializar esta regla del signo -

del momento flector, aislemos un elemento de la viga por dos

secciones adyacentes mn, mn, (fig. 58). Si el momento flector -
en estas secciones es positivo, las fuerzas a la izquierda de la -

seccién mn dan un momento en el sentido de las agujas del re-
loj y las fuerzas a la derecha de la seccién m;n, un momento
en sentido contrario al de las agujas del reloj, tal como indica
la figura 58 (a). Por este sentido de los momentos, al flexarse la

viga, resulta convexa por debajo.

{ ciones mn y myn, son negativos, la
(S_ l» ‘3 { l ) convexidad se produce hacia arri-
T ) 7 A ba, tal como indica la figura 58 (b).
Por consiguiente, en aquellos trozos

de una viga para los que el momen-

+) )
@) (b)
Fia. 59

negativo dicha eldstica es convexa hacia arriba.

La regla de los signos para fuerzas cortantes se materializa :

en la figura 59.
21. Relacién entre el momento flector y la fuerza cortante.—

Consideremos un elemento de una viga separado por dos sec- -

ciones adyacentes mn y m,n, separadas una distancia do (figus

. ’m m, ——m @l»_{ Si los momentos flectores en las sec-

to flector es positivo, la elistica o ¢
curva de flexiéon es convexa hacia
abajo, mientras que en los trozos donde el momento flector es

Y. Skt

c it

T T

g
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ra 60). Suponiendo positivos el momento flector y la fuerza cor-
tante en la seccién mn, la accién del trozo izquierdo de la viga
sobre el elemento estd representado por la fuerza V y el par M,
tal como indica la figura 60 (2). Del mismo modo, suponiendo
que en la seccién m,n, son también positivos el momento flec-

—————r \ o migtigm
(‘ M{ { _\
M viadr Iy /1 (2M<V - <] V*JDM'dH(’
)
SO T
@) P ®)
;___ m m__ .
\ l
(M V|| t{)man)
Lo S
o
«
Fia. 60

tor y la fuerza cortante, la accién del trozo derecho de la viga
sobre el elemento est4 representado por el par y la fuerza indi-
cados. 8i no act@ian fuerzas sobre la viga entre las secciones
mn y mm, —fig. 60 (@)—, las fuerzas cortantes en las dos sec-
ciones son iguales 1. '

Examinando los momentos flectores, se ve que para el equi-
librio del elemento es preciso que los momentos flectores no sean
iguales y que el incremento dM del momento flector iguale al
par que representan las dos fuerzas opuestas V; es decir,

aM = Vdzx
y
aM
“ = 50
P (50)

Por consiguiente, para trozos de una viga entre cargas la
fuerza cortante es la derivada del momento flector respecto de .

Consideremos ahora el caso en que una carga distribufda de
intensidad ¢ actiia entre las secciones mn y myn, —fig. 60 (b).

_—

! El peso del elemento de la viga se desprecia en este andlisis.
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La carga total que act@ia sobre el elemento es qdx. Si con- ;
sideramos positiva ¢ cuando la carga actia hacia abajo, del -
equilibrio del elemento se deduce que la fuerza cortante en la :

seccién myn, difiere de la existente en mn en la cantidad

dV = — qdz,

de donde se deduce que
av f
— =-—q. 51) -
in q (51) :

Por consiguiente, la derivada de la fuerza cortante respecto

a z es igual a la intensidad de la carga con signo negativo.

Tomando el momento de todas las fuerzas que actian sobre -

el elemento se obtiene

dM:JWm—wxx%.

Despreciando el segundo término dei segundo miembro, por-

ser una cantidad de segundo orden, se obtiene de nuevo la ecua-

cién (50) y se deduce que también en el caso de carga distribuida
1a fuerza cortante es la derivada del momento flector respecto a .

Si entre las secciones adyacentes mn y m;n, actia una carga -
concentrada P —fig. 60 (c)—, se presentara un salto brusco en .
el valor de la fuerza cortante. Sea V la fuerza cortante en la sec- -

cién mn y V, la correspondiente a la seccién myn,;.
Del equilibrio del elemento mmn,n, se deduce

V,=V—P.

Por consiguiente, el valor de la fuerza cortante varia en la -
cantidad P al pasar por el punto de aplicacién de la carga. :
De la ecuacién (50) se deduce que en el punto de aplicacion de..
una carga concentrada se presenta un salto brusco en el valor.

de la derivada
dM

dx

99,  Diagramas del momento flector y de la fuerza corff

tante.—En el articulo anterior se ha visto que las fatigas que.

actian sobre una seccién mn de una viga equilibran el momento;

flector M y la fuerza cortante V correspondientes a dicha sec
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cién. Por tanto, de estos valores dependen los de las fatigas.
Para simplificar el estudio de las fatigas en una viga es conve-
niente representar de modo grafico la variacion del momento
flector y de la fuerza cortante a lo largo del eje de la viga. En
esta representacion las abscisas indican la posicién de la seccién
y las ordenadas los valores del momento flector y de la fuerza
cortante, respectivamente, que actian sobre la seccién, toman-

p
R a o Ypp— R,
X
AV ”
L * !
e ¢ @)
Pof { +)
] ) N
¢ »
<
y-)
™) i
. ‘ 5
@

Fic. 61

dose los valores positivos sobre el eje horizontal y los ne~ativos
por debajo. Estas representaciones graficas se denominan dia-
gramas del momento flector y de la fuerza cortante, respectiva-
mente. Consideremos, por ejemplo, una viga simplemente apo-
yada solicitada por una carga aislada P (fig. 61) % Las reaccio-
nes en este caso son '
R, = PTb y R,= &
l

Tomando una seccién mn a la izquierda de P, se deduce

que para ella

V—_—I:é y M=P—bx.

] . (a)

! Por gencillez se omiten los rodillos ¢n los apoyos méviles de

agta figura y siguientes,
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La fuerza cortante y el momento flector tienen el mismo .

sentido que los delas figuras 58 (a) y 59 (¢) y son, por consi- -
guiente, positivos. Se ve que la fuerza cortante permanece COns- .
tante a lo largo del trozo de viga situado a la izquierda de la ¢
carga y que el momento flector varia proporcionalmente a z.}
Para z = 0, el momento es nulo, y para = &, €3 decir, para la :

geccién de aplicacién de la carga, el momento vale 1—3?—13 Los -

trozos correspondientes de los diagramas de fuerza cortante y :

momento flector se ven en las figuras 61 (b) y 61 (c) respectiva-
mente, y son las lineas ac.y @,0,. Para una seccién situada a la®

derecha de la carga, se tiene :
. b ‘
=Pl-——P=—-%l- y M=1—)l2x——P(x——a), (b) -

donde z es siempre la distancia al extremo izquierdo de la viga. i

La fuerza cortante para este trozo de la viga permanece cOns-

tante y negativa. En la figura 61 (b) esta fuerza est4 representa- :

da por la linea ¢'b paralela al eje z. El momento flector es una

funcién lineal de x que para & = & vale 1—)—?’3 y que para ¥ =1

es nula. Es siempre positivo y su variacién a lo largo de la parte .

de viga a la derecha de la carga estd representada por la linea -
recta ¢, b,. Las lineas quebradas acc’d y @1¢,b, de las figuras 61 (d)

y 61 (c) representan, respectivamente, los diagramas de fuerza-
cortante y momento flector para toda la longitud de la viga.
En el punto de aplicacion de la carga P se presenta un salto.

P

brusco en el valor de la fuerza cortante desde el positivo flf al’

. P . . :
negativo — —F y un cambio brusco en el coeficiente angular de.

la tangente al diagrama del momento flector.

Al deducir las expresiones (b) para la fuerza cortante y el

momento flector, se ha considerado el trozo izquierdo de la vigs.
sobre el que acttian dos fuerzas R, y P. Més sencillo es en este’
caso considerar el trozo de la viga a la derecha de la seccién:

. . s Pa . s :
gohre el gue acta tnicamente la reaccién -7 Siguiendo es

P O

o
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procedimiento y utilizando la regla de los signos indicada en las
figuras 58 y 59, se obtiene

__ Pa Fa
I’ __-———l— y M: T(l_—x)' (c)

Las expresiones (b) anteriormente obtenidas pueden tam-
bién ponerse en esta forma, si se observa que @ =1—b.

Es interesante notar que el diagrama de fuerza cortante se
compone de dos rectdngulos cuyas dreas son iguales.

Teniendo en cuenta el signo opuesto de dichas areas, se de-
duce que el drea total del diagrama de fuerza cortante es nula.
Este resultado no es casual. Integrando (50), sale

B B
f dM = f Vdz, (d)
4 A4

donde los limites A y B indican que la integracién se toma a
lo largo de la longitud de la viga, desde el extremo A al extre-
mo B. El segundo miembro de (d) representa el area total del
diagrama de fuerza cortante. El primer miembro de la misma
ecuacion da, después de integrar, la diferencia M, — M, de los
m.omentros flectores en los extremos By 4. En el caso de una
viga simplemente apoyada, los momentos en los extremos son
nulos y, por tanto, también el area total del diagrama de fuerza
c(?rtante. Si sobre la viga actGan varias cargas (fig. 62), se di-
vide en varios trozos y las expresiones de V y M debe,n esta-
!)lece.rse para cada uno de ellos. Midiendo z desde el extremo
izquierdo de la viga y tomando z < @,, se obtiene para el pri-
mer trozo de la viga

I’ — Rl y M —_ R]x_ (6)

Para el segundo trozo de la viga, es decir, para a, <r <a
se obtiene Y

I’ = Rl——Pl y _M = Rlx_Pl(x—al)- (f)

Pala; el bel cer H -
€ t 0Z0 de ]a; viga, es deC[I paI a a x
18 g ’ 2 < < a37

. 8 mas sencillo considerar el trozo de la derecha que el de la

izquierda. De este modo, sale

cV=—(B,—P) y M=Rfl—a)—Pyl—z—0by). (9)
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Finalmente, para el dltimo trozo de la viga se tiene

= R2: M= Rz(l——x). (h)

Por las expresiones (¢} a (k) se ve que en cada trozo de lag
viga la fuerza cortante tiene la forma indicada en la figura 62 (b).*
El momento flector en cada frozo de la viga es una funcién’
lineal de 2, y por ello el diagrama correspondiente estd formado:

a, "

- @, -

e [P

L§> __;._l

Ra,-R@r-q)
Ra, !

(] i
Fra. 62 H

por lineas rectas inclinadas. Para el trazado de estas lineas s
ve que (¢) y (k), para los extremos x =0y x = I, dan valores;
nulos. Los momentos en los puntos de aplicacién de las cargas
se obtienen substituyendo en las expresiones (e), (f) y (&), = a,,
x=a, y ¥ = a3, respectivamente. De este modo se obtienen,
para dichos momentos los valores

M = Ra,, M = Ra,—P(a,—a,), ¥ M= Eb,.

Mediante estos valores puede trazarse facilmente el diagram."‘
de momentos flectores —fig. 62 (c).

En las aplicaciones es importante encontrar las seccion
para las que el momento flector toma su valor maximo o mi
nimo. En el caso considerado (fig. 62), el momento flector maxi’
mo acontece bajo la carga P, A esta carga corresponde en

PR R

ot
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diagrama de momento flector el punto d;, en el que la inclina-
cién del diagrama cambia de signo. Segin la ecuacién (50), esta
inclinacién es igual a la fuerza cortante. Por consiguiente, el
momento flector toma sus valores minimos o méximos en las
secciones para los que la fuerza cortante cambia de signo. Si,
moviéndonos & lo largo del eje z, la fuerza cortante cambia de un

m

ol T O T £
R

’t—— X e n
€ @)
[

< b
%
e .3
@
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valor positivo a otro negativo como en la seccién de aplicacién
de la carga P, (fig. 62), la pendiente en el diagrama de momento
flector cambia también de positiva a negativa. De aquf se de-i
duce que en esta seccién se presenta el momento flector maximo.|
Si V cambia de negativa a positiva, indica que a la seccién le!
corresponde un momento flector minimo. En el caso general, elj‘
diagrama de fuerza cortante puede cortar al eje horizontal en va-
rios puntos. A cada punto de interseccién le corresponde un mz’lxi-"
mo o un minimo en el diagrama del momento flector. Los valores
numéricos de todos estos maximos y minimos deben calcularse
para encontrar el mayor de todos, numéricamente considerado.
Consideremos ahora el caso de una carga uniformemente dis-
tribuida (fig. 63). Por lo expuesto anteriormente (pag. 67), tene-
mos que para una seccién a distancia x del apoyo izquierdo

l qx ,
Ve=gqgl-— M=L (1—2).
q(z w) y 2( x) (@)

Se ve que el diagrama de fuerza cortante consiste, en este caso,
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en una lfnea recta inclinada, cuyas ordenadas para v =0 y-

z==1 son _q_2l y — %l, respectivamente —fig. 63 (b)—. De la;
expresién (i) se deduce que el diagrama del momento flector es -
en este caso una curva parabdlica, cuyo eje es vertical y pasa’
por el centro del vano —fig. 63 (¢c)—. Los momentos en los apoyos,
es decir, para « = 0 y % = [, son nulos, y el valor méximo del"
momento acontece en el centro de la luz, alli donde la fuerza’

cortante cambia de signo. Xste méaximo se obtiene peniendo.:
] cr e
z =3 en la expresién (t), lo que da

l2
Mmax = qg"

Si la carga uniforme cubre sélo una parte de la Tz (fig. 64),
podemos considerar tres trozos de la viga de longitudes a, b-y ¢..

Ry

R ’
———im
P IIII!LHHHHT}! B _x

Fiu. 64

Para la determinacién de las reacciones By y R, substituire-:
mos la carga uniformemente repartida por su resultante ¢gb. De:
las ecuaciones de momentos de la estatica, con relacién a

y 4, se obtiene

gb b qb b
= i-|¢ R, =* -
R, l(+2) y R z(“+2
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La fuerza cortante y el momento flector para el trozo iz-
quierdo de la viga (0 <z < a) son

V=R y M=A~Hpx o)

Para una seccién mn, tomada en el trozo cargado de la viga,
la fuerza cortante se obtiene restando la carga gq(x —a), a la
izquierda, de la reaccién R,. El momento flector en la misma
secci6n se obtiene restando el momento de la carga a la izquier-
da de la seccion, del momento de la reaccién R,. De esta forma
encontramos

x —

a
5 (k)

V=R—q&—a y M=Rz—g@—aX

Para el trozo derecho de la viga, considerando las fuerzas a
la derecha de la seccién, se tiene

V=—R, y M=Ry(l—u2). )

Mediante las expresiones (5), (k) y () los diagramas de fuerza
cortante y momento flector pueden construirse con facilidad. El
diagrama de tuerza cortante —fig. 64 (b)— consta de los trozos
horizontales a,¢, y d,b,, correspondientes a las partes descarga-
das de la viga y de la linea inclinada ¢,d;, que se refiere al trozo
cargado uniformemente. El diagrama del momento flector —figu-
ra 64 (¢c)— consta de las dos lineas inclinadas .0, y byd,, corres-
pondientes a los trozos descargados y de la curva parabélica
codo, de eje vertical, afecta a la parte cargada de la viga. El
momento flector maximo se presenta en el punto e,, correspon-
diente al e,, donde la fuerza cortante cambia de signo. En los
puntos ¢, y dy la pardbola es tangente a las lineas inclinadas a,c,
y dyb,, respectivamente. Ello se deduce del hecho de que en los
puntos ¢, y d, del diagrama de fuerza cortante no existe cambio
brusco en el valor de dicha fuerza cortante; por consiguiente,
en virtud de la ecuacién (50), no puede presentarse cambio
brusco en el valor de la pendiente del diagrama del momento
flector en los puntos correspondientes ¢, y dy.

En el caso de una ménsula (fig. 65) se emplea el mismo mé-
todo para construir los diagramas de fuerza cortante y momento
flector, Midiendo « desde el extremo izauierdo de la vigs, y
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considerando el trozo a la izquierda de la carga P,(0<z<a)

se obtiene
V=—P, y M=—Pa

El signo menos de estas expresiones resulta de la regla de
los signos indicados en las figu- -

d a d [’ ras 58 (b) y 59 (b). Para el trozo -
4 57%* a la derecha de dicha carga :
(,') (@ < x < 1) se tiene '

el ) Ve=—PFP—PF

“ ’ Y M_——pa—pP
! P = —Px— , (. — a).

e, Los diagramas cOTTespon-:
a ® dientes de fuerza cortante y mo- :
) o mento flector se ven en las figu-.
\q’\ ras 65 (b) y 65 (c). El drea total -
~ del diagrama de fuerza cortante .

@)

-~

Tic. 65 no es nula en este caso y vale .

— P,l — P,b, que es lo que vale :

el momento flector M en el extremo B de la viga. El diagrama
del momento flector consta de las dos lineas inclinadas g0y
y Coby, cuyas pendientes son iguales a los valores de la fuerza’
cortante en los trozos correspondientes de la ménsula. El mo-;

mento flector méximo, en valor

numérico, acontece en el extre- q{ IIIIH”I)IIIHIIHIHIHII
mo empotrado B de la viga. Alex dn ‘ 2

Si una ménsula sufre una car- 1 f@; -
ga uniforme (fig. 66), la fuerza 0\"191\(_)
cortante y el momento flector, a ) gl
la distancia z de su extremo iz- | [
quierdo, son o %

— gz ‘ '<-) :

y \ @ "

M’—:—quE:——q—aL"

2 2
El diagrama de fuerza cor- F1a. 66 i

tante es la recta inclinada ab, y
el del momento flector la pardbola a;b;, de eje vertical y t
gente al eje horizontal en ¢;, punto en que la fuerza cor
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es nula. El momento flector miximo en valor numérico {
como la fuerza cortante maxima, acontecen en el extrem,o asB
de la viga. Si sobre la viga acttian simultdneamente cargas con-
centr'adas y distribuidas, es conveniente dibujar por s%aparado
los diagramas correspondientes a cada clase de cargas, y obte-
ner los valores totales de V o M, para cua quier seccién’ suman-
df) las ordenadas correspondientes a los dos diagramas y;arciales
Sfli, por ejen.lplo, "cenemos las cargas concentracdas P, P,y P;
En ;grl;r:nsc?) ﬁs;(r}r;zit;x:zn;r;’ie con una.carga um"forme (fig. 63), el

quier seccién se obtiene sumando las

ordenadas correspondientes de los dia
ama,
las figuras 62 (c) y 63 (c). gramas representados en

Problemas

1. Dibujar, aproximadamente, a escala, los diagramas de fuerza
cortante y rr.lomento flector correspondientes a las vigas de la tigura 67
Acota.r en dichos diagramas los valores maximos tanto positivfs '
negativos de la fuerza cortante y del momento flector. o

$004; 100043 20— vle—n— 2 a__.‘
00 —] L'(
E,’.? o ﬁo’“_—.‘—(;olﬁ'l r‘( -~ b
v —
{240 sta—/80
& K9 /cm = 24/0m —je 1 201e-{ 80—
7X9/cm 7 Ky /cm LY
(oﬂ So0 4, @
- 120mepe— 180 {zo,,’,.l
B :.o ok 2.
00 A% 500K,
a2 7 e
Fia. 67

2- Resol ver l P O
| a8 mismas cuestiones del
S e roblems, anterior pa,ra, las

3. ..
mode Tana ménsula s?llc1tada por uns carga total W distribuida de
que aumente uniformemente desde cero, en el extremo izquier-

d X . .
L o del modo que indica la recta inclinada AQ —f ig. 69 (a)—, esté empo-
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trada en ¢l cxtremo derecho. Dibujar los diagramas de fuerza cortante:
y momento flector. . :

Solucion : La fuerza cortante en la seccién mn a distancia x del;
extremo izquierdo de la ménsula es numéricamente igual a la parte:

% f 5005 é— "7 Ko Jcm

//4.— {‘0”.——‘-‘—- /80’" '4'390’"—] e———— Im "‘500":" v.%

@ 500 Xy, ®/

é 7 AQ. femr TKg jcm

/ Rp———
- @)

4
@) 500Ky

50049

Fia. 68

de carga rayada. Puesto que la carga total vale W y esté representada
Wa?

por el tridngulo AC B, la parte rayads es - Por la regla de ivs sig:

nos anteriormente adoptada (fig. 59), se obtiene

e
El diagrama de fuerza cortante ests

v
| eIl
A £ representado en la figura 69 (b) por |8

‘ g . i parédbola ab de eje vertical que pasa pot
@) el punto a. El momento flector en la ses

a eién mn se obtiene tomando el momentg
=) de la parte de carga rayada respectd
w 8l C de G de la seccién mn. Por tanto,
(a) M=—W E; X f O
W i 3
g . ) W Este momento esté representado poy
la curva a;b, en la figura 69 (c).

17 ) 4. Una viga de longitud ! apoyads
uniformemente en toda su longitud so
porta en los extremos dos cargas igus

5" les P (fig. 70). Dibujar los diagramas ¢

fuerza cortante y momento flector.

Fic. 69 5. Una viga de longitud ! apoyad
uniformemente en toda su longitud sopor

ta en su centro una carga concentrada P = 500 kg. (fig. 71). Hallar
momento flector maximo en valor numérico. Dibujar los diagramas-¢
fuerza cortante y momento flector. :
6. Una viga simplemente apoyada de longitud 1 soporta una cax
total W distribuida de modo que su intensidad crece, tal como ind#

v=—wi.

NS
~
|

W

R—
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la figura 72 (a), desde cero, en el extremo izquierdo. Dibujar & escala los
diagramas de fuerza cortante y momento flector si W = 6.000 kg. y
1= 7,20 m.

P P 500:;90
{ ly‘oﬂ -4 -—-—‘l
R L] L LR R |
Fie. 70 Fia. 71

Solucidn: Las reacciones en los apoyos son, en este caso,
1
Ry = 3 W = 2.000 kg. y R, = 4.000 kg, o

La fuerza cortante en la seccién mn se obtiene restando la parte rayada
de la carga de la reaccién R,. Por tanto,

x? 1 af

El diagrama de fuerza cortante es la curva parabélica ach de la
figura 72 (b). El momento flector

en la seccién mn es z m Re
x’ . R KZ’ b
M=Fz—Wpxz X3 ' l
3 L2 l' n
=i Wa(1-%)e & ”"‘l/’ l
3 \ s !
Estc momento esté4 represen- i @) )
tado por la curva a6,b, de la %4# (+)
figura 72 (c). El momento flector <

méximo acontece en ¢,, donde la I""“"‘%{i —
fuerza cortante cambia de signo y & 2w
dond = —=.
nde x V3
7. Unaviga simplemente apo-
yajda 4 B soporta una carga dis-
tribuida, cuya intensidad esté re-
presentada por la linea ACB (fi-
gura 73). Hallar las expresiones g [ 2
de la fuerza cortante y del mo- @

L

*  mento flector en la seccién mn. Fig. 72

Solucion : Suponiendo a la car-
ga& total W aplicada en el Q de @ del trisngulo AC B, las reacciones ep

. los apoyos son:

I+b I+ a
Bi=Wogr v fa=Wop

RESISTENCIA DE MATERIALES, — T. I 8
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La carga total se divide en dos partes representadas por los tri

Wb . p
gulos ACLy U BD, de valores _Wt’_q Y5 respectivaimente. La parte

¢

m
«| "
A 2 o
prgp— ”-——ﬁ
¢

Fie. 73

xr2

w xz?
yada de carga vale W I X g= w =i

l
flector en mn seran, por consiguiente,

. La fuerza cortante y el momen

x? L

2

soox

%—-————Zﬂ a30m 0
a 2004, ) o
’351%9 -
&) ¢ {20»—1» /50 m 160m ..r.(f .
865 K9 500 £3.
g:20/2 K. /e
P 6 3
Q +) D ., ’
'-’
@ i L < d <
4, (@) 5
Fia. 74

De modo anédlogo se deducen la fuerza cortante y el momento
tor para una seccién correspondiente al trozo DB de la viga. ;

8. Hallar My, en el problems anteriorsi { = 3,60 m, b = 0,90 *
W = 6.000 kg. .

.;

\b—q i

FUERZA CORTANTE Y MOMENTO FLECTOR 83

Respuesta:
Mpsz = 3.360 m. kg.

9. Dibujar a escala aproximada los diagramas de fuerza cortante
y momento flector y acotar en ellos los valores maximos positivos y
negativos para las vigas con voladizos de Ja figura 74.

Solucién : En el caso de la figura 74 (a) las reacciones son 335 kg. y
1.665 kg. La fuerza cortante en el trozo izquierdo de la viga es V = 335
— 60 z. Esté representada en la figura por la lines inclinada ab. La
fuerza cortante para el trozo derecho de la viga se encuentra como en
el caso de una ménsula y estd representada por la recta inclinada b’c.

El momento flector para el trozo izquierdo de la viga es M = 335z

2
— 60 % Esté representado por la parabola a,e,b,. El momento méximo

acontece en e;, punto correspondiente al e, en el que la fuerza cortante
cambia de signo. Kl diagrama del momento flector para el trozo de la

IR AR RN
A

o
!

F1c. 75

derecha es an#logo al de una ménsula y esté representado por la paré-
bola byc,, tangente en c¢;.

10. Una viga con dos voladizos iguales (fig. 75) sufre una carga
uniformeniente distribuida y tiene una longitud I. Hallar la distancia d
entre los apoyos para la que el momento flector en el centro de la viga
es numéricamente igual a los momentos en los apoyos. Dibujar los

diagramas de fuerza cortante y momento flector para este caso.

Respuestu;

d = 0.586L.




CAPITULO 1V
FATIGAS EN LAS VIGAS

23. Flexién pura de barras prisméticas.—Una barra pris- ;
mética sometida a la accién de pares iguales y opuestos en sus i

extremos, se dice que estd solicitada a flexién pura. La parte

central CD de la barra 4 B (fig. 76) estd sometida a una solici- -

. tacién de este tipo. La magni- -

-c ‘1[’ {m Dl‘ < tud Pa del par que produce la -

4 i 8 flexién se llama momento flec- -

poc !n @ o I tor. Considerando la seccién

b R mn, y quedindonos con la par-:

:—jr-—-‘ )N te izquierda de la barra, se de- -
> (5) 4

duce que para el equilibrio es °
Fic. 76 necesario que las fuerzas in-

ternas distribuidas en la sec-;

0ién mn, y que representan las acciones en dicha seccién de laé
parte de la barra situada a su derecha, sean estaticamente equi- :
valentes a un momento M igual y opuesto al momento flec-:
tor Pa. Para encontrar la distribucién de estas fuerzas internas -
consideraremos la deformacién de la barra. En el caso sencillo:
de una barra que tenga un plano longitudinal de simetrfa, y:
cuando los pares flectores actian en este plano, la flexién ten-
drd lugar en dicho plano. Si la barra es de seccién rectan-:
gular y se trazan dos lineas verticales mm y pp en sus iados,ﬁ;
los ensayos experimentales realizados han hecho ver que di-:
chas lineas permanecen rectas durante la flexién y giran hastal
quedar perpendiculares a las fibras longitudinales de la barra
(figura 77). La teoria que vamos a exponer de la flexién se basa.
en la hip6tesis de que no solamente las lineas, tales como mmy:

dad ¢
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permanecen rectas, sino que toda la seccién transversal de la
barra, primitivamente plana, queda plana y normal a las fibras
longitudinales de la barra después de la flexién. Los ensayos
realizados han dado resultados concordantes con los obtenidos
desarrollando la teorfa, basada en aquella hipétesis, en lo con-
cerniente a la flexién de la barra y a la deformacién de las
fibras longitudinales. De la hipétesis anterior se deduce que du-

Fio. 77

rante la flexién las secciones mm y Pp giran, una respecto a
otra, alrededor de ejes perpendiculares al plano de flexién, de
tal modo que las fibras longitudinales del lado convexo sufren
extension, y compresién las del lado céncavo. La lines nn, es
la traza sobre el plano de la figura de la superficie cuyas fibras
no sufren deformacién durante la flexién. Esta superficie se
llama superficie neutra, y su interseccién con cualquier seccién
recta de la barra se denomina linea neutra. .

El alargamiento s’s, de cualquier fibra situada a una dis-
tancia y de la superficie neutra se obtiene trazando la linea 7,8y,
paralela a mm —fig. 77 (a)—. Representando por r el radio de
curvatura del eje de la barra después de la flexién 1, y usando la

semejanza de los tridngulos non, y sm,s’, el alargamiento uni-
tario de la fibra ss’ sers

’

8

8
=t Y, (52)
nn, r
—_——————e
' El eje de la barra es la linea que pasa por los centros de grave.

© sus secciones. O representa el centro de curvatura.
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Se ve, por tanto, que la deformacién unitaria en cada fibra
longitudinal es proporcional a su distancia a la superficie neu-
tra, e inversamente proporcional al radio de curvatura.

Los ensayos realizados han puesto de manifiesto que la ex-
tensién de las fibras del lado convexo de la barra viene acom-
e una contraccién lateral, y la contraccion longitudinal
del lado céncavo de una expansion lateral, tal como en el caso
de extensién o compresién simple (véase articulo 14). Esto cam-
bia la forma de todas las secciones rectas. Los lados verticales
de la seccién rectangular se inclinan tal como indica la figu-
ra 77 (b). La deformacion unitaria en sentido lateral es
! (53)

sz=——p.sx=——-p<1-.

pafiada d

donde p es el médulo de Poisson.
Debido a esta distorsién todas las lineas rectas situadas en

la seccién recta y paralelas al eje z se transforman en curvas

normales a los lados de la seccion.
Su radio de curvatura R serd mayor que 7 y estara con él
en la misma relacién que e, ¥ €, (véase ecuacién 53); por tanto,

R = —1—-r. (54)
©
La fatiga en las fibras longitudinales, deducida de la ley de
Hooke, es
Ly
oy = —> (65)

La distribucién de estas fatigas se ve en la figura 78. La

fatiga en cualquier fibra es proporcional a su distancia al eje

neutro nn. La posicién del eje neutro y el valor del radio de

curvatura r p

equilibre al par exterior M (fig. 76).

Sea dA el rea de un elemento de una seccion recta e y su
distancia al eje neutro (fig. 78). La fuerza ligada a este area
elemental es el producto del drea por la fatiga (ecuacién 55), es

. B .
decir, Ty . dA. Puesto que el sistema de fuerzas elementales que

ueden determinarse por la condicién de que las -
fuerzas ligadas a la seccion determinen un par resistente que
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i . -
af:tuu sobre la seccién recta equivale a un par, la resultante de
dichas fuerzas serd cero, y tendremos

E E
f’—ydA=-fydA=(),
r r

es deCII', el momento estitico del 4rea de la seccién recta con
relacién al eje neutro es cero, o, lo que es lo mismo, la linea
neutra pasa por el centro de gra- ’

vedad de la seccién. z

El momento de la fuerza liga-
da al elemento antes dicho, respec- I

>X
to a la linea neutra, es By dAy "B —
. r ) N

Sumando todos los momentos &
de las fuerzas ligadas a la seccién Y
recta de la barra, y escribiendo T16. 78

que el resultado es igual al mo-
mento i .

'(,en M d.e las fuerzas exteriores, se tendra la siguiente ecua-
c€ién, que sirve para determinar el radio de curvatura:

E EI
f_ysz= =M o 1=M’ (56)
r r r EI,

en la cual I, = [4*d4 es el momento de inercia de la seccién
recta con relacién al eje neutro z (véase Apéndice, pig. 335). En
la: ecuacién (56) se ve que la curvatura varia en propor;zién
directa con el momento flector, e inversa respecto a la canti-
dad EI,,.que por esto se denomina rigidez a la flexién de. la
barra. Eliminando r entre las ecuaciones (55) y (56), se obtiene
la expresién siguiente para la fatiga: ,
- Yy

%= 7 (57)

z

El anélisis precedente se ha hecho para una seccién rectan-
g:ular. Es valido también para el caso de una barra de cualquier
tipo, de secci6n recta, que tenga un plano longitudinal de sime-
tria y esté solicitado a flexién por pares que actiien en sus ex-
tremos y obren en este plano, puesto que en tal caso la flexién
de la barra se presenta en dicho plano, y las secciones rectas,
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primitivamente planas y normales al eje de la barra, quedan
planas y normales a las fibras longitudinales después de Ia
flexi6n. '

En la ecuacién (57), M es positivo cuando produce una fle-
xién como la de la figura 77; y es positiva hacia abajo.

Un signo negativo para o, indica, segin sabemos, una fatiga
de compresion.

Las fatigas méximas de compresién y extensién se presen-
tan en las fibras mas alejadas de la linea neutra, y para la sec-
ci6én rectangular, o cualquier otra forma de seccién que tenga
el centro de gravedad a la mitad de la altura o canto de la

. h
viga h, en que Ymix = 5 valen

2!
Mh Mh
ig = ——, Gz n = . 58
(02)max o1, _ y (62)mt 91, ( )
Para simplificar se acostumbra a usar la anotacién
21,
= b
; (69
y entonces
M
(Or)max = E‘§ (6z)min = __Z" (60)

La cantidad Z se denomina médulo o momento resistente de
la secci6n. En el caso de una seccién rectangular —fig. 77 (b)—
se tiene
_bR3, bh3

= L=

b4
12
Para una seccién circular de didmetro d,

nd* md?

I s = — = ——e
64 32 ‘
Para las diversas formas de perfiles, T, [, eto., los diferen
tes valores de I,y Z estan tabulados en los manuales y catédlogoa
Cuando el centro de gravedad de la seccién recta no estd 4
la mitad de la altura de la viga, como, por ejemplo, en el ca®
de una viga en T, si b, y ks, representan las distancias de la lines

N
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neutra a las fibras mis alejadas hacia abajo y hacia arriba, las

fatigas maximas para un momento M positivo seran

Mh, Mh,
Oz)mix = ’ z)min = — . 61
(62)ma 1, (G2)m 1, (61)
Para un momento ‘negativo,
Mh Mh
(02)mix = — 7, 2; (cz)mfn = I, L, (62)

Los anteriores razonamientos y consecuencias se han hecho

en la hipétesis de que la barra tuviese un plano longitudinal de
simetria en el cual actuasen los momentos flectores; sin embar-

M M
C x e % ;
Y Y
y (a Sz ()

Y

Frg. 79

go, los resultados pueden aplicarse también cuando dicho plano
no existe, con tal de que los pares de flexién acttien en un plano
axial que contenga uno de los dos ejes principales de la seccién
recta (véase Apéndice, pbg. 344). Estos planos se denominan
planos principales de fiexion. :

Cuando hay un plano de simetrfa y los pares de flexién ac-
than en este plano, la flexién se presenta en él. El momento de
las fuerzas interiores, tales como las que muestra la figura 78,
respecto al eje horizontal, equilibra al! par de las fuerzas exte-
riores.

Los momentos de dichas fuerzas interiores, respecto al eje

" vertical, se anulan unos con otros, debido a que los momentos

de las fuerzas a un lado del eje son exactamente equilibrados
por los momentos de las fuerzas correspondientes del otro lado.

Cuando no hay plano de simetria, pero los pares flectores
actiian en un plano axial que pasa por uno de los ejes principa-
les de la seccién, zy en la figura 79, una distribucién de fatigas
que sigue la ley de la ecuacién (56) satisface a las condiciones

~ de equilibrio. Esta distribucién da, segin se ha visto, un par
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alrededor del eje horizontal (eje principal z) que equilibra 2l

par exterior. Alrededor del otro eje principal y, el momento . .

resultante vale

M,= |z ydA _z { yed A.
Esta integral es el producto de inercia de la seccién recta (véase
Apéndice, pag. 341), y es cero si y y z son los ejes principales
de la seccién.
En nuestro caso asf se verifica y, por tanto, las condiciones
de equilibrio quedan satisfechas.

Problemas

1. Determinar la fatiga maxima en un eje de locomotora (fig. 80)

si ¢ = 35 cm., el diametro d del eje

1’ Aoz &fé‘* =B P es 26 cm. y la carga P en e] extremo
I:04 5t é es 13.000 kg.

,0 Solucion : El momento flector que

Fre. 80 actia en la parte media del eje es

M =P X ¢=13.000 X 35kg. X cm.
La fatiga méxima por la ecuacién (60) es

M 32-M__32><13.000X35
"'“““"Z‘: w3 T %X 253

— 300 kg./em.?

2. Determinar el radio de curvatura r y la flecha del eje del pro-

blema anterior si el material-es acero y la distancia entre los centros

de los apoyos es 150 cm,

Solucion: Fl radio de curvatura r se determina por la ecuacién (55),

sustituyendo y = ; = 12,5 cm. y o4y = 300 kg./fem.?
Ed 2 x 108 x 25

=53="3x300 —om

Para calcular 3 (fig. 80), se tendrd en cuenta que la curva de fle-
Xi6n es un circulo de radio r y DB es un cateto del tridngulo rectén-

gulo DOB, en el que O es el centro de curvatura. Por tanto,

DB = —(r—8)?2=275— &,

8 es muy pequefio comparado con el radio r y la cantidad 5?2 puede des-‘--»?

preciarse en lo expresién anterior, de este modo:

DB® 150
S = T3 = §%83.300 0,0337 cm,
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8. Una viga de madera de seccion cuadrada de 25 X 25 em. esta
apoyada en 4 y B (fig. 80), y en sus extremos se aplican las cargas P
Determinar el valor de P y la flecha 8 en el centro, si 4B = 5,4 m.,
¢ = 0,90 m.; (6,)pgz = 10 keg.fem.2y B = 10° kg./em.2,

El peso de la viga se desprecia.

Respuesta:

= 2.025 kg.; 3 = 0,204 cm.

4. Una vigueta comercial de 30 cm. esté apoyada como indics la
figura 81 y cargada en los vo-

jadizos con una carga unifor- _H I ” I
memente distribuida de 1.000 E’cﬁ'
kg./m. Determinar la fatiga [ 3, ¢ 6m $ 3 f
méxima en la parte central de 3 .
la viga y la flecha en su punto Fia. 81
medio, si I, = 9.785 cm.*,

Solucion : El momento flector en la parte centrai de la viga serd
M = 1.000 X 3 X 150 = 450.000 kg. X cm.

450.000 x 15 |
(Uz)mlx = ———-9—755———— = 690 kg-/cln.’;

§ =1,03 cm.

5. Determinar la fatiga méxima producida en un alambre de ace-
ro de didmetro ¢ = 0,8 mam., cuando se arrolla a una polea de dia-
metro D = 50 cm.

Solucion: El} alargamiento maximo debido a la flexién, ecuacién 52,
es

£ = — = ——

D 50

y la fatiga de extensién correspondiente es

0,08 x 2 X 108

(Gz)ma.x =¢el = 50

= 3.200 kg.fem.?

6. Una regla de acero de seccién recta 0,08 X 2.5 em. y una lon-
gitud ! = 25 cm. se flexa, aplicando puares en sus extremos en forma
de arco circular de 60°.

Determinar la fatiga méxima y la flecha.

Solucién: El radio de curvatura r se determina por la ecuacién

1
l = 5 2 nr, de donde r = 23,87 c¢m., y la fatiga maxima por la ecua-

cién (55),
E x 0,04 8x 10

(Op)msx = ; = o587 = 3.350 kg./em.?

La flecha calculada para un arco de circulo es

8 = r (1 — cos 30°) = 3,2 cm.
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7. Determinar la fatiga maxima y el valor de los pares aplicados™

en los extremos de la regla del problema anterior si la flecha en el cen.’
tro es 2,6 cm, ’
Resvuesta:

(5. )max = 2.600 kg./em.3; M = 6,9 kg. X em.

8. Determinar la curvatura producida en una viga de acero libre.,,‘.

mente apoyada de seccién rectangular por un calentamiento no unifortfm';
alolargo del canto h de la seccién. La temperatura en un punto a la t.hs- :
tancia y del plano medio zz de la viga (fig. 77) viene dada por la ecuacién .

t=31';"o+(t1'—to)

R Y

donde ¢, es la temperatura en la cara inferior de la viga, ¢, la tempera-%’
tura en la cara superior, ¢, — ¢, = 80° C y el coeficiente de dilatacién”
oz == 125 X 10—7. ;Qué fatiga se produciré si los extremos de la vi‘gai
estan empotrados? .

Solucidn : La temperatura del plano medio #z es la constante 3312-—59
y la variacién de temperatura de las demé4s fibras respecto a ella es
proporcional a y. El alargamiento unitario térmico correspondiente es
también proporcional a y, es decir, sigue la misma ley que el alarga-:
miento dado por la ecuacién (52). Como resultado de esta dilatacién
no uniforme de las fibras, la viga flexa y el radio de curvatura r se ha.]]a‘j-

—t A ;
por la ecuacién (b2), utilizando M%——o) en lugarde e; y 3 en lugar de Y.

O sea
h

- og (& —“to) :

Bi los extremos de la viga estdn empotrados, aparecen en ellos:
pares de reaccion tales que deshagan la curvatura debida al ca.lenta.-i’i
miento no uniforme. Por tanto,

r = 1.000 .

o

Ef, EI,
=7 T 1000 A :
Sustituyendo en la ecuacién (57), se tiene .
By _

== 10004
y la fatiga méxima es _ :
E

= =1, kg. R
(02)mix = 577500 1.000 kg./em 4
9. Resolver los problemas 6 y 7 si el arco es de 10° y el materls

es cobre.
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10. Resolver el problema 4, suponiendo que la viga es de madera,
tiene seccién cuadrada de 30 X 30 em. y la intensidad de la carga uni-
formemente distribuida es 1.500 kg./m.

24. Vigas con formas diversas de seceién recta :.—De la
discusién del parrafo anterior se deduce que la fatiga maxima
de extensién o compresién en una barra sometida a flexién
pura es proporcional a la distancia de la fibra més alejada a la
linea neutra de la seccién. Por tanto, si el material tiene la
misma resistencia a extensién y compresién, serd légico tomar

- aquellas formas de seccién recta para las que su centro de gra-

vedad estd a la mitad del cante de la viga. De este modo ten-
dremos el mismo coeficiente de seguridad para las fibras exten-
didas que para las comprimidas. Es por esto por lo que se esco-
gen secciones simétricas para materiales que, como el acero,
tienen el mismo punto de fluencia a extensién y compresién. Si
la seccién no es simétrica respecto a la linea neutra, como, por
ejemplo, en un carril, el material se distribuye entre la cabeza
y la base, de modo que el centro de gravedad quede en el punto
medio de su altura.

Para materiales de pequefia resistencia a la extensién y alta
resistencia a la compresién, como la fundicién o el hormigén, la
seccién recomendable es la asimétrica respecto a la linea, neutra,
de tal modo que las distancias %, y &, de la linea neutra a las
fibras mas alejadas estén en la misma relacién que las resisten-
cias del material a extensién y compresién. De este modo se
obtiene igual resistencia a una y otra clase de esfuerzos. Por
ejemplo, en una seccién en T, el centro de gravedad puede lle-
varse a una posicién conveniente a lo largo de la altura, propor-
cionando de modo oportuno las dimensiones del ala y del alma,

Para un momento flector dado la fatiga maxima depende
del médulo resistente de la seccién, Yy es interesante ver que hay
casos en los que un aumento de 4rea no origina una disminucién
de la fatiga.

Ejemplo: Sea una barra de seccién cuadrada flexada por

! Un andlisis completo sobre las diversas formas de las secciones

rectas de las vigas Dbuede verse en las notas del libro de Navier Resia-
tance des corps solides, ed. 1864 de Barré de Saint Venant. Véanse pa-
gwas 128-162,
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pares que actan en el plano vertical que pasa por una diago-
nal (fig. 82), la fatiga maxima se produce en los dngulos pp. Si.:

ahora cortamos las partes rayadas, dejando una seccién hexago-
nal de menor 4rea, la fatiga maxima se habrd hecho menor
también.

Sea a la longitud del lado del cuadrado. El momento de iner-
cia, respecto al eje z (véase Apéndice), *

4 Sy
es [, = %, y el médulo resistente co- -

rrespondiente serd

Hagamos ahora mp = aa, siendo a
un namero fraccionario que determi- -
naremos méas adelante. i

La nueva seccién recta se puede considerar formada por el -
cuadrado mm,mm, de lados a (1 —«), y de dos paralelogra~
mos mn n,m,. ‘

Su momento de inercia respecto al eje z es :
at(l—at o aaV? [‘-‘—(}:_f‘)]s =@ (1= 4 34y

12 3 V2 12

I =

y su modulo resistente sera

Lv2 ._‘_f?as(l—a)z (14 3a).

Z'=a(1——a)“ 12

Si ahora se determina el valor de «, que hace méximo a Z’,
1 i
se encuentra o == 5 Dando este valor a « se ve que, cortando "

los 4ngulos de la seccién cuadrada en la forma dicha, la fatiga
méxima por la flexién disminuye alrededor de un 5 por 100.
Este resultado se comprende ficilmente considerando que el mo--
mento resistente de la seccién es la relacién entre el momento
de inercia y la mitad de la altura de la seccion. Al cortar los’
angulos, el momento de inercia de la seccién ha disminuido en’
menor proporcién que la altura, por lo que el médulo resistente’
ha aumentado y (o,)me disminuido. Efectos analogos pueden:
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obtenerse en otros casos. En la figura 83 (a) puede aumentarse,
a veces, el médulo resistente de la seccion quitando las partes
rayadas.

En una seccién circular —fig. 83 (b)}— se aumenta el médulo
resistente en un 0,7 por 100, quitando los segmentos rayados
cuya flecha es 8 = 0,011 d. En el caso de una seccién triangu-
lar —fig. 83 (¢)—, el momento re- ;
sistente puede aumentarse matan-
do el 4ngulo rayado. a &

Al proyectar una viga sometida
a flexién pura, no solamente debe @ yfe
considerarse la condicién de resis- T16. 83
tencia, sino la de economia, al tener
en cuenta su peso. De dos secciones de ignal momento resisten-
te, es decir, respondiendo a la resistencia con el mismo coefi-
ciente de seguridad, es més econémica la de menor 4rea.

Consideraremos, en primer término, la seccién rectangular de
altura & y ancho b. El médulo resistente es

bht 1
Z =L =~ 4h, S

donde A representa el area de la seccién.

Se ve que la seccién rectangular es tanto mds econémica
cuanto mayor es su altura A. Sin embargo, hay un limite para el
aumento de 4, debido a que la estabilidad de la viga disminuye
a medida que la seccién se estrecha. El fallo de una viga de sec-
cién rectangular muy estrecha puede deberse, no a sobrepasar
la resistencia del material, sino a pandeo lateral (véase Segunda
parte).

En el caso de una seccién circular se tiene

md® 1

Z="=2-A4.d.
32 8 (6)

Comparemos dos secciones: una circular y otra cuadrada,
de igual érea. El lado A de la seccién cuadrada debers ser
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Aplicando la ecuaciéon (a), resulta

Z =0,147 4 -d.

Si este resultado le comparamos con la ecuacién (b), se ve .

que la seccién cuadrada es més econémica que la circular.

Estudiando la distribucién de la fatiga con la altura (fig. 78),
se llega a la conclusién de que para que una seccién sea eco-

némica, la mayor parte del material de la viga debe situarse
tan alejado como sea posible de la linea neutra. El caso limite ;
serfa: dada una altura b y un édrea A, situar 4reas de valor :

f; a distancias g de la linea neutra. Entonces,

2 2 ¢
I‘=2><i4-x(}~l') :ﬂ; 7 =1 an. (c) :
2 2 4 2 K

A este limite se aproximan las secciones en [ de la practica,
en las que la mayor parte del material estd en las alas. Debido
a la existencia necesaria del alma de la viga no puede alcanzarse-
el valor (c) y para la mayorfa de los perfiles de catilogo se tiens,

de modo aproximado,
Z ~ 0,30 4h. (d):

La comparacién de (d) y (a) muestra que la seccién en I
es méas econdmica que la rectangular de la misma altura. Al mis-'

C Vet T

e—x—4d

Fia. 84

mo tiempo, y debido a la anchura de las alas, una viga en
serd siempre més estable respecto a efectos laterales de pand
que otra rectangular de la misma altura y momento resistente’

Problemas

1. Determinar la anchura z del ala de una viga de fundicié A
cuya seccion es la de la figura 84, si la fatiga méxima de extensi _
debe ser un tercio de la méxima fatiga de compresién. La altura de ',
viga es h = 10 cm.; el grueso del alma y del ala es ¢ = 2 om.
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Solucidn: Para satisfacer la condicién del enunciado es nccesario
que la distancia del centro de gravedad de la secciéon a la fibra mas

alejada del ala satisfaga a la condicién ¢ = é h.

N — 37 ety
e

F1c. 85

Tomando momentos respecto & la cara inferior del ala, se tiene
(figura 8%):

h 12

h
= TRt m—e 4
de donde
he 100
3='+h~2t=2+10-—4= 18 em.

2. Determinar la relacién (oz)msx : (6,)megm para una secoi6n en [
como la de la figura 85, si ¢ = 6 cm., A = 25 cm., b = 60 cm.
Respuesta:

(9. max ¢ (O )mpn = 3: — T.

3. Determinar la condicién para la que la disminucién de altu-
ra k, de la seccién de la figura 86 venga acompaiiada de un aumento
del momento resistente.

Solucidn : I I hl
_bh®  dm 7
Z = —6—}_2:; + -—6—-! '? .
! 2z

4z _ ot dh 4
dh, 6RY T 3 -+

.. led JA

La condicién para que aumente Z al disminuir kb, es z i!'l' H
bh® _ dhy ‘b _ R} F1e. 86
wm>3 ¢ mTwm

4. Determinar qué cantidad debe quitarse de una seccion en for-
me de tridngulo equildtero ——fig. 83 (c)— para obtener el méximo de Z

8. Determinar la relacién entre los pesos de tres vigas de la misma
l?ngitud, sometidas al mismo momento flector M y con igual (6;)msx
8i las secciones rectas son un ecfreulo, un cuadrado y un rectédngulo de
dimensiones h =2b.

Solucidn :

1,12 :1:0,793.

RESISTENCIA DX MATERIALES, — T, 1 7
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25. Caso general de vigas cargadas transversalmente.—En
el caso general de vigas cargadas transversalmente, la distri-
bucién de fatigas sobre una seccién transversal de la viga equi-
libra a la fuerza cortante y al momento flector correspondientes -
a dicha seccién. El calculo de las fatigas se hace corrientemente :
en dos etapas, determinando primeramente las fatigas produ- :
cidas por el momento flector, llamadas fatigas de flexién y des-
pués las fatigas cortantes producidas por la fuerza cortante.
En este artfculo nos limitaremos al céleulo de las fatigas de:
flexién, dejando para el proximo articulo el andlisis de las fa-:

tigas cortantes.

Para calcular las fatigas de flexién supondremos que dichas,
fatigas se distribuyen del mismo modo que en el caso de la fle--
xi6n pura y emplearemos las férmulas deducidas -en el ar-:

ticulo 93. Los resultados experimentales muestran que esta hi-,
potesis es suficientemente aproximada si la seccién que se con-!
sidera no est4 muy préxima al punto de aplicacién de una carga
concentrada. En las proximidades de la aplicacién de una cargs’
concentrada la distribucién de fatigas es m4s complicada. Este
problema se estudiaré en la Segunda parte. El céleulo de las
fatigas de flexién se realiza para las secciones en las que el mo .
mento flector tiene su valor méaximo positivo o negativo. Co’
nocido el valor méximo del momento flector y el valor de la
fatiga de trabajo a flexion del material o,, las dimensiones d
la seccién recta de la viga se calculan por la ecuacién :

M ?
G, = —ex, (63
z
A continuacién damos diversos ejemplos de aplicacién d_
esta ecuacion. ;

Problemas

1. Determinar las dimensiones necesarias de un perfil comeroi
en I que ha de soportar una carga distribuida de 600 kg./m. tal co .
indica la figura 87, siendo el coef iciente de trabajo g, = 1.200 kg.[om.,
Se tendré en cuenta solamente la fatiga normal y se despreciaré el
de la viga.

Solucién: Para obtener la seccion peligrosa de la viga se cons

e
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el diagrama del esfuerzo cortante —fig. 87 (b)—. La reaccién en el so-
porte izquierdo es

3.6 x 600 x 4,5 + 1,8 x 600 x 0°9
s X 6*'3 X 600X 0% _ 700 kg.

=i

| B
6m lpogl 1
R, ‘),——36 _((ﬂ_.:ﬁnr_lw__ A i
bl
[}
'

>

C

(0]

Fic. 87

La fuerza cortante para cualquier seccién de la parte AC de la
viga es
Q = R, —qx = 1.700 — 600 .

N
Egsta fuerza es cero para ¥ = 1—60—%(-) = 2,83 m. Para esta seccién

el momento es un méaximo:

Mg = 1.700 X 2°83 — 600 X % 2°83? — 240.000 kg. X cm.

1 momento resistente necesario es y R’——W
_ 240.000 200 .
=ys00 ™ m

Esta condicién queda satisfecha para
uns I laminada de altura 20 cm. érea, de la B
geccion recta 33,40 cm.! y Z = 214 cm? -
catélogo de la Sociedad Metalurgica Duro-
Felguera.

2. Una presa de madera (fig. 88) estd e
formada por tablones verticales tales como
A B, de seccién rectangular, cuya dimension h Fic, 88
es 30 cm., apoyados en sus extremos. Deter-
minar (6;)may 81 12 longitud de las barras es [ = 5,4 m. y su peso sé
desprecia.

Solucién: Sea b el ancho de un tablén. La presién hidrostatica so-.

1

l

| T 4';% ¢
* vl

bre él, representada por el prisma triangular 4 B0, es W = ; b, la
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~

. 1 .
reaccién en 4 es R, = 3 W= % bi® y la fuerza cortante emn cualquier. -

seccion mn es igual a la reaccién R, menos el peso del prisma de agua .

Amn, es decir,
x? /1 x?
V=R— WL =W ; )

e

La posicién de 1a seccién correspondiente a M ;45 se encuentra por
Ja condicién V = 0, o sea

=.0,

OO
Y,

de donde

& = '—l— =312 m,
3

El momento flector para cualquier seccién mn es igual al momento
de la reaccion R, menos el momento de la carga distribuida repre-

sentada por el prisma triangular Amn. Es decir,

W2 2 Waf x3
M = —_— e s T ——— —_—
By D 3 3 \ l“) .

. 2 "
Sustituyendo, segtin hemos visto, :l%— = % y £ = 3,12 m., se obtiene -}
Myex = l bit
méx 9 Ty
Mmix Mmsx 2 /l 2 312
(0)an = 24 = 622 2 JE) X -0 = 67 ke./om.3

D 3. Determinar el vulor de Mpyyy

m ; en una viga que soporta la carga trian-

{’C | gular ADB igual a W = 6.000 kg.
A 3 \ j B :; lgg—; 3,60 m. y d = 0,90 m. (figu-
A x— U e o
Ry x— “ ¢ ﬂp? Solucidn: La distancia ¢ del apo-
—_ ] yo B a la vertical que pasa por el -

centro de gravedad -del tridngulo es
c=:—§(l+d)= 1,6 m.
La reaccién en el apoyo 4 es

W c_6.000 x 1,5
7 36

R, — = 2,500 kg.

La fuerza cortante para cualquier seccion mn es igual a la reacoién Ry

menos el peso de la carga representada por Amn.
La carga que representa el 4rea ADE es
- W (l—d) - 3

ADE = —7— =0 W,
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por tanto,
3 2
V = Rl—z W(—l———d‘)‘g'

La posicién de la seccién para la que M es méximo se encontraré

por la ecuacién
3 z?

Be—gWa—ap="
[o]
x’ 4R1 . 5
g—aer " 3w 9
de donde

z = 2,01 m.

El momento flector para cualquier seccién mn es igual al momento
de la reaccién menos el momento de la carga Amn. Seré, por tanto,
? z

3
M=R1:c-—ZW(l—__—d-)-i .§°

Sustituyendo el valor calculado de =,
M., = 336.000 kg. X cm.

4. Construir los diagramas del momento flector y de la fuerza
cortante para el caso de la figura 90 (g} y determinar el perfil comercial

20
en I pecesario sia = ¢ = ;i— = 1,8m, P=1.000kg., g = 3 kg./fem,

o, = 1.200 kg./em.* El peso de la
viga puede despreciarse.

Solucién: En la figura 90 (b) “”mmﬁ £ (T <
jo- @ (4 _4

y (c) se ven los diagramas del mo- »
mento flector y de la fuerza cor- (a)

) <

tante correspondientes a las car- q'z B

gas distribuidas. A ellos deben \ I

afiadirse el momento flector y la )
° @) a

fuerza cortante producidos por la
carga P.
El momento flector méximo

i—-*l‘.'.;
+

so presents a la mitad de la luz 7} PN 1!
M4, = 288,000 kg. X em. 4
Se necesita q

288.000 Fra. 90

= 3
1500 ‘240 cm _

El perfil I comercial de altura 22 cm. y érea de seccién recta 39,50
cm.3, Z = 278 em.3, es la seccién mas aproximada por exceso que cum-
ple las condiciones de resistencia.

5. Determinar la posicién més desfavorable de una vagoneta mée-
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vil sobre una viga tal como indica ia figura Y1. Encontrar My,

& la carga por rueda es P = 5000 kg., I = 7,20 m., d = 1,80 m.

El peso de la viga se desprecia.
Solucion : Si x es lu distancia de la rueda

g 1izquierda al apoyo izquierdo de la viga, el

e X e d ] momento flector debajo de dicha rueda iz-
p P quierda es
PO L— .
Fia. 91 QP(‘—’”'Q d)”‘
)
Este momento es maximo cuando
_t_4d
T=5—7"

Por tanto, para obtener el méximo momento flector bajo la rueda iz
quierda, es preciso desplazar la vagoneta desde la posicién central la

cantidad % hacia el apoyo derecho. Puede obtenerse el mismo valor
para el momento flector en el punto de apoyo de la rueda derecha,

d .
desplazando la vagoneta desde la posicién central la cantidad n hacia

el apoyo izquierdo de la viga. .
6. Los carriles de una graa (fig. 92) estan sostenidos por dos Vi«
gas de seccion en I y perfil comercial.

¥ia, Y2

Determinar la posicién més desfavorable de la griia, el My, co-
rrespondiente y las dimensiones de las vigas en I si 6, = 1.200 kg./emi
l=9m,a=360m.,d= 18 m, el peso de la graa W = 5.000 kg. ¥y
la carga levantada por la gria P = 1.000 kg. Las cargas acttian en et
plano medio correspondiente & las dos vigas en 1 y se reparten por igual
entre ellas.

Solucién: El momento flector maximo se presenta en el punto de
apoyo de la rueda derecha cuando la distancia de esta rueda al apoyo
derecho es ’

1

Iy = i(l — é d); M. = 1.261.250 kg. X cm.

kS
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Repartiendo el momento en partes iguales entre las dos vigas, el

momento resistente de cada una deberé ser
7 =M 5955 em3
20y

La seccién en I necesaria tiene una altura de 28 cm., érea 61 em.?
y Z = 541 cm.®. El peso de la viga se desprecia.

7. Una viga de madera de secci6n circular apoyada en C 'y unida
a la fundacién en A (fig. 93) sufre uns carga de ¢ = 500 kg./m. uni-

formemente distribuida a lo largo de la porcién BC.

(I
A - 8
ML’” fa)
jo—a b
'y {b} d
2
Fia. 93 Fia. 94

Construir el diagrama del momento flector y determinar el di-
metro necesario d si 6, = 81 kg./fem.?, a = 0,90 m,, b = 1,8 m.

Solucién : El diagrama del momento flector se ve en la figura 93 (b).
Numéricamente, el momento maximo se presenta en C y vale 81.000

kg, X cm.
3/ 55— 7
d=]/3_2 . %:210m,
k9 o

8. Una presa de madera sostenida por pilares verticales empotra-
dos en su extremo inferior (fig. 94) estd hecha con tablas horizontales.
Determinar la dimensién de la seccién de los pilares cuya formsa es
cuadrada si £ = 1,8 m., d = 0,90 m. y ¢, = 40 kg./cm.2. Dibujar los
diagramas del momento flector y de la fuerza cortante.

Solucién : La carga lateral total de un pilar est4 representada por
el peso W del prisma triangular de agua 4 BC. Para cualquier sec-
cién mn, el esfuerzo corlante y el momento flector son:

Wa? Wat =
Ve—7 M=—7 "3

Al determinar los signos de V y M se ha supuesto que la figura 94

ha girado 90° en sentido contrario a las agujas del reloj, de tal modg
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que los ejes £ e y vayan a coincidir con los de la figura 56. El valor

necesario de b lo da la expresiéon N
P B M. 87,400'
. T8 o 40
de donde
b= 23,5 cm.

La construccién de los diagramas se deja como ejercicio.

9. Determinar las dimensiones de una viga en voladizo de see-
cién I comercial uniformemente cargada a razén de ¢ = 350 kg./m. y
sometida ademds & la accién en su extremo de una carga concentrada.
de valor P = 250 kg. La longitud es ! = 1,6 m. y o; = 1.000 kg./cm.?

Solucidn ; -
(250 X 1,5 + 525 x 0,75) x 100
- 1.000 v

E] perfil comercial necesario es una I de 14 cm. de altura y 18,20 cm.$
de seccidn. .

10. Determinar las fatigas de flexién en un roblén suponiendo

que las cargas que obran sobre éI estdn distribuidas en la forma que
indica la figura 95,

zZ

= 76,87 cm.?

r’

£

NIy

il
NER
THT

Fia. 95

El didmetro del roblén 2 em., b = 0,6 em., by =1 em., P = 5.000 kg,

Solucién: El momento flector en la seccién mn es g . g El mos

mento de flexién en la secci6én central m;n, es

)

Este momento, que es el maximo, se tomard para ealcular la fatiga
Ph M\ rnd® 4P 2R 44
(6z)wax = 3 (§ + ’4—) Y R X —d—l = 1,760 kg./em.8.

. 11. Determinar el perfil en I necesario para los casos de las figu-
ras 67 (a), 67 (d) y 68 (b), suponiendo una fatiga de trabajo de 1.200
kg./cm.3, :

12. Determinar el perfil necesario para una viga apoyada de sée
cién en I solicitada por una carga uniforme a razén de 650 kg. pos

&
ok

5
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metro y por una carga P = 2.000 kg. que actia en su centro. La lon-
gitud de la viga es 4,50 m. y la fatiga de trabajo o, = 1.200 kg. por cm.2.

13. TUna U, cuya seccién es la de la figura 85, estd apoyada en
sus extremos y solicitada por una carga concentrada en su seccién
central. Calcular el valor mdximo que puede tomar la carga si la fati-
ga de trabajo es 80 kg./em.? a extensién, y 160 kg./cm.? a compresién.

26. La fatiga cortante en la flexién.—En el parrafo anterior
se vié que al flexarse una viga por la accién de cargas transver-
sales, a las fatigas normales o,
debian acompafiar otras =, li- l l i l z
gadas ambas a la seccién mn de 4 o >
la viga (fig. 96). Considerando P
la accién en el trozo a la dere-
cha de la seccién (fig. 96), se
deduce, para que subsista el Fic. 96
equilibrio, que la sumacién de
estas fatigas cortantes debe igualar a la fuerza cortante V. Para
encontrar la ley de su distribucién a lo largo de la seccién, em-
pezaremos por considerar el caso sencillo de una seccion rectan-
gular (fig. 97). En este caso es légico suponer que las fatigas cor-
tantes < son paralelas en cada punto a la fuerza cortante V, es
decir, paralelas a los lados mn de la seccién y que su distribucién
es uniforme a lo largo del ancho de la viga cc;. Representaremos
las fatigas en este caso con ,,. El subindice y indica que la fati-
ga cortante es paralela al eje y. y el subindice z, que esta ligada
a un plano perpendicular al eje z. Estas dos hipétesis nos ser-
virdn para la determinacién completa de la distribucién de las
fatigas cortantes. Un estudio més detenido del problema mues-
tra que la solucién aproximada que obtengamos es suficiente-
mente exacta para las aplicaciones y que en el caso de una sec-
cién rectangular estrecha (b grande comparado con b, figura 97)
practicamente coincide con la solucién exacta 1.

v

! La solucién exacta de este problema se debe a De Saint Venant,
Journal de Math. (Liouville), 1856. Un resumen del famoso trabajo de
De Saint Venant puede verse en la History of the Theory of Elasticity,
de Todhunter y Pearson. La solucién aproximada que damos se debe a
Jouravski. La traduccién francesa de este trabajo figura en Annales
des ponts et chaussées, 1856. La teorfa exacta muestra que cuando la
altura de la viga es pequeia comparada con su ancho, la discrepancia
entre la solucién exacta y la aproximada es considerable.
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Si se separa un elemento de la viga por dos secciones adya~

centes y por dos planos paralelos al plano neutro e infinitamente

préximos —fig. 97 (b)—, la fatiga cortante t,, en la cara vertical -
acc,a, tendra una distribucién uniforme de acuerdo con la hip6- -

tesis establecida. Estas fatigas tienen un momento ('rwbdy)dz !

[} QY ,
N
Lo

o
Y

o
—/
x
.5——4\
Fe

v _"

n
- H

a: -:\\—-————--— ”I"___
N . l r ' 2 ~

Fia. 97

respecto a la arista ee del elemento que debe equilibrar al mo-*

mento (7,,bdx)dy debido a las fatigas cortantes dlstrlbuidaq

sobre la cara horizontal cdd,c, del elemento. =
Por tanto,

T bdydx =z, bdrdy y Tyz = Tup

es decir, las fatigas cortantes que actian en dos caras perpen-
diculares del elemento son iguales. Este mismo resultado se ob-.
tuvo anteriormente al estudiar la extensién simple (véase pégi-:
na 39) y también en el caso de compresién o extensién en dos:
direcciones perpendiculares (véase pig. 43). La existencia de la&:
fatigas cortantes en los planos paralelos al plano neutro puede
ponerse de manifiesto con experimentos sencillos. Sea, por e]em_-;
plo, dos barras iguales rectangulares dispuestas en conjunto;
sobre apoyos simples, tal como indica la figura 98, y sometidas:
a flexién por la accién de una carga concentrada P. Si no emsbe
rozamiento entre las vigas, la flexién de cada una sera indepen - E
diente de la otra y en ambas tendremos compresién en la calr(fg;y3

9
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superior y extension en la inferior, tomando el conjunto la forma
de equilibrio indicada en la figura 98 (b). Las fibras longitudinales
inferiores de la barra superior deslizarin, respecto a las fibras
superiores de la barra inferior. En el caso de una sola barra de
altura 2h —fig. 98 (a)—, existiran fatigas cortantes a lo largo del
plano meutro mn de una magni- p

tud que evite el deslizamiento de |

la parte superior de la barra res- n h
pecto a la inferior —véase figu- s
ra 98 {b)-—. Debido a esto, la ba- @ *

rra Gnica de altura 2k es mucho P
mas rigida y resistente que 8l con- m
junto de las dos barras de altura A. W
Como aplicacién prictica, citare- (b}
mos el caso de la unién de vigas . 98
de madera para formar una sola
—figura 99 (a)—; entonces se acostumbra a practicar cajas comu-
nes a las vigas, tales como las a, b, c..., donde se introducen las
llaves correspondientes, cuyo objeto es evitar el deslizamiento
y favorecer la robustez. Observando los juegos alrededor de la
llave —fig. 99 (b)—, se ve facilmente la direccién en que tiende
a producirse el deslizamiento y, por consiguiente, la direccién
de la fatiga cortante a lo largo del plano neutro, en el caso de
viga {nica.

Anteriormente vimos que la fatiga cortante t,, en cualquier
punto de la seccién vertical de la viga tiene direccién verti-

>

L

il : --% 2h 2c
.TeT._ (@) :
{c)

Fra. 99

cal y es numéricamente igual a la fatiga cortante t,, afecta al
plano horizontal que pasa por el mismo punto. Esta tltima pue-
de calcularse facilmente por la condicién de equilibrio del ele-
mento pp,nn,;, separado de la viga en virtud de dos secciones
adyacentes verticales mn y m,n, y una horizontal pp, —fig. 100 (a)
¥ (b)—. Las Ginicas fuerzas que acttian sobre este elemento en la
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direccién del eje z son: la fatiga cortante 7, afecta a la cara pp, :
y las fatigas normales o, sobre las caras np y nypy. Si el momento
flector en las secciones mn y myn, vale lo mismo, es decir, es- :
tamos en un caso de flexién pura, las fatigas normales o, sobre

las caras np y n,p, sersn iguales y se equilibrardn entre sf,
En este caso, la fatiga cortante Ty, 8era igual a cero.

M le— X ——ﬁ.*'dM

m m T
hf _—_N_ V. ‘ 4 h %
| L * ]2 |
G o 17
y ‘() iy (6) (C) LT
Fia. 100

:b'N

Consideremos ahora el caso més general de que el momento -
flector varie y sean My M + d M los momentos en las secciones mn.
y myn,, respectivamente. En este caso, la fuerza normal que obra’
en el area elemental d4 de la cara nppn serd (ecuacién 57) ;

My

dA = dA.
o.d 7

. :
La suma de todas estas fuerzas repartidas a lo largo de la:
cara nppn del elemento valdrs .

_M , ,;
f ‘=Y a4. (@)
U Iz n
De la misma manera, la suma de las fuerzas normales liga.‘i.;
das a la cara n.p,p,n,, serd
A
fﬁ (M +dM)y id
v

, .
I, ( )

La fuerza total debida a la fatiga cortante <, que obra en‘i
la cara pp, del elemento es :

1

2aybl, (@
y como lag fuerzas dadas por (a), (b) y (c) deben estar en equi-’
librio, resulta: ‘ ;

i A
szbdx=f”(_ﬂjl_+izﬁji’)_?ldA_ 21'_[1'./,111’
: 1/ I, w Lo

1

BT : .
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de donde ,

aM 1 2
ey = —— ° o " dA,
T i bl ﬁ y

3
o, aplicando la ecuacién (50),

Toy = Tyr = l;[;—z : ydA. (64)
La integral de esta ecuacién tiene una interpretacién muy
sencilla.
Representa el momento estitico de la parte rayada de la
seccion recta —fig. 100 (b)—, respecto al eje neutro z. Para nues-
tra sececién

y la integral vale
) )
Z bytlz  b[h? ]
bydy = |21 =—|— — ¢? d)

El mismo resultado puede obtenerse multiplicando el 4rea
. . 1[[(h

b[(g) — y,] de la parte rayada. por la distancia 3 [(§> + yl] de
su centro de gravedad al eje neutro de la seccion.

Sustituyendo (d) en la ecuacién (64), se obtiene para la sec-
ci6én rectangular

V (k2 .
W= =07 (Z_ ?/i) (65)

Se ve que las fatigas cortantes t,, se distribuyen de modo
variado desde la parte superior a la inferior de la viga. El mé-
ximo valor se presenta para y; = 0, es decir, para los puntos
de la linea neutra, y es (ecuacién 65):

(et =
2y/mix 8.["
y como
bh? 3 Vv
I; == *iE. (T:ry)m!\x = 5 l—)7b (66)

Se ve, por tanto, que la fatiga cortante mixima en el caso
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de una seccién rectangular es un 50 por 100 mayor que la fa-
tiga cortante media obtenida dividiendo la fuerza cortante por
el area de la seccién.

En los extremos superior e inferior de la seccién recta,
Y= + % y la ecuacién (65) da <,, = 0. La representacién gra-

fica de la ecuacién (65) —fig. 100 (¢)— muestra que la distribu-

cién de fatiga cortante a lo largo de la altura de la viga sigue:

una ley parabélica. El drea rayada, limitada por la parébola,
. 2
multiplicada por el ancho de la viga, da 3 (Top)uax B0 = ¥,

como es natural que ocurriese. .

Una consecuencia légica de estas fatigas cortantes es la dis-
torsién por la que las secciones, inicialmente planas, se alabean.
Este alabeamiento puede observarse facil-
mente flexando por la accién de una fuerza
en su extremo una pieza de goma de seccién
rectangular (fig. 101), en cuyas caras late-
rales se hayan trazado lineas verticales. Las
lineas no permanecen rectas, tal como se
indica de puntos en la figura, sino que se
curvan de tal modo que la distorsién mé-.
xima se presenta en la superficie neutra. En los puntos m’, my,
n', n}, la distorsién es cero y las curvas m'n’ y min; quedan nor~
males a las superficies superior e inferior de la barra después de
la flexién. En la superficie neutra los dngulos que forman las
tangentes a las curvas m'n’ y min; y las secciones normales mn

1
¥ myn, valen y = el (T2y)msx-

Si la fuerza cortante permanece constante a lo largo de la
viga, el alabeamiento de todas las secciones rectas es el mismo.
de modo que mm' = mm;, nn’ = nn; y el acortamiento &
alargamiento de las fibras longitudinales producido por la fle~
xi6n es el mismo que si no existiese dicha fuerza y estuviésemos
en un caso de flexién pura. :

Esto explica la validez de la ecuacién (57), establecida en Is
hipétesis de que las secciones primitivamente planas lo son des~
pués de la flexién.
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Un estudio més detenido del problema ! muestra que el ala-
beamiento de las secciones rectas no afecta de modo sustancial
a la deformacién de las fibras longitudinales si sobre la viga
acta una carga distribuida y la
fuerza cortante varfa de modo 2P L. b
continuo a lo largo de la viga. . .

En el caso de cargas concen- | |

-~

L ]

tradas, la distribucién de fatigas .
. / N

en las proximidades de la carga T+ P.

es mis complicada; pero esta : -t

complicacién tiene un carcter
local (véase Segunda parte). +

Problemas I__I

Fia. luz

ke O o)

1. Determinar el valor limite
de las cargas P que obran sobre la
viga rectangular de madera de la figura 102, si b = 20 cm., b = 25 em,,
o, = 60 kg./fem.?, T, = 15 kg./em.?, ¢ = 45 em.

Solucién: Los diagramas del momento flector y de la fuerza cor-
tante son los de la figura 102: '

Vg = B Myix = F£ - o
Por las ecuaciones .

= Tts

vot &
i~

'Z”Ut y

se obtiene
P=278kg. y P = 5.000kg.

Por consiguiente, P = 2.778 kg. es el valor admisible de la carga P.
2. Determinar la fatiga normal ma-

o IP c _E,E%: xima o, y la fatiga cortante méxima 7,
en el plano neutro de la viga represen-

tada en la figura 103, si a = 60 cm,

¥ia. 103 c=120m., b=20cm.,, h=25cm. y
P = 3.000 kg.

Respuesta:
(0‘.)m“ = 57 kg./cm.’; ("zy)mtx = 6 kg_/cm.l

1 Véase W. Voigt, Géttingen Abhandlungen, Bd. 34, 1887; J. H.
Michell, Quart. J. of Math., vol. 32, 1901, y L. N. G. Filon, Phil,
Trans. Roy. Soc. (Ser. A), vol. 201, 1903, y London Roy. Soc. Proc,,
vol. 72, 1904,
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3. Determinar la fatiga cortante méxima en el plano neutro de
una viga rectangular cargada uniformemente si la longitud de la viga
es I = 1,80 m., la carga por m. g = 1.700 kg., la altura de la seccién
h =25 em. y el ancho b = 20 cm.

Respuesta :

Tmax = 4,69 kg./em.2

4. Determinar la fatiga cortante méxima en el problema 2 dei
articulo 26. :

27. Distribucién de las fatigas cortantes en el caso de una
seccién circular.—Al considerar la distribucién de las fatigas
cortantes en una seccién circular (fig. 104), no puede aceptarse
la hipétesis de que dichas fatigas son paralelas a la fuerza cor-

: tante V. Se puede ver facil-
mente que en los puntos tales
como p del perimetro —figu-
ra 104 (b)—, la fatiga debe ser
tangente a dicho perfmetro,
Consideremos un elemento in-
finitesimal abcd —fig. 104 (¢c)—;

Fie. 104 en forma de paralelepipede

rectangular, con la cara adfg

en la superficie de la viga y la cara abcd en el plano yz de la

seccién. Si la fatiga cortante que actia sobre la cara abed del

elemento tuviese una direccién tal como +, se podrfa descompo-

ner en dos componentes 1, en direcciéon radial y otra 74, en la
direccién de la tangente al perimetro. :

Hemos demostrado anteriormente (véase pag. 106) que si uns
fatiga cortante t acttia sobre un 4rea elemental, otra fatiga cor»
tante igual actda sobre un area elemental perpendicular a .
Aplicdndolo a nuestro caso, se deduce que si la fatiga T, actia
sobre el elemento abcd en direccién radial, debe existir otra fa-
tiga cortante 1, del mismo valor en la cara adfg que sigue ls
superficie de la viga. Si la superficie lateral de la viga est4 libre
de fatigas cortantes, la componente radical t,, de la fatiga cor~
tante t debe ser cero, es decir, t debe actuar en la direccién de
la tangente al perimetro de la seccién recta de la viga. En &l
punto medio n de la cuerda pp, la simetria obliga a que la fas
tiga cortante tenga la direccién de la fuerza cortante V. Vemos-
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pues, que las direcciones de las fatigas cortantes en los puntos
p y nse cortan en un punto O del eje y —fig. 104 (b)—. Supo-
niendo ahora que la fatiga cortante en otro punto cualquiera de
la linea pp est4 dirigida también hacia el punto O, tendremos co-
nocida la direccién de las fatigas cortantes. Como hipétesis com-
plementaria, estableceremos que las fatigas cortantes para todos
los puntos de pp tienen la misma com-
ponente vertical 1. Como esta hip6tesis
coincide por completo con la hecha para
la seccién rectangular, podrd usarse la ¥
ecuacién (64) para calcular dicha compo- m

nente vertical. Conociendo la direccién \@%{'
de la fatiga cortante y su componente ¥y
vertical, puede calcularse ficilmente su Fie. 105

valor para cualquier punto de la seccién.

Vamos a calcular ahora las fatigas cortantes a lo largo de la
linea pp de la seccién (fig. 105). Para aplicar la ecuacién (64)
al célculo de la componente vertical t,, de estas fatigas, debe-
mos hallar el momento estatico del segmento circular de cuer- .
da pp respecto al eje z. El rea elemental mn tiene la longitud

2V R8— 2 y el ancho dy. El 4rea serd d4 = 2\/R’—y’dy. El
momento de esta faja respecto a Cz es yd4, y el momento total
para el segmento circular serd

 J— 2 3
f 2VR? —yPydy = é(R’-—y%)’
, .

1

Sustituyendo esta expresién en la ecuacién (64) y tomando
2V K — y? para valor de b, se obtiene

' 2 __ 42

V@B =y (67)

31, ‘
y la fatiga cortante total en los puntos p (fig. 105) serd
TR __VE VRI—y2
VR —y 31,

I La diferencia entre la fatiga cortante méAxima obtenida por la
teoria de la elasticidad y el valor que corresponde a esta teoria apro-
ximada supone un error de un 5 por 100. Véase De Saint Venant, loe. cit.,
pég. 123. Véase también A. E. H. Love, Mathemaiical Theory of Klas-
ticsty, 4th. ed. 1927, pag. 346.

BESISTINCIA DE MATERIALES, — T, 1 8
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Se ve que el miximo de < se obtiene para y, = 0, 6, lo que
es lo mismo, para la linea neutra de la seccién. Poniendo en vez

4
de I, su valor E-?-, queda finalmente

4V _4V, (68)

Tmex T3rR: 34

En el caso de una seccién circular, la fatiga cortante maxima
es superior en un 33 por 100 al valor medio obtenido dividiendo
la fuerza cortante por el area de la seccion recta.

28. Distribucién de la fatiga cortante en vigas en I.—Para
estudiar la distribucién de fatigas cortantes en las vigas en I
(figura 106), a lo largo del alma, se hacen las mismas hipétesis que

para la seccién rectangular; esto es, que las fa-
v tigas cortantes son paralelas a la fuerza cortan-

1o ]. teVy quese distribuyen uniformemente sobre

el ancho b, del alma. Podemos, por consiguien-
te, usar la ecuacién (84) para el cilculo de las

hond ___:71 fatigas 7,,. Para una linea pp a distancia y,, el
1 2 ;E" momento estitico de la parte rayada respecto
; a la linea neutra z es
_fél h
e 7 EydA:?(ZLE_.’.L‘]z)+ﬁ(’ﬁ_y2).
Fia. 106 . 914 4 9\ 4 1
Sustituyendo en la ecuacién (64), se obtiene
V b k3 b (A} 2)]
=1 ===+ 2 == 69)
Ty b111[2(4 4)+ 2(4 yl (

La fatiga varia, por consiguiente, a lo largo de la altura de la
viga, segin una ley parabélica. Los valores méximo y minimo

de 1, en el alma de la viga se obtienen haciendo y; =0 e y, = —21:

|4 [bh2 h

(sz)mtx = bllz

8 8

v (bh2 bhf). -

8 8

——j(b—b1)]; o
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Cuando b, es muy pequefia comparada con b, no hay gran
diferencia entre (v,,)nm ¥ (Toy)max ¥ 12 distribucién de las fatigas
cortantes a lo largo de la seccién recta del alma es practicamente
uniforme,

Una buena aproximacioén para (t,,),. se obtiene dividiendo
la fuerza cortante total V por el area de la seccién recta del
alma solamente. Esto se deduce de que las fatigas cortantes dis-
tribufdas sobre la seccién recta del alma equivalen a una fuerza
cortante casi igual a V, es decir, que el alma absorbe casi toda
la fuerza cortante y las alas intervienen sélo de un modo se-
cundario en su transmisién. Hagamos la suma de las fatigas =,
que acttian sobre el alma de la viga y llamemos V, a esta suma.

hy
2_
v, =f ey 01dy, por la ecuacién (69):
—n, .
e
hy
2

14 bht B2 b, (B2
v, — LG  BVIR  Lo S | B A
! bllzj:hl[2\4 4)+2(4 yl)]‘y
2

que integrada da

. Vih(h—h) h+ b
12_[ ) LEh

hy | bR
I 9 + 2 (@)

Para espesores pequefios en las alas, k, se aproxima a h y el
momento de inercia I, puede calcularse con suficiente aproxi-
macién por la ecuacién

I NS N

I b
2 8 12

(b)

en la que el primer término representa el drea de la seccién de

las alas multiplicada por el cuadrado de la distancia b —Z by de

sus centros al eje z, lo que aproximadamente representa el mo-
mento de inercia de las alas. El segundo término es el momento
de inercia del alma de la seccién. Comparando (@) y (b), se ve
que cuando %, se aproxima a &, la fuerza V, lo hace a V y que
la fuerza cortante es absorbida solamente por el alma de la
gecoidn.
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Al considerar la distribucién de fatigas cortantes en las alas
no puede aceptarse la hipdtesis de reparto uniforme a lo largo.
del ancho de la seccién. Por ejemplo, a lo largo de ae (fig. 106),
en las partes correspondientes al perfmetro de la seecién ac y de,
la fatiga cortante <., debe ser cero, puesto que la fatiga corres-
pondiente t,, de la superficie libre lo es —véase pag. 111 y tam-
bién fig. 104 (c)—, mientras que en ¢l trozo cd la fatiga cortante
no es cero, sino la que hemos calculado en el aima y representado
0N ( T,y g Esto indica que en la unién cd del alma y las alas
la distribucién de fatigas cortantes sigue una ley mis compli-
cada que la obtenida con nuestro anilisis elemental. Para dis-
minuir la concentracién de fatiga en los puntos ¢ y d, se redon-
dean los 4ngulos de unién tal como se indica en la figura con li-
neas de puntos. Mas adelante se analizard detalladamente la
distribucién de las fatigas cortantes en las alas (véase Segunda
parte).

Problemas i

1. Determinar (Ty)mix ¥ (Tzlmm en el alma de una viga en I
(figura 106), 8i b = 12,6 cm., b; = 1,25 cm., h = 30 cm., by = 261/, cm.
V = 15.000 kg. Determinar la fuerza cortante ¥V, tb-

.hf— b —_T sorbida por el alma.
h’ ! Respuesta:
1

| h (Toy)max = 470 kg.fom % (5 )mm = 354 kg./om. %

z
‘_L l 7, = 0,9457.

2. Determinar la fétiga cortante méxims en el

y B
Pb alma de una viga en T. (fig. 107), si h = 20 cm.,
Fie. 107 hy=17Y,0m.,b=10cm., b, =21,cm. y V = 500 kg.

Respuesta: Utilizando un método analogo al de l&
viga en I se encuentra (T, )max = 14 kg./em.2
3. Determinar las fatigas cortantes méaximas en los problemas 1
y 6 del articulo 25.

29. Fatigas principales en la flexién.—Utilizando las ecua~
ciones (57) y (64), puede calcularse la fatiga normal 6, y la cor-
tante t,, para cualquier punto de la seccién recta en cuanto se

conozca el valor del momento flector M y de la fuerza cortante ¥

para dicha seccién. El valor méximo de o, corresponde a las
fibras m4as alejadas de la linea neutra; por el contrario, generals
mente el miximo valor de r,, se presenta en dicha linea. En ls
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mayoria de los casos solamente estos valores miximos de s,
Y 7., obtenidos del modo indicado son los que se ‘usan para el
proyecto de las dimensiones de la viga, escogiéndolas de modo
que satisfagan a las condiciones

(02)max Z O y (Tzy)max =2 T )
Esto, suponiendo que el material resiste por igual los esfuer-
zos de traccién y compresién y que o, es el mismo para ambas

fatigas. Si no, las limitaciones seran:
(6,)max = o, para la traccién;  (c,)mm = o para compresién,

Hay casos, sin embargo, que requieren un anilisis mas de-
tallado de las condiciones de fatiga. Vamos a exponer el proce-

£ n ¢ 4f

y (@

a;}»\_ﬁl

d‘man/Z

s

v
GI @i Mgdj
-4

N

Bl o

o
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dimiento a seguir en estos casos, considerando el de una viga
simplemente apoyada y cargada en el centro (fig. 108). Para un
punto 4 situado por debajo de la linea neutra, el valor de las
fatigas o, y T,, = T,, Viene dado por las ecuaciones (57) y (64).
En la figura 108 (b) se ve el modo de actuar sobre un elemento
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infinitesimal separado de la viga alrededor del punto 4, dedu-
cido del sentido con que acttan M y V. Siendo este elemento
infinitesimal puede suponerse que ¢, y T, son constantes a lo
largo de él y, por tanto, el elemento infinitesimal citado estd en
el mismo estado de fatiga que el elemento de dimensiones fini-
tas de la figura 37 (¢). En aquel caso (véase pag. 44), vimos
que las fatigas ligadas a las caras de un elemento tomado del
cuerpo en estado de solicitacién varfan con las direcciones de
estas caras y que es posible escoger las caras de tal forma que
solamente se presenten fatigas normales (véase pag. 45). Estas
direcciones se llaman principales y-las fatigas correspondientes,
fatigas principales. La magnitud de estas tatigas puede encon-

trarse por las ecuaciones (31) y (32), sustituyendo en ellas
o, = 0. De este modo se obtiecne

Omix = 2 + ]/(“%7 Tt | (72)
Smin = % — V(‘—;f)z + T,,; (73)

Donde se ve que a,,, es siempre extensién Y Omi Siempre
compresion. Conociendo las fatigas principales la fatiga cortante
mixima en el punto serd (ecuacién 34)

. 2
Tmax = &1&2_‘0'1911} = l/(%z) + Tz} (74)

Para determinar las direcciones de lag fatigas principales,
puede utilizarse el circulo de Mohr. Para un punto tal como el
4 —fig. 108 (b)—, el circulo de Mohr seré el de la figura 108 (c).

Tomando la distancia OF = o, y DF = r,,, el punto D re- -

presentara las fatigas sobre los lados be Yy ad del elemento.
La distancia OF se ha tomado en la direccién positiva de sy DF
hacia arriba, por ser o, una fatiga de extensién y por dar un par
en el sentido de las agujas del reloj las fatigas cortantes t,, que
actlian sobre los lados b¢y ad. El punto D, representa las fatigas
ligadas a las otras caras (¢b y dc) del elemento, en las que la fa-
tiga normal es cero y la fatiga cortante es negativa. Kl circulo
construido con DD, como didmetro determina Omax.= OA y
6mts = — OB. De la misma figura se deduce el angulo 2¢, y la
direccién de a,,, en la figura 108 (b) se obtiene tomando el 4n-
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gulo ¢ a partir del eje z, en el sentido de las agujas del reloj.
Como ya sabemos, o, es perpendicular a o,,,,. Tomando una
seccién mn, a la derecha de la carga P —fig. 108 (a)— y consi-
derando un punto A4 por encima de la linea neutra, las direcciones
de las fatigas ligadas a un elemento abed tomado alrededor de 4
seran las de la figura 108 (d). El circulo de Mohr correspondiente
se ve en la figura 108 (¢). El punto D representa las fatigas k-
gadas a las caras ab y dc del elemento abed y el punto D, las
fatigas sobre las caras ad y bc. El dngulo ¢ y la direccién d»
las fatigas principales serdn los de la figura 108 (d). )
Si tomamos un punto en la superficie neutra, s, valdrs cero
y el elemento en este punto estard sometido a esfuerzo cortante

P —=

% — T r

Sy -

7 ’ T
Fic. 109 Fia. 110

puro. Las direcciones de las fatigas principales formarin &n-
gulos de 43° con los ejes z e y.

Se puede, repitiendo para diversos puntos las construcciones
detalladas anteriormente, determinar dos sistemas de curvas
ortogonales cuyas tangentes tengan en cada punto las direc-
ciones de las fatigas principales en ese punto. Estas curvas no
son otra cosa sino las envolventes de las direcciones principales
y se denominan «rayectorias de las fatigas) o lineas isostéticas.
La figura 109 muestra las trayectorias de las fatigas principales
para el caso de una viga de secci6n rectangular en ménsula car-
gada en el extremo libre. Todas las curvas cortan a 45° a la su-
perficie neutra y tienen tangentes horizontales o verticales en
los puntos en que t,, es cero, es decir, en las caras superior e in-
ferior de la viga. Las trayectorias que dan la direccién de Cmax
estan representadas con linea llena y el otro sistema de trayec-
torias con lineas de puntos. La figura 110 da las trayectorias y
los diagramas de distribuci6n de las fatigas o, y <, para las di-
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versas secciones rectas de una viga rectangular simplemente apo-
yada bajo ia accién de una carga uniformemente repartida.
Se ve claramente que ¢, tiene su valor maximo en el centro y
que t,, es maximo eh los apoyos, lugar donde actia la fadxima
fuerza cortante 1,

Para calcular una viga, lo interesante es conocer el valor

méximo de o. En la ecuacién (72) se ve que en las fibras mas
alejadas para las que es maximo el esfuerzo normal 7,,, es cero,
por lo que o, es fatiga principal, es decir, 6,;; = (6,)ysy Para f

fibras mas préximas a la linea neutra, o, es menor; pero tene-

mos, en cambio, una fatiga cortante t,, que al actuar unida ¥
a ¢, puede producir en el punto una fatiga principal, dada por

la ecuacién (72), mayor nu-

Fie. 111 nuo segin la altura, no es fre-

cuente este caso y la fati- -
ga (0,)sy c2lculada para la fibra més alejada en la seccién en.

que el momento flector es maximo es la fatiga méxima que acta :
en la viga. Hay casos, sin embargo, como en las secciones en )
en los que puede ser maxima la fatiga en puntos distintos de los -
més alejados de la linea neutra. La variacién brusca de fatiga -
cortante que en este tipo de vigas hemos visto se presenta en *

la unién de las alas y el alma puede originar que la fatiga maxi-

ma en los puntos de est4 unién sea superior a la fatiga de ex- -
tensién (o,)ys; ©0 las fibras més alejadas. Como ejemplo, con- °
sideremos el caso de carga de la figura 108 (a) con una viga -
en I de las dimensiones del problema 1 (pag. 116): la longitud

1= 60 cm. y P == 50.000 kilogramos. Entonces, M, = 450.000

kg.fem.; V. = 15.000 kilogramos. Por la ecuacién (57), la fati-"
ga de extensién en la fibra més alejada serd

(62)msx = 604 kg. fom.2, .

1 En la obra de I. Wagner, Zeitschr. d. Osterr. Ing. u. Archit Ver,,
pégina 615, 1911, se discuten varios ejemplos de construccion de tra- .
yeotorias de tensiones. 3

T méricamente que la encontra-
Zyx da para la fibra més alejada.
h o B Jox . 9
En el caso de vigas de seccién
rectangular o circulax, en las
S emm— hepr—

que t,, varfa de modo conti-

Sk
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En un punto de la unién del alma y las alas, las fatigas son

04 % 26}
6 = 6—%—%—6* — 528,8 kg /om 2;

Ty =35 ,4 kg.Jem 2,

Empleando la ecuacién (72) se obtiene para la fatiga prin-
cipal el valor
Omsx = 706,4 kg./em 2,

Se ve que o,,,, en la unién del alma y las alas, es mayor
que las fatigas en las fibras mas alejadas y, por consiguiente,
debe tenerse en cuenta al proyectar la viga. Las variaciones
de 6,, T, Omsx ¥ Omm & lo largo de la altura de la viga se ven
en la figura 111.

Problemas

1. Determinar 6,44 ¥ Gyn en un punto a 5 cm. por debajo de la
linea neutra en una seccién distante 90 cm. del extremo cargado de
una viga en ménsula (fig. 109), si la altura es h = 20 cm., el ancho
b =10 cm. y P = 1.000 kg. Determinar el d4ngulo entre oy, en este
punto y el eje x.

Solucion :

(o,) = — 67,6 kg.fem.?, 7, = 5,8 kg./em.?, o, == 0,45kg./om.2,
Omin = — 67,9 kg./em.2,

El éngulo entre o4y ¥ el eje z es 85° 167, medido en sentido dex-
trorso.

2. Determinar 6y, ¥ Opn Para la linea neutra de una seccién si-
tuada & 30 cm. del apoyo izquierdo en una viga de seccién rectangular
cargada uniformemente y apoyada en los extremos (fig. 110). Las di-
mensiones de la seccién recta son las del problema anterior, ¢ = 5.000/3
kg./m.; | = 3 m.

Respuesta:

Omix = — Omin = 15 kg./em.t,

3. Determinar la longitud de la viga en I considerada en la pégi-
na 120, 8i (6,)n4x ©8 igual & oy, en la unién del alma y las alas.

Respuesta:

1=1991, cm.

30. Fatligas en vigas compuestas.—En la prictica de la in-
genieria se usan frecuentemente vigas formadas por diversos
perfiles unidos a lo largo de la viga, de formas variadas, segin
el material y las a.plicabiohes,
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Las fatigas en este tipo de vigas se calculan corrientemente
suponiendo que las diversas partes de la seccién estin rigida-
mente unidas. Los cdlculos comprenden: (a), el proyecto de la
viga como un sélido tnico, y (b), el proyecto y separacién de los
elementos que unen las diversas partes de la viga. Para el pri-

mero se emplean las férmulas que hemos establecido para vigas

de una sola pieza, descontando de la seccién los huecos que ocu-
pan los roblones, tornillos, pernos, etc. Los cilculos de las unio-
nes los indicaremos por medio de ejemplos.

Sea primeramente una viga de madera compuesta, como in-
dica la figura 99. Las llaves introducidas entre los dos tablones se
calculan para que absorban las fuerzas cortantes S —fig. 99 (b)—.
De este modo, el cilculo de o, puede hacerse por la ecuacién (57).

Para tener en cuenta la disminucién de seccién producida por -

las llaves y tornillos solamente tendremos en cuenta como util
la seccién rayada en la figura 99 (c). De este modo,
b—d) .
1, ==Y [2hp — 204,
: 12 [(27)* — (Z¢)]

-

Para calcular la fuerza cortante S que acttia sobre cada llave -

se supone que esta fuerza es igual a la fuerza cortante distri-

buida en una viga de una sola pieza sobre el 4rea eb de la su-

perficie neutra, siendo b el ancho de la viga y e la distancia
entre los puntos medios de dos llaves consecutivas (véase figu-
ra 99). Empleando la ecuacién (66) y considerando que la al-
tura de la viga es igual a 2k en este caso, se obtiene

3V _3e
2628 2 2h

S=¢eb

Las dimensiones de las llaves y la distancia e entre ellas de-.
beran escogerse de modo que la llave y las entalladuras de la -

viga resistan con seguridad a los esfuerzos que las solicitan.
Se acostumbra a suponer que las fatigas cortantes se distribu-

yen de modo uniforme en la seccién media a X 6 delallavey que .
la presiéon de las caras laterales de dichas llaves se distribuye -
uniformemente sobre las édreas ¢ X b. Representando por T la -

(75)

0 R g e

ST e

e gl g e

A

R

fatiga cortante de trabajo para las llaves y por o; la fatiga de -
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trabajo para la compresién lateral de la madera de llaves y en-
talladuras, se tendran las limitaciones siguientes:
L 2 5 Zo,
ab" " ke
Es necesario también limitar la fatiga cortante para la ma-
dera de la viga comprendida entre dos llaves.
La fuerza cortante es también S y el 4rea resistente b (e — a).
Representando con 7 la fatiga cortante de trabajo del mate-
rial de la viga a lo largo de las fibras, se tendré

S

Ademés de las llaves se acostumbra a poner pernos que en-
lazan las partes de la viga. Por la accién de la presion desarro-
llada al apretar los pemos se produce rozamiento entre las partes
de la viga que absorbe esfuerzo cortante. Este rozamiento se
acostumbra a despreciar en los cdlculos y se supone, tal como
hemos hecho, que la totalidad de la fuerza cortante la absorben
las llaves. Los ensayos realizados con vigas de madera com-
puestas han mostrado que son menos resistentes que las vigas
de una sola pieza de las mismas dimensiones .

Para el cilculo de o, en vigas en I compuestas, el efecto de
los agujeros para el remachado se acostumbra a tener en cuenta
suponiendo que todos los agujeros estén en la misma seccién
recta —fig. 112 (a)— de la viga * y prescindiendo de sus seccio-
nes diametrales al calcular el I, de la seccién, que luego se ha
de emplear en la ecuacién (57).

Para calcular la fatiga cortante maxima t, se tiene tam-
bién en cuenta el aligeramiento de la seccién producido por los
agujeros del roblonado. Debe disminuirse la seccién del alma

e .
por el efecto de los agujeros en la relacion -, siendo e la dis-

1 Los experimentos realizados por el profesor E. Kidwell en el
Michigan College of Mines muestran que las vigas de madera cnm-
puestas tienen alrededor del 76 por 100 de la resistencia de las vigas
macizas de las mismas dimensiones. _

$ Los agujeros en el alma se presentan Gnicamente en las seccio-
nes correspondientes al roblonado de los angulares de refuerzo.
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tancia entre centros de agujeros y d el diametro de ellos. Por

esto, el factor ; €

miembro de la ecuacién (64) para el cdlculo de Tz €0 el alma

de las vigas en I compuestas.

Este modo de calcular el efecto debido a los agujeros es una
grosera aproximacién. El estudio de la concentracién de la fa- ;

[
e a br

Fia. 112

;’r:

tiga en los alrededores de un agujero se verd més adelante (véa.se
Segunda parte). Para calcular la fuerza cortante que obra sobre
un remache, tal como el 4 —fig. 112 (b)—, consideremos las dos
secciones rectas mn y m,n,. Debido a la diferencia de momentos
flectores en esas secciones, las fatigas normales o, en las seo-
ciones mn y myn, seran difcrentes y existird una fuerza que
tiende a deslizar el ala de la viga rayada en la —figura 112 c—, & :
lo largo del alma. Este deslizamiento se evita por las fuerzas de L
rozamiento y por el remache 4. Despreciando el rozamiento, la:
fuerza que acttia sobre el remache es la diferencia de las fuerzas”
que actian en las secciones mn y mn, del ala. La fuerza en el
ala para la seccién mn es (véase ecuacién (a), pag. 108):

M
dA,
I z f Y K

extendiéndose la integral al drea rayada. Del mismo modo, pmi
la seccién m;n,; se obtiene £

@_4_4;7_‘3@ f ydA.

3

7 80 incluye corrientemente en el segundo
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La fuerza transmitida por el remache A desde el ala al alma

sera
A M
S = 7 f ydA. (@)

Usando la ecuacién (50) y sustituyendo dz por la distancia e
entre remaches, se obtiene

AM =Ve,

donde V es la fuerza cortante para la seccién de la viga que pasa
por el roblén 4. Sustituyendo en la ecuacion (a), se obtiene

8= I;e f ydA. (76)

La integral de esta ecuacién representa el momento de ia
seccién del ala —parte rayada de la fig. 112 (¢)— con relacién al
eje neutro z.

Se ve facilmente que el robl6n estd solicitado por esta fuerza
total a través de dos secciones rectcs. Suponiendo que dicha
fuerza S se distribuye uniformemente sobre estas dos secciones,
la fatiga cortante en el roblén serd

) 2Ve [
— = . 77
T—2 .T\sz Rd2lzjydA ( )

La fuerza S prbduce al mismo tiempo una fatiga cortante ew

el alma de la viga a lo largo del plano ab —véase figura 112 (b)—.

Suponiendo que esta fatiga se distribuye de modo uniforme a lo
largo del drea b,(e — d), se obtiene

= e o e | yd AL (0)

A esta fatiga producida por las fuerzas 8 transmitidas desde
las alas debe afadirse la 7'’ debida a la flexién del alma. La
magnitud de estas fatigas se obtendré utilizando la ecuacién (b},
en la que | ydA se referird ahora a la porcién de seccién rec-
tangular del alma situada por encima del plano ab. De este modo
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se llega & la expresién siguiente para la fatiga cortante 7, en
el alma a través de la seccién ab:

, " vV e
Tyr =71 + T __b.lz.e—dfydA, (78)
extendiéndose la integral al 4rea que aparece rayada en la figu-
ra 112 (d). Conociendo 6,y 7., pueden calcularse o,y ¥ Omm Para
los puntos del plano ab mediante las ecuaciones (72) y (74) y
determinarse las direcciones de estas fatigas principales.

El célculo de las fatigas en las vigas en I compuestas hemos
visto que exige la admisién de. varias hipétesis con el fin de sim-
plificar los calculos. Esto reduce en cierto modo la seguridad
en los valores calculados para las fatigas, lo que debera tenerse
en cuenta al elegir los valores de las fatigas de trabajo !, reba-
jandolos convenientemente.

Problemas

1. Una viga de madera compuesta (fig. 99) estd formada por dos
tablones de seccién rectangular unidos por llaves. Determinar la fuerza
cortante que obra sobre las llaves, la fatiga cortante en ellas y la pre-
gién por unidad de érea en sus caras laterales si la carga P = 2.500 kg.,
el ancho de la viga b = 121/, cm., la altura 22 = 40 cm., el ancho de
la lave @ = 7!/, cm., su altura 2¢ = 6!/, cm. y la distancie cntre
centros de llaves e = 271/, cm.

Respuesia:
3 1.250 x 27}
Smg e —m-ga— = 1.200 ke.
La fatiga cortante en la llave es
1.290

B emee——— T n.
T 125)(7% 13,7 kg./om

La presién por unidad de érea en la cara lateral es
§ 1,290 x 2
P=5e = 81 x 12

i Experimentalmente se ha comprobado que la rotura de vigas
en I se debe generalmente al pandeo del ala comprimida o del alma
(véase H. F. Moore, Universidad de Illinois, Boletin ntm. 68, 1913)
El problema del pandeo se examinard mdas adelante. La influencia de
la flexién de los roblones en la distribucién de las fatigas en las vigas
en I ha sido discutido por I. Arnovlevic, Zeitschr. f. Architekt. u. Inge-
nieur wesen, pag. 657, 1910. Los resultados obtenidos para vigas de di-
mensiones corrientes indican que las fatigas eumentan alrededor de
ua § por 100,

— 33 kg./cm.?

e e

i
¥
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2. Determinar la fatiga cortante en la linea neutra de mna viga
. 7
cuya alma tiene 1 g om- de grueso y 125 em. de altura y cuyas alas

estan formadas por dos pares de angulares de 15 X 15 X 1!/, cm.
cuando la fuerza cortante total en la seccién sea 75.000 kg. Determinar
también las fatigas cortantes en los roblones que unen las alas al alma
si el didmetro de estos roblones es 2,5 cm. y la distancia entre centros
de roblones e = 10 cm. (fig. 112). '

Solucidn . Para las dimensiones dadas se tiene:

Ig = T796875 cm.4.

El momento de media seceion con relacién al eje neutro es

[
L 2 ydA = 7844 cm.3,

De la ecuacién (64) se obtiene
75.000 x 7.844
(Tagote = —3-—’(—= 393,6 kg./cm.3,

X 796875

Si se considera el efecto de los agujeros de los roblones se obtiene

(ay)one = g X 393.6 =-§- X 393.6 = 524.8 kg, /om.5,

La fuerza 8 trancinitida por un roblén, deducida de la ecuacién (76),
serd :

8 = 3,640 kg. f;
La fatiga cortante en el roblén, ecua- c7,5 i‘

cién (77), es: 3
3.940 x 2 =€
te= ——— == 401 kg./em.?
3,14 x 2.5 @ |
b

3. Determinar oy, en los puntos del
plano ab (fig. 112), situado a 53%/, cm. de la Fre. 113
linea neutrs si las dimensiones de la viga
son las del problema anterior, ¥ = 75.000 kg. y el momento flector
M = 3756 x 10% kg. X cm.

Solucion.: De la ecuacién (78) se obtiene

tye = 344 kg./em.?
op = 252,8 kg./cm .3

o2 ozt 2 ; 1
O = 3+ T + tayt = 492,8 kg./cn.
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4. Determinar la fuerza cortante en los roblones que enlazan logé
dos carriles que forman la viga de la figura 113 si el 4rea de la seccin’
recta de un carril es 4 = 62,5 cm.?, la distancia del C de @ de un cas.
rril & su cara inferior es ¢ = 71/, em., el M de I de la seccién de wx,
carril respecto al eje que pasa por su O de G y es paralelo al eje Z eo
1562,6 cm.4, la distancia entre roblones es ¢ = 15 cm. y la fuerza 00!-!
tante V = 2 500 kg.

Solucion ;

S = 865 kg.

WAL gt

CAPITULO V

DEFORMACION DE VIGAS
CARGADAS TRANSVERSALMENTE

31. Ecuacién diferencial de la elastica.—Al proyectar una
viga interesa corrientemente conocer no sélo las fatigas produ-
cidas por las cargas que la solicitan, sino también las deforma-
ciones que dichas cargas producen; en muchos casos, ademds,

[

a9

Fre. 114

se impone, como criterio de célculo, que la flecha maxima no
exceda de cierta fraccién de la luz.

Sea la curva Am B (fig. 114) el eje de la viga una vez defor-
mada por la flexién. Esta curva se denomina eldstica.

Para encontrar la ecuacién diferencial de esta curva tomare-
mos los ejes coordenados que indica la figura y supondremos que
la curvatura de la eldstica en cualquier punto depende Gnica-
mente del valor del momento flector M en este punto 1. En este

I El efecto de la fuerza cortante en la curvatura se vera més

adelante (véase art. 39). Se encontraré que este efecto es genera.lmente
pequeiio y puede despreciarse.

RESISTENOTA DB MATERIALES — T. I
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caso, la relacién entre curvatura y momento es la misma que

en el caso de flexién pura (véase ecuacién 56) y, por tanto,
1 M
-—— ey a
r EI (@

Consideremons dos secciones adyacentes m y m, separadas, ®
por ds sobre la elastica. Si representamos por 6 el angulo que "

la tangente en m forma con el eje z, el 4ngulo que forman las

normales a la eldstica en m y m, sera d6. El punto O de interseo-
cién de estas normales da el centro de curvatura y define la

longitud r del radio de curvatura. Por consigwente,

ds=rip y 1=|%
ds

’

Con referencia al signo, debe observarse que el momenbo%
flector se toma positivo en la ecuacién (a) si produce concavi-
dad hacia arriba (véase pag. 68), siendo, por tanto, positiva la
curvatura cuando el centro de curvatura tiene, respecto de la °
curva, la posicién que en la figura 114. Se ve que en este caso el

4ngulo 6 disminuye a medida que el punto m se mueve sobre la

curva de 4 a B. Por tanto, a todo incremento positivo ds co-
rresponde uno negativo d6. Teniendo en cuenta el signo, la =
ecuacion (b) debe escribirse

1 do =

- (o) :

r ds *

En el caso, general en la practica, de que las deforma,ciones?i
sean pequefias y, por tanto, la eldstica de curvatura poco acens :

tuada, puede escribirse con aproximacién suficiente :
di~da 3 Omtgo="L @ :

Sustituyendo estos valores aproximados de ds y 0 en la’
ecuaclon (¢), se obtiene

1 d%y \
= — . &) -
r du? © k4
La ecuacién (@) serd entonces
Bl ¢y _ _ M (79)
* dat ’ B

z -

5
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ecuacién diferencial buscada y que debe integrarse en cada caso
particular para encontrar las deformaciones de las vigas.

El signo de la ecuacién (79) depende de la direccién de los
ejes coordinados. Si tomamos, por ejemplo, positivo hacia arriba
el eje y seria necesario escribir

~—

T dw
en vez de la ecuacién (d), y obtendriamos signo més en lugar
de menos en el segundo miembro de la ecuacién (79).

Cuando estudiemos la deformacién de piezas muy esbeltas,
en las que las flechas pueden ser grandes, no se pueden hacer
las simplificaciones (d) y debe manejarse la expresién exacta

dy
6 =arc tg{ v}
#(zs)

De donde
d arc tg % &y
1__49__* dx @__ dr? )
r ds dx ds [1 + (@)2 F
dzx

Comparando este resultado con la ecuacién (¢) puede dedu-
cirse que las simplificaciones que envuelven las ecuaciones (d)

. _ dy\: .
son equivalentes a suponer que la cantidad In existente en

el denominador de la férmula exacta (f) es pequeiia comparada
con la unidad, y puede, por consiguiente, despreciarse *.

Diferenciando la ecuacién (79) respecto a &, y empleando
las ecuaciones (50) y (51), se obtiene

B, % _y
da®
y "
Y
B,%Y — . 80
g (80)

1 La expresién exacta de la curvatura (f) fué utilizada en los pri-
meros estudios sobre elésticas. Fué usada, por ejemplo, por L Euler,
en su famoso libro sobre Curvas eldsticas, del que se ha publicado, en
noviembre de 1933, una traduccién al inglés en lsis, num, §8 (va-

lumen XX, 1)
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Esta filtima ecuacién se utiliza a veces para estudiar la defor-
macién de vigas por la accién de cargas distribuidas.

32. Flexion de una viga uniformemente cargada apoyada'

en sus extremos (fig. 63).—El momento flector en una seccién
mn, a distancia x del apoyo izquierdo, es

_ 2o
2 2
y la ecuacién (79) se escribe
2, 2
EI, dy_ gz ¢
da? 2 2
Multiplicando ambos miembros por dz e integrando, se obtiene .
dy __gla* | gz
EI, 2 + C, a
dz 4 6 @

donde C es una constante de integracién que debe satisfacer las
condiciones del problema. Debido a la simetria, la pendiente en el

. A
centro de la elastica es cero. Haciendo (%) = 0, cuando & = 3

se obticne
_¢
T o4

y la ecuacién (a) se transforma en

d gr®  qi®
EBl, 2 =—2— 4+ % — b
de 4 6 * 24 ®)
Integrando otra vez,
24 13
EI,y:-—————I—q +q’”+01. (0)

La nueva constante de integracién se obtiene por la con-
dicién de que la flecha en el apoyo es cero, es decir, para x = 0,
y = 0 en la ecuacién (¢), lo que da C; = 0. La ecuacién de la
claswuea serd, por tanto,

q
24 K1,

y = L (g —r® + 7). IV

fhmjwupp -

LA L

i
B
N
FiN
i

e e S T iy
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Ta flecha maxima acontece en el punto medio de la luz.

. l ‘s
Haciendo z = 3 en la ecuacién (81) se encuentra

5 ql‘ '
= 82
Ymix = S84 BT, .3
La pendiente maxima acontece en el extremo izquierdo de

la viga. Poniendo £ = 0 en la ecuacién (), se obtiene

‘i’il) — 1" (83)
dr'nix 24 EI,
En el caso de una ménsula cargada umformemente —figu-
ra 115 (a)—, el momento flector ! ]
en una seccién mn a distancia z "
del extremo izquierdo es p TV —
ge* — . — K
9’ y @)
y la ecuacién (79) se escribe /
£ 2 T &
Bl "Y1, 7
da? 2 7 @
La primera integracién da y
ELY_ 0 Fre. 115

de 6
La constante de integracién se obtiene por la condicién de
. d
pendiente nula en el extremo empotrado, es decir, —i = 0 para

@ = [. Sustituyendo estos valores en la ecuacion (a) se en-
cuentra

La segunda integracién da

3
Ely=%_ ﬂ”+a. (b)
24

La constante C, se encuentra por la condicién de flecha nula
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en el extremo empotrado. Sustituyendo, por tanto, x =1 e
y = 0 en la ecuacién (b), se obtiene

4
o
8

Escribiendo este valor de C, en la ecuacién (b) tenemos

q 4 .
—_ (2t —4Bx 4+ 319, 84
Y= o4Er ) (84)

Esta ecuacién corresponde, por consiguiente, a la elastica
de una ménsula cargada uniformemente. Si la ménsula tiene em-

potrado el extremo izquierdo en lugar del derecho —fig. 115 (b)—, -

la elastica se obtiene escribiendo (I — z) en lugar de « en la
ecuacién (84). De esta forma se encuentra

y= 24qEI (2t — 4 123 | 6 [2a?). (85)

Problemas

1. Una viga de madera simplemente apoyada y cargada de modo
uniforme tiene de vano 3 m. Hallar la flecha méxima 8 (o;)px = 80
kg./em.?, E = 10° kg./cm.? y ¢ = 7 kg./em.

2. Hallar la altura de una viga de acero en I, simplemente apo-
yvada y uniformemente cargada, cuya luz es 3 m., si la fatiga méxima
por flexién es 1.200 kg./cm.? y la flecha méxima 3 mm.

3. Una ménsula de luz 3 m, cargada uniformemente tiene una fle-
cha en su extremo igual a 0,01l. ;Cuél es la pendiente de la eldstica
en dicho extremo?

4. ;Qué volado debe tener una ménsula uniformemente cargada
si la flecha, en el extremo libre, es 2,6 cm. y la pendiente de la elis-
tica en el mismo punto es 0,01?

5. Una viga de acero en I, cargada uniformemente y simplemente
apoyada en sus extremos, tiene una flecha en el centro de 8 mm. La
pendiente de la eléstica en los extremos es 6 = 0,01. Hallar la altura
de la viga si la fatiga maxima por flexién es 6 = 1.400 kg./cm.3,

Solucion : Utilizaremos las férmulas conocidas

b qlt q? ql® h

8 X

=gEr " wEr =% X3
De las dos primeras se deduce:
5 5 0,8 )

wh

Py
i
i

IS

¥
L3
o
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La segunda férmula da:
gl® 3EH 3 x2x10°x0,01
81~ "1 256 :

Sustituyendo en la tercera férmula se obtiene

2 x1.400 x 256

T3 x2x10% x 0,01

33. Deformacién de una viga simplemente apoyada por una

carga concentrada. — En B P,

este caso el momento flec- m 5
tor tiene dos expresiones L. z
diferentes (véanse pags. 71 '
y 72), segln que conside- y
remos el trozo a la izquier-

da de la carga o el que esta

a la derecha (fig. 116). Con esta consideracion tendremos

h ~ 12 c¢m.

X ———tlpy

Fia. 116

Elzo-lfy:——l—)gx para x=<a
da? l
y
E]“-iiy = -—ﬂ x4+ P(x—a) para =20
da? l
Integrando estas ecuaciones se obtiene
| dy  Pbz? “a
EIzo—l;_—- 57 +C para z<
y (@)
dy Pbx®z P (x—a)? C. vara z>a
Bl =—=7 T g T& P %=

Como los dos trozos de eldstica deben tener la tangente
comtn en el punto de aplicacién de la carga P, las expresﬁones
de la pendiente (a) deben ser iguales para z = a. De ello se d.e-
duce que las constantes de la integracién son iguales, es (}eclr,
C = C,. Integrando por segunda vez, después de sustituir C,

por O, se obtiene

E]zy=—%b—f—3+0x+02 para r=a

(%)

8
EIzy=——-P::;3—§—P(x6 @) + Cx 4+ C; para =0



m e
P
' 7 4

136 RESTISTENCIA DE MATERIALES

Como los dos trozos de la eldstica tienen la misma flecha en
el punto de aplicacién de la carga, las expresiones (b) deben ser
iguales para z = a. De ello se deduce que O, = Cj. Finalmente,
para determinar las dos constantes €'y C, haremos uso de que

la flecha en los apoyos es nula. Poniendo z = 0 e y=20enla

primera de las dos ecuaciones (b), sale

C,=0,=0. (c) -

Escribiendo y = 0 y # =1 en la segunda de las expresm-
nes (b), obtendremos
O’=Iﬂ pPo? _Po(r—1b @
; 6 6l 6l
Sustituyendo los valores (c) y (d) de las constantes en las
ecuaclones (b) de la elastica, resulta

Ely = I—Jéﬁ (2 —b2—3?) para z<a - (86)

—a)3
BEly— fibi‘ (B — b2 — g2) o P(’T“)
La primera de estas ecuaciones da las flechas para el trozo

izquierdo de la viga, y la segunda las da para el trozo derecho.
Sustituyendo el valor (d) en las ecuaciones (a), se tiene

para xz=a. (87)

ElI, Zy L (12 —b*—32% para z<a )
y p Pb \ (e)
E], y (lz———b“‘——3x’) - u—)- para z=a. S

Medlante esta.s ecuaciones se calcula ficilmente la pendiente
de la eldstica en cualquier punto. Haciendo # = 0 en la pri-
mera de las ecuaciones (¢)sy z = ! en la segunda, se obtienen
las pendientes 0, y 0, en los extremos de la viga 3,

o — (W) _Po@E—t 8

! (dx),,_o 6IEI, g
0 =(‘ilﬂ) —_FPabll+a) (89)
7 \del,, 61EI,

! Para pequeiias curvaturas, caso general, las pendientes 6, y 6,
son numédéricamente iguales a los 4ngulos de rotacién de los extremos
de la viga durante la flexién, tomando positivas las pendientes cuande
los giros son en el sentido de las agujas del reloj.

g N

e AW A0 A
a1 ‘A,-.a, !‘Q: jﬂ SCC t
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La flecha mixima acontece en el punto en que la tangente
a la elastica es horizontal. Si @ > b como en la figura 116, la
flecha méxima corresponde evidentemente al trozo izquierdo de
la viga. Se encuentra su posicién igualando a cero la primera de
las ecuaciones (e),

— 62— 322 =0,

de donde
52
7
valor de la abscisa a partir del extremo izquierdo del punto de

la flecha maxima. Para hallar dicha flecha maxima se sustituye
la expresion (f) en la ecuacién (86), y se obtienc

0)]

Pb (12 — b

93 IEI, @

Ymax =

Si la carga P se aplica en el centro de la luz, la flecha méa-
xima acontece evidentemente en esta parte también. Su valor

se obticne poniendo b = éen la ecuacién (g), lo que da

R
ey 48 EI,

#e - (90)

De la ecuacién (f) se deduce que en el caso de una carga
concentrada la flecha maxima se produce siempre en un punto

préximo al centro de la viga. Cuando b = é, acontece en’ dicho
centro; en el caso limite, cuando b es muy pequefio y P actta
en el apoyo, la distancia z dada por la ecuacién (f) es \Té’»’ y &
punto de flecha maxima est4 solamente a una distancia

Lt oot
9

V3

del centro de la viga. Debido a esto la flecha en el centro es uns

. ) . [
buena aproximacién de la flecha maxima. Haciendo z = ; en la

2
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ecuacién (86), obtendremos para la flecha en el centro el valor

(W)amt — L2

a>b 2

(302 — 45?). (91)

La diferencia entre las flechas (g) y (91), en el caso mis des-
favorable, cuando b tiende a cero, es solamente un 2,5 por 100,
aproximadamente, de la flecha méxima.

Problemas

1. Hallar la posicién de la earga P (fig. 116) si 1a relacién entre
los valores numeéricos de los giros en los extremos de la viga es

6 _3
6

4

2. Hallar la diferencia entre la flecha méxima y la flecha en el " =

centro de la viga de la figura 116, si b = 2a.

3. Hallar la flecha méxima en la viga de la figura 116, si AB es
una I de 20 em. de altura del catdlogo de Altos Hornos, y ¢ = 3,60 m.,
b=240m.y P = 1.000 kg. '

4. ¢Cudl serd la flecha maxima si la viga en I anterior se susti-
tuye por una viga de madera de seccién 25 X 25 em. El médulo de
elasticidad de la madera es E = 10% kg./cm.2.

34. Modo de encontrar las deformaciones en la flexién uti-
lizando el diagrama de momentos flectores. Método de super-
posicion.—En articules anteriores se ha visto que la curva de
flexién de una viga prismética de seccién constante, llamada
también linea eléstica, o wimplemente eldstica», puede determi-
narse integrando la ecuacién diferencial (79). En algunos casos,
sin embargo, basta conocer la deformacién en un punto deter-
minado, y el problema se simplifica utilizando el diagrama del
momento flector tal como se indica a continuacién 1. '

En la figura 117, A B representa un trozo de elastica, y a,b,
la parte correspondiente del diagrama de momentos flectores.

1 El empleo del diagrama del momento flector para el cdlculo de

deformaciones en vigas ha sido dosarrollado por O. Mohr (véase Zeitschr.

d. Architektem und Ingenieur Vereins zu Hannover, pag. 10, 1868). Véa-
se también O. Mohr, Abhdndlungen aus dem Gebiete der Technischen
Mechanick, pég. 294, Berlin, 1906. Un método anélogo fué desarro-
llado independientemente de O. Mohr por el profesor C. E. Green,
University of Michigan, 1874. ,

F
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Dos secciones adyacentes de la viga, separadas por la distan-
cia ds, forman después de la flexién un 4dngulo d6, y por la
ecuacién (56),

M

d():lds':——ds.
' T

r 2

" Para las vigas que corriente-
mente se usan la curvatura es
muy pequefia y puede sustituir-
se ds por dz. De este modo,

i = - (Mdz). (@

EI,
Interpretada graficamente, la 2
ecuacién (a) indica que el dngu- ~ax b
lo elemental d0, entre dos nor- Fia. 117

males o dos tangentes consecu-
tivas de la elastica, es igual al 4rea elemental rayada Mdzx de
la superficie de momentos dividida por la rigidez a la flexién 1.
Como esto se verifica para cada elemento, el angulo finito 6
que forman las tangentes en 4 y en B se obtendrd sumando
los elementales de las ecuaciones (a). Es decir,

B |

4 EI

y, por tanto, el 4ngulo entre las tangentes en dos puntos 4 y B
de la elastica es igual al srea del diagrama de momentos flecto-
res, comprendida entre las verticales correspondientes, dividida
por la rigidez a la flexién de la viga.

Consideremos ahora la distancia del punto B a la tangente
AB en el punto A. Recordando que la eldstica tiene pequefia
curvatura, esta distancia puede medirse sobre la vertical BB'.
La parte de esta vertical interceptada por las tangentes corres-
pondientes al elemento mn vale

0 =

Mz, (92)

2

Mdx
El,

1 La ecuacién (a) es homogénea: d0 se mide en radianes, es decir, en
un namero abstracto: Mdx, en cm. kg. X cm. El,, en kg./cm.?X cm.4.

xd0=z

H
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1
lo que representa El_del momento del drea rayada Mdzx res-
z

pecto a la vertical de B. Por integracién, el valor de BB’ sera
— B ]
BB =8=| ——xMdx, (93)
JA4 EI,

y, por tanto, la distancia de B a la tangente en 4 es igual al
momento con relacién a la vertical de B del area del diagrama

de momentos flectores comprendida entre las verticales de 4

y B, dividido por la rigidez EI, de la viga a la flexién. Utili-
t- ¢ —

' e N

angu/o Parabolsr
Areg"Z‘% Ares 43/4 —T-
A

1

h

4
b =

Parabole Parobola civbice
Ares 2314 Area Yulh

Fia. 118

zando las ecuaciones (92) y (93), la pendiente de la curva de

flexién y el corrimiento de los centros de gravedad de las sec-

ciones de la viga puede calcularse con facilidad. M4s adelante’

expondremos algunos ejemplos y discutiremos los resultados.

Es interesante notar que la deformacién de una viga de rigi- .}
dez a la flexién dada (véase ecuacién 93) estd determinada por !
el diagrama del momento flector. De ello se deduce una conse- @
cuencia importante. De la definicion de momento flector (ar-
ticulo 19) se deduce que el producido en una seccién mn de una .
viga por varias cargas que obran simultineamente es igual a la
suma de los momentos producidos en la misma seccién por las
diversas cargas obrando por separado. Teniendo en cuenta la -
ecuacién (93), deducimos que la deformacién producida en un
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punto de una viga por un sistema de cargas que actan simulta-
neamente puede obtenerse sumando las deformaciones produci-
das en ese punto por cada carga aislada. Por ejemplo, si se co-
noce la eldstica producida por una carga concentrada (ecuacio-
nes 86 y 87), la que producen varias cargas se obtiene por simple
sumacién. Este método de calcular las deformaciones se deno-
mina nétodo de superposiciény. El cdlculo de las integrales (92)
y (93) se simplifica usando férmu-

las referentes a éreas y centros de T x __Z.,m 8

T

gravedad. Algunas de ellas se dan \L{‘ X
(a) in
en la figura 118, % :

35. Elastica de una viga en
voladizo.—En el caso de una viga
en voladizo con una carga concen-
trada en su extremo —fig. 119 (a)—,
dado que la tangente en el extremo
empotrado 4 permanece fija y ho- Fig. 119
rizontal en la. deformacién, las dis-
tancias a ella, verticalmente contadas, desde todos los puntos de
la eldstica, no son otra cosa que los corrimientos o flechas de
cada uno. El dngulo 6,, que la tangente en B forma con la tan-
gente en A por la ecuacién (92) 1, serd

2
gp=pl. L. L _ 0 (94)
> EI,” 2Kl

La flecha 3, calculada por la ecuacién (93) como el momento
del area aba,, respecto a la vertical de b dividido por EI,, es

1 Pp

3= Pl - = .
EI, 3EI,

2
5t (95)

l
2
El giro de cualquier otra seccién, tal como mn con relacién a la
de empotramiento, es el drea m'n’aa; de la figura 119 (b) divi-
dida por EI,.

En el caso de curvaturas pequefias, como acontece en las

1 Se calcula el valor numérico del giro. Su sentido se deduce
facilmente viendo el modo de actuar las cargas.
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elasticas de las vigas, el 4ngulo 0 puede igualarse a su tangente
§ se obtiene

Tdx 2Ll B

La flecha y para la misma seccién es el momento del 4rea - ;

m'n’aa,, respecto a m'n' dividido por EI, (véase ecuacion 93).

Descomponiendo este irea en el rectingulo y triangulo indica~ °

dos en la figura, se obtiene

1 22 Px?2zx P jlxr a2
== Pl—a)~— - = |——) (97
y EJ,[ (=a35+5 3] EI,(2 6) %7)

.

Para una viga en voladizo sometida a la accién de una carga

concentrada P, obrando a una distancia ¢ del empotramiento,
el diagrama de momentos flectores serd el de ia figura 120 (.

El giro de cada seccién res-
pecto a la de empctramiento, y
la flecha para las secciones situa-
(@) 07— 5 das a la izquierda de la carga

t vendrian dados por las ecua-

, P
X

J
1
c t
1
I
|

m

x

a Pi :m' )‘!
A o * ciones (96) y (97) reemplazando
4 O — I por c. Para las secciones a la
' (6) derecha de la carga el momento
Fre. 120 flector y, por tanto, la curvatu-

ra, son nulos; es decir, esta parte
de la viga permanece recta en la flexion. El giro de cada secci6n,
respecto & la de empotramiento, es constante e igual al de D;

. P o
vale, por tanto (ecuacién 94), SHT. La flecha para una seccion
z L

cualquiera mn es el momento del drea del tridngulo aa,d, res-

pecto a la vertical m'n’ dividido por El, o sea

V=371, 2 3

En el caso de una ménsula con carga uniforme de intensi- -
dad ¢ —fig. 121 (a)—, el momento flector en una seccién ¢ual=

quiera mn, distante x del extremo empotrado, es
Q(l“"%)z.
2

M=—

'=ia=in [1"(l—x)2]‘ o i

1 Pe (a: . c). >(98)
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Fl giro respecto a la seccién de empotramiento de otra situa-
da a una distancia z de ella serd (ecuacién 92)

z _ 9 3
oW _1 de,,:_q._(zzx—lxur‘i). (99)
flx EIZ 0 1 3

2 2E1,
El giro de la seccién B se obtiene sustituyendo z por [ en la
ecuacién anterior, y es

(‘13!) 2 00
dz/,., 6L,

La flecha en cualquier seccién si-
tuada a la distancia = del extremo
empotrade es el momento del area <
aa,cd, respecto a la vertical cd dividi-

p
4

do por EI, —fig. 121 (b)—. El mo- (A}
manto del elemento de dicha area, ra-
yado en la figura, es )
— )2 Fra. 121
(x—=x,) gl—z) 5 z) dx,

y el momento total es la integral de esta expresion, desde z;, = 0
hasta z; = z. Tendremos

1 z
Y= ‘qf (x—z,) (—=)%dry,

" EIL2 Jo
0-86a
N A N z!

= T 101
Y 2E12(2 3 12) (101)

La flecha en el extremo x = [ sera
5= () = L (102)

=t 8HI,

Fl mismo problema puede resolverse facilmente usando el m3
todo de superposicién. La carga uniforme puede' considerarse
como un sistema de cargas infinitesimales gdc, tales como Ta
rayada en la figura 122. La flecha producida en la seccién recta
mn, por cada carga elemental gdc situada a su izquierda, puede
encontrarse por la ecuacién (98) sustituyendo P por el valor gdc.
La flecha ;, producida por la carga total situada a la izquierda
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de mn, es la suma de las flechas producidas por las cargas ele-
mentales, variando ¢ desde ¢ = 0 hasta ¢ = &

z 2 1
1 qi(x—lc) dc=-——‘q——-—§—.

yl:E—I;.o 2

La flecha producida en la seccién mn por una carga elemen-

., é _.rdc,i cuentra por la ecuacién (97) sustitu:
1
e i yendo P por gde, y I por ¢,. La fle-
g - i __x cha y,, producida en mn por la carga
a4 (e n total situada a su derecha, es la suma
o X e . .
y de las producidas por todas las cargas

Fic. 122 elementales en las condiciones dichas, o
sea variando ¢, desde ¢, =x a ¢, =1

T [ [zt x? q xt | 222 B
B T I )
Yo EI,_[;q(2 6) ! 2E1,( 6 2 3

La flecha total de la seccién mn sera

g l2® | x%)
y=t9 +y= d (“‘___

orl,\2 3 12/

igual a la hallada anteriormente (ecuacién 101).

Problemas

1. Determinar la flecha y el giro de la viga en voladizo del pro-
blema 9, pagina 104.

Solucion ;
5= P, 9

3El, " SEI,

2. Determinar la flecha de la cabeza del pilar representado en la
figura 94.

Solucidn: E1 momento flector en cualquier seccion mn a una dis-
tai.cia « de la cabeza es

Wa?
M == - 3—l2—)
donde W = 1 di? es la fuerza que la presién hidrostética transmite a

2
un pilar. Utilizando la ecuacién (93), la flecha en la cabeza del pilar es

w Ladda wi

8=ET, o 38 T 15El,

"tal qdc,, situada a su derecha, se en-

T o e O N B

NEFORMACION DE VIGAS 145

8. Determinar la flecha y el giro en la seccién extrema de una viga
en voladizo flexada por un par M (fig. 123).

Respuesta:
= — 20 (%) -2
Va1 == 577, dx),v-l_ El,

4, Dos vigas rectangulares de madera estén enlazadas en el ex-
tremo izquierdo (fig. 124) y se flexan apretando el perno del extremo
derecho. Determinar el didmetro d del perno para que los coeficientes

4 #r —x A7 ' : bh
11 L. i -
T r—

Fic. 123 ' Fic. 124

A

de seguridad de las vigas de madera y del perno de acero sean los mis-
mos. Lg longitud de las vigas { = 90 cm., la altura b = 20 cm., el an-
cho b = 15 em., coeficiente de trabajo para el acero o, = 960 kg./em.?,
coeficiente de trabajo para la madera 96 kg./em.. Determinar la
flecha de las vigas cuando el esfuerzo de extensién en el perno sea
960 kg./cm.2. '
Solucién: Si P es la fuerza en el perno, la ecuacion para determinar

su didmetro es

4P 6PL_060_

nd® * bh® ~ 96
de donde

: ]
d= 1,19 cm. y P =960 x ’% = 1.065 k.

De la ecuacién (95), tomando E = 12 X 10% kg./em.?, se deduoce
8 = 2,16 mm, v

5. ;Cudl serd la relacién de las flechas en los extremos de los vola-
dizos de la figura 125, si la intensidad de la

. ) )  —
carga uniformemente repartida es la misma %WW

en ambos casos? 4 —3
Respuesta: é .
7:41 4 % ) &
8. 1Cudl debe ser la ecuacién del eje de la ik

barra 4 B antes de flexarse, si la carga P, cual-
quiera que sea el punto de la barra en que ac-

tie, queda siempre, al deformarse la barra, al nivel de 42 (fig. 126).
RBespuesta:

Fia. 125

I i
Y="3%5,"

RESISTENCIA D® WATERIALES. — T, I . 10
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7. Determinar la flecha de seguridad de la viga de la figura 12
cuando se dé el coeficiente de trabajo o,. Determinar lo mismo para un
voladizo cargado en su extremo (fig. 119).

Respuesta:

Ggl'

En’

@ s=2ol

(1) 8= 3 i

. 8. Un disco circular N de radio R (fig. 127) produce en una pletina
delgada de acero de grosor k& una atraccién de ¢ kg./em.? uniformemen-

L/ b 'L Cl
Lo *h
y P x
Fia. 126 Fia. 127

te distribuida. Determinar la longitud ! de la parte de pletina AC
no adherida y la fatiga méxima en ella si A = !/, mm., B = 7,6 cin.
y ¢ = 1,2 kg./em.2

Solucién: La longitud de la parte de pletina que no apoya en el
disco puede determinarse estableciendo la condici6n de que en el pun-
to O la curvatura producida por la carga umtvrmemente distribuida

sea igual a le Por consiguiente,

de donde

El esfuerzo miximo esté determinado por la ecuacién

Cmae = % — 2.333 kg./om.2,

9. Determinar las flechas de las ménsulas de la figura 68, supo-
niendo que el material es acero, que la altura de cada viga es 25 cm. y
que la fatiga méxima por flexion es 1.200 kg./cm.?

36. Elastica de una viga apoyada en los exiremos.—Consi-
deremos primeramente el caso de una carga Unica. El diagrama
de momentos flectores es el tridngulo a,bf, de la figura 128 (b).

Su érea es fgk, y su centro de gravedad est4 a la distancia l_—gg

de la vertical que pasa por el apoyo derecho. La distancia & del
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extremo B a la tangente en A4 se obtiene por la ecuacién (93), y es
1 Pab_(4+b Pab(l+b)
= — X == >
ElI, 2 3 651,

El giro 9, de la seccién extrema izquierda de la viga sera,
por tanto,

o3 _Pab(+b)
== ——

1 e, (@)
lo que coincide con la férmula (88) 1.

Supongamos ahora una viga a,b, apoyada en los extremos
y cargada con una carga repartida dada por el diagrama de,

t
a b
6,
P * _ ¢ F i/ B _a
g pitd 1 }
Lv \c 4 £ . ¢
@) 5 __.L"
m
L1
W
L n 5
Pab(i+8)/s) P‘}‘ "_9/ S3(1+ &) ——
® 2
Frg. 128

momentos flectores a,f,b,. La reaccién R producida por esta

carga en el apoyo izquierdo serd

Pab 1+ b
x E 0w

2 3

Pab (1 +b)
61

Comparando este resultado con la ecuacién (a) se ve que el
giro 6, de la seccién extremo izquierda de la viga dada es igual
a la reaccién en el apoyo izquierdo de la viga auxiliar a,b,, divi-
dida por EI,. Para simplificar suele llamarse a la viga a,b, viga
conjugada de la dada. Por el mismo razonamiento puede encon-

1_
l

1 Noétese que @ == [ — b,
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trarse el giro de la seccién extrema derecha; para dar a este
giro 6, el signo apropiado debe tomarse con signo menos la
reaccién en el extremo derecho de la viga conjugada.

Para calcular la pendiente en cualquier punto d de la elas-
tica basta (fig. 128) restar del dngulo 6;, en el apoyo 4, el an-
gulo 6 que forman las tangentes en A y en el punto d de la
elastica. Empleando la ecuacién (92) para el calculo del angulo 0
se tiene

W_ g — 9= (R—Aaymn).
dx EI,

El primer término del paréntesis es la reaccién en el apoyo
izquierdo de la viga conjugada a,b,, y el segundo es la carga en
la viga conjugada a la izquierda de la seccién mn. El paréntesis
completo representa, por consiguiente, la fuerza cortante en la
seccién mn de la viga conjugada. Es decir, que el giro de la viga
primitiva en un punto cualquiera d puede obtenerse dividiendo
la. fuerza cortante en la seccién correspondiente de la viga con-
jugada por EL,.

La flecha y, correspondiente a un punto d de la viga a la
izquierda de la carga P, es

y = 5 — de. (0)

En el tridngulo Ace se tiene
Rz

El,

()

e = 0,0 =

donde R es la reaccién en el apoyo izquierdo de la viga conju-
gada. El @ltimo término del segundo miembro de la ecuacién (b)
representa la distancia del punto d respecto a la tangente Ae, y
aplicando la ecuacién (93) vale

de =

1
area Aa,mn - éx. @)

F

Sustituyendo (¢) ¥y (d) en (b), se obtiene

1 1)
= — | Rx — Aaymn . —x}- (¢
y Ez,(” aymm -

La expresiéon dentro del paréntesis tiene un significado sen-
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cillo: representa el momento flector en la seccién mn de la viga
conjugada. Es decir, la flecha en cualquier punto de una viga
apoyada en sus extremos puede deducirse dividiendo el mo-
mento flector en la seccién correspondiente de la viga conju-
gada por EI,. Sustituyendo en (¢) en lugar de R su valor, y
teniendo en cuenta que

2
area Aa,mn = Db s
se obtiene
y = 1 [Pabx ¢+0b) ~Fox ] _ Pbzx (2 — b7 — 22,
E], 6l 6!l 6lE]T,

Este resultado concuerda con la ecuacién (86), obtenida an-
teriormente por integracién de la ecuacién diferencial de la elas-
tica. La flecha para un punto si-

tuado a la derecha de la carga P e | A
puede calcularse de modo ana- « s
logo. El resultado serd el que @ qav

indica la ecuacién (87). el

En el caso de un sistema de i 9"/?3
cargas cualesquiera, la flecha ln'}/ a—*’}fr‘ _l_
para cada seccién de la viga pue- | ¢

a
de obtenerse mediante las ecua- ' I *4’/’24| l"%# 1 P
ciones del caso de carga Unica y e ® . Ve
la aplicacién del método de su- Fic. 129

perposicién. Este método es tam-

bién aplicable al caso de una carga distribuida. Como ejemplo
resolveremos €l caso de una viga apoyada con carga unifor-
memente distribuida (fig. 129). De la ecuaci6n (a) se deduce que
el giro producido en el apoyo 4 por la carga elemental gdb de
la figura es

_ gabdb ( + b) b2 —b>)db

a6, =
- 6LEI, 6lEI,
El 4ngulo total 6, se obtendra integrando para b entre
b=0y b=1
tqbdb (1> — b? 13
o,= [22E=D)_ _d 0
o 6lEI, 24 K1,
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Fl mismo resultado se obtiene calculando la reaccién en el
apoyo a de la viga conjugada ab.

La flecha en el centro puede calcularse por la ecuacién (91),
que se dedujo en la hipétesis de que la carga estaba a la derecha
del centro. Si la carga esté a la izquierda del centro. puede usar-
ge también dicha ecuacién, pero en este caso b debe tomarse
como la distancia de la carga al apoyo izquierdo. Cualquier
carga eler-ental ¢db, situada a la derecha del punto medio de
la viga, produce una flecha en dicho punto medio de valor

_gbdb.

(312 —4b2).
48 FI,

(dY)g=t =

Sumando todas estas flechas y observando que las cargas de
la mitad izquierda de la viga producen las mismas flechas que
las cargas de la mitad derecha, se obtiene

5 4
384 EI,

}
3= (y)z——: = 2f2 —qb—di (312 —4b?) = )
0

48FI,

Los resultados (f) y (g) coinciden con las férmulas (83) y (82),
obtenidas anteriormente integrando la ecuacién diferencial de la
elastica. El mismo resultado se obtiene dividiendo el momento

flector en el centro de la viga conju-
F—‘Wdﬂ gada —fig. 129 (b)— por EI,.
iy yy El método de superposicién pue-
Fre. 130 de usarse también en el caso de que
la carga distribuida cubra solamente
parte de la luz, como en la figura 130. La flecha producida en
el centro de la viga por la carga situada a su derecha es

¢
5, = 29990 o 4py),
Ju 48ET,

La carga situada a la izquierda del centro de la viga produce
la flecha

:
8, = - (37— 409,
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La flecha total en el centro serd por consiguiente:

] [}
2 gbdb 2 gbdb

8 =9,+8 = 3[2 — 4b2
1% L 48EI,( ) +£ 48EI,(

En el caso de uaa viga simplemente apoyada A B solicitada
por un par aplicado en el
extremo (fig. 131), el dia- « 0{ m i <a*,_,
grama del momento flector .\\J N
esel tridngulo abd de la figu- T '
ra 131 (b). Considerando ab @)
comovigaconjugada,lacar- -

38— 4b%).

ga ficticia total es ‘ﬁg Las ,

1
m, < _FL

in, B
reacciones en los extremos ‘g " ik ’ Mty
de la viga conjugada son por @)

L M Ml Fie. 131
consiguiente T vy

Los giros en las secciones extrenias de la viga real seran

Ml
=2 103
L= GBI (103) '
Y Ml
0, = ———, 104
27 3K, (104)

El signo del giro en el extremo derecho es negativo.

La flecha en una seccién mn de la viga se obtiene dividien-
do el momento flector en la seccién correspondiente m,n; de la
viga conjugada por EI,, lo que da

6 2 B 3

I(Ml Ml a2 w)_Mli( 2
I2

= 22 7Y o5
Y==%r1, 6 £l ) (105)

Problemas

1. Determinar los dngulos en los apoyos y la flecha en los puntos
de aplicacién de las cargas de la viga de la figura 132.

Solucién: La viga conjugada estard cargada con el trapecio adeb,
cuya érea es Pc (I — ¢). Los adngulos en los extremos sons

1 Pc(l—c¢)
El, 2

9,=92=
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La flecha en los puntos de aplicacién de las cargas es

L [PEQo0) _PE o PRI )
“”””ET,[ D) 3 "3|TEL,\33
La flecha en el centro, ecuacién (91), sera:

Pc
l=
W=:= 5271,

(312 — 4c?).

2. Determinar los giros en las secciones extremas de la viga de
la figura 88.
Bespuesta :

dy T WE L
(dx = 180 E1, dx)y— 180 El,

3. Determinar la flecha en el centro de la viga AB (fig. 133),

el Prre—is

1 P R
/_\"‘ iy S
v ——

Fie. 132 Fig. 133

siendo I, = 3,600 em., ¢ = 800 kg./m., I = 7,20 m,, 6 = 3,60 m,
b= 2,40 m., E = 2 X 10° kg./cm.%,

!
Solucién : Debido a que a = § la flecha producida en el centro
por la carga que actla en la mitad izquierda de la viga, ecuacién (82), es:
15 qlt
W)e={ =338 " BI,
La flecha producida en el centro por la carga existente en la mitad
derecha de la viga es
b gcde S4B 25 gt
Wo=i= |y 15 Er, CH 1 = mx 162 BT,
La flecha total seré:

5 25 qlt

Wzt = W)=t + (yz),__ \2 5827 I8 % 163, T, 3,86 cm.

4. Determinar la flecha en el centro de la viga representada en
la figura 91, cuando la carga esta en la posicién que determina el mo-

mento flector maximo.
Procedimiento; La tlecha puede calcularse utilizando la ecuacion (91)
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! .
y el método de superposicién y haciendo b = 2 — gen esta ecuacion

l
para una de las cargas y b =5 — 2 d para la otra.

2

5. Determinar las flechas
en el centro y los éngulos de '._ ® — £ 4 8
giro en los extremos de las vi- y; 7 i, ‘
gas representadas en las figu- a — b
rasg 67 (b) y 67 (e). Supéngase @ ) 'Pch/‘f, ‘
que ge trata de un perfil nor- || - ! 5
mal en T de 20 cm. de altura. , J"’ )

6. Determinar los dngulos - P L——l[;
0, y 9, y la elistica de una H
viga simplemente apoyada en )
sus extremos sometida a la ac- Fra. 134

cién del par P X ¢ (fig 134).
Solucién: Las cargas para la viga conjugada son las de la flgu-
ra 134 (b). Las reacciones en 4, y b, son:

1[ Pca? a Pcp? 2
Ra=z[‘2"f b+§)""§T§b]’

1{Pca?2a Pcb® b
B =3[57 F =" (e +8))

Por consiguiente,

_ _Pe 2 Pc (B8 A

% = s7ET, [ (b+ > 3b']=2lE1.<§"b)'
Pe 2 b Pec (12

STET, [3 at— b (“ + 5)] =3 zEz,('?, - ““)'

Sia=0b= ;, se obtiene

ez=_

El momento flector en una seceién cualquiera m n, de la viga con-
jugada es

Pca?a?x  Pex| , 2 2 Pcx?
A= a3= 212[ (b+§>_§b3J‘ 67 °

Por consiguiente, la eldstica para el trozo izquierdo de la viga real es

_ Pex 2 a 2 ., Pcx®
y= 2z=Ez,[“ (b +§) 30 ] ~ 61ET,

7. Una viga apoyada en sus extremos estd flexada por dos pares
M,y M, aplicados en dichos puntos (fig. 135). Dcterminar los dngulos
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de giro en los extremos y la posicién de la seccién de la viga para la
que la flecha es méxima.

Solucidn :
Ml Ml Ml Ml

0 - M M
Y= 3%r5, T &l

1= 3kl T 6EI,

La elastica se hallara utilizando la ecuacién (105), y es

_Mll(l——x) 1 —x\* M,lx a?
v=""T6zr, | ( 1 ) ]+ 6E1,(1 —75)'

La posicién de flecha méxima se encuentra derivando esta ecua-
cién e igualando a cero la derivada.

M, M, H,
WAL S0 - al
( J : d vi x &;_jr l- }E

y
Fia. 135 Fia. 136

8. Una viga esté flexada por dos pares, tal como indica la figu-
ra 136. Determinar la relacién M; : M, si el punto de inflexién de la

elastica esté a é del apoyo izquierdo.
Respuesta :
M, = 2M,.

9.. Dos pletinas do diferentes espesores h; y h, descansan una so-
bre otra y soportan una carga uniformemente repartida (fig. 137).
Determinar la relacién entre los esfuerzos méximos que se presentan
en cada una.

Solucién: Como las dos 14minas tienen la misma eléstica, sus mo-
mentos flectores estardn en la Imisma relacién que los momentos de

pl 1 Alpl
I EERRERR. A -
R U R X
h, ~¥
38

Fra. 137 Fia . 1

inercia de sus secciones rectas, es decir, en la relacién h} : h). Los mé-
dulos resistentes de las secciones estén en la relacién hj :h y, por
tanto, los esfuerzos maximos en la relacion Ry : by

10. Una barra de acero A B tiene una curvatura inicial tal que, al
deformarse por la accién de. las fuerzas P (fig. 138), se endereza y pro-
duce una presién uniformemente distribuida a lo largo de la super-
ficie plana rigida MN. Determinar las fuerzas P necesarias para el

B
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enderezamiento de la barra y el esfuerzo maximo producido en ella si
1= 50 em., 8 = 2,6 mm. y la seccién de la barra es un cuadrado de
2,6 em. de lado.

Solucidn : Para obtener una presién uniformemente repartida, la cur:
vatura inicial de la barra debe ser la de la eléstica de una viga apoyada

. . 2P
en sus extremos y cargada uniformemente con una intensidad -7

Por tanto,
2P Pl
max — —IB% = Z 4 (a)
5 2P i
3=3%1 T EI, ®)
El esfuerzo maximo seréd
Mopsx Plh. ©

) Cmax = Z = S—T;
De (b) y (c) se deduce:
24 ESh 24 X 2 x 108 x 0,256 X 2,5 .
Omx =~ = X 508 2.400 kg./em.
y de (o),

P = 500 kg.

37. Deformacién de vigas apoyadas y con voladizos.—La
deformacién de una viga apoyada y con voladizos puede deter-
minarse utilizando lo expuesto en los parrafos anteriores y apli-
cando el método de superposi-
cién. Una viga de la naturaleza
que consideramos puede supo-
nerse dividida en dos partes: una,

entre apoyos, para la cual apli- 7 W
LA
99

caremos todo lo estudiado en la

®
parte de vigas apoyadas, y otra, i" x
la parte volada, para la que (P
aplicaremos todas las consecuen- - )
cias deducidas al estudiar las vi- Fia. 139

gas en ménsula.

Para fijar las ideas, vamos a estudiar el caso de una viga
con un solo voladizo sometido & la carga uniformemente dis-
tribufda ¢ (fig. 139). La viga se divide en las partes AB y BC,y
la acci6n del voladizo para la zona entre apoyos se reemplaza

- 2
por la de una fuerza cortante ga y un par M = g—;—. Se ve que
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la fuerza cortante se transmite directamente al apoyo y que so-
lamente necesita considerarse el par %‘2. Por tanto, la flecha
para una seccién cualquiera entre apoyos se obtendrd restando
la flecha producida por el‘par Q_gf de la flecha producida por la

carga uniformemente distribuida de intensidad ¢ —fig. 139 (b)—.
Utilizando las ecuaciones (81) y (105), se obtiene

=1 l3'.2:‘——-2l.z:b3 zt) — i (1 '—?—2)
Y= ganl, ATy T2 G
El 4dngulo de giro en la seccién B se obtiene mediante las
ecuaciones (83) y (104), de las que, considerando como positiva
la rotacién en el sentido de las agujas del reloj, se obtiene

_ gqafl _ ql®
6EI, 24EI,

La flecha para cualquier seccién de la parte volada —figu-
ra 139 (c)— se obtiene superponiendo a la flecha de una viga en
simple voladizo (ecuacién 101) la flecha '

2 3
0,z = gafl gl .
6EI, 24EI,

debida a la rotacién de la seccién B.

2

Problemas

1. Determinar la flecha y el giro en el extremo C de la viga re-
presentada en la figura 141 (a).

p jo- C - R ta:
C'L '&g 5\\1 P 'pz X :rlpu:ls Pa?(l + a)
p‘a A 7 B u echa = _ﬁl—,__’
. Pa2l+ 3q)
Fig. 140 Gire = —%77—

2. En la viga representada
en la figura 140 determinar las flechas en el extremo C y en el punto
medio de la zona entre apoyos.

Solucidn : La parte de la viga entre apoyos puede considerarse como
una viga independiente de luz 7 apoyada libremente en sus extremos y
sometida a la accién de la carga P y de los pares Pya y P,b en los ex-

bl A E
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tremos. Utilizando las ecuaciones {91) y (103) y el método de supor-
posicién, la flecha en el centro seré:

Pe  ap P i L i L
=185, O — 4 " 6EL T 6 H,

El giro 6, en el apoyo A se obtiene mediante las ecuacicnes (88),
(103) y (104), y es

3

D

_Pe(p—0Y) Pial ___Pib_l_ A l—?a—)-‘\ 5
0, = 6101, SEI, 6K, El ! 8 A -
Y, por tanto, utilizando la ecuacién | c

(95), la flecha en el punto C sera: 4 3 -

Plﬂs ae D '2" B .

—af;.
3EL, Fio. 141

3. Una viga con voladizo est4 fle-
'zada en un caso por la fuerza P, que actlia en un extremo —figura 141
:(a)—, y en otro por la misma fuerza aplicada en el centro de la luz, entre
apoyos —fig. 141 (b)—. Dewnostrar que 1a flecha, en el punto D, en el
‘primer caso, es igual a la flecha en el punto C, en el segundo caso.
Respuesta: En cada cuaso, la flecha en cuestion es
Pl*g

4. Una viga de longitud ! con dos voladizos ignales esté cargada
con dos fuerzas iguales a P en sus extremos (fig. 142). Determinar la

c . A 0
p[_,x t__x..p | ZZ T —sf

77

Fia. 142 Fic. 143

relacién ? para la que: 1.° La flecha en el centro es igual a la flecha

en cada extremo. 2.° La flecha en- el centro tiene su maximo valor,

Respuesta:
L

-]

1° z=0,152 I; 2.° z=

5. Una viga de madera de gecoién circular apoyada en C y con
a A esté sometida a la accién de una carga unifor-
COD (fig. 143). Determinar el
a = 1,8 m,,

un extremo unido .
memente distribuida ¢ sobre el voladizo :
diémetro de la seccién y la flecha en D si Il = 90 cm,,
¢ = 500 kg./m., o = 90 kg./om.2. .
Solucién: El diémetro d se halla por la ecuacién
qa® wd?

7 ' 32

== Oty
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y la flecha en el extremo D es
5= 3% gyl |
T 8EIl; ' 8KEI,
6. Una viga de longitud ! est4 sometida a la accién de una carga
uniformemente distribuida de intensidad ¢
(figura 144). Determinar la longitud de los
voladizos que haga minimo el momento
flector maximo. Determinar en este caso la

Fio. 144 flecha en el centro de la viga.

Soluctdén : Igualando los valores numé-

ricos del momento flector en el centro y en los apoyos se obtiene

x = 0,207 1.

RRRPRINRRRRNRRIINY

fo— x . X =

La flecha en e} centro es

8=i L g —2z)  gar(l—2x)°
384 El, 186 E1; *

en donde el primer término de la derecha representa la flecha produ-
cida por la carga entre apoyos, ecuacién (82), y el segundo la flecha
producida por la carga en los voladizos, ecuacién (105).

7. Determinar las flechas en los extremos de los voladizos para
las vigas representadas en la figura 74 (a), (b), (¢). Suponiendo que
son perfiles normales en I de 20 cm. de altura.

38. Deformacién de vigas cuando las cargas no son parale-
las a uno de los planos principales de flexion.—Consideremos
primeramente el caso sencillo de un voladizo cuya seccién tenga
dos ejes de simetrfa (fig. 145). La carga P, en el extremo, es per-
pendicular al eje de la viga y for-

ma un angulo « con el eje princi- At —] -
ral de la seccién. Para calcular las * g ;:
fatigas y deformaciones de la viga Ze—X—» n ' &
puede utilizarse el método de su- bev By
perposicién. La carga P se resuel- Fia. 146

ve en sus componentes P cos « y

P sen « en la direccién de los ejes principales de la seccién. La
deformacién producida por cada una de estas componentes se
puede calcular con facilidad utilizando lo expuesto para la flexién
en un plano de simetria. La deformacién total se obtiene por super-
posicién. Los valores absolutos de las dos componentes del mo-
mento flector para una seccién cualquiera mn del voladizo son:
M, =P cos a (I —2) respecto al eje 2, y M, = P sen a (| — m)

3

s T L g T ey
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respecto al eje y. Por las direcciones de las dos componentes y
de los ejes y y z, e ve que el momento M, produce compresién
en los puntos de y positiva, y M, produce compresién en los pun-
tos de z positiva. La fatiga normal o, en cualquier punto (y, 2)
de la seccién ge obtiene sumando las fatigas que por separado
producen M, y M,. De este modo se obtiene la ecuacién

__Pcos a(l—a)y Psen a(l —x)2

%= 1, I,
ycosa | zsena

= — P(l—2). zsene a)

( x)[ s ] (

La linea neutra se obtiene tomando los puntos de coordenadas
tales que la expresion entre paréntesis de la ecuacién (a) sea cero.
La ecuacién de la linea neutra serd

-~ A

yeosa  zseno o ) ”
Lt N\
Es, por tanto, una recta que pasa por 5 ) d
el c. de g. de la seccién y forma un an- ! N f
gulo con el eje z (fig. 146), deducido de | - 1‘
la ecuacién (b), 2) 1
) I, 6 A ]
tgf = —>=tga -~ (c) /e
gp o I, L]
Se ve que, en general, tg B no serd Fia. 148

igual a tg o; es decir, que la linea

neutra no serd perpendicular al plano de flexién y que el pla-
no de la eldstica, que es perpendicular a nn, no coincidird con
el plano de las fuerzas flectoras. Estos dos planos coinciden
solamente cuando tg « = 0 6 «, 6 bien I, = I,. En el primero
de los dos casos, el plano de las fuerzas flectoras coincide con
uno de los planos principales de flexion, En el ultimo caso, la
elipse de inercia se transforma en un circulo, puesto que los
dos momentos principales de inercia son iguales y dos direocio-
nes perpendiculares cualesquiera pueden tomarse como ejes prin-

cipales de la seccién. Cuando % es un numero grande, es decir,

cuando la rigidez de la viga en el plano xy es mucho mayor
que en el plano xz, tg B es grande comparando con tg a, y cuan-
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do o es un dngulo pequefio B se aproxima a 90° y el eje neutro
se aproxima al eje vertical. La deformacién tendra lugar prin-
cipalmente en el plano zz, es decir, la viga tiene la tendencia a
flexar en el plano de mayor flexibilidad. Este efecto puede ob-
servarse de una manera muy sencilla flexando una regla delgada.
La mas ligera desviacién de la fuerza flectora del plano de ma-
yor rigidez origina una flexién en direccién perpendicular. Des-
componiendo la fuerza P (fig. 145) en sus dos componentes y
calculando las deformaciones producidas por cada una, puede
comprobarse lo anteriormente exprerbo. Si la rigidez a la fle-
xién del voladizo en el plano horizontal es muy pequefia en com-
paracién con la rigidez en el plano vertical, una componente ho-
rizontal pequeiia puede producir una deformacién horizontal
mucho mayor y la deformacién resultante estard principal-
mente en el plano de flexibilidad mayor. Es interesante tener
presente que la linea neutr:. nn es paralela a la tangente trazada
a la elipse de inercia en el punto de interseccién de la curva con
la direccién de la fuerza P. La demostracién es la siguiente: La
ecuacién de la elipse es
2 2
i
r Ky

y la ecuacién de la tangente en el punto de coordenadas y, y 2z,
(fgura 146) sera

Y9 | *%
o L P2 .y,
K ok
La tangente del dngulo entre el eje z y esta tangente es
2o K 1,
— v = =1tga = == tgP.
TR

Cuando se conoce la direccién de la linea neutra, los puntos
de fatiga normal maxima seran aquellos que disten mas de ella.
En nuestro caso, la traccién méaxima se presentara en el punto 4
y la compresién maxima en el punto B. Sustituyendo en la ecua-

cién (a), = 0; y = ——g; z == —-123, se obtiene
hcosa  bsena
= Pl : d
(0o max ( YRRy ) @

&
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La fatiga de compresién en el punto B tendré el mismo valor.
El método que hemos desarrollado para el caso de un voladizo
con dos planos de simetrfa y cargado en su extremo puede tam-
bién aplicarse al caso de vigas apoyadas en sus extremos ¥ so-
metidas a varias cargas. Resolviendo cada fuerza en dos com-
ponentes paralelas a los dos ejes de simetrfa de la seccién, el
problema se reduce a dos problemas de flexién simple en los
dos planos principales. La deformacién resultante se obtiene su-
perponiendo las deformaciones en los dos planos principales.

Problemas

1. Una viga en voladizo de seccién Z estéd cargada en el extremo
libre con una carga vertical P == 200 kg. (fig. 147). Determinar la fa-
tiga normal méxima ¢, y las com-
ponentes horizontal y vertical de la, ~
flecha en el extremo. Las dimensio- 4—— =~ x 2]
nes son las indicadas en la figura. Z 17,

4 P
« = 18° 46’ da la direccién prin- 7 ne 8 :

cipal 2z, J -z
g\

a W\ = 846"
b ¥

Respuesta : L Z,

(0x)max = 356 kg./em.Sen B; . "’“X‘]
dyert = 3,2 mm.; 8y = 6,7 mm. F'“

I,, = 2.421 em.%; I, = 112 cm.4

2. Un voladizo de seccién rec- Fic. 147
tangular estd flexado por una fuer-
za P en su extremo libre. ;Qué curva describird el extreino cargado
cuando el angulo o (fig. 145) varfe de 0 a 2n?
Respuesta: La curva serd una elipse de semiejes
PP PI3
s8I, Y 3EL
3. Una vige de madera de seccién rectangular apo-
yada en sus extremos (fig. 148) sufre Ja accién de una
earga uniformemente repartide de intensidad g. Deter-
Frg. 148  minar la fatiga normal méxima y la flecha vertical para
la seccién central, siendo la longitud de la viga I = 3 m.;
g = 300 kg./m.; A =20 cm.; b =15 cm.; tga = %
Solucidn: El momento flector maximo se presenta en la seccién
central y vale

L] ! 3
Mo =T 300 X3 5oy 5 m. kg — 33.750 kg, om.

RESISTENCIA DE MATERIALES. —T. I u
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Las componentes del momento flector en los planos principales
gon: M, = Mpyzy cos a == 33.750 X 0,949 = 32.028,75 kg.cm. y
M, = My sen o= 33,750 X 0,316 = 10,665 kg. cm. La fatiga méxima
en el punto Bes

6 x 32,028 4 6 x 10,665

(Oz)msz = —3}3 s = 46.2 kg./em.?
Las flechas en el centro, para los dos planos principales, son:
B = 5 gllcose 5 _ 5 gqlisena
T 384 EI, ’ 2T 384 Kl
La flecha vertical en el centro es
8 = 8, cos « -+ §,sen a=-£—- —q~l‘—(cos3 oc+£‘sen’ a)
v * 384 EI, I,

w 0,316 X 1,08 = 3,4 mm.

4. Resolver el problems anterior si la distancia entre apoyos es
1,80 m. y la viga tiene dos voladizos iguales de 60 cm. de largo cada
uno.

39. Efecto de la fuerza cortante en la deformacién de las
vigas.—En las discusiones precedentes (véase pig. 129) sélo se
ha tenido en cuenta la accién del momento
flector como causa de la deformacién. La fuer-
* za cortante producira una deformacién adicio-
nal en forma de deslizamiento relativo de las
secciones adyacentes. Como resultado de la
Fic. 149 distribucién variada de la fatiga cortante, la
seccién recta, primitivamense plana, se curva
tal como indica la figura 149, en la que se representa solamente
la flexién debida a la distorsién 1.

Los elementos de las secciones situadas en los centros de gra-
vedad permanecen verticales y deslizan unos respecto a otros;
por consiguiente, el giro de la elstica, debido a la distorsién
Gnicamente, es igual para cada secci6n a la distorsién en el cen-
tro de gravedad de dicha seccién. Representando por y, las fled
chas debidas a la fuerza certante, la expresién del giro para cade
seccién serd

d_?h__ (sz)y-o . a'__I_,
= = ()

1 Se prescinde de la rotacién mutua entre secciones adyaceates
debida al momento flector.
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14 .
donde 1 es la ’fatlga cortante media; @, el médulo de elasticidad

transversal, y «, un factor numérico por el que hay que multi-
plicar la fatiga cortante media para obtener la fatiga cortante
en el centro de gravedad de las secciones. Para una seccién rec-

tangular, a« = 3 (véase ecuaciéon 66, pigina 109); para una
N L .
seccién circular, « = 3 (véase ecuacién 68, pigina 114). Si la

carga es continua, la fuerza cortante V es una funcién continua
que puede diferenciarse respecto a x. La curvatura originada
por la fuerza cortante Gnicamente sers

dx?  AG dx AG

La suma de esta curvatura con la originada por el momento

flector (ecuacién 79) da

d2y 1 oEI
=L (M+]E'g). (106)

Esta ecuacién puede emplearse en lugar de la ecuacién (79)
para determinar las deformaciones en aquellos casos en que deba
considerarse el efecto de la fuerza cortante . Conocidos M y ¢
como funciones de @, la ecuacién (106) puede integrarse ficil-
mente.

El método de la viga conjugada (véase pag. 148) puede
también aplicarse en este caso, tomando como ordenadas del
diagrama de carga ideal las cantidades

EI,
-M"}““qu, (b)

en lugar de M.

Sea, por ejemplo, el caso de una viga simplemente apoyada
y con carga uniformemente repartida (fig. 150). El momento
flector en una seccién cualquiera a distancia x del apoyo iz-
quierdo es

_ ¢ gz
M = -2-13—?- (C)

1 En la pigina 292 expondremos otro modo d
adicional debida a la fuerza cortante, © hallar la flocha
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La carga de la viga conjugada consta de dos partes: 1.2, la
que representa el primer término de (b) dada por el diagrama
parabélico de momentos flectores —fig. 150 (b)—, y 2.%, la repre-

EI
sentada por el segundo término de (b), o 4—5 ¢, que, como g es

constante, es una carga uniformemente distribuida —fig. 150 (c).
La flecha adicional debida a la fuerza cortante, para cualquier

2 seccion, es el momento flector
producido en la seccién corres-
NEEREEN }ab‘ LI, pondiente de la viga conjugada

por la carga segunda, dividida

o . -
/ &  por EI, En el centro de la viga

T (o] ki esta flecha adicional vale

I 19 5 =L [ EL )_l_2=_._°‘lzq

® @ ° T Er\* 1618 T s4aq
Fia. 150

Suméandola con la flecha de-
bida al momento flector (véase ecuacion 82, pagina 133), se ob-
tiene como flecha total

_ 5 “_lz(l_:iili(l ga.k_gj_v") @
384 EI, 8AG 384KEI, 5 I @
donde k, = \CZ; es el radio de giro de la seccién con relacién al
eje de las z.
Para una seccién rectangular de altura A, k: = Tlé h3, o = %

: Poniendog = 2(1 + u) = 2,6 se obtiene, mediante (d),

Se ve que para }é == 10 el efecto de la fuerza cortante en la

deformacién es alrededor de un 3 por 100.
A medida queill disminuye, el efecto aumenta.

El factor « es corrientemente mayor que 2 para vigas en Iy
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cuando son cortas el efecto de la fuerza cortante es cuantitativa-
mente mayor. :
Utilizando la ecuacién (70) y figura 106, se tiene

., D 2
?_K = _z [@j__’ﬁ (b__bl)],
A b1, 8 8 )
de donde
A b2 R .
- = [? —2 06— bl)]. (@
1*2

Supongamos, por ejemplo, £ = 60 cm., 4 = 194 cm.2
I, = 109765 cm.4, el espesor del alma b; = 15,6 mm., [ = 6 A.
La ecuacién (¢) da « = 2,42. Sustituyendo en la ecuacién (d),
se encuentra

5 gl*

8=———v(1+35§><2,42>< 109765

194 x 3602

5 gl
384 E1,

% 2,6) —1,265

La flecha adicional debida a la fuerza cortante es en este
caso igual al 26,5 por 100 de la flecha

producida por el momento flector y £

debe, por consiguiente, tenerse en m

cuenta. & -
En el caso de una carga concen- A "{e}; B

trada P (fig. 151), pedemos considerar l '

dicha carga como el caso limite de ; B,

una carga repartida sobre una parte Fia. 151

muy pequeiia de la viga. El valor de la
carga ficticia P; en la viga conjugada, correspondiente al se-
gundo término de la expresién (b}, sera

I,

P =a—FP.
1 “AG 6))

La flecha adicional debida a las fuerzas cortantes se obtiene
dividiendo por EI, el momento flector producido en la viga con-
jugada por la carga ficticia concentrada (f). En el caso, por ejem-
plo, de carga central en la viga dada, el momento flector pro-
ducido en el centro de la viga conjugada por la carga (f) sera
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EI\ Pl - .
w\gal 77 la flecha adicional en el centro debida a las fuer-
za§ cortantes sera
i
1T 4G 4
Suméndola a la flecha producida por el momento flector
finicamente (véase ecuacién 90), la expresién completa de la
flecha resulta ser

PP« PI_ PP (1 +12ak§1_f3').

(9)

- -

TASEI,  AG 4 48EI, r @
Para una viga de seccién rectangular de altura h se tiene
k2 h* 3
e —— 5 oL = —
2121 2
y se obtiene

PP h?

3= 14 3,90 ). h

i8EI ,( + l2) ®

Para llb = Tl(—) el efecto adicional de la fuerza cortante es al-

rededor del 4 por 100.

En la discusién precederte se ha supuesto que las secciones
de la viga se alabean libremente (fig. 149). La viga uniforme-
mente cargada es un caso en que esta condicién se satisface de
modo aproximado. La fuerza cortante en el centro de la viga
es nula y, por tanto, alli no hay alabeamiento. El alabeamiento
crece gradualmente con la fuerza cortante a lo largo de la viga
hacia la izquierda o la derecha del centro. La condicién de si-
metria queda satisfecha. Consideremos ahora flexada la viga por
]a accién de una carga concentrada en el centro. Por la condi-
cién de simetria, la seccién central de la viga debe permanecer
plana. Al mismo tiempo, las secciones adyacentes a la derecha

o izquierda de la carga sufren una fuerza cortante 1; y se ala-

bean por la accién de estas fuerzas cortantes. Por la condicién
de continuidad de la deformacién, sin embargo, no puede haber
un cambio brusco entre la seccién central plana y el alabeamien-
to de las adyacentes. Habré, por tanto, un aumento continuo
de alalabeamiento o largo de la viga en ambas direcciones a
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partir del centro y solamente a alguna distancia de la carga
puede el alabeamiento ser equivalente al que produciria una

P . . . ‘s
fuerza cortante 5 en condiciones de alabeo libre de la seccion.

De esta discusién puede deducirse que en las proximidades de la
seccién central la distribucién de fatigas no serd la anteriormente
vista por la teoria elemental de la flexién (véase pag. 109).
Fl alabeamiento estd impedido parcialmente y la flecha adicio-
nal debida a las fuerzas cortantes serd algo menor que la en-
contrada anteriormente (ecuacién g). Un estudio méas detallado
de la cuestién ! muestra que en el caso de una carga concen-

trada en el centro de la viga la flecha en dicha geccion es
s L8 11 98™ 084 (’-’)3]. (%)

48E1, |, ;& l

Fl caso de una viga en voladizo es enteramente analogo.
Si la seccién empotrada puede alabear libremente, tal como in-
dica la figura 152 (a), las condiciones de deformacién seran las
expresadas por la ecuacién (k). La flecha de un voladizo de sec-

cién rectangular se averigua-
r4 sustituyendo ! y P en lugar 2
de % y 1—2) en dicha ecuacitn, ——
obteniéndose N
Pie n2 | @ P & p
=2 (140980 !
3EI ( + 12) O et {
Cuando el alabeamiento Fie. 152

del extremo empotrado estd

completamente impedido —fig. 152 (b)—, las condiciones vienen
expresadas por la ecuacién (k) y por una sustitucién analoga se
tiene para la flecha el valor

P B h\3
8= |14 071%—0,10(= m
3E1[ + 12 (z)] ).

menor que el dado por (I).

1 Véage L. N. G. Filon., Pkil. Trans. Roy. Soc. (A), vol. 201, pég. 63,
1903, y Timoshenko, Phil. Mag., vol. 47, pag. 1095, 1924. Véase tam-
bién Th. v. Karmén, Scripta Universitatis atque Bibliothecae Hierosol-
mitanarum, 1923, y Theory of Elasticity del autor, pag. 95, 1934.



CAPITULO VI
CASOS HIPERESTATICOS EN LA FLEXION

40, Exceso de ligaduras.—En lo expuesto anteriormente
hemos considerado tres tipos de vigas: @) una viga en voladizo;
b) una viga apoyada en sus extremos, y ¢) una viga con vola-
dizos. En los tres casos, las reacciones en los apoyos pueden
determinarse por las ecuaciones fundamentales de la estatica;
por tanto, los problemas son estidticamente determinados.
Vamos ahora a considerar problemas de flexién en los que las

. R

P R M
>
3 { }
"% - )
y @ -y Y

Fia. 153

ecuaciones de la estitica no son suficientes para la determina-
cién de las reacciones en los apoyos y tendremos necesidad de
deducir ecuaciones complementarias basadas en la deformacién
de la viga. Estos problemas se denominan estdticamente inde-
terminados o hiperestaticos.

Veamos ahora los diversos tipos de apoyos que puede tener
una viga. El apoyo representado en la figura 153 (a) se denomi-
na articulacién mévil, Despreciando el rozamiento en la articu-
lacién y en los rodillos, es evidente que en este tipo de apoyo
la reaccién debe pasar por el centro de la articulacién y ademas
ger perpendicular al plano de apoyo mn sobre el que pueden mo-
verse los rodillos. Conocemos, por tanto, el punto de aplicacién
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y la direccién de la reaccién. Queda solamente un elemento des-
conocido: la intensidad de la reaccién.

En la figura 153 (b) se ve una srticulacién fija. En este caso
la reaccion debe pasar por el centro de la articulacién, pero
puede tener cualquier direccién en el plano de la figura. Tenemos
dos incdgnitas a determinar por las ecuaciones de la estdtica: la
direccién de la reaccién y su magnitud, o bien las componentes
vertical y horizontal de la reaccion.

En la figura 153 (c) se representa un empotramiento. En este
caso no solamente son incégnitas la direccién y magnitud de la
reaccién, sino también su punto de aplicacion.

Las fuerzas de reaccién distribuidas sobre la seccién empo-
trada pueden reemplazarse por una fuerza R aplicada en el
centro de gravedad de la seccién y un par M.

Tenemos, pues, tres incégnitas a determinar por las ecua-
ciones de la estatica: las dos componentes de la fuerza de reac-
cién R y la magnitud del par M. Para vigas solicitadas por car-
gas transversales situadas en un plano, disponemos, para deter-
minar las reacciones en los apoyos, de las tres ecuaciones de la
estatica siguientes:

TX=0; 3I¥=0; 3IM=0. (@)

Si la viga estd apoyada de modo que solamente haya tres
incognitas, las reacciones podran determinarse por las ecuacio-
nes (a) y el problema es estaticamente determinado. Estos tres
elementos son los suficientes para asegurar la inmovilidad de la
viga. Cuando el nimero de elementos de reaccién es mayor de
tres, diremos que hay ligaduras excesivas y que el problema es
hiperestatico. Un voladizo est4 apoyado solamente en un punto:
el extremo empotrado. En este caso, tal como hemos dicho, el
ntimero de elementos de reaccién desconocidos es tres y pueden
determinarse por las ecuaciones de la estdtica. Para vigas apo-
yadas en los extremos y vigas con voladizos se supone que uno
de los apoyos es fijo y el otro una articulacién mévil. En este
caso tenemos nuevamente tres elementos de reaccién descono-
cidos que pueden determinarse por las condiciones de la estdtica.

Si la viga tiene articulaciones fijas en ambos extremos (figu-
ra 154), el problema es hiperestdtico. En cada extremo tenemos
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dos elementos desconocidos, las dos componentes de la reaccién
correspondiente, y para determinar estas cuatro incégnitas dis-
ponemos tan sélo de las tres ecuaciones (a). Hay, por tanto, una
ligadura sobrante y es necesario considerar la deformacién de
la viga para determinar las reacciones. Las componentes ver-
ticales de las reacciones pue-

» S H . den calcularse mediante las
‘,‘4%@&3@@5’" ecuaciones de la estatica. En el
F caso de cargas verticales, pue-

Fre. 154 de deducirse también, por con-

sideraciones de estitica, que
las componentes H son iguales y de direccién opuesta. Para en-
contrar el valor de H consideraremos el alargamiento del eje de
la viga durante la flexién.

Una buena aproximacién de este alargamiento puede obte-
nerse suponiendo que la eldstica de la viga es una parabola ! de
ecuacion

y = 43z (I —x)

» (®)

siendo 3 la flecha en el centro. La longitud de la curva es

1 ]
o [PvirTaa—s [ dy)*,
s—2ﬁ Vdzx —|—dy2—2ﬁ de1+(dx) (©

2
En el caso de pequefia curvatura, la cantidad (g—i) es pe-

quefia con relacién a la unidad, y prescindiendo de cantidades
de orden superior al segundo se obtiene aproximadamente

1 (W 4] (22"
l 1+ dx) 1+ 2 \da
Sustituyendo esta expresién en (c¢) y utilizando la ecuacién (b)
se encuentra, para longitud de la curva, la expresién

s:l(l +§8:)

31

1

! La expresién exacta de la eldstica se verd mds adelante (Se-
gunda parte).

CASOS HIPERESTATICOS EN LA FLEXION 171

Por consiguiente, la diferencia entre la longitud de la curva

y la distancia I entre los apoyos que representa el alargamiento
82
3T
Representando por E el médulo de elasticidad del material de

la viga y por 4 el drea de su seccién recta, se obtiene la reaccién
horizontal por la ecuacién

2
axial total de la viga es g 87 El alargamiento unitario sers

2
g-8%p4 ®)
312
Haremos notar que para la mayor parte de las vigas usadas
en la practica la flecha § es muy pequefia comparada con la lon-

2
gitud y que la fatiga de extensién g % E producida por las

fuerzas H es corrientemente pequefia comparada con las fatigas
de flexién y puede despreciarse.

Este resultado justifica la norma prictica de calcular las
vigas apoyadas en sus extremos suponiendo que uno de los dos
apoyos es una articulacién mévil; sin embargo, en caso de gran-
des luces, se organiza uno de los apoyos de modo que permita
la traslacién de la articulacién.

En los casos de flexién de pletinas o barras flexibles para los
que 3 no es muy pequefia comparada con [, no pueden despre-
ciarse las fatigas de extensién producidas por las fuerzas lon-
gitudinales. Estos problemas se verin mas adelante (véase
Segunda parte).

El método que vamos a emplear para la resolucién de los
problemas de flexién es el de superposicién y obtendremos las
soluciones adecuadas combinando casos estdticamente determi-
nados de tal forma que satisfagan las condiciones de apoyo.

41. Viga empotrada por un extremo y apoyada en el otro.—
Consideraremos primeramente el caso de que acttie sobre la viga
una sola carga concentrada P (fig. 155). En este caso tenemos
tres elementos de reaccién desconocidos en el apoyo izquierdo
Yy uno en el derecho.

El problema tiene, por tanto, una incégnita o ligadura hiper-
estatica, es decir, sobrante. Para resolver el caso consideremos
como sobrante la ligadura que evita el giro del extremo izquier-

[
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do de la viga durante la flexién. Prescindiendo de esta ligadura,
se obtiene el sistema estdticamente determinado o isostatico de
la figura 155 (b). La flexién producida por M, estdticamente in-

determinado, se estudia por sepa-

e ¢ e~ , rado —fig. 155 (¢)— . Es evidente
n ) que la flexién de la viga represen-
|
¢

i tada en la figura 155 (a) puede ob-

¥ tenerse combinando los casos (b)
+| Flhi y (c). Bastard para ello que el valor
1 A £ del par M, en el apoyo sea tal que
% 1 deje satisfecha la condicién

i y 4 e1 = - 6]' (a,)

M( v ; @ 4 - Es decir, que el giro del extre-

I mo izquierdo de la viga debido a la

“H“,,.. ,.-lII|““““H“|||"I... i}f guerza, P ge anule por la accién
¢ )

e M, y que la condicién de giro

@ cero en el empotramiento quede

Fic. 156 satisfecha. Para obtener el par hi-

perestatico M, basta sustituir en

la ecuacién (a) los valores conocidos de los dngulos 6; y 63, ecua-
cién (88), pagina 136, y (104), pagina 151. De este modo,

Pe(p—c) Ml
6lE1, 3EI,
de donde
2 . 2
M, = _Pe@—c) (107)
210

-

El diagrama de momentos flectores puede obtenerse ahora
combinando los diagramas de los casos (b) y (c) tal como indica
el 4rea rayada de la figura 155 (d). El momento flector méximo
se presentard en a o en d.

La flecha, en cualquier punto, se obtendrd ficilmente res-
tando de la flecha producida por la carga P la flecha producida
por el par M,. Las ecuaciones de las elsticas para ambos ca-

* Las elasticas y los diagramas de momentos flectores se dan
unidos.
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sos son las (86) y (87), pagina 136, y (105), pagina 151. Supon-
gamos, por ejemplo, el caso ¢ < % !y calculemos la flecha en el

centro de la viga.
Por las ecuaciones (91) y (105),

3
5= L0 @r—d0 4 2oL,
48 E1, 16 EI,
utilizando la ecuacién (107),
Pc

5 (312 — b c?).

T 96 LI,

En el punto C, para el que el momento flector es cero, la cur-
vatura de la eldstica es también cero y tenemos un punto de
inflexién, es decir, en este punto la curvatura cambia de signo.

Puede observarse en la ecuacién (107) que el momento flec-
tor en el empotramiento depende de la posicién de la carga P,
Si se iguala a cero la derivada de (107) respecto & ¢, se obtiene

. l
que el momento M, alcanza su valor maximo cuando ¢ = \—/—g,
‘para este valor de ¢

Pl
M) sy = ——= = 0,192 PI,
(M u)ms, V3 (108)

E] momento flector en el punto de aplicacién de la carga de-
ducido de la figura 155 (d) es
Pe(l—c) c¢Pe (2 —c?

l l 272

Si se deriva (b) respecto a ¢ y se iguala a cero el resultado,
se ve que M, es miximo cuando

c=12(\/§—1)=0,3661

My = =§l% (I—c2(2l+0). (b)

y sustituyendo este valor en la ecuacién (b), se obtiene
(M ¢)msx = 0,174 P1.
Comparando esta expresion con la ecuacién (108), se deduce
que en el caso de carga mévil la fatiga normal maxima o, se
presenta en la seccién de empotramiento,
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Resuelto el problema para una carga concentrada tnica y
utilizando el método de superposicién, puede resolverse el pro-

) e b . blema para otros tipos de cargas
AA ¢ 18« transversales mediante el empleo
M < 5B, de las férmulas obtenidas. Sea,
R { : por ejemplo, el caso representa-
Fia. 1566 do en la figura 156. El momen-

to producido en el apoyo A por
una carga elemental gdc se obtiene por la ecuacién (107), sus-
tituyendo gde, en lugar de P. El momento total M, en el
apoyo serd:

Mo [fede@—) g [BE—d) b—df
a 202 92 9 4

Si la carga estd distribuida sobre la loilgitud total de la
viga se hace @ = 0, b = [, en la ecuacién (¢), y se obtiene

2
M,= —%. (109)

El diagrama de momentos flectores se obtiene restando el
diagrama triangular debido al par
M 1 . A~ $R,
. (fig. 157) del diagrama parabdli-
Ao 8
(a)

co, debido a la carga uniforme. Se
observara que ias fatigas maximas de 7
flexi6n se presentan en las secciones
de empotramiento. La flecha en cual-
quier punto se obtiene restando la
flecha en dicho punto producida por
el par M, (ecuacién 105, pagina 151)
de la flecha que en el mismo punto
produce la carga uniforme (ecuacién 81, pigina 132). Para el
centro de la luz se obtiene

5 5 qlt M2 ql*

384 EI, ' 16EI, 192EI,

(110)
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Problemas

1. Dibujar los diagramas de fuerza cortante para los casos ox-
puestos en las figuras 155 y 167.

2. Determinar la flecha maxima para el caso de la figura 157.

Solucion: Combinando las ecuaciones (81) ¥y (1056) se obtiene la
ecuacion de la elastica para este caso:

-1 2.
y = g5y, (3" — 01a° + 2. @

Haciendo % = 0 ge obtiene para la abscisa del punto de flecha mé-

] -
xima & = & (16 — v 33) == 0,579 I. Sustituyendo en (d),

o= T,
ws = 185 EI,

8. Determinar la reaccién en el apoyo derecho para el caso de la
figura 157, considerando esta reacci6én como la ligadura sobrante o hi-

perestética.
Solucién : Liberando el apoyo B, la flecha en este punto de la viga

. (A .
considerada como voladizo seria (ecuacién 84) §gE_I- La reaccién Ep
z

en B —fig. 157 (a)— debe ser tul que elimine la flecha anterior. Utili-
zando la ecuacién (95) se obtiene la

ecua,cién r"'"”T-T"“ q
gt _ Ryl T '
8EI, 3EI; . mer” AT J
de donde R Ny
R, = _g q. Fia. 158

4. Una viga esté4 cargada en la forma indicada por la figura 158.
Determinar ol momento Mg y las reacciones Rqy Rs en los apoyos.
Respuesta:

2

=L g Ra=Sat ok Ry=gd+ o

5. Determinar la reaccién Rp en el apoyo B de una viga cargada
uniformemente (fig. 167), si el apoyo B es eldstico, de tal modo que
uns fuerza hacia abajo k haga descender al apoyo la unidad de lon-
gitud.

Solucién: Usando el método del problema anterior 3, la ecuacién
que determina R, sera:

gt RP _Ry

—_————— =X ——3

8$EI, 3EI, &
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de donde
3 1
B, =3 9‘1 EL
kI3

8. Construir el diagrama de momentos flectores para una viga
uniformemente cargada apoyada en tres puntos equidistantes.
Procedimiento: Por simetria, la

Mo C’? il seceién del centro no debe girar du-
c

A
rante la flexién y cada mitad de la
3A (@) B ‘ - )
Z viga estard en las condiciones de una
l — 0 viga empotrada por un extremo y
apoyada por el otro.

S ) (b) 7. Determinar la flecha del ex-
(] tremo C de la viga representada en

356" %% o)l figura 159,
' () Solucién : Reemplazando la accién

Fi1c. 1569 del voladizo por la de un par Pa, la

flexion de la viga entre los apoyos se

obtendré por superposicién de los casos ( b) y (c). El par hiperestético
M, se obtendra por la ecuacién 6, = — 01, o sea

Pal_ - Ml
6L, 3EIL

de donde
Pa
Ma = T.
La flecha en C serd
Pa® ; . __ Pa? Pa?¥l
3=ggr, t°®:—% =351, T 177,

El primer término del segundo miembro representa la flecha de
un voladizo y el segundo representa la flecha debida a la rotacion de
la secci6n en B. :

8. Determinar el valor adicional de la reaccién en B para la viga
representada en la figura 155, debido a un calentamiento no unifor{ne
de la viga tal que la temperatura varie desde el valor ¢, en la cara in-
ferior, hasta el valor ¢, en la cara superior, segin una ley lineal.

Solucién: Prescindiendo del apoyo B, el calentamiento enunciado
curvaria a la viga en forma de arco de circulo. El radio de este circu-

1 t— .
lo vendria dado por la ecuacié ;= x 7 0), siendo h la altura de la

viga y « el coeficiente de dilatacién. La flecha en B se encontrara
como en &l problema 2, pégina 90, y es

g P _ba—t)
=%~ 2k

3
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Esta flecha debe desaparecer en virtud de la reaccion en el apoyo B.
Representando esta reaccién por Ry, se tiene

Rpl®  Pa(t —ty)
3EI, 2h

de donde

31
Ry = g ot —to).

9. Una ménsula A B, cargada en su extremo, se apoya en otra

maés corta CD de la misma seceién. Determi- % A 41X 8
nar la accién mutua X en C. A

Solucién: La accién buscada X puede en- /:’,J)__ ! _,1 ¢ p
contrarse estableciendo la condicién de que 7 ! X _—)
ambas ménsulas tengan la misma flecha Fia. 160

en C. Utilizando la ecuacién (95) para la
ménsula inferior y la ecuacién (97) unida a la ecuacién (95) para la
superior, se tiene

Xz P ll_%_l‘f) xB
3E12_E12<2 %) 3EI;

3P /1 1
x=F(-3)

- de donde

Examinando los diagramas del momento flector para ambas mén.
sulas, se deduce que en C la ménsula superior sufre mayor deforma-
cién angular que la inferior. De ello se deduce que las dos ménsulas so-
lamente se tocan en los puntos Dy C.

10. Resolver el problema 7, suponiendo que en lugar de la carga
concentrada P solicita a la viga una carga uniformemente distribuida
de intensidad ¢ repartida: 1.°, sobre la longitud a del voladizo; 2.°, sobre
toda la longitud de la viga.

11. Dibujar los diagramas de fuerza cortante y momento flector
para el caso de la figura 1566, si @ = 1,20 m.; b = 3,60 m.; l=4,0m., y
g = 7 kg./fem.

492. Viga con los dos extremos empotrados,—En este caso
tenemos seis elementos de reacecién (tres en cada extremo), es
decir, el problema tiene tres ligaduras hiperestéiticas. Sin em-
bargo, para las vigas corrientes las componentes horizontales
de las reacciones pueden despreciarse (véase pag. 171), lo que
reduce el ntimero de cantidades hiperestéticas a dos. Conside-
remos los momentos M, y M, en los apoyos como ligaduras
hiperestaticas. De este modo, para el caso de una carga concen-
trada tnica P —fig. 161 (a)—, la solucién se obtiene combinando

RESISTENCIA bk MATERIALES. ~—T. I 12
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los dos problemas isost4ticos representados en la figura 161 (b)
¥ (¢). Esevidente que las condiciones de empotramiento en los ex-

o tremos de la viga A B quedaran

#y c“%@_ . satisfechas si los pares M, y

4 @ , _C ““M» M, son tales que verifican las
) P o0 relaciones

0, =—10; 0,=—0. (a)

De estas dos ecuaciones de-
duciremos los valores de los dos
pares hiperestaticos. Utilizando
las ecuaciones (88) y (89) para la
carga concentrada y las ecuacio-
nes (103) y (104) para los pares,
las ecuaciones () se transforman en

__Pc(lz—cz) _ Ml Ml

61EI, 3EI, + 6EI,

__Pe(l—c)2l—c) _ Ml Myl

Fiac. 161

61EI, T GEI, ' 3EI,
De donde
2 (] — )2
Ma=_£°%_9; M,,=_Pi(ll2_°). (111)
¢

Combinando los diagramas de momentos flectores para los
casos (b) y (c), se obtiene el diagrama representado en la figu-
ra 161 (d). El momento flector positivo méximo acontece en el
punto C (aplicacién de la carga). La magnitud se deduce de la
figura 161 (d), y su expresién es la siguiente:

Pe(l—c)  Mee  My(l—c) 2P2(1—c)?
L R B
En la figura 161 (d) se ve que el momento flector maximo en

valor absoluto es el que corresponde a C o al apoyo mds pré-
ximo. Para una carga mévil, es decir, cuando ¢ varfa, suponien-

(112)

M,=

doc< %, el valor maximo de M, se obtiene haciendo ¢ = % len
4

la ecuacién (111). Este méximo vale 27 Pl. El momento flector

el i
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bajo la carga es maximo para ¢ = Ely este miximo vale % Pl

(ecuacién 112). Por consiguiente, para una carga mévil el mo-
mento maximo se presenta en el extremo.

Empleando el método de superposicién, la flecha y giro en
cualquier punto puede obtenerse combinando la deformaci6n
producida por la carga P, con la que producen los pares M,
y M,.

Resuelto el problema para una carga concentrada tunica P,
cualquier otro tipo de cargas transversales puede ficilmente es-
tudiarse utilizando el método de superposicion.

Problemas

1. Dibujar el diagrama de fuerza cortante para el caso de la fi-
gura 161 (a), si P = 500 kg.,l= 3,60 m. l
y ¢ = 1,20 m. M, 7 Mp

2. Dibujar el diagrama de mo- GA z %
mentos flectores para una viga empo- K "
trada en sus extremos y sometida a la - gd" gl
accion de una carga uniformemente 1 12
repurtida (fig. 162). Fia. 162

Solucidn : El momento en A produ-
cido por un elemento gde de la carga —fig. 162 (a)— es, ecuacion (111):

__gdec*l—0)

dM, = z=

El momento producido por la carga total serd

bgdec*(l—c)  g¢i*

Mo=— |, 2 =" 1z

El momento en el apoyo B tendré el mismo valor. Combinando el
diagrama parabélico de momentos flectores correspondiente a la car-
ga uniformemente repartida con el dia-

¥ . grama rectangular correspondiente & los
3" Ve dos pares iguales aplicados en los extre-
WA e c M mos, se obtiene el diagrama representa-
A ?Mb 4o enla figura 162 (b) por el rea rayada.
Fiag. 163 3. Determinar los momentos en los

apoyos de una viga con los extremos em-
potrados, cargada con la carga triangular representada en la figura 163.
Solucién : La intensidad de la carga a la distancia ¢ del apoyo B

es 1;—‘3 y la carga representada por el elemento rayado es q"‘zd.i Log
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pares correspondientes en los extremos producidos por esta carga ele-
mental son, ecuacién (111):

gac® (I —c) de, gac? (I —c)? dc.

AMy=— ] : aMy = — B
Por consiguiente,
Moo= — j lga*@—c)de _  qal® qac’ (t—c)3de qq?
8= Jo B 20° g =730

4. Determinar los pares de reaccion Ma y M en una viga con los
extremos empotrados flexada por un par Pc (fig. 164).

Solucién : Utilizando la solucién del problema 5, pag. 153, y las
ecuaciones (104) y (105), se obtienen las ecuaciones siguientes:

et 2 1+
3Pc[2 b
2Mb+Ma———18—c{.3 —b’(a+?—’/]-

De donde Mg y My pueden deducirse facilmente.

5. Determinar los momentos flectores en los extremos de una viga
empotrada debidos a un calentamiento irregular de la viga, si la tem-
peratura varia desde la ¢, para la cara inferior a la ¢ para la superior, con
arreglo a una ley lineal.

Respuesta:

OfE I z (t —_ to) ,
h

donde o es el coeficiente de dilataciéon y kb la altura de la viga.
6. Determinar ek efecto en la reaccién y en el par de reaccién
en A de un desplazamiento vertical pe-

M p '
¥y = @Mﬁ quefio 8 del extremo empotrado 4 de la
7’

Ma=Mb=

L o _ I viga AB (fig. 161).
Solucidon: Quitemos el apoyo 4; de
Fia. 164 este modo, la flecha 3, en A y el giro 0,
en dicho punto se hallaran por las fér-
mulas correspondientes & un voladizo empotrado en B y cargado con
P; es decir,

A\

Pc? Pc? Pc?
ser, teER ¢~ Y=aEr
Aplicando en A una fuerza de reaceién X hacia arriba y un par de
reaccion Y en la misma direccién que Mg, de magnitudes tales que anu-
len el giro 6,y que reduzcan la flecha a 8, satisfaremos las condiciones del
enunciado. Las ecuaciones que determinan las incognitas X e ¥ serdn;
PR (O Pc?
5 EI, EI, 2EI,
X3 Yre
3EI, 2EI,

5 =

3 — 3.
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7. Dibujar los diagramas de fuerza cortante y momento flector
para la viga de la figura 163, si ¢, = 7 kg./Jem. y | = 4,560 m.

8. Dibujar los diagramas de fucrza cortante y momento flector
para una viga con los extremos empotrados si la mitad izquierda de la
viga estd cargada uniformemente con una 1ntensxda,d q = 7 kg./em.
La luz de la viga es | = 4,80 m.

43. Poérticos y euadros.—El método usado anteriormente
para el caso de vigas hiperestdticas puede también aplicarse al
estudio de los pérticos y cuadros. Sea, por ejemplo, el pértico

4 8

(b)

/]
Fia. 165

simétrico y simétricamente cargado de la figura 165, articula-
do en C y D. La forma del pértico después de la deformacién
esta representada con lineas de puntos. Despreciando el cam-
bio de longitud de las barras ! y considerando solamente la fle-
xi6én, puede considerarse formado el pértico como indica la figu-
ra 165 (b). Es evidente que los pares M que obran en los extre-
mos de la viga horizontal 4B y que se oponen al libre giro de
dichos extremos representan la accién de las barras verticales
sobre la viga horizontal. Este par M puede cousiderarse como
la tinica ligadura hiperestitica existente en este caso. Cono-
cido M, la flexién de las tres vigas puede determinarse sin difi-
cultad alguna. Para calcular M, tenemos la condicién de que
Ay B son uniones rigidas entre las barras, es decir, que el giro

1 La accién simulténea de esfuerzo directo y flexién se discutird
méas adelante (Segundu parte).
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del extremo izquierdo de la barra horizontal debe ser ignal al
giro de la cabeza del pilar AC. La ecuacién que determina M
es, por consiguiente,

0, = 6. (@)

0, puede determinarse por la flexién de la viga horizontal 4 B.
Representando con I la longitud de esta viga y con EI su rigi-
dez de flexion, la rotacién del extremo 4 debida a la carga P

2
(ecuacién 88) (b = %), es %ZEI Los pares de los extremos ori-

ginan una rotacién en direccién opuesta igual a SHI (ecuacio-
nes 104 y 105). El valor final del 4ngulo de giro serd:
P2 M1

VT I6RI 2Bl

Considerando ahora la barra vertical como una viga apoya-
da en los extremos, de longitud %2 y con una rigidez a la flexién
EI,, fiexada por un par M, el giro en su extremo superior serd
(ecuacién 104):

Mh

3EI,

Sustituyendo en la ecuacién (@), se obtiene
Pl2 Ml Mh

16EI 2EI 3EI,

0] =

de donde
_M:I:l ____1__. (113)
8 1 2h I
T3,

Conocido M, el diagrama de momentos flectores se construye
tal como indica la figura 165 (c). Las reacciones en las articula-
ciones C y D se calculan ficilmente. Las reacciones verticales
se obtienen por las ecuaciones de las estaticas. Las reacciones
horizontales se deducen del equilibrio de las barras verticales.

Este problema puede resolverse de otro modo tomando la
reaccion horizontal H en las articulaciones C' y D como inedg-
nita hiperestdtica, en lugar de M (fig. 166). El problema hiper-
estatico se resuelve por superposicién de los dos problemas isos-
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taticos representados en la figura 166 (b) y (¢). En el caso b se
prescinde de la ligadura sobrante que impide el movimiento de
las articulaciones C y D. Las barras

verticales no sufren, por consiguien- A |P 8
te, presién alguna. La barra horizon-
tal A B estd en las condiciones de (@)

una viga simplemente apoyada cuyos
2

4

. . o P
angulos de rotacién son 6EP ¥ el

movimiento horizontal de cada arti-
culacién C y D es, por consiguiente,
piz
h TG_FI.
fuerzas H es conocido. Dichas {uerzas
producen pares de flexién en los ex-
tremos de la barra horizontal 4B
iguales a Hh; por consiguiente, los
dngulos de rotacién de estos extre-

En el caso ¢, el efecto de las

, HR-l
mos serdn 6’ = SEL La flecha de
cada articulaciéon C o D consta de
Hkgl Fia. 166
dos partes: la flecha 0’ = ———, de-
2E1 Hp3
bida a la rotacién del extremo superior, y la flecha SHT de las
1

barras verticales como voladizos. En el caso actual —fig. 166 (a)—,
las articulaciones C' y D no se mueven; por consiguiente, los des-
plazamientos horizontales producidos por la fuerza P —figu-
ra 166 (b)— deben compensarse por el efecto de las fuerzas H
—figura 166 (c)—, es decir,

PR _HWLHE

16EI  2EI ' 3EI,

de donde
B — T
TS A

Recordando que H -h = M, este resultado reproduce la
cuacion (113). Este tltimo método de andlisis se utiliza espe-
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cialmente para cargas asimétricas tales como la de la figura 167.
Prescindiendo de la ligadura que impide el movimiento hori-
zontal de las articulaciones C y D, estamos en el caso repre-
sentado por la figura 167 (b). Es evidente que el aumento de las
distancias entre C 'y D puede obtenerse multiplicando por % la
suma de los dngulos 6,y 6,. Utilizando las ecuaciones (88) y (89),
este incremento de la distancia sera

h[Pc(l“—cz) Pc(t—c)(2l—c)]=Pc(l—c)h

6lE] 6lE1 2E71

Este incremento debe eliminarse por la accién de las fuer-
zas H —fig. 166 (c)—. Utilizando los resultados obtenidos en el
problema anterior, se puede escri-

p—— [ ! bir la ecuacién siguiente que deter-
A Plcd g
! ( mine H
@ “h Hhl  HB? ) Pe(l—c)h
] — = R
H_] 5 ‘ Hl (2E’I 3EI, 2E1
75 6 P 6, L de donde
e C H— Pc (l ——-C) 1 .
) 2 hl 21h (114)
31,1
£tc
z DIz Hallada la solucién para una car-
Fie. 167 ga concentrada, cualquier otro caso

de carga de la viga A B del pértico

puede resolverse facilmente utilizando el método de superposicion.

Consideremos ahora un pértico con los extremos empotrados

y cargado asimétricamente tal como indica la figura 168. En este

caso tenemes tres elementos de reaccién en cada apoyo y el sis-

tema tiene tres ligaduras hiperestaticas. En la resolucién de

este problema usaremos un método basado en el de superposi-

¢ién, consistente en descomponer el sistema dado de cargas en

partes tales que para cada carga parcial pueda encontrarse una
solueién sencilla 1,

1 Este método lo aplica a muchos cagos W. L. Andrée en su libro
Das B-U Verfahren, Miinchen and Berlin, 1919.
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El problema representado en 'a figura 168 (a) puede re-
solverse superponiendo las soluciones de los dos problemas
que representan las figuras 168 (b) y (c). El caso (b) es el de
una carga simétrica y puede resolverse del mismo modo que el
primer ejemplo (fig. 165). Examinando el caso (c), se ve que el
punto de inflexién O de la barra horizontal A B esta situado en

el centro de la barra. Esto se deduce de que las carga,sl—‘)J estan

a igual distancia del eje vertical de simetria del pértico y son

= "t bt e
A 8

b @ ®

~
N
N
N

¢ Eole P ¢
rt_ o 21—/\.15_ 0 ’725
2 e rm—
\\ '% \ ' Lc*T
A %
% —t—ip — 1
4 @ KL @ k4
F1a. 168

de sentido opuesto. El momento, la flecha y la fuerza axial pro-
ducidos en el punto medio O de la barra horizontal 4 B por una

P, -
de las fuerzas g serdn equilibrados por la accién de la otra car-

ga 3 Por consiguiente, en dicho punto no habrd momento

- flector, ni flecha, ni fuerza axial.

La magnitud de la fuerza cortante X en el punto O puede
hallarse por la condicién de que el corrimiento vertical de O sea
cero —-fig. 168 (d)—. Este corrimiento consta de dos partes: una
flecha 3,, debida a la flexién del voladizo OB, y una flecha §,,
debida a la rotacién del extremo B de la barra vertical BD,
Empleando las conocidas ecuaciones de un voladizo (ecua-
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ci6bn 98) y las notaciones de la figura, se obtienen las ecua
ciones siguientes:

Pe P ¢ (l ) JX'(é)a

S, = = ul D) ——2
' 93Kl 22EI\2 3El’
S

2 o] BI,2

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacién §; + 3, = 0,
ge halla ficilmente el valor de X. Conocido X, el momento flec-
tor para las secciones del pértico en el caso (c) se calcula sin di-
ficultad. Combinando estos momentos flectores con los del caso
de carga simétrica (b), se obtiene la solucién del problema (a) 2.

Problemas 3

1. Determinar los momentos flectores en los é4ngulos del cuadro
de la figura 169.
Solucion : Considerando la barra 4B como una viga apoyada en

Fi1a. 169

los exiremos (fig. 169) y representando con M los momentos en los
angulos, el giro 0, sera

Pl M1

6EI~ 2EI

Escribiendo que este angulo es igual al 8] girado por los extremos

! Kleinlogel, en su libro Mehrstielige Rahmen (Berlin, 1927), da
tas férmulas a aplicar en muchos casos practicos de pérticos.

S e i
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de las barras verticales al flexarias los pares M, se obtiene la ecuacion

siguiente:
P2 M Mh
6E1 2Bl 2EI
de donde P
2 1
M= 1____+ 34
11,

2. Determinar las reacciones horizontales o empujes 'H para el
caso representado en la figura 170.

Solucién : Utilizando ls ecuacién (114) y apli- q9
cando el método de superposicién, se obtiene A ¥ 8 T"
H gl? 1 [
Toant T oI N l h
'+377 wi
! % ol H
3. Dibujar el diagrama del momento flec- ’ 7
tor para las tres barras del problema anterior, F1e. 17v

suponiendo h =l e I = I,.
4. Determinar los momentos flectores en las uniones del cuadro
representado por la figura 171.

iy /§§fi ~)
e , "
'\ A ll 6’
Al I
lc.r, "}.A

d P P
[—— M 4
oy
() M

Fic. 171
Solucién : Separando las barras del cuadro en la forma que indica
la figura 171 (b), las ecuaciones que determinan los pares M y M, son:
6 =0 y 0 = 04.

Sustituyendo en estas ecuaciones

0. Pel—o ML e,_Mh_Mlh_ 0 M
7 TTRET SEI’ *T3EL, GEL,’ ' 2Ely
o = Mb _ Mih
<~ 6EI, 3EI

e tienen dos ecuaciones que determinan M y M,.
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5. Un cuadro simétrico rectangular estd sometido a la accién de
una fuerza horizontal H, tal como indica la figura 172. Determinar los
momentos flectores M y M, en los nudos.

‘ Solucion: La linea deformada del

H_ A4 -4
G ] cuadro se ve en la figwa 172 (a).
:/ Descomponiendo el cuadro en las ba-
i, ,/ tras —fig. 172 (b)—, y fijéndonos en
A, /7 P la barra CD, se tiene:
/ /
My Hh {
N 0 9"6E/=<T_M)6EI' (a)
% @

Considerando ahora la barra verti-

Hq M ) B
He 4 @4 %;—" ”\_)25 cal AC como un voladizo empotrado

en C con un angulo 9,, el giro en el ex-

4 - tremo A seré,
H i Mh
’ 0! =0 = b
&, e=%+33%n T EL (©)
cLM ~ ]

(& Clﬁi—"__ﬁ) Finalmente, debido a la flexién de

?o) la barra A B.

Fic. 172 M.

(')2 = eg = m' (c)

De las ecuaciones (a), (b) y (¢} se deduce

Hh 3 I 1

m=F(+T )~ T (@)

I
L+ +67-T

Sustituyendo en la ecuacion (a), se encontrarfa el momento M,.
Cuando la barra horizontal tiene una rigidez muy grande, el estado
elastico del cuadro se aproxima al del portico de la figura 168, some-
tido a una carga lateral H. Sustituyendo en (d) I = «, se obtiene para

este dltimo caso
Hh 1

BRI ©
6h I

El caso de un pértico articulade (fig. 165), sometido a la acecién
de una carga lateral aplicada en 4 puede deducirse de la ecuacion (d),
poniendo en ella I = 0.

6. Determinar los empujes H y los momentos M, y M, en los nu-
dos A y B del pértico representado en la figura 173.

Respuesta:
H_qh llm_+20
20 2m+3
M, T
Mo=Mp="5 " sm+3

»
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siendo

1 h
m-—l—-—,

7. Un semipértico esté formado por dos barras unidas rigidamente
en B y empotradas en 4 y C (fig. 174).

A 8
a B_1I c
B T._ z,:E
I Ly
C D
C H HOE—\y LA
9+ q 7
Fi6. 173 Fic. 174

Determinar el momento flector M en By la fuerza de compresién P
en A B cuando, debido a una variacién de temperatura, la barra 4 B
aumenta su longitud en A = al (t — &).

Respuesta. Py M pueden calcularse por las ecuaciones

PR My

3EI 2KH]I

PR ML ML

2EI EI  4EI

= A,

44. Vigas sobre tres apoyos.—El caso de una viga sobre tres
apoyos — fig. 175 (a)— es un problema con una ligadura hiper-
estitica. Escogemos como hiperestatica la reaccién en el apoyo
intermedio. Utilizando el método de superpos cién, puede ob-
tenerse la solucion del caso (@) combinando los casos represen-
tados en (b) y (c). El valor de la reacciéon intermedia X se en-
cuentra imponiendo la condicién de que la flecha producida en C
por la carga P se elimine por la accién de X. Empleando la ecua-
cién (86), se obtiene la relacién siguiente:

Pely [(1 + b)* —c*—H] _ XRE
6 (I, + L) EI, 3@, + 1) EI,

de donde

2 __p2__J2
_ Pelhy + ) —c2—U] (115)
2011

X

Si la carga P actta en el tramo izquierdo de la viga, puede
utilizarse la misma ecuacion; pero la distancia ¢ debe medirse
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a partir del apoyo A y permutarse /; por l,. Para [, =ly=1, la
ecuacion (115) da

x o PeBE—0) (116)
5 18

Resuelto el problema para una carga aislada, puede resolver-
se para cualquier sistema de cargas empleando el método de
superposicion.

El problema de la viga sobre tres apoyos puede resolverse
por otro procedimiento. Imaginese la viga dividida en dos por

P
A < l.ch
(AT T
a) Ple ¢

RC.

E{_‘f’_’.‘%
& lxr

@

'} m + "'

.'f— mu}': ) (‘61 P_/B
A, g

‘- z,—f—‘gf -

Fie. 176

el punto C —fig. 175 (d)— y sea M, el valor del momento flector
que en la viga primitiva se presenta en el apoyo C. Deeste modo, el
problema se reduce al estudio de las dos vigas isostéticas represen-
tadas en (d). El valor de M. se deduce por la condicién de conti-
nuidad de la elastica en el punto C. Esta condicién es 6 = 6

Empleando para el calculo de las rotaciones las ecuacioues
(88) y (104), paginas 136 y 151, se obtiene

MJ, Po3—¢) _ Ml
8EI, 6LEI, = 3EI,

de donde Po (2 "
(] —C .
M =2 (117)
T2t

Ty By

Seitgint
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El 4rea rayada de la figura 175 (d) representa el diagrama de
momentos flectores.

Problemas

1. En el ejemplo expuesto en la figura 175 probar que el valor del .
momento flector M, dado por la ecuacién (117) es el que corresponde a
{a seccién en C cuando el problema se resuelve por la ecuacién (115).

2. Dibujar el diagrama de fuerza cortante para la viga del pro-

blema anterior, si I, = I,, ¢ = »gy P = 500 kg.

3. Una viga sobre tres apoyos —fig. 175 (a)— esté sometida a la
accién de una carga uniformemente repartida de intensidad g. Deter-
minar el momento flector en el apoyo C.

Solucién: Utilizaremos el método de superposicién. Se sustituye P
por gdc en la ecuacién (117) y se integra a lo largo de los dos tramos.
Se obtiene:

Lgc (I3 —c® de lige (12 — %) de g B+8

M D — i i == = .
¢ JO 21, (l1+lz) o 2 (11+lz) 8 L+

cuando
l1=l2=l, Moﬂ—g-l—a.
8

E] sentido en que acttia este momento es el de la figura 175 (d).

4. Dibujar el diagrama de fuerza cortante para la viga del pro-
blema anterior, suponiendo I, = I, y ¢ == 8 kg./cm.

5. Determinar el momento flector maximo en valor absoluto en la
viga ACB (fig. 175), si P = 5.000 kg, }, = 2,70 m., I3 = 3,60 m. y
¢ = 1,80 m.

Respuesta :

Mmax = 3.540 kgm,

6. Una viga sobre tres apoyos equidistantes est4d sometida a la
accién de una carga uniformemente repartida de intensidad g. Hallar
la reaccién en el apoyo central si éste, por la accién de Ia carga, cede y
desciende una cantidad 8.

Solucién : Utilizando el método mostrado en la figura 175 (b) y (c),
la reaccién X en el apoyo central se encontraréd por la ecuacién

6 q2)* _ X (2)®

384 BT — 4®EI T %
de donde ,
5 65EI
X = § 2ql — 7 .

7. Determinar el incremento en la accién de 1a viga 4 B sobre el
apoys O —fig. 176 (a)— producido por un calentuniento irregular de
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j& viga si la temperatura varfa desde el valor ¢, en la cara inferior. al t,
en la superior, con arreglo a una ley lineal, t > t, y I, = l, =t

Solucidn : 8i se quitase el apoyo O, debido al calentamiento irre-
gular de la viga, ésta tomaria la forma de un arco de cireulo. El radio
de este circulo se determinaria por la ecuacién

1 at—¢t)

r- T w2

giendo % 1~ altura de la viga y a el coeficiente de dilatacién por el calor.
2

La flecha correspondiente al centro serig § = 2’—’ Y la reuccion X en O

se hallaria por la ecuaci6én
Xen
48E1 —

8. Determinar el diagrama de momentos flectores para la viga
A B0, apoyada sobre tres poutones (fig. 176), si el area de la seccion

p recta horizontal de cada pon-
A €4
c l’ 8 tén es A4 y el peso por unidad
;, de volumen del agua es y.
R Y= g ] Solucion : Prescindamos del
{ f apoyo en C. La flecha produ-
Fio. 176 cida en este punto por la car-

ga P consta de dos partes: (a)
la flecha debida a la flexién de
la viea. v (b) 1a flecha debida al descenso de los pontoues 4 y B. Me-
dianie la ecuacion (91), se obtiene:

Pe P
8= m[3 (21)’ — 4 02] <+ é_:i—Y. (a)

La reaccién X en el apoyo central disminuye la flecha anterior en
la canudad
xXenpy X
wEn T iay ®
La diferencia entre (a) y (b) representa el descenso del punto O,
por lo que se deduce la ecuacion siguiente:
Pc . s, P X@E* X X
wEL BV — N Y o — L T Ay = oy
Conocido X, puede dibujarse facilmente el diagrama de momentos
flectores.

45. Vigas continuas.—En el caso de una viga continua so-
bre varios apoyos (fig. 177), se considera corrientemente uno
de los apoyos como articulacién fija y los demas como articula-
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ciones sobre rodillos. Con esta disposicién, cada apoyo inter-
medio supone una ligadura hiperestitica, es decir, el niimero de
ligaduras hiperestaticas que el sistema presenta en total es igual
al nimero de apoyos intermedios. Por ejemplo, en el caso re-
presentado en la figura 177 (a) el namero de incégnitas hiper-
estaticas es cinco. Para resolver el problema puede utilizarse
cualquiera de los métodos empleados en el parrafo anterior, Si

MM M M, M
NN K & 3
) ) ) \é\si% $ §5§ g\6§

{aj

Moy e Mn MG
Y i Hoer
T,
y-.-————-ln——-—.‘ (b) I/m
Mn.,s My %A_’%Mnu
i nt

n
S v o
Q b, [« P9 o+t
] A, n n4t~o Yo

Fra. 177

el nfimero de apoyos es grande, el segundo método, o sea el que
toma como ligaduras hiperestiticas los momentos flectores en
los apoyos intermedios, resuelve el problema de modo més sen-
cillo. Sea —fig. 177 (b)— dos vanos adyacentes n y n + | de una
viga continua, cortados de ella en los apoyos n— 1, nyn 41,
y representemos con M, ,, M, y M, , los momentos flecto-
res en dichos apoyos. Los sentidos de estos momentos depen-
den de las cargas que actlen sobre la viga. Nosotros les asigna-
remos los sentidos de la figura L. Es evidente que si los momentos
flectores en los apoyos fuesen conocidos, el problema de la viga
continua quedaria reducido al cilculo como vigas simplemente
apoyadas de los diferentes tramos de la viga continua. Para cal-
cular los momentos flectores M, _,, M,, M, ,,, utilizaremos la con-
dicion de continuidad de la elastica en los apoyos. Para un apoyo
cualquiera n esta condicién de continuidad queda satisfecha si

0=6" (@

! 8i al averiguar el valor de los momentos se obtienen para al

gunos valores negativos, la direccién en que actian estos momentos
serd contraria a la de la figura.

RESISTENCTIA DB MATERIALES, — T. I 13
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Las expresiones generales de los 4ngulos de rotacién en los
extremos se calculan como reacciones producidas en las vigas

conjugadas cuando se cargan con las dreas de los diagramas de-

momentos flectores correspondientes —fig. 177 (c).

Sea 4, el 4rea del diagrama de momentos flectores para el
tramo 7n considerado como viga simplemente apoyada debido
a la carga real en ese tramo y representemos con a,, y b, las dis-
tancias horizontales del centro de gravedad C, de dicho diagra-
ma a los apoyos n— 1 y n. Debido a esta carga, el angulo gi-
rado por el apoyo n serd

4,0,
 LEL;

Sumando a esta rotacién la que los pares M,_, y M, pro-
ducen en el apoyo n y cuyo valor es, ecuaciones (103) y (104),

_(Mﬂtﬂ Mn—]lﬂ)

3EI, 6EI,
el d4ngulo total del giro serd !

0 — — (Mnln + M”—ll“ n Antin (b

3EI, 6EI, 1.EI, I

Por el mismo procedimiento se obtiene para el tramo n + 1

o’ An+]b"+_1+‘M"l"+l+M_l'|jl‘l”+l.

= ©
lnr B, 3EI, 6E1,
Sustituyendo (b) y (¢) en la ecuacién (a), resulta
64 Ayt by
Myyln + 2M,(l, +iln+1) +Mppilngr =~ . Gner By (118) -

ln bt
Relacién conocida con el nombre de «ecuacién de los tres
momentos» 2. Como el nimero de estas ecuaciones es igual al
nimero de apoyos intermedios se tendra un sistema de ecua-
ciones determinado que dara los valores de los momentos flee-
tores en los apoyos sin dificultad. Al enunciar el problema he-
mos supuesto que los extremos de la viga continua estaban

' El sentido positivo para el éngulo 6 es el de las agujas del reloj.

¥ Esta ecuacién fué establecida por Bertot (véase Comptes rendus
de la Société des Ingenieurs civils, pag. 278, 1855). Véase también Cla-
peyron, Paris, C. R., t. 45, 1857.
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apoyados. Si uno o ambos extremos estin empotrados, el na-
mero de ligaduras hiperestaticas serd mayor que el nimero de
apoyos intermedios y serd necesario establecer ecuaciones adi-
cionales que expresen la condicién de que no giran las secciones
extremas de las vigas a fin de determinar el problema (véase
problema 5, pag. 199). Conociendo los momentos en los apoyos,
ge calculan sin dificultad las reacciones que se presentan en ellos.

Tomando, por ejemplo, los dos tramos n y n 4+ 1 —figu-
ra 177 (b)— y considerdndolos como vigas simplemente apoya-
das, la reaccién R en el apoyo =, debida a las cargas reales
sobre los dos tramos, se calcula facilmente. A ella se sumaran
las reacciones debidas a los momentos M, ,, M,y M, . To-
mando como sentidos de estos momentos los indicados en la figu-
ra 177 {b), el efecto adicional sobre el apoyo n sera

Mn—l_M'n + ’—Mn =+ Mn+1'

I ln+ 1

La reaccién total R, serad, por consiguiente,

Rn=R;’+Mn—1—Mn+_Mn+Mr{j-_]_.

In b
La ecuacién general de continuidad (@) puede utilizarse tam-

bién en aquellos casos en que por defectos de montaje los apo-
yos no estan al mismo ni-
vel (fig. 178). Sean 8, y B,
los angulos de inclinacién
con la horizontal de las li-
neas rectas que unen los apo- Fie. 178
yos en los tramos nyn + 1.
El angulo de rotacién dado por las ecuaciones (b) y (c) estaba
medido desde las lineas que unen los centros de las articulacio-
nes; por consiguiente, el angulo 6 entre la tangente en » y la
horizontal serd, para el tramo =,

(Maln | Moyln | Anon —8

3EI, 6KEI, ' I1.BI, ”)’
y para el tramo n - 1,

LI A”+lb”+l N M.l”"'l M”'f'll”“"_l
0 _ —'— Bn+1.
lny EI, ' 3EI, 6EI,

(119)

0= —
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Sustituyendo en la ecuacién (a),
Mn-lln + 2 Mn (ln + ln+1) "I" Mn+1ln+1

_ 64,0, 6 An+1bn+1_6E’]z Bas; —Ba).  (120)

l” l"+l

Si k,_y» by h,,, representan las alturas de los apoyos
n—1, n yn 4 1respecto a una linea horizontal de referencia,
se tiene
__hn-l—"hn - kn"_hn+1

ML B, = TR,
n lﬂ+‘l

Sustituyendo en (120), se podran calcular ficilmente los mo-

mentos flectores.

Problemas

1. Determinar los diagramas de momentos flectores y fuerza cor-
tante en una viga continua de tres tramos iguales cargada de modo
uniforme con una intensidad ¢ (fig. 179).

Solucidn: Para una viga simplemente apoyada con carga unifors

memente repartida, el diagrama de momentos flectores es una paré-
2

'bola de ordenada méxima %‘ El é4roa del segmento parabélico es

2. qli_ qby,
da=3lnT =T
K] centro de gravedad esté en la vertical del centro del tramo, 0

{
g8 Gy = b, == §'!

Sustituyendo, en la ocuacién (118), se obtiene:

, (4 3
Mu—lla + 2M.(l“ + lm’-x) + Mu+llu+l o q—f - gﬂ?l’)“ (1189
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Aplicando esta ecuacién a nuestro caso (fig. 179) para los tramos
primero y segundo, y teniendo en cuenta que en el apoyo 0 el mo-
mento flector es cero, se tendra:

4 Myl -+ Myl = -%’-‘- @

Por ias condiciones de simetria es evidente que M, = M,,

‘ 2

Por consiguiente, de (d) se deduce que M, = — %

El diagrama de momentos flectores se muestra en la figure 179 (a)
por medio del 4rea rayada. La

reaccién en el apoyo O es Cod
e 1 _ 4
Bo=5—T5 7= 10 1P
n-1 7] N41
La reaccién en el apoyo 1 es: An
ql” l 11 e Ty —tbea— b,-,...
R‘=ql+1_()'7=ff)ql‘ o Loy
El diagrama de fuerza cor- Fre. 180

tante estd representado en la
figura 179 (b). E]l momento méximo se presentar4 donde la fuerza cor-
tante sea cero. El momento flector méximo en valor absoluto se pre-
senta en los apoyos intermedios.

2. Encontrar la expresién del segundo miembro de la ecuacién (118)
cuando existe una cargu concentrada en el tramo n y estéd descargado
el tramo n + 1 (fig. 180).

Solucion : En este caso, 4, es el area del triaAngulo de altura —————Pcu" —9
) %
L Pe(ty—c;
v de base l,; por consiguiente, 4, = L’;iy Oy = by — by =l ~ ln ;' °

Sustituyendo en (118), tenemos .
Pc(l,—c (21, — 0,

Mn—lln +2 Mn (ln + ln+l) + Mn+lln+1 = = 1
n

3. Determinar los momentos flectores y las reacciones en los apo-
vos de la viga continua representada en la figura 181.

qt 8t
{ |
0 Mosa]  2lvsal 3 a
120 o, 180 120 180
F1c. 181
Respuesta: M, = — 46,2 toneladas.cm.; M, = — 112.2 tonela-
das.cm.; M, = 49,5 toneiadas.cm. Las reacciones son: R, = — 0,386

toneladas; R; = 2,69 toneladas; R, = 6,22 toneladas; R; = 3,75 to-
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neladas; R, = — 0,275 toneladas. Los momentos en los apoyos son
negativos y producen, al flexar la viga, convexidad hacia arriba.
4. Dibujar los diagramas de momento flector y fuerza cortante

para la viga continua representada en la figura 182 (a) i P = ¢l, ¢ = 4—f .
Solucidn: En este caso, la carga en ia viga conjugada para el pri-

13
mer tramo vale 4, = qiﬁ; para el segundo tramo, 4, = 0, y para el

tercer tramo, &
_Pc—o). 2l—c¢ l+o
A3 = _é—_—’ ag = B} i bs = 3 o 4

Sustituyendo en la ecuacién (118), se obtienen las siguientes:

3 :
4M1l+Mgl=—g4l—,
2 __ a2 &
M1l+4M2l=——&(—ll—i),
de donde
4 44
- 27 i, = % o
M, 560 2 M, 960 7

Ambos momentos son negativos y, por tanto, e! diagrame de mo-
mentos flectores seré el de la figura 182 (b). Para obtener el diagrama

rp'

*
(C) —
Fic. 182

de la fuerza cortante hallaremos primeramente las reacciones en los
apoyos de los distintos tramos (ecuacién 119), considerando los tra-
mos como vigas independientes. Las reacciones en los apoyos 0 ¥ 1 del
primer tramo de ]a viga son:

M, @ M,
2+ = 0,449 ¢l y 3 =055l ¢
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Las reacciones en los apoyos 1 y 2 del segundo tramo de la viga son:

—M;4 M, — M, + M,

; =0005g. y ———1=0,005q.
Y en los apoyos 2 y 3 del tercer tramo,
£;—9—1'#=0295qz y 13_1;"2+_=o7n4qt

Conocidos estos elementos, puede construirse el diagrama de la
fuerza cortante representado en la figura 182 (c).

Fie. 183

5. Determinar el diagrama de momentos flectores para el caso de
la figura 183 (a).
Solucion: La ecuacién (118) para este caso da

Mol + 4 Myl 4 Myl= 0.

Ahora bien, M, = — Pc¢ y la condicién de extremo empotrado
(apoyo 0} da (ecuaciones 103 y 104):
Mo | M,
sErTemr "

Del sistema que forman las tres ecuaciones planteadas se obtiene
1 2
1',10=—7Pc; M1=—I—,7Pc; My = — Pe.

E] diagrama de momentos flectores esté representado en la figura 183 (b),
6. Determinar los momentos flectores en los apoyos de una viga
continua con siete tramos iguales, cuando esté4 cargado el del centro
con una carga uniformemente repartids de intensidad g y todos los
demés descargados.
Respuestu :

1
347 =My M=M= & M,
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7. Una viga continua de cuatro tramos iguales de iz 4,80 m. estd
cargada uniformemente en el Gltimo tramo. Dibujar los diagramas de
fuevza cortante y momento flector si ¢ = 7 kg./em.

8. Resolver el problema 5, suponiendo que sobre toda la viga

actda nna carga uniformemente repartida de intensidad ¢ v que ¢ = 3

Dibujar el diagrama de fuerza cortante para esta solicitacion.

CAPITUL.O VIT

VIGAS DE SECCION VARIABLE. VIGAS
DE DOS MATERIALES

46. Vigas de seccion variable.—En los estudios realizados
hasta ahora todas las vigas consideradas tenian forma prisma-
tica. Un examen mis detenido de los problemas muestra que
las ecuaciones (56) y (57), obtenidas para las barras pri~méticas,
pueden usarse también con suficiente aproximacién para piezas
de seccién variable con tal de que la variacién no sea rapida.
Los casos de cambio brusco en la seccidn, en

los que se presentan grandes concentraciones 7 ;;

de fatiga, se estudiaran en la Segunda parte. P X
Como primer ejemplo de viga de seccién y = g

variable consideraremos la deformacién de [ —f

una ménsula que tiene la forma de sélido de Fic. 184

igual resistencia, es decir, una viga tal que

el momento resistente de su seccién varfa a lo largo de la viga
en la misma proporcién que el momento flector. De este modo,
tal como indica la ecuacién (60), (5,)msx permanece constante
a lo largo de la viga y puede tomarse igual a o, Esta condi-
cién significa un ahorro de material, pues cada seccién recta
tiene solamente el drea necesaria para satisfacer las condicio-
nes de resistencia.

Para un simple voladizo con la carga en su extremo (fig. 134)
el momento flector en una seccién a la distancia x de la carga
es numéricamente igual a Px. Para tener una viga de igual re-
sistencia, el momento resistente de la seccién deberd ser tam-
bién proporcional a z. Esta condicién puede satistacerse de di-
versos modos,
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Consideremos primeramente el caso de seccién rectangular
de ancho constante b y altura variable. Entonces, por defim-

;i6n de viga de igual resistencia, se cumplird que
M 6Px 6Pl

= = —— = const.,
Z bh? bh?

donde h, es la altura de la viga en el extremo empotrado. Por

consiguiente,
hix
l

Lo que nos dice que la altura varfa en este caso segtin una
ley parabdlica. En el extremo cargado, el area de la seccién recta
es nula. Obtenemos este resultado por haber despreciado la in-
fluencia de la fatiga cortante al establecer la ecuacién de la forma
de igual resistencia. En las aplicaciones pricticas, estas fatigas
se toman en consideracién modificando la forma anterior en el
extremo cargado, a fin de tener area suficiente para transmitir
la fuerza cortante. La flecha de la viga en el extremo serd
{ecuacién 93):

3
! 2 3 [ pl3
d = 12 Pa dx = 12 P2 Vady = gﬂ-, (121)
0 0 3EI
3

=

Ebkd  Ebh} o
bh

donde I, = —1—2‘—’ es el momento de inercia de la seccién en el ex-
tremo empotrado. Comparando esta férmuia con la ecuacion (95)
se ve que la flecha ahora es doble que la de una barra prismatica
de la misma rigidez a la flexién EI, y sometida a una carga
igual. Es decir, la barra tiene la misma resistencia, pero no la
misma rigidez, que una barra prismatica.

Veamos ahora el caso en que conservamos constante la altura

de la seccién y variamos su ancho b—fig. 185 (a), (b)—. Se tendrd

M 6Px 6P b:bog—c

7z bk bgr’ !
y la viga tendrd la planta triangular de la figura. Como el mo-
mento resistente y el momento de inercia de una seccién cual-

quiera crecen con z en la misma proporcién que el momento

flector, ademas de ser constante, (6,)usx lo serd también la cur-
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vatura de ta eldstica (ecuacién 56) y la magnitud del radio de

curvatura se deducird de la expresién siguiente (véase ecua-
cion 565):

Ml - { — ]

(On)max = ——+ (c) * !

2r nb—-xhqn @)

La flecha en el extremo de un arco

de circulo puede tomarse para fle-

WN

:

chas pequefias igual a < _Iﬁ_ ________ A
)
2 3
=
2r 2EI,
o utilizando (c), < T ¥
r @© BT N
0= (cz>max e (123)
hE
lp () :=¢
De aquf se deduce que para este Fic. 185

tipo de voladizos de igual resisten-
cia la flecha en el extremo varia como el cuadrado de su lon-
gitud y en relacién inversa de la altura.

Estos resultados pueden utilizarse para el cdleculo aproxi-
mado de fatigas y flechas en un muelle de ballesta. La planta
triangular anterior se divide en tiras que se disponen como in-
dica la figura 185 (b), (¢}, (d).

La curvatura inicial y el rozamiento entre las hojas de la
ballesta se desprecian en una primera aproximacién y la ecua-
ci6n (123) puede considerarse como suficientemente exacta 1.

La teorfa de la viga conjugada puede también emplearse
para el cdlculo de la deformacién de vigas de seccién variable.
Recordamos a este efecto que la curvatura de la elastica en cual-

1 Esta solucién fué obtenida por E. Phillips, Annales des Mines,
vol. 1, pags. 195-336, 1852. Véase también la History of Elasticity de
Todhunter and Pearson, vol. 2, parte I, pag. 330, y Theorie der Biegungs-
und Torsions- Federn, v. A. Castigliano, Wien, 1888, El efecto del
rozamiento entre las hojas fué discutido por G. Marié, Annales des
Mines, vols. 7-9, 1905 y 1906. D. Landau y P. H. Parr han investi-
gado la distribucién de la carga entre las diversas hojas de la ballesta
(Journ. of the Franklin Ins., vols. 185, 186, 187). Una bibliografia
completa referente a resortes ha sido publicada por la Amer. Soc.
Mech. Eng., New York, 1927. Véase también el libro de S. Gross y
E. Lehr, Die Federn, V. D. I. Verlag, 1938.
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. M . . . |
quier seccién es I (ecuacién 56). Por consiguiente, el aumen-
2

to de la rigidez a la flexi6n £, es equivalente en cuanto a defor-
macién de la viga a una disminucién en la misma proporcién
del momento flector M. Puede, por tanto, referirse el problema
de la deformacién de una viga de seccién variable al de una viga

de seccién constante modificando las ordenadas del diagrama

de momentos flectores, con que se carga la viga conjugada, en

I S . '
la relacién -2, siendo I el momento de inercia en la seccién que
i

ge considera e I, el momento de inercia constante de una barra -

prismética de cuya deformacién
r—é -“-} “’ﬁf "“5 "l se deduce la de la barra de seccién
s A b3y variable.

ia < Sea, por ejemplo, el caso de

determinacién de deformaciones *

A, 8, en un eje circular (fig. 186), cu-
Fic. 186 _yas secciones tengan dos didme-
tros diferentes. Sean I, e I, los

momentos de inercia de dichas secciones. y P la carga.

La reduccién al caso de un eje circular cuya seccién cons-
tante tenga por momento de inercia I, se hard del modo si-
guiente: La viga conjugada A4,B,; se supondrd cargada con la
carga representada por el drea rayada en lugar de con la carga
triangular 4,C,B,. El drea rayada se obtiene multiplicando las
ordenadas del diagrama correspondiente a la parte central del
eje por la relacién 170. La determinacién de flechas y giros puede

hacerse ahora como en el caso de barras prisméaticas, en funcién

de los momentos flectores y fuerza cortante de la viga conju- .

gada divididos por £,
Debera sefialarse que en el caso representado en la figura 186

. . l
el cambio brusco en el didmetro del eje que tiene lugar a i de -

los apoyos origina fatigas locales en esos puntos. Este fenéme-
no no tiene influencia en la deformacién del eje con tal de que la
diferencia de didmetro de las dos partes sea pequefia comparada :
con las longitudes de las mismas. El método que acabamos de
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exponer puede aplicarse también al caso de vigas en T compues-
tas de seccién variable. Sea la viga de la figura 187 apoyada en
sus extremos y sometida a la accién de una carga uniformemente
distribuida. El momento flector disminuye desde el centro ha-

4t

A, o B,
Fia. 187

cia los extremos y la viga, y, por tanto, su peso puede reducirse
disminuyendo el niimero de palastros en las alas, tal ¥y como es-
quemdticamente indica la figura. La deformacién de una viga de
este tipo puede calcularse tomando como patrén el momento de
inercia de la seccién central. La carga para la viga conjugada,
en lugar de ser una simple parabola, sera el diagrama rayado de
la figura 187, en el que las disminuciones de seccién han venido
acompafiadas de aumentos en las ordenadas del diagrama en la

’
relacién —<entedd,

Problemas

1. TUna hoja de acero de la forma indicada en la figura 18R estd
empotrada en un extremo y cargada en el otro con una fuerza P. De-
terminar la flecha en el extremo si la longitud es 2/, a el ancho y h el
grueso de la hoja.

Solucién : La flecha constars de tres partes:

3 3
y = %LI; -+ 2%—-111 flecha en B,
3P/

3
2.8 §y = BT flecha en C debida al giro en B. y
é

la §

3
3* 5, = 2_Pl77l7 flecha debida a la flexion de la parte £C de hoja,
z

La flecha votal es
8 bl 81 + 8' + 8'.
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2. Resolver el problema anterior, suponiendo
l= 25¢em., a = 7,5 cm., P == 500 kg. y o4, = 5.600 kg./em.?

3. Determinar el ancho d de una ballesta de coche (fig. 185) y su
flecha, si P = 3.000 kg., h = 12 mm., ! = 60 cm., 6; = 5.000 kg./om.?
y el numero de hojas n = 10.

Solucién: Considerando las hojas de la ballesta como separadas de
una placa triangular —fig. 185 (b)—, su fatiga sera:

6 Pi

7%;1 B c? R Omsx = 0
—— de donde
{ _.l._._l _jl
6 Pl
Y

K3

6x3000%60 .

4= o = 10X 5.000 X 1,28~
La flecha por la ecuacién (123) seré:

5.000 X 602
FIG. 188 _— = m.
=i oxImn=""°

4. Comparar la flecha en el centro y el giro en las secciones ex-
tremas del eje de lu figura 186 con los de un eje de la misma longitud,
pero de seccién constante, cuyo momento de inercia fuese igual a I
Toémese [, : [; = 2.

Solucion: Debido a la mayor rigidez de la parte central, los giros
en los extremos del eje representado en la figura 186 serdn menores que
los que tienen lugar en el eje cilindrico y estardn en la misma relacién
que el érea rayada de la figura y el 4rea del tridéngulo 4,0, B,. Para los
valores dados, la relacion es g HE W

Las flechas en el centro de am-
bos ejes estaran en la relacion de ios
momentos producidos por el érea
rayada y por el tridngulo A4,C,B;.

Esta relacion vale 1.

'1—6 :

5. Una viga apoyada en sus ex- B

tremos est4 cargada tal como indica la figura 189. ;Como debe variar su *

altura h para tener la forma de igual resistencia si el ancho b de la sec- i
cion rectangular permanece constante a lo largo de la vigat

Respuesta: '

) z

h2=h3<1~875)- :

6. Determinar la flecha de una hoja de acero de 12 mm. de gruesa °

(figura 190), bajo la accién de la carga P = 10 kg. en el centro. :

Solucidn : Reduciendo el problema al de la flecha de¢ una hoja de*
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ancho constante e igual a 10 em., el dreca de momentos final para este
caso vendra representada por el trapecio adeb y se obticne:

s _PB
=8 '48EI,

donde I, es el momento de inercia en el centro. El valor numérico de
la flecha se calculara ahora facilmente.

: )
7. Determinar la flecha méxima de ‘tlj I tE I q
una ballesta (fig. 185) si I = 90 cm., ! 4 —

h =125 mm., F = 2 x 108 kg./cm.?,
o; = 4.000 kg./cm.2.
Respuesta :

3 = 12,95 em,

8. Una viga rectangular simplemen-
te apoyada sufre una carga P que se
mueve & lo largo de la luz. ;Cémo debera
variar la altura % de la viga para que ésta Fra. 190
tenga la forma de sélido de igual resisten-
cia si el ancho b de su seccién recta que tiene la forma de rectdngulo
permanece constante a lo largo de la viga?

Solucidn: Para una posicién dada de Ja carga, el momento maximo
acontece bajo aquélla. Representando por z la distancia de la carga
al punto medio de la luz, el momento flector bajo la carga es

sz altura k que en este punto debe tener la viga viene dada por la
ecuacion

o 6M
L= G
de donde,
h’ = 6—11{[ = E l_. — 8
bO‘t lb(‘n 4
y
h? x*
T E=L
d4bo; 4
Es decir,

4 que en este caso la altura de la viga varfa segin una ley
eliptica, siendo los semiejos de la elipse

l 6 Pl
I l ibo;
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9. Determinar los monicutos de empotramiento perfecto en los
extremos de la viga AB representada en la figura 191, cargada

1
en su centro con la fuerza P. Se tomari I_:; = 2,

Solucion.: Se obtiene la so-

lucién combinando los dos ca-

I, I ,/l' 7 sos simples de las figuras (b)
PM y (¢). La condicién de extremos

L

MNTA 8 empotrados equivale a la de’
é"'_'l g é @z é - giros nulos en dichas secciones
‘ SNITTT T F y, por tanto, las reacciones
-7 ~ pl correspondientes a las vigas
conjugadas (b) y (¢) deberdn
T i, £ omisnctee
(b Tendremos:
4 My BLLL_3BLL_ ML
"( T > 4 27842 4
« de donde
5
Fia. 191 M= ?4-8Pl'

10.. Resolver el problema anterior en la hipétesis de aplicar dos

fuerzas iguales a P en los puntos C 'y D.

esta :
Respu -

.
A

M=6

47. Vigas de materiales diferentes.—Hay casos en la préc- "
tica en los que se emplean vigas formadas por dos o mas mz_a,te-
riales diferentes. La figura 192 (a), representa un caso sencillo;

se trata de una viga de madera reforzada b A4
por una Nanta de acero sujeta con pernos [ 1 ¥
a la cara inferior de lo viga. o, by

Suponiendo que no hay deslizamiento
entre el acero y la madera durante la fle-
xién, podremos utilizar la teoria de la @ 52
flexién de vigas de una sola pieza. Como Fig. 192
las secciones planas permanecen planas

r—
S

durante la flexién, las deformaciones unitarias de extensién y
compresién serdn proporcionales a las distancias a la linea neu-
tra. Debido a que el médulo de elasticidad de la madera es mu->

cho menor que el del acero, la parte de madera que trabaja a la’

2 -':‘
flexion serd equivalente a una zona mucho mas estrecha de ace :
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ro, tal como indica la figura 192 (b). Para mantener constante
el momento de las fuerzas interiores, dada una curvatura, es de-
cir, establecidos un alargamiento y una contraccién, el ancho b,
del alma de acero equivalente al ancho b de madera que tene-
mos debera ser

b, = 12, (a)
1 i,

-De este modo, el problema se reduce a la flexién de una viga,
toda ella de acero y seccién en T. Consideremos, como ejemplo,
una viga apoyada de 3 m. de longitud y cargada en su centro
con 500 kg. Las dimensiones de la parte de madera de su sec-
cién recta son b = 10 em. y A = 15 em., y por el lado convexo
estd reforzada con una llanta de acero de 2,5 cm. de ancho y

. E
12,5 mm. de grueso. Suponiendo que Ez' = % y empleando la
ecuacién (a), la seccién equivalente sers un alma de 15 X 0,50
y un ala de 2,5 x 1,25. Las distancias de las fibras mas alejadas
de la linea neutra —fig. 192 (b)— son 4, = 6,35 cm. y hy = 9,90
centfmetros. El momento de inercia respecto a la lfnea neutra .

es I, = 287,9 em.?%; por consiguiente, las fatigas en las fibras
extremas seran (ecuaciones 61)

Mumish, _ 150.000 X 6,35

c = = 824 kg./em.2,
mex I, 4 % 287.9 g
Cptn = M —_— M@ = —1.288 kg./cm.2.
I, 4 x 2879

Para obtener la fatiga méaxima de compresién en la madera

de la viga primitiva se multiplicaréd oy, por gﬂ = 910-
“4q &

Como otro ejemplo de flexién de una viga formada por dos
materiales diferentes consideraremos el caso de una pletina cons-
tituida por la soldadura de otras dos: una de acero al niquel y
la otra de metal Monell (fig. 193). La flexién de la pletina as

formada por la accién de fuerzas exteriores puede analizarse

del mismo modo que el problema anterior, siendo solamente ne-

M

. o B _
cesario conocer la relacién E”—‘ siendo K, y ¥, los médulos de
a

BESISTENCIA DE MATKRIALES, — T, T 14
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elasticidad del Monell y del acero. Consideraremos la flexién
debida a un cambio de temperatura. El coeficiente de dilatacién
del Monell es mayor que el del acero al niquel, y cuando crece
la temperatura la pletina se flexa, originando concavidad en la
parte del acero. Este fenémeno de flexion de las pletinas bi-
metalicas por el cambio de temperatura se utiliza en aparatos
diversos aplicados a la regulacién de la temperatura ! (termos-

tatos). Sea Z el espesor de cada pletina; b, la anchura; t, el au-

mento de temperatura; r, el radio de curvatura; o, y o, los coe-

ficientes de dilatacion del
— my 1M — be- 5 Lt acero y del Monell; E,1,,
¢ h % 172 a rigidez a la flexién de la

J ) RS
nl 1n (@) (B) Horell ¥ pletina de acero, y B,1,,

m = 7 . . .,
D N :}/ﬁ p, la rigidez a la flexién de la
= ! de Monell. Cuando la tem-
RS N sz’ peratura aumenta, la ple-
a @ 0 tina de Monell, cuyo coe-
Fra. 193 ficiente de dilatacién es el

mayor, queda comprimida
y. en cambio, la de acero queda extendida. Considerando un
elemento de pletina separado de la pieza por dos secciones ad-
yacentes mn y myn, —fig. 193 (¢c)—, las fuerzas internas ligadas
a la seccién de acero se reduciran a una fuerza de extensién P,y
a un par M,. Del mismo modo, para el Monell, las fuerzas in-
ternas pueden reducirse a la compresion P, y al par M,. Las
condiciones de equilibrio de estas fuerzas son: .

P,=P,=P
y
Ph
= My My (@)
Empleando las ecuaciones
= Fele, gy, = Bnln,
r r

1 Véase publicacién del autor en Journal of the Optical Soc. of
Amer., vol. 11, pag. 233.

FUR TIPS
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y sustituyendo en (a), se tiene

Ph_ Bala | Enly
9 r I r > (b}

Puede obtenerse otra ecuacién para determinar P y 7 por la
condicién de que en la superficie de unién, ¢ — ¢, el alargamiento
anitario del Monell y del acero deben ser iguales; por consi-
guiente,

2P
“ut+'% l+h—='7.,,,l-—2p2——!b—
Eahb 4r Emhb 4r
(5]
2P/ 1 1 h
" (Ea+E;)—(a,ﬂ——au)t—2;. (c)

De las ecuaciones (b) y (¢) se obtiene

4 1 1 h
e (Bulg + Eply) | =+ — ] = — _—
ey el m) ( z + Em) (ctm — ota) o @
Sustituyendo en esta ecuacién
bh?
Iu =1, = ——96 y Ea = 1,15 Em’

se obtiene la siguiente ecuacién aproximadas:

1_ 3 (om— o)t

ro2 b ©

y ahora, por la ecuacién (b),
3
h?

= bh
P= — (on—0a) ¢ (Bl + Bnln) = é?z (om—oa)t {E, + En) ()

Y

— 3 (am - 0(’1) ! . 3 (Oim —_ ota) t
My = e gy = )

I:as ecuaciones (f)'y (g) determinan P, M, y M,. La fatiga
maxima en el acero se obtiene afladiendo a la fatiga de extensién

producida por la fuerza P, la fatiga debida a la curvatura !
2P h E, 4 bh?

= > (B0, + B,I, + "% £,).
bh 4 1 thr( + o ’”16F

O'nmx =
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Suponiendo, por ejemplo, que ambos metales tuviesen el
mismo modulo E, se obtendria
hE
Omax == 3y ’

o, empleando la ecuacién (e) ',

Omax = %Et (ot — o).

Para B = 2 x 102 kg.jem.2, ¢ = 200°Cy «,, — o0, = 4% 10-¢
se obtiene
Omax = 900 kg./fem.2
La distribucién de las fatigas debidas al calentamiento se
ve en la figura 193 (c). :

Problemas

1. Hallar el momento flector maximo que debe solicita.r ala viga de
madera reforzada con una llanta de acero de la figura 192,si b = 15 cm.;
h = 20 cm. y el espesor de la llanta es 12 mm. Supéngase Ep = 10

kg.jem.?, By = 2 x 10° kg./em.?, o; = 100 kg./cm.3, para la madera,

= 1.300 kg./cm.? para el acero.
Y ct2. Sui())()nggs/e quepl: viga de madera del problema anterior esté
reforzada en la cara superior con una ilanta de acero de 5 cm. de ancho
y 2,6 cm. de gruesa y en la cara inferior con otr?, de 15 cm. de ancha
v 12 mm. de gruesa. Calctlese suponiendo los mismos valores que an-
teriormente para B y o, el momento flector maximo que debe solicitar

a la viga. .
3. Una pletina bimetélica tiene una longitud I = 2,56 cm.. Hallar

1a flecha en su centro producido por un aumento de temperatura igual

—8
a 200 grados centigrados si Eq = 1,15, Euy oy —og =4 X 1075

48. Vigas de hormigén armado.—Conocido es por todos que
la resistencia del hormigén a la compresién es mucho mayor que
a la extensién. Por consiguiente, una viga rectangular de hor-

O S

migén puede flexarse sélo débilmente debido a las fatigas de

extensién que ce presentan en su cara convexa y (ue solamente

pueden alcanzar valores reducidos. La viga puede deformarse :

en mucho mayor grado, disponiendo barras de acero en el lado *

| ligta ecuacién vale también para Eg = Ep.
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convexo, tal como indica la figura 194. Como el hormigén se
adh.ere fuertemente al acero, no hay deslizamiento d¢ un ma-
terial con relacién al otro durante la flexién y puede aplicarse
a este caso los métodos aplicados en el pirrafo anterior para el
cdlculo de las fatigas de flexién. En la practica, la seccién de
acero que se pone en la viga es tal que la resistencia a la exten-
sién del hormigén en el lado convexo se extingue antes de que
el acero alcance el punto de

fluencia, y para cargas mayo- TF 7 T 7
Kh { ‘—? I
,¥ a

res practicamente el acero re-
siste todo el esfuerzo de exten- nl.

oooo—‘—i— (—_—_—_—:—_—_—: __""J.
(@) (b) P

sién. Por consiguiente, para
los calculos préicticos de fati- Fic. 194

gas de flexi6bn en vigas de )
hormigén armado se acostumbra a suponer que toda la traccién
la absorbe el acero y toda la compresién el hormigén. Reempla-
zando las fatigas de extensién en el acero por su resultante R, la
distribucién de fuerzas interiores en cualquier seccién mp serd
la de la figura 194 (). Suponiendo, como anteriormente, que las
secciones permanecen planas durante la flexién y representando
por kh la distancia de la lfnea neutra nn a la cara superior 1, la
contraccién unitaria del hormigén ¢, y el alargamiento unita-

rio ¢, de las barras de acero vendran dados por las expresiones
siguientes:

Eh = ———k_h; ) g = (Lﬂl" . (a)
r r

El hormigén no sigue la ley de Hooke y su diagrama de com-
presion tiene forma andloga al de la fundicién —fig. 2 (b>—. A me-
dida que la fatiga de compresién aumenta, el coeficiente angular
de la tangente al diagrama disminuye; es decir, que el médulo
de elasticidad del hormigén disminuye con el crecimiento de la
fatiga. En los cdlculos practicos de flexién en vigas de hormigén
armado se acostumbra a suponer que la ley de Hooke es valida
para el hormigén y se compensa la variacién del médulo toman-
do para é] un valor més bajo ‘que el deducido en los diagramas

!k es un factor numérico menor que la unidad.
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de ensayos cuando las fatigas son pequefias. Las normas ale-

a

manas e inglesas suponen que - == 15. Las normas italianas
h

atribuyen a esta relacién el valor 10. De las ecuaciones {(a) se
deduce que las fatigas maximas de compresién para el hormi-
gén y de extensién para el acero son

kh Gg = (1 —k)h E,. (b)

Gh:———Eh; a
s s

Ta posicién de la linea neutra de la seccién se encuentra es-
tableciendo que las fuerzas internas ligadas a la seccién mp de-
ben reducirse a un par igual al momento flector. La fuerza de
compresién en el hormigén debe ser igual a la fuerza K en las

barras de acero !, o sea

_ blkhs, = 6,44, (©
2
Jonde 4, es el 4rea total de acero en la seccién. Empleando la
Aa

nocién de cuantia de acero =mYy lamando % a la relacién

L mediante las ecuaciones (¢) y (b) obtendremos

E;
k? = 2(1 — k)nn,, (@)
de donde .
k=—nn, + vV (nn,)? 4 2nn,. (124)

Después de determinar la posicion de la linea neutra por la
ecuacion (124), la relacién entre las fatigas méaximas en el hor-
migén y en el acero se obtiene por las ecuaciones (b)

ok
oa (1—kn (125)

La distancia a entre la resultante R dc las fatigas internas
de compresién y la fuerza interna extensora —fig. 194 (b)— es

a=§kh+(1—k)h=(1——§)h (126)

as de las barras de acero corrieniemente son

! Las secciones rect > '
la fatiga media en lugar de la fatiga

pequenas y por ello se emplea
maxima.

o
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y ! momento de las fuerzas internas que ha de igualarse cl
flecvor exterior M es

akbh

all = ads0q = — =M,
de donde 2
Oa == M ’ (127)
ad, ;
O = — 2 (128)
akbh

'Utih'zando las ecuaciones (124) a (128) pueden calcularse
ficilmente las fatigas de flexion en el caso del hormigén armado.

Problemas
L sifs 554 i
1. = y 4, = 0,008 bh, determinar la distancia de la li-

nea neutra a la cara superior de la viga (fig. 194).
Sollucwn: Sustituyendo en la ecuacién (124) n = 15, n, = 0,008
se obtiene k = 0,384, y la distancia pedida serd ki = 0,384 A. ,

. . 4, .

2. Determinar la cuantia %, = —b—;z si la fatiga méaxima de extensién
en el acero es 960 kg./em.?, la futiga méxima de compresién en el hor-
migén es 51,6 kg./em.2y Za = 5 = 15.

By

Solucion: Por 1 acié . L

cion d) a ecuacién (123), k = 0,446. Por consiguiente (ecua-
Icz

T 20— Wn

3. Decterminar la cuantfa n, si la fatiga maxima de compresién

e L . .
1 el hormigén es un veinteavo de la fatiga de extensién en el acero
Respuesta : .

My = 0,012.

n; = 0,0107.

) 4. Sin =15y la fatiga de trabajo por compresién en el hormi-
gon es 52 kg./em.?, determinar la carga admisible en el centro de una
viga de hormigén armado de 3 metros de luz, apoyada en sus cxtremos
y tal que b = 25 cm., h = 30 cm., 4, = 0,00975 bh.

Solucidn : Por la ecuacién (124),

k=-—15x 0,00975 4- 4/(15 X 0,00975)2 - 2 X 156 X 0,00975 = 0,414,

Obtenido k, la ecuacién (128) da M
) 28) d: ax = 208, .Jer.
carga admisible seré - 100 Redomn v o
p_ My 208750 x 4

] 00 < 2.784 kg,
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5. Calcular el momento miximo de trabajo para una viga de hor-
migén srmado si b = 20 em., & = 30 em., 4, = 12,6 cm.%, % = 12,

v la fatiga de trabajo para el acero es 1.200 kg./em.? y pura el hormigén,
64 kg.jem.2.

Respuesta: M = 2.400 m. kg.

6. Detcrminar el valor de k pars el que las fatigas de trabajo ad-
misibles para el acero y el hormigén se alcanzan simultdneamente.

Solucidn: Sean o, y og las fatigas admisibles para el hormigén y el
acero. Tomando esta relaciéon por las ecuaciones (b) v considerando cl
valor absoluto, se ticne

Sa _ k'E,,-_’
6. (1—KkE,
de donds
N/ N
L= . T,
G —h
h a Ea

Si la viga satisface a esta condicion, se dice que el reforzado es per-
fecto. Dada % y empleando la ecuacién (126), se obtiene la altura por
la ecuacion (128) y el érea A, por la ecuacion (127).

A
7. Determinar la cuantia n, = 5}% si g = 960 kg./em.2, o = 51,6

E
2 = ——-a ==
kg./em.2 y n o 15.

Solucwon: Por la férmula del problema anterior se obtiene
k = 0,446.

Sustituyendo en la ecuacién (d), se obtiene
n, == 0,012,

8. Proyectar una viga de 25 om. de ancha solicitada por un mo-

E
mento de 3.375 m. kg., si c,.= 60 kg./cm.2, o, = 960 kg./em.? y E—“ =12,
‘ )

Hallar la altura b y la seccién de hierro A4,. Supéngase que el reforzado

es perfecto, como en el problema 6.

49, Fatigas cortantes en vigas de hormigén armado.—
Usando el método del articulo 26 y tomando en examen el ele-
mento mnm,n, comprendido entre dos secciones adyacentes
mp y myp, (fig. 195), se deduce que la fatiga cortante maxima
T, acta sobre la superficic neutra nn;. Representando por dR :

¥
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la diferencia entre las fuerzas internas totales de compresién en
el hormigén ligadas a las secciones mp y m,p,, la fatiga cortante
., ligada a la superficie neutra se encontrard por la ecuacion
de equilibrio siguiente: '

(sz)mdez = d.R,

de donde
1dR
(Tzv)max = b (a)
Puesto que el momento flector es
M = Ra,
la ecuacién (a) se puede escribir
1dM V
oo = 0t~ b’ ®

donde V es la fuerza cortante correspondiente a la seccién
considerada. Mediante la ecuacién (126), 'la expresion ante-

rior de la fatiga cortante se trans- m m
forma en la siguiente: @
3V |
(Teo)mix = ——————-  (129) jpe====go---=
bh(3 —k
) P
En los calculos de aplicacién tie- Fig. 195

ne importancia no sélo esta fatiga
cortante ligada a superficie neutra, sino también la fatiga cor-
tante que se desarrolla en la superficie de contacto del hormi-
gén y el acero. Considerando nuevamente las dos secciones ad-
yacentes dela figura 195, la diferencia de las fuerzas de exten-
sién en-esas dos secciones es
iR = "%,
a
Fsta diferencia se equilibra con las fatigas cortantes distrl-
bufdas sobre la superficie de las barras. Representando por 4
la superficie lateral de las barras de acero por unidad de longi-
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tud de la viga, la fatiga cortante ligada a la superficie de las ;

barras scra
ar _ V. 3V
Adz Ao (3—k)hd

(130)

Esta fa'iga serd mayor que la correspondiente a la super-
ficie neutra (ecuacién 129) si 4 es menor que b. Para aumentar 4
sin necesidad de variar la seccién total de acero que se intro-
duce en la viga, basta aumentar el namero de barras y dismi-
nuuy su diametro,

CAP{TULO VIIT

FLEXION ACOMPANADA DE TENSION O COMPRESION.
TEORIA DE COLUMNAS

50. Flexion acompaiiada de traccion o compresién.—Su-
pondremos en lo que sigue que la barra prismatica esta car-
gada con fuerzas situadas en uno de sus planos de simetria,
pero que asi como en todo lo anteriormente expuesto las fuer-
zas eran transversales, ahora pueden tener componente a lo
largo del eje de la barra. Un caso sen-
cillo de este tipo es el mostrado en la ', I
figura 196, que representa una colum- i N
na cargada con una fuerza inclina-
da P. Esta fuerza se descompone en
una transversal N y otra longitudi- ¢ '
nal 7' y se supone que la columna es
relativamente rigida y toma una fle- | |n
cha tan pequeiia en la flexién que 7
pueden despreciarse las fatigas de este @)
género que produce la fuerza 7' al Fia. 196
lado de las correspondientes a la N.

Por consiguiente, la fatiga resultante en cada punto la obten-
dremos superponiendo a la fatiga de compresién debida a la
fuerza 7' la fatiga de flexién que corresponda a la N. El caso de
una columna poco rigida, es decir, flexible, en la que por ser la
flecha considerable —fig. 196 (b)— tiene un efecto apreciable
la flexién que produce la fuerza T se verad més adelante (véase
articulo 53). La fatiga debida a la fuerza T es constante para

@)

. - T . .
todas las secciones de la columna e igual a T siendo 4 el area



220 RESISTENCIA DE MATERIATES

de la seccién recta. Las fatigas de flexién dependen del valor ,}:’

del momento que, como sabemos, varfa desde cero, para la ca-
beza de la columna, a NI en la base. Por consiguiente, la sec-
cién mas castigada es la de empotramiento y en ella la fatiga
para un punto a la distancia y del eje z es

Op == —— = —— 2, (a) i

Suponiendo, por ejemplo, que la seccién recta de la colum-
na es un rectangulo & X h, con el lado & paratelo al plano de -

flexién, se tendra

3

A = bh; I, = bi

12
La fatiga de compresién maxima se presentara en el punto n

y vale
. 6Nl T :
Oz)min = — ————. b)
(c.) bh*  bh (%)

Esta fatiza es numéricamente la mayor.
En el punto m se tiene

(62)max = ﬁll *Z‘, .

bh*  bh
Cuando la fuerza P no es paralela a uno de los dos planos
principales de flexi6n, las fatigas de flexién producidas por la
componente transversal N se encuentran deseomponiendo N en
dos componentes paralelas a dichos planos (véase articulo 38).

La fatiga resultante en cualquier punto se obtiene superponien- <
do dichas fatigas de flexién con la fatiga de compresién produ-

cida por la fuerza longitudinal,

Problemas

1. Determinar la fatiga méxima de compresién en las columnas de
madera de la figura 197. Su altura es 6 m., el didmetro 20 cm. y la car-

ga P en el hilo ABC, 30 kg. La fuerza de extensién en cada cable DF

esS=500kg.;tg«=%;senﬁ=%ym=4,5m.

Solucidn: Las componentes de la fuerza en el alambre BC —figura :
197 (b)—son N, = 150 kg., T, = 15 kg. Las componentes de la fuerza en
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el cable D F son Ny = 100 kg., T'; = 490 kg. El momento flector méximce
acontece en el extremo empotrado y vale My4, = 45.000 kg. cm. El es-

A g bob . {7
T
p 45m) *
F
K
{a) K )
Fia. 197

fuerzo longitudinal de compresién para dicha seccién es Ty + T, = 505
kilogramos. La fatiga de compresién méxima es

4 X 505 | 32 X 45.000

= kg./em.2,
6= —7 P 58,88 kg./cm

2. Determinar la fatiga maxima de extensién en la viga rectangu-
lar de madera de la figura 198, si S = 2.000 kg., b = 20 cm., i = 25 em.
Respuesta:

6 X 180 x 500  2.000

— = kg. R
(Og)nax = 20 x 252 + 500 47,2 kg./cm

3. Determinar la fatiga de compresién méxima en la estructura
A BC (fig. 199). La carga P vale 1.000 kg. El nudo B es rigido, la ar-

S
0'%:)m
—————————— .~ @h
. n vb}z b
1'8m ..__..’__.J'am._—
Fia. 198 Fiag. 199

ticulacién en 4, fija, y el apoyo O es una articulacién mévil. La sec-
cién recta de las barras A By BC es cuadrada, de 25 X 25 cm.
Respuesta:

6 X 500 x 240 | 300 .
e 4 S = 46,56 kg./em.2.
25° o5 — 46,56 k.
4. Un muro de fabrica de ladrillo cuyo espesor es 1,8 m. tiene
4,5 m. de altura y sirve para contener tierras (fig. 200). Determinar la

2
fatiga de compresién méxima en la base sisupesoes y = —g kg./m.2
50.000
9

Y la presién dé la tierra kg. por metro de pared. La distribu-
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cién de la presién de las tierras a lo largo de la altura del muro sigue
uny ley lineal representada por la recta A B.
25.000 X 4,6 X 1,8  50.000 X 6 X 150

Respuesta: La fatiga en m = — Ix 108 X 1,8 9 x 180% % 100

= — 1,25 — 1,64 = — 2,79 kg./em.2, La fatiga en
n=— 1,254 1,64 = 0,29 kg./cm.2,

5. Determinar el espesor de la pared en el pro-
blema anterior para el que la fatiga en n es nula.

Respuesta: 2 metros.

’ 6. Una columna circular de 1,80 m. de altu-
m 7 ra (fig. 196) estéd solicitada por una fuerza P, cuyas'
componentes N y T son iguales y de valor 500 kg.!
Hallar el didmetro de la columna si la fatiga mé-
Xima por compresion no debe sobrepasar los
80 kg./ecm?2,
Fie. 200 7. Hallar 65,5 ¥ Oyin en la seccién central de
la barra BC (fig. 199), si en lugar de la carga con-
centrada P obra una carga vertical ¢ = 7 kg./em. distribuida a lo largo
del eje 4 BC.

8. Una barra circular 4 B articulada en By apoyada en un plano
vertical pulimentado (sin rozamiento), por el otro extremo A esta so-
licitada por su propio peso. Determinar la po-
sicién de la seccion recta mn (fig. 201) para la 7
que acontece la fatiga de compresién méxima. /<

Solucion: Sean I la longitud de la barra, q
su peso por unidad de longitud y « el éngulo
de inclinacion con la horizontal. La reaccion

12
en des R = % cot a. La fuerza de compresién

para una seccién cualquiera mn a la distancia
cos? o

Fig. 201

wdeAequsenoc-f—%l p—
gcos o

flector en la misma seccién vale M = -q2—lcos % T — 5 23, La fa-

; el momento

tiga de compresién méxima sers:

4 qlcos? o 32 ql gcosa
@(qxsenoc—l—gm) n—d3\~2—cosa-x———-mz>;
donde d es el didmetro de la barra.

-lgualande a cero la derivada de esta expresion, se obtiene

o !l 5 d ¢
=3 8 g .

9. La columna de la figura 196 tiene 1,80 m. de altura y 30 em. de -
didmetro. Determinar la magnitud de la fuerza P sl sus componentées
Ny T'soniguales y la fatiga méxima de compresion en n es 80 kg./cm.2,
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Respuesta :
P = 1.630 kg.

10. Una fuerza P produce tlexién en la barra A BC, empotrada

en A (fig. 202). Determinar el angulo que en la deformacién gira la

seceion en O, si los momentos flectores en P !
Ay B son iguales en valor absoluto y de %’_—_ _——is
A

===
gigno contrario. ) \l‘ .—2
Solucion : De la igualdad de los mo- =3 V:‘, .
mentos flectores en A y B se deduce que c by
la fuerza P pasa por el punto medio D de
P, o
la barra AB. Por consiguiente, P, = ?Z? Py p
y pueden calcularse P, y P,. El giro de Fia. 202

la seccion en B en el sentido de las agujas
del reloj, debido a la flexién de la parte A B por la accién de la com-
ponente P, es Byl La rotacién de la misma sececién en sentido sinis-
v 2B1 P al
X

trorsum debido a la componente P, es BT El giro de la sececién en

C respecto a la secci6én en B, en sentido contrario a las agujas del reloj,

Pya? . .
debido a la flexién de la parte BC de la barra es 2'—;7. El 4ngulo gira-

do por el extremo C en sentido positivo sera, por consiguiente,

P2 P,al Pt Pat

SEI~ EI " 2EI -~ 9EI

51. Cargas excéntricas en cuerpos de poea esbeltez.-—La
carga excéntrica es un ocaso particular de la combinacién de
fatigas de flexién con las de traccién o compresién. Cuando la
longitud de la barra no es muy grande comparada con sus di-
mensiones transversales, su flecha es tan pequefia que puede des-
preciarse comparada con la excentricidad inicial e; por consi-
guiente, puede utilizarse el método de superposicién 1. Sea, por
ejemplo, el caso de compresién por la accién de una fuerza lon-
gitudinal aplicada con la excentricidad e (fig. 203) en uno de los
dos planos principales de la barra. Introduzcamos ahora dos fuer-
zas iguales y opuestas de valor P aplicadas en el centro de gra-
vedad O de la seccién. Puesto que estas dos fuerzas introducida,
tienen resultante y momento nulo, el problema no ha cambiados

! Para el caso de cargas excéntricas en barras largas, véase ar-
ticulo 53.
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y de este modo tenemos sobre la seccion una fuerza P que pro- |

duce fatiga de compresién directa — L tal como indica la figu-

A’

ra 203 (b) y un par flector en uno de los planos principales, de

. l’f- Pey

1P xién —

porconsiguiente,
mhqu:] @
% e P Pey

fatiga total se ve en la figura 203 (d).

r%-
y
- o
L5 xién es menor que la fatiga constante
Fre. 203 de compresién; por consiguiente, las fa-

tigas totales serin de compresién para

todos los puntos de la seccién. Si la fatiga maxima de flexién
es mayor que la fatiga constante de compresion, hay una linea

de fatiga nula, paralela al eje z, tal que divide a la secci6n en };
dos zonas, de las cuales la de la izquierda trabaja a extensién

y la de la derecha a compresién. Para una seccién rectangular
de lados & y 6 —figura 203 (a)— la ecuacién (a) se escribe

Se supone que la fatiga maxima de fle- .

valor Pe, que produce fatigas de fle-
7 distribuidas tal como indi- :};
0i 8 2 i“'
e [H[E[mm ca la figura 203 (c) La fatiga total serd, -
) ;

SR Y

GI{[Eﬂ:U 4 I, i
Ty @ e
El diagrama de distribucién de esta -

Cq =——£-—12 Pey (a))
bh bhd '
poniendo y = — g se obtiene
P 6Pe_ P 6e
Oz)max = — — — = - |—1 I i b
(0:) bh ~ bh? bh( + h) ©
y sustituyendo y = 7;
P 6Pe P Ge
Oz)min = — — — =-——(1+—)-
(=) bh  bh? bh( h )

A h . . .
Se observara que cuando e << G no existe cambio de signo ;

(0
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en la fatiga ligada a la seccién; cuando e = g, la fatiga mixima
de compresién (ecuacién c) es 25%), y la fatiga en el lado opuesto
de la seccién rectangular es nula; y, por dGltimo, cuando e > @,

existe inversién en el signo de la fatiga, y la posicién de la linea
de fatiga nula se obtiene igualando a cero la expresién (a’), con
lo que se obtiene

y=——": (@)

Representando por £, el radio de giro con relacién al eje z
(véase Apéndice), la ecuacién (d) queda

3
z

Yy =—— (131)
é

Se ve que la distancia de la linea de fatiga nula al centro de
gravedad disminuye & medida que la excentricidad e aumenta.

Un analisis andlogo al efectuado para .z
el caso de compresion sirve para el estu- Y
dio de la traccién excéntrica. La ecua-
cién (131) puede utilizarse para secciones
de forma distinta de la rectangular, siem-
pre que el punto de aplicacién de la car-
ga esté sobre uno de los ejes principales
de inercia.

Consideremos ahora el caso en que el Fia. 204
punto B de aplicacién de la fuerza de
compresién P no estd sobre uno de los dos ejes principales de
inercia de la seccién, y sean éstos los ejes y y z de la figura 204.
Llamando m y n a las coordenadas del punto B, los momentos
de P, con relacién a los ejes y y z, seran Pn y Pm, respecti-
vamente. Por superposicion, la fatiga en un punto cualquiera ¥
de la seccién es

0p=——— ¢ =%, ©

en donde el primer término del segundo miembro representa la
fatiga uniforme de compresién, y los otros términos las fatigas
de flexién producidas por los momentos Pm y Pn, respectiva-

RESIBSTENCIA PE MATERIALES, — T. 1 15
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mente. Como indica la ccuacién (e), las fatigas se distribuyen
segun una ley lineal. La ecuacién de la linea neutra, o de fatiga
nula, se obtendrd igualando a cero el segundo miembro de la
. L1 I

ecuacién (e). Empleando la notacién Zz =k%e j == k%, donde
k,y k, son los radios de giro con relacién a los ejes z o Y, res-
pectivamente, resulta

my | nz

24+ 4 1=0.

ky o ky

Haciendo en esta ecuacién primeramente y = 0, y después

z = 0, se obtienen los puntos M y N de interseccién de la linea
neutra; con los ejes coordenados z e y (fig. 204), las coordena-
das s y 7 de esos puntos son
k. ks

§=— 4

n m
De estas ecuaciones se obtiene

k2

k‘!
n = — ¥ m =
8 7

Estas ecuaciones tienen la misma forma que las ecuacio-
nes (g), y de ello se deduce que cuando la carga actaa en el
punto B’ de coordenadas s y 7, la linea
neutra correspondiente serd la N’'M’ (re-
presentada en la figura con linea de pun-
tos), que intercepta sobre los ejes y y 2
las longitudes m y n.

Existe otra relacién importante en-
¥ tre el punto de aplicacién B de la carga

Fia. 205 y la posicién de la linea neutra corres-
pondiente, y es la siguiente: A medida

que B se mueve sobre la linea B, B, (fig. 205), la Hnea neutra
gira alrededor de un punto fijo B’. La demostracién es como

e
b
G

sigue: Se descompone la carga en B en dos componentes pa- -

ralelas aplicadas en B; y B,. La componente en B, actia
en el plano principal @z por consiguiente, la linea de fatiga

B 0
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cero correspondiente es paralela al eje y, y su interseccién
con 0Z, deducida de una ecuacién aniloga a la (131), es
2

8§ = — -9 (h) “
7y
De modo andlogo la linea de fatiga cero para la 4
componente en B, es paralela al cje z y su distan- 77 n
cia a este eje es
k2 244
r=— z . (k)
my D

Para cualquier posicién de la carga sobre la ¢, 206
linea By B, la fatiga en B’ ser4 cero; por consiguien-
te, a medida que el punto de aplicacién de la carga se mueva
a lo largo de la linea recta B, B,, la linea de fatiga nula corres-
pondiente girard alrededor del punto B’, cuyas coordenadas se
deducen de las ccuaciones (h) y (k).

Problemas

1. El é4rea de la seccitn recta de una barra cuadrada se reduce a
la mitad en la seccién mn (fig. 206). Determinar la fatiga maxiina de
extensién en esta seccion producida por la carga axial P,

Bespuesta

2P  Pa24 8P

(Gw) max — F + ‘4 (;; = F'

2. Resolver el problema anterior suponiendo que la barra tiene
una seccién circular.

3. Una barra de seccidén en | esté cargada excéntricamente con
las fuerzas P (fig. 207). Deierminar las fatigas maximas de extensién

i e
’ z
p et S NIV P iz ¢
- oo v oo—— b=
ly
Fia. 207

¥ compresién en la barra si d = 2,5 cm., h = 12,5 cm., el ancho del
ala b = 12,6 cm. y P = 2.000 kg.
Solucién: Las distancias del centro de gravedad de la seccién en |
& las caras inferior y superior son &, = 4,03 cm. y kb, = 8,47 cm., ros-
pectivamente. La excentricidad de la carga es e = 1,25 + 4,03 = 5,28 cm.
El momento de inereia, I, = 767,19 cm.%.
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Las fatigas de flexién son:

P.e«hy 2.000 X 5,28 x 4,03
(cz)mix -— T =

= 55,4 kg./em.3,

i 767,19
P.e.hy 2000x 528 x 8,47
(02) max = — I 76710 =116,6 kg./cm.3,
Combinandolas con la fatiga constante de extensién
P 2000
e 3
A= 5625 35,2 kg./fem.3,

go obtiene, para la fatiga méxima de extensién, el valor 55,4 + 35,2
= 90,6 kg./em.® y para la fatiga méxima de compresién el valor
116,6 — 35,2 = 81,4 kg./cm.3,

4. Determinar la fatiga méxima de extensién en’ E

la seccién mn de la pinza representada en la figu-
ra 208,81 P = 150 kg., I == 7,6 cm. y la seccién recta
! es un rectdngulo de 25 X 6,25 mm.

ot 'l; Respuesta :
; Omax = 1.824 kg./em.%,
—b o 5. Determinar el ancho de la seccién mn del pro-
Fia. 208 blema anterior, para que opsy = 1.600 kg./em.2,

6. Hallar las fatiggs méxima y minima en el ex-
tremo empotrado de la columna rectangular de la
figura 203, si b = 25 cm., h = 30 cm., P = 2.500 kg. y las coordenadas

del punto B de aplicacién de la carga (fig. 204) son m = n = 5 cm. _

Hallar la posicién de la linea neutra.

52.  El nucleo de 1a seccién.—En el parrafo anterior hemos
visto que, para una pequeifia excentricidad e, las fatigas norma-
les tienen el mismo signo-sobre la totalidad de la seccién de una
barra cargada excéntricamente. Para mayores valores de e, la
linea neutra corta a la seccién y hay inversién en el signo de

las fatigas. En el caso de un material poco resistente a la exten- o

gion, tal como fabrica de ladrillo, es necesario determinar la
zona en la que puede aplicarse la carga compresora sin que se

produzcan fatigas de extensién en el material. Esta regién se

denomina niicleo de la seccién. El método de determinacién del

nicleo se ve a través de los sencillos ejemplos que expondremos

a continuacion.
En el caso de una seccién circular de radio R, se deduce por

simetrfa que el nicleo es un circulo. El radio a de este cfrculo

se determina por la condicién de que, cuando el punto de apli-

5y

¢

4

»
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cacién de la carga esté en el perimetro del nficleo, la linea de
fatiga cero correspundiente sea tangente al perimetro de la

seccién.
Recordando que el momento de inercia de un circulo res-

1 }
pecto a su didmetro es Tt—f— (véase el Apéndice), y que, por lo
tanto, el radio de giro es k = V%:?, se reduce por la

ecuacion (131) sustituyendo ¢ por @ y — y por R, que
2
a = Iﬁ- = E, (132)
B 4
ea decir, que el radio del nicleo es la cuarta parte del radio de

la seccidn.
Para el caso de una seccién anular de radio exterior B, y'

radio interior R;, se tiene P
I mam T
I =T(Rs— R}); PR e
4 4 4 -
y el radio del nticleo por la ecuacién (131) sera e 54,
2 R2 R2 6’: 0
o= _ B+ B (133) ~dadm
Ro 4 RO n J
Para R; — 0, la ecuacién (133) coincide 7 A £
con la ecuacién (132). Para una seccién anu- Fia. 209

lar muy estrecha, es decir, cuando el valor
de R; se aproxima al de R, el radio a del ntcleo tiende al
valor ?o_ ‘

En el caso de una seccién rectangular (fig. 209), la linea de
fatiga cero coincide con el lado ¢g cuando la carga se aplica en
el punto 4, a la distancia g del centro de gravedad (véase ph-

gina 225). Del mismo modo la linea de fatiga cero coincide con

el lado gf cuando la carga acttia en el punto B, a la distancia ’é’

del centro de gravedad. A medida que la carga se desplaza a lo
largo de la linea A4 B, la linea neutra gira alrededor del punto ¢
(véase pdg. 226) sin cortar a la seccién. Por consiguiente, 4 B
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es uno de los lados del nticleo. Los otros lados se deducen por
simetria. El ntcleo es, por consiguiente, un rombo de diagona-

les iguales a b y g Mientras que el punto de aplicacién de la

3
carga sea interior o esté en el perfmetro de este rombo, la linea
de fatiga cero no corta a la seccién y no hay
inversion en el signo de fatigas ligadas a ella.

Para uns seccién en I (fig. 210), las posi-
: /h ciones mas préximas de las lineas de fati-
‘ ; gas cero que no cortan a la seccién estan

L dadas por los lados AB y OD, y por las li-

c B—JD neas de puntos AC y BD. Las posiciones

Fra. 210 correspondientes del punto de aplicacién de

la carga se determinaran por la ecuacién (131).

Por simetria se deduce que el nicleo sera el rombo rayado de
la figura 210.

Si el punto de aplicacién de la carga excéntrica cae fuera del
ntcleo de una seccién, la linea correspondiente de fatiga nula
corta a la seccién, y la carga produce no solamente fatigas de
compresién, sino también fatigas de extensién. Si el material no
resiste en absoluto fatigas de extensién, parte de la seccién sera
inactiva y el resto sufrird fatigas de compresiéon unicamente.

P n
Aﬂﬂmmgg —
”, uill s

lT*J

7

n
ke — CA
3 7 7 -y
4 A
Py y \é
i "\ LG
[o—— 7 ——1 e b_J.C.
Fic. 211 Fic. 212

Sea, por ejemplo, una seccién rectangular (fig. 211) con el punto
de aplicacién A de la carga en el eje principal y, y a una distan-

cia ¢ del extremo de la seccién. Si ¢ es menor que 3 parte de la

seccién no trabajarad. La parte que trabaja se encuentra por la
condicién de que la distribucién de las fatigas de compresion
ligadas a la seccién sigue una ley lineal, representada en la figu-
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ra por la linea mn, y que la resultante de estas fuerzas es igual
y contraria a P. Como esta resultante pasa por el centro de gra-
vedad del tridngulo mns, la dimensién ms de la parte que tra-
baja en la seccién deberd ser igual a 3c. En el caso de una sec-
cién circular (fig. 212), si la excentricidad C4 de la carga es

mayor que 715, y el material no resiste en absoluto las fatigas de

extensién, solamente trabajard una parte de la seccién recta.
Sea la Hnea mn perpendicular a AC, el limite de dicha porcién.
La distancia b, desde el punto 4, se encontrara por las condi-
ciones siguientes: 1.2, las fatigas de compresién son proporcio-
nales a las distancias a nn; 2.2, la suma de las fuerzas internas
de compresion ligadas a la parte de seccién que trabaja debe
ser igual a la carga P, y 3.2, el momento de estas fuerzas res-
pecto a nn debe ser igual al momento Pb de la carga P, respecto
al mismo eje. Representando la fatiga maxima de compresién
POT Opay, la fatiga de compresién a una distancia y de nn serd

— YOmax
b+c

y las ecuaciones que determinan b pueden escribirse

Yomax g4 — p; Youix g4 — po,
b+4¢ b+e¢
de donde
[
" Qu’

siendo I,, = [y23dA el momento de inercia de la parte que
trabaja de la seccién respecto al eje nn, y Q,, = [yd4 el mo-
mento estatico de la parte que trabaja de la seccién con rela-
cién al mismo eje. Utilizando la ecuacién (2) puede encontrarse
facilmente la posicién de 4 para cualquier posicién dada de nn.
La misma ecuacién puede usarse también para otras formas de
seccién recta, siempre que A esté situado sobre uno de los ejes
principales . Si la carga no acttia sobre un eje principal, el pro-

1 Para el caso de secciones circulares o anulares, de gran impor-
tancia cn el cédlculo de fatigas en chimeneas, se han publicado tablas
para simplificar los cédlculos. Véase Keck, Z. Hannover, Arch u. Ing.
Ver., pag. 627, 1882. Véase también 7. D. I., pag. 1321, 1902, y la pu-
blicacion de G. Dreyer cn Die Buuicchnik, 1925,
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blema de la determinacién de la parte de seccién que trabaja es
mucho més complicado 1.

Empleando la nocién de nficleo, el cilculo de las fatigas

méximas de flexién, cuando el plano de flexién no es un plano
~ principal, puede simplificarse mucho, por ejemplo, en la figu-
ra 209; sea mm el plano axial de la viga en el que acta un mo-
mento flector M, y nn la linea neutra correspondiente, la cual
forma un é4ngulo « con el plano mm (véase pig. 159). Represen-
tando con o, la fatiga mixima en el punto més alejado ¢, y
con ¢ su distancia a la linea neutra nn, la fatiga para cualquier

otro punto situado a una distancia w de nn serd ¢ = oy, 77

el momento de todas las fuerzas ligadas a la seccibn, respecto
al eje nn, es

Omax®’ ;4 . Cmix Ln, (5)
d d

donde I, es el momento de inercia de la seccién respecto al
eje nn. El momento de las fuerzas exteriores, respecto al mismo
eje, es M sen «. Igualindolo al valor (b), se tiene

Md sen o

I ©

Omax =

Esta ecuacién puede simplificarse utilizando las propiedades
del niicleo de la seccién 3. Sea O el punto de interseccién del
plano mm con el nicleo, y r su distancia al centro de gravedad
de la secoi6én. Por las propiedades de! niicleo se deduce que una
fuerza de compresién P, aplicada en O, produce fatiga nula en
el vértice ¢; por consiguiente, la fatiga de extensién producida

en ¢ por el momento flector Pr, obrando en el plano mm, es igual 3

en valor absoluto a la fatiga de compresion constante g Sus-

1 Diversos célculos para una seccién rectangular se encuentran
en las publicaciones siguientes: Engesser, Zentralblatt d. Bauv., phgi-
na 429, 1919; K. Pohl, Der Kisenbau, pag. 211, 1918; O. Henkel,
Zentralbl. d. Bawv., pag. 447, 1918; F. K. Esling, Proc. of the Institute
of Civ. Eng., parte ITI, 1905-1906.

3 Véase R. Land, Zeitschr. f. Architektur und Ingenieur wesen, ph-

gina 291, 1897,
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titugendo Pr en lugar de M en la ecuacién (c), se obtiene

?i _ Prd sen o
A I

1

de donde
é gen o 1

I, T Ar
Sus’cituyendo este valor en la ecuacién (c), tendremos
M

Omax — E (134)

(d)

El producto Ar se denomina momento resistente de la sec-
cién correspondiente al plano mm. Esta definicién esta de acuer-
do con la definicién dada anteriormente (véase pag. 88), y
cuando la flexién acontece en un plano principal, 4r se trans-
forma en Z.

Problemas

1. Determinar el niticleo de una viga I comercial, de 60 cm. de
altura, para la que A = 145,81 ¢m.2, I, = 81523 cm.4, k, = 23,65 cm.,
I, = 1675,8 em.é, k, = 3,4 em. El ancho de las alas, b = 17,6 cm.

Respuesta : El nucleo es un rombo con diagonales iguales a 37,25 cm.
y 2,65 em.

2. Determinar el radio del nucleo de una seccién en forma de ani-
llo circular si Ry = 25 cm. y E; = 20 cm.

Respuesta: El radio del niicleo a = 10,25 cm.

3. Determinar el niticleo de una seccién en forma de triéngulo
equilétero. _

4. Determinar el ntcleo de una seccién tubular delgada de forma
cuadrada.

Solucidn: Si h es el espesor del tubo y b el lado del cuadrado, se
tiene

b?

I

<o

F4

2
= I, ~ 5 hb¥ k;=Fk

El nucleo es un cuadrado con diagonales

K 2b
d=2 - = —-
b 3

53. Cargas excéniricas en piezas esbeitas y en uno de los
planos principales.—Cuando la longitud de la pieza cargada es
muy grande comparada con las dimensiones de la seccion recta,
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como en el caso de la figura 213, la flecha 3 no puede despre-

ciarse al lado de la excentricidad e. Ei momento flector varia a
lo largo del eje de la pieza, y su valor para cualquier seccién
recta mn es

M=—P@3+e—y). (@)
La ecuacién diferencial de la elastica es, por consiguiente,
2
E'Izd—y_—_P(S—f—e-—y). (b)
da?
Empleando la notacién
P 2
H ve- —— =P (135)
drer El,
x se obtiene
d2y .
— Py =10 +e); )
da?
74 7 .
Z la solucién general de esta ecuacién es
Fia. 213

Para satisfacer a las condiciones en el empotramiento

d
@)amo = 0; (i’) ~o, (e),
=0

dx

las constantes arbitrarias de la solucién anterior deberin ser :

C,=0; C,=-—0Q e

¥ la ecuacién de la eldstica se escribira

y=@0+e(1—cospz). - 6]

Haciendo z = [ en la ecuacién (f), se obtiene

(Y)oi = & = (3 4 €) (1 — cos pl),
de donde

__e(1l— cos pl)

8 (136)

cos pl

Sustituvendo este valor de & en (f) se obtiene para la elés-

tica la ecuacion siguiente:
__e{l—cos pzx)

Y e (137)

cos pl

y=C,sen pr 4 Cycos pr+3 +e. (d)

3
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Tin el caso de una pieza corta la cantidad pl es pequeiia, y
puede escribirse con suficiente aproximacion

2]2
cos pl~ 1 S (9)
2
en el numerador de (136), y cos pl = 1 en el denominador, con
los que se obtiene

5 =P8,
2
ahora bien, utilizando la ecuacién (135),
2
§ — Pel® 3
281,

Este valor coincide con la expresién de la flecha de un vola-
dizo flexado por la accién de un par Pe aplicado en su extremo.
Cuando pl no es pequefio, la flecha no es proporcional a la
carga P, y aumenta mas rapidamente que I, como se puede
observar en la tabla siguiente, obtenida mediante la aplicacién
de la ecuacién (136):

FLECHAS PRODUCIDAS POR UNA CARGA LONGITUDINAL EXCENTRICA

Ple v, 0,1 0,5 1,0 1,5 ’§‘
. P 0,005 ¢ 0,139 ¢ 0,851 e 13,1e oC
Valor aproxi-

mado de 3. 0,005 0,139 ¢ 0,840 e 12,8 ¢ oc
sec pl....... 1,005 1,140 1,867 13,2 o
P
........... 0,004 0,101 0,405 0,911 1
PL"

En esta tabla se observard que las flechas aumentan ra-
pidamente a medida que la cantidad pl se aproxima al valor .—;
Cuando pl = g, la ecuacién (135) da
EI,r?

412
v la flecha se hace infinitamente grande. Esto muestra que una
fuerza compresora de esa magnitud producirfa una flecha grande

P=Elp*=
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y que debe esperarse una deformacién que sobrepase el punto
de fluencia del material.

El momento flector méximo acontece en el empotramiento .

'y tiene por valor

Muse=P (¢ +9) =P[e+-—————"’(1-—c°”’l)
cos pl

Una serie de valores de sec pl figura en la cuarta linea de
la tabla anterior. Puede observarse que M4, crece sin limite

] — Pesec pl.  (138)

. T: ’ .
cuando pl se aproxima a 7 Este fenémeno se analizard en el

articulo siguiente.

Aquf, sin embargo, serd conveniente repetir que en este caso

no existe proporcionalidad entre el valor de la fuerza compre-

sora y la flecha 3 que produce. Por consiguiente, el método de.

superposicién (pag. 141) no puede aplicarse. Una fuerza P, apli-
cada axialmente, produce en la barra tnicamente compresién;

x pero cuando la misma fuerza obra en pre-

modo que la deformacién resultante no pue-
e de obtenerse por simple superposicién de una

A 7~ en este caso no es aplicable el método de su-

L\,

‘_-! formaciones en la viga no modifican las dis-
¢ tancias entre las fuerzas, y que los momentos .
Fra. 214 flectores pueden calcularse sin considerar la

deformacién de la viga. En el caso de com-
presién excéntrica de una columna, las deformaciones produci- ¢
das por el par Pe cambian por completo el modo en que actus |
la carga axial, que toma una accién tanto flectora como com-
presora. En todos los casos en que la deformacién producida por,ﬁ.f’i
una carga modifica la accién de otra carga se ve que la defor-

""' o sencia de un par Pe, produce no solamente -
compresién, sino una flexién adicional; de 4

compresion axial debida a la fuerza Py una 3
flexién debida al par Pe. La razén por la que !

perposicién puede verse con facilidad si se
7 compara este problema con la flexién de una -
pieza por cargas transversales. En este ulti-
mo caso puede suponerse que pequefias de- *

TR
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macién final no puede obtenerse por el método de superposicion.
En el estudio realizado se ha supuesto que la flexién acontecia
en uno de los planos principales de la columna. Si la excentrici-
dad e no tiene el sentido de uno de los ejes principales de la
seccion, es necesario descomponer el par flector Pe en dos pares
componentes que act@en en los planos principales de la colum-
na. La deformacién en cada uno de los dos planos principales
puede estudiarse en la forma que hemos expuesto.

El estudio realizado para el caso de flexién de una columna
empotrada en un extremo puede aplicarse al caso de una pieza
comprimida excéntricamente por dos fuerzas iguales y opues-
tas P (fig. 214). Por simetria se deduce que la seccién central 4
no gira durante la flexién, y que cada mitad de la pieza de la
figura 214 est4 en las mismas condiciones que la barra de la figu-
ra 213. Por consiguiente, la flecha y el momento flector maximo
se obtienen escribiendo 5 en lugar de ! en las ecuaciones (136)
y (138). De esta forma se obtiene

e (1~ cosﬁl)
{)

§=—y (139)
co8 ol
2
Y !
M4, = Pe sec % (140)
Problemas

1. Hallar la flecha en el centro y las fatigas méximas de extensién
y compresién en una pieza comprimida excéntricamente. La seccién
de la pieza es una ) de 20 em. de altura con I, = 50 cm.%, I, = 1260
cm.*y A = 21 cm.?; su longitud es 3 m. y los extremos estén articu-
lados. La distancia de su centro de gravedad al dorso de la L) es 16 mm.
y las fuerzas compresoras P = 2.000 kg. acttian en el plano del dorso
de la | | y en su plano de simetria. _

2. Una barra de acero de 1,80 m. de larga y seccién cuadrada de
5 X 5 cm. estd comprimida excéntricamente por fuerzas P = 500 kg.
La excentricidad e estd dirigida segin una diagonal del cuadrade y
vale 2,5 cmn. Hallar la fatiga de compresién maxims suponiendo ar-
ticulados los extremos de la barra.
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3. Una barra de acero de 1,20 m. de longitud y seccién rectangu-
lar de 2,6 X 5 cm. esté comprimida por dos fuerzas P = 500 kg. apli-
cadas en los vértices de las secciones extremas. Suponiendo articulados
los extremos, encontrar la fatiga compresora méxima.

54. Carga critica.—En el articulo anterior se vi6 que la
deformacién de una columna comprimida excéntricamente au«
menta muy rapidamente cuando la cantidad pl de la ecua~

cién (136) se aproxima al valor ;_r Cuando pl es igual a 7—;, la fér-

mula (136) de la flecha y la (138) del momento flector maximo dan
valores infinitos. Para hallar el valor correspondiente de la carga

se emplea la férmula (135). Poniendo en ella p == 2%, se encuentra
_ nEEI,
cr T 412 °

Este valor depende, como se ve, solamente de las dimensio-
nes de la columna y del médulo del material, y se denomina
carga critica, o carga de Euler, debido a que Euler fué el pri-
mero que dedujo su valor en su famoso estudio de las curvas
elasticas 1. Para ver mds claramente el significado fisico de esta
carga podemos trazar diversas curvas que representan la rela-
cién existente entre la carga P y la flecha 8 dada por la ecua-
cién (136). En la figura 215 se ven curvas diversas de esta clase,

(141)

. . .6
trazadas para diversos valores de la excentricidad relativa =
2

Las abscisas de estas curvas son los valores de la relacién — mien- -

k,

., P
tras que las ordenadas son la relacién P entre la carga que ac-

cr
tua y su valor critico definido por la ecuacion (141).
Se ve por dichas curvas que las flechas & son cada vez més

pequeiias, y que las curvas se aproximan mds y mas al eje ver-

e R e T e

tical a medida que la excentricidad e disminuye. También se ve

que las flechas aumentan muy rdpidamente cuando la carga P

K

se aproxima a su valor critico (141), y todas las curvas tienem :

por asintota la linea horizontal ;—)— = 1.

cr

1 Una traduccion inglesasdo oste wabajo pucde verse en Iris, ni-

mero 58 (vol. XX, I), 1933,
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La ecuacion diferencial de la eldstica (79), usada en el estu-
dio del artfeculo anterior, se dedujo en la hipétesis de que las
deformaciones son pequefias comparadas con la longitud [ de la
columna. Por consiguiente, la férmula (136), que da la flecha 3,
no da resultados exactos cuando P se aproxima mucho a P,,.
Sin embargo, las curvas de la figura 215 indican que, indepen-

%
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Fie. 215

dientemente de lo que valga la excentricidad e, se producen
deformaciones muy grandes cuando la carga P se aproxima a
su valor erftico. Si la deformacién es grande, también lo son el
momento flector en el extremo empotrado y las fatigas corres-
pondientes.

Los experimentos realizados comprimiendo columnas mues-
tran que, por mds precauciones que se tomen para aplicar la
carga centrada, siempre existe una pequefia excentricidad acci-
dental. Debido a ello la carga P, en dichos experimentos, pro-
duce no sélo compresién, sino flexién adicional. Las curvas de
la figura 216 muestran los resultados de ensayos realizados por
investigadores diversos. Se ve que al aumentar el cuidado en la
aplicacién de la carga las curvas se aproximan més y més al eje
vertical, y que el aumento riapido de deformacién, a medida
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que la carga se aproxima a su valor critico, se manifiesta de!
modo més acusado. Las cargas P préximas al valor critico pro-:
ducen siempre deformaciones acentuadas que sobrepasan el limj.:

te eldstico del material, por lo que una columna cargada en esta,

forma pierde su utilidad préctica. Debido a esto, el valor critloot-
de la carga dado por la ecuacién (141) debe considerarse como un&;

P . :
1007 -
———
5 ———

|

80‘ —~
/[
I/

(-3

s en %o de Ocr,
O -~
o

50
40
-
3 —
o /
0.1 - Q2 §z
Fia. 216

carga de rotura. En las aplicaciones practicas la carga de segurl-
dad debe ser menor que la carga critica, y deducirse dividiend
ésta por un cierto coeficiente de seguridad. Un estudio més dete<
nido de esta cuestién puede verse en los dos articulos s1gmentes~

Hasta ahora se ha considerado una columna empotrada '_f
un extremo y libre en el otro. En el caso de una pieza con los
dos extremos articulados (fig. 214), pueden obtenerse conclu«
siones parecidas.

Las ecuaciones (139) y (140) dan valores infinitos cua.nd

pl_=
2 2 ;
Sustituyendo en vez de p el valor de la expresion (135) se obti
n2ll
P or — 12 ') (1

SR B

FLEXION ACOMPANADA DE TENSION O COMPRESION 241

valor de la carga critica para una barra con extremos articu-
lados.

En el caso de compresién de columnas con los extremos
empotrados, la elastica toma la forma indicada en la figura 217.
Puede considerarse dividida en cuatro trozos, andlogos cada uno
de ellos a la elastica obtenida para una columna empotrada en
un extremo y libre en el otro. El valor critico de la

. l
carga se encuentra, en este caso, poniendo oo lugar

de ! en la ecuacién (141); se obtiene
P, =—"= (143)

Este valor es la carga critica para una columna
con los extremos empotrados.

Debe notarse que al obtener la ecuacién (136) se
supuso que la excentricidad acontecia en la direccién
del eje y, y la flexién en el plano zy. Si la excentrici-
dad acontece en direccién del eje z, se obtienen férmulas anélo-
gas. La flexién se presenta entonces en el plano zz, y para cal-
cular las flechas debe sustituirse I, por I, en la ecuacién (136).
Si no se hace ninguna presuncién sobre la aplicacién central de
la carga, y la flexién acontece como resultado de una excentri-
cidad accidental, debemos considerar deformaciones en ambos
planos principales zy y 2z, y al calcular el valor critico de la car-
ga, usar el menor de los dos momentos principales de inercia en
las ecuaciones (141), (142) y (143). En lo sucesivo supondremos
que /, es el menor de los momentos principales de inercia, y k, e
radio de giro correspondiente.

Para el calculo de flechas es ventajoso, a veces, emplear fér-
mulas aproximadas en lugar de las exactas (136) y (138). Se vi6
en el articulo anterior que para cargas pequefias, es decir, pl

1
me
nor que -,

macién por la expresién

la flecha puede calcularse con suficiente aproxi-

_ Pel?
QEI,
donde se ha despreciado la influencia de la fuerza axial en

RESISTENCIA DE MATLRIALES, — T, I 16
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la flexién, y sélo se ha considerado el momento flector cons-
tante Pe.

Para cargas mayores, la ecuacién (a) no es suficientemente
aproximada y debe considerarse la influencia de la fuerza com-
presora sobre la flexién. Esta influencia depende principalmente

., P L
de la relacién Y la flecha puede obtenerse con aproximacién
°r .

aceptable por la férmula
S Pel? 1

Toml, [P ()
P

op

Tas flechas calculadas por esta {érmula figuran en la tercera
linea de la tabla de la pagina 235. Comparando los valores que
en ella figuran con los de la segunda linea se ve que la férmula (b)
es suficientemente aproximada hasta para valores de la carga
préximos al valor critico.

Para una pieza con los extremos articulados la formula apro-
ximada, ansloga a la (b), es?

_ Pel? 1
8EI, _1
ey

Fl primer factor del segundo miembro es la flecha producida
por los pares Pe, aplicados en los extremos. El segundo factor
representa el efecto en la flecha de la fuerza longitudinal com-

presora P.

La ecuacién (c) se utiliza frecuentemente para determinar
de modo experimental la carga critica correspondiente a una
columna. Si los resultados de los experimentos se representan

graficamente mediante una curva andloga a una de las de la

figura 216, la asintota horizontal de dicha curva determina P,,.
Esta operacién no puede realizarse con aproximacién suficiente,

la curva no vuelve ripidamente, de modo brusco, al aproxi-

7 () :

¥

especialmente si la excentricidad accidental no es pequefia y

1 [sta solucién aproximada fué dada por el profesor J. Perry.

Véase lngineer, diciembre, 10 y 24, 1886.
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marse a la asintota horizontal. Mediante la ecuacién (c), puede
determinarse P, de modo mas satisfuctorio. Dividiendo dicha

P .
ecuacién por ——, se obtiene %
PCT )
S.op . 1
P or T 8 I £_
Pcr
y R .
em
.1_) P, ,—8= —8-
Esta ecuacién muestra qué si referi- l_% g
mos la dependencia de ;—5 a la flecha 3, Fic. 218

medida durante el ensayo, mediante ejes rectangulares, se ob-
ticne una serie de puntos en linea recta (figura 218). Esta linea
. . 3 . . en?
corta al eje horizontal (1—3 = O) a la distancia % desde el ori-
gen y la inversa de la pendiente de la linea da la carga critica 1.
55. Fatiga critica. Proyecto de columnas.—Consideremos el
caso de una columna con los extremos articulados. La fatiga
critica se obtiene dividiendo la carga critica dada por la ecua-
cién (142) por el area de la seccién recta A. De este modo se
obtiene

P, =*E
O = = o
4 (1 )z (144)
\k,
Se ve que para un material dado el valor de la fatiga ecri-
tica depende del que toma la relacion El«, denominada esbel-

tez. En la figura 219, la curva ACB representa 2 la relacion

entre o

l
o Y i para un acero cuyo médulo £ vale 2 x 108
F4

kg./em.2. La curva queda perfectamente definida por el valor

! Este método, ideado por R. V. Southwell (Proc. Roy. Soc.
London, serie A, vol. 185, pag. 601, 1932), ha dado buenos resultados
practicos y se utiliza con profusién en los ensayos de columnas.

? Esta curva se denomina algunas veces curva de Huler, por de.
ducirse de la férmula de Euler para la carga critica.
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del médulo de elasticidad del material y es independiente de la
fatiga de rotura. Para valores elevados de la esbeltez ’;l, la
z

fatiga critica es reducida, lo que indica que una columna muy
esbelta pandea y pierde su resistencia para una fatiga de com-
presién muy pequefia. Esta contingencia no puede obviarse em-

S8
@.
28007
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pleando un acero de alta resistencia, puesto que el méduio de :
elasticidad del acero no varia mucho con su composicién y los
tratamientos térmicos y permanece practicamente constante.
La columna puede robustecerse aumentando el momento de
inercia I, y el radio de giro k,, lo que se realiza sin aumentar el :
4rea de la seccién, colocando el material tan lejos como sea po-
sible del eje. Por esta razén, las formas tubulares son mas eco-
némicas como columnas que las secciones macizas. A medida
que la esbeltez disminuye, la fatiga critica aumenta y la curva -
ACB se aproxima asintGticamente al eje vertical. Sin embar- :
go, existe un cierto limite en el empleo de la curva de Euler. :
La expresién de la carga critica se ha obtenido utilizando la .
ecuacién diferencial (79) para la eldstica, lo que supone que el ¢
material es perfectamente elistico y sigue la ley de Hooke 5
(véase articulo 31). Por consiguiente, la curva ACB de la figu- .’
ra 219 da solamente resultados satisfactorios para piezas es-v;
peltas en las que o, permanece inferior al limite elastico del-

material. Para aquellas columnas en las que g, obtenida por;
la ecuacién (144) es mayor que el limite de proporcionslidad ;
del material, la curva de Euler no da resultado satisfactorio y -

.

5
&

25T el
3 A e
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debe recurrirse a la via experimental para estudiar el pandeo
de columnas comprimidas mas alld del limite de proporciona-
lidad. Estos experimentos realizados con columnas de materia-
les que, como el acero, tienen un acusado punto de fluencia,
muestran que la columna pierde su estabilidad y pandea cuan-
do la fatiga compresora alcanza el valor de la fatiga de fluencia.

3100 Punto de_flyencia: e
. =
26800 \‘6
\
2100 %;
~ )
=2x 10 Kg fem 2
& E N
/400
700
[/
0 10 20 30 40 S0 6;’ 70 80 90 100 410 [(20
%
Froe. 220

En la figura 220 se dan algunos resultados experimentales. El
material es un acero corriente con acusado punto de fluencia a

op = 3.100 kg./cm.2, Se ve que para columnas de gran esbeltez
[

(E > 80) , el valor que el ensayo da para la fatiga critica coinci-
z
de satisfactoriamente con la curva de Euler, mientras que para
columnas cortas permanece practicamente independiente de la
l .
esheltez pyes igual a la fatiga de fluencia.
. :

En el caso de un acero corriente con poco carbono el punto
de fluencia no se presenta tan acusado como en el caso anterior
y acontece para una fatiga mucho menor. Para un acero de
este tipo se puede tomar oy = 2.400 kg./cm.2. El limite de pro-
porcionalidad es mucho méas bajo, por lo que la curva de Euler
es valida solamente para esbelteces iguales o superiores a 100,
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a la que corresponde una o, = 2.000 kg./em.2. Para fatigas mis

elevadas, es decir, para i << 100, el material no sigue la ley de .

k,
Hooke y la curva de Euler no puede usarse. Se acostumbra a
reemplazar la regidn ineléstica por dos lineas rectas A By BC, tal

como indica la figura 221. La linea horizontal A B corresponde a

2 ””vl fotiga crilica 8 \\(2
[~ N
\*4
C?Q_
Oer :". Vel - :Q’/
1406 9 oo X
,‘ﬁoéov ° 35, = 5
L~ \p
- ._.Qsﬁ;r!sag&—"}/>‘\\
» se yr[' g \
O 20 4o 6o 86 Joo 20 oK
Fia. 221

la fatiga de fluencia, y la linea inclinada BC corresponde a fatigas

entre el limite de proporcionalidad y el de fluencia del material.

Construfdo el diagrama A BCD de la figura 221 para el acero ;
de que estd formada una columna, puede obtenerse facilmente _;.
la fatiga critica correspondiente a dimensiones cualesquiera en
la seccién recta. Basta calcular en cada caso el valor de la -

l ; ,
esbeltez - y tomar la ordenada correspondiente de la curva. -

k,
Para obtener la fatiga de trabajo debe dividirse la fatiga critica

por un coeficiente de seguridad apropiado. Al escoger este fac-
tor, debe tenerse en cuenta que a medida que la esbeltez au- .-
menta tienden a aumentar las imperfecciones, tales como la

curvatura inicial de la columna. Parece 16gico, por consiguiente,

introducir un coeficiente de seguridad variable, que aumente ..
con la esbeltez. En algunas instrucciones, el coeficiente de se-

guridad aumenta desde 1,7 para l— == 0 a 3,5 para i = 100.

k, k,

Varia en forma tal, que la fatiga de trabajo en la zona pléstica

sigue una ley parabélica. Para i > 100, el coeficiente de segu-

ke

FLEXION ACOMPANADA DE TENSION O COMPRESION 247

ridad se toma constante e igual a 3,5 y la fatiga de trabajo se
deduce de la curva de Euler. En la figura 221 se ven las curvas
correspondientes a la fatiga de trabajo y al coeficiente de segu-
ridad como funciones de la esbeltez para un acero corriente.

En el andlisis realizado se ha supuesto la columna articulada
en sus extremos. Este caso se denomina algunas veces caso fun-

damental de pandeo, por ser el mas frecuente al proyectar las =

barras comprimidas de las estructuras con nudos articulados.
Las fatigas de trabajo establecidas por el diagrama de la figu-
ra 221, para el caso fundamental, pueden utilizarse en otros,
con tal de que se tome en lugar de la longitud real de la colum-
na una longitud reducida, cuyo valor depende de las condicio-
nes en los extremos de la columna. Considerando, por ejemplo,
el caso de una columna con un extremo empotrado y el otro
libre, y también la columna con los dos extremos empotrados,
las férmulas para la carga critica pueden ponerse, respectiva-
mente, en la forma

_ m2El, P w2ET,

er (2l)2 y cr (‘;l)z *

Comparando estas férmulas con la ecuacién (142) del caso
fundamental, se deduce que para el proyecto de una columna .
con un extremo empotrado y el otro libre debe tomarse una lon-
gitud doble de la real de la columna al ir a utilizar el diagrama,
de la figura 221. En el caso de una columna con ambos extremos
empotrados, la longitud reducida es igual a la mitad de la lon-
gitud real.

La eleccién de las dimensiones apropiadas de la seccién de
una columna se hace generalmente por tanteos. Dada la carga P
que acttia sobre la columna, se dan, por comparacién, dimen-

. . l .
siones a la secciéon recta y se calculan %, y j, bara estas di-
z

mensiones. Por el diagrama de la figura 221 se obtiene el valor
de la fatiga de trabajo, y multiplicando este valor por el 4rea
de la seccién recta, se obtiene la carga de trabajo para la co-
lumna. Si esta carga es algo menor o mayor que P, la seccién
escogida es valida. Kn caso contrario, se hace un nuevo tanteo.
Para columnas empotradas, se considera til toda la seccién



248 RESISTENCIA DE MATERIALES

para el cdlculo de %,, puesto que los agujeros de roblonado na
afectan de modo apreciable a la carga critica. Sin embargo, para
calcular la carga de trabajo de la columna debe multiplicarse la
fatiga de trabajo por el drea neta de la seccién, a fin de tener
mayor seguridad de que no se presentaran fatigas excesivas,

Problemas

1. TUna barra de acero de seccién rectangular de 2,5 X 5 ecm., con
los extremos articulados, estdé comprimida axialmente. Determinar la

longitud minima para la que la ecuacién (144) que da la fatiga critica -

‘pueda aplicarse. El limite de proporcionalidad del material es 2.000
kg.Jem.? y E = 2 X 10® kg./em.2. Determinar el valor de la fatiga cri-
tica si la longitud de la pieza es 1,60 m.

2. Resolver el problema anterior suponiendo una barra circular
'de 2,56 em. de didmetro con los extremos empotrados.

3. Determinar la carga critica para una I de 1,80 m. de longitud

y 15 cm. de altura, suponiendo articulados los extremos. I , = 70 cm. 4,

I, = 850 em.* y A = 22,50 cm.2 Determinar la carga de trabajo por -

la curva de la figura 221.

4. Resolver el problema anterior suponiendo empotrados los ex-
tremos de la columna.

5. Calcular, mediante la figura 221, la carga de trabajo de una

——a columna formada por dos vigas en I de la misma sec- -
= cién que la del problema 3 (fig. 222). La longitud de -

r———J la columna es 3 m. y los extremos estén articulados.
’;’Jh Se supone que los elementos de enlace son lo suficien-
m]

.[-/o ¢

juntas como una sola pieza.

temente rigidos para que las dos vigas en I trabajen

Fia, 222 6. Resolver ol problema anterior suponiendo em- ..

potrados los extremos de la columna.

7. Una columna de 3 m. de longitud, con los extremos articula-
dos, est4 formada por dos [] de 20 cm., que tienen I, = 50 cm.4,
I, = 1260 cm.t y A = 21 cm.? La distancia del centro de gravedad
de cada una, a su dorso, es ¢ = 14,5 mm.

Hallar la carga de trabajo de la columna si la separaci6én entre las
espaldas de las | | es 10 cm.

8. Determinar las dimensiones de una pieza de acero de sec-
cién cuadrada y longitud igual & 1,80 m. comprimida por la carga
P = 20.000 kg. Los extremos estdn articulados. Usese la figura 221.

9. Resolver el problema anterior suponiendo que los extremos

de la barra estdn empotrados. Usese la figura 221,

56. Proyecto de coiumnas por el método de las inexactitudes -
supuestas.—En el articulo anterior la carga de trabajo de una
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columna se dedujo dividiendo la carga critica por un coeficiente
de seguridad apropiado. El punto débil de este método es pre-
cisamente el modo arbitrario, en parte, de elegir el coeficiente
de seguridad que, como hemos visto, varia con la esbeltez.
Para hacer més racional el proyecto de columnas, se ha ideado
otro método basado en supuestas inexactitudes 1. Sobre los re-
sultados experimentales conocidos se puede adjudicar un cierto
valor a la excentricidad inevitable e con que se aplica la fuerza
compresora P. Por consiguiente, empleando estos valores en las
férmulas del articulo 53, se puede calcular el valor P, de la
carga para el que la fatiga compresora maxima en la columna
alcanza la fatiga de fluencia del material. La carga de trabajo
se obtiene a continuacién dividiendo Py, por un factor de se-
guridad apropiado. Es decir, en lugar de utilizar la carga cri-
tica, que equivale a la carga de rotura, se utiliza la carga para
la que la fluencia comienza como punto de partida para el calcu-
lo de la carga de trabajo.

Este método de proyectar columnas se simplifica utilizando
diagramas cuyo trazado daremos a continuacién. Sea el caso de
una columna con los extremos articulados (fig. 214). El momen-
to flector méximo se obtiene por la ecuacién (140) y la fatiga
de compresién maxima es

P Pe [P
o= LT — . )
Omix =g T 7 %0 BT 3 )
El primer término del segundo miembro es la fatiga directa
y el segundo la fatiga de méxima compresién por flexién. La
carga para la que comienza la fluencia se obtiene poniendo
oy, en vez de oy, en la ecuacién (a). Se tiene

_ PFl ‘ e l P_p; b
GFI—Z- l+;sec-2—lgz“ EZ) ()
r == ‘% representa el radio del ntcleo (véase pdg. 232) y
I . . .. . Pp -
k, = 71’ el radio de giro minimo. La cantidad — ¢s la fatiga

! Véase la publicacién de D. H. Young, Proccedings Am. Soc, Civi]
&nyg., diciembre, 1934,
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compresora media cuando comienza la fluencia. Representando
esta latiga por o, se obtiene

O'pl=60(1 +;SGCL CE.E)' ' (G)

En esta ecuacién, dado un valor para la excentricidad re-

lativa E, puede calcularse facilmente o, para cualquier valor de 2
r

la esbeltez ]—l Los resultados obtenidos para un acero corriente -
CZ

de oz, = 2.500 kg./cm.? estan representados por las curvas de la
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figura 223. Mediante estas curvas se calculan facilmente la fa,ti-é
ga media o, y la carga compresora Py = Ao, para la que co—r\
mienza la fluencia, dados ; y kl;-

Dividiendo Pj, por el coeficiente de seguridad, se obtiene‘:‘
la carga de trabajo.

En el estudio realizado se ha supuesto que en la column&;
se presentaba una inexactitud inevitable bajo la forma de ex?-
centricidad de la ecarga. De modo anélogo estudiariamos el cas
de inexactitudes debidas a una curvatura inicial de la colu
desde la forma rectal, Representando la flecha méxima d‘},

1 La forma inicial del eje de la columna sucle suponerse ser
semionda de forma sinusoidal. -
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eje de la columna por @ y estudiando o, como fuancién de Ia re-

SN l . .
lacién P de la esbeltez T obtendriamos unas curvas anslogas
2

a las de la figura 223.

En la prictica se da la flecha inicial a por una relacién con
la longitud I de la columna. Los resultados obtenidos para tres

valores diferentes de la relacién ! % Y para ¢y, = 2.500 kg./cm.2

correspondientes a una seccién en I se ven en la figura 224,
Para columnas muy cortas, las tres curvas dan o, = 2.500
kg./em.2. Para columnas muy esbeltas, los valores dados por las
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curvas se aproximan a los de la curva de Euler. Utilizando una
de las curvas y dividiendo el valor o, correspondiente por un coe-
ficiente de seguridad, por ejemplo, 2, se obtiene el valor de la fa-
tiga media de trabajo. La ventaja de este método es el empleo
de un coeficiente de seguridad constante, en tanto que el au-
mento de inexactitudes con la longitud de la columna I se tiene
en cuenta ficilmente suponiendo que la excentricidad es pro-
porcional a ella. Sin embargo, el valor de las inexactitudes debe
hacerse depender de los datos experimentales existentes.

57. Férmulas empiricas para el proyecto de columnas.—
En los dos métodos descritos para el cileulo de columnas es ne-

. . l l
t  Corrientemente se toma entre los limites —— =_° .
ma entre los limites 4005071.000
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cesario tomar arbitrariamente o el coeficiente de trabajo (figu- :
ra 221) o las inexactitudes inevitables (figs. 223 y 224). Estag
cantidades no pueden elegirse de modo apropiado mas que mul- *
uplicando los ensayos de laboratorio. En tales circunstancias, :

es natural que muchos ingenieros prefieran el uso de fé6rmulas-

smpiricas que representen el resultado de tales experimentos.
Este procedimiento es legitimo siempre que la aplicacién de las :
férmulas se mantenga entre los limites para los que ha sido es- ;

tablecida y para los que ha recogido la informacién experimental. .
Cando sea necesario extrapolar dichos limites, deberan modi- ;
ficarse las férmulas de acuerdo con las nuevas condiciones. Para
ello son de importancia capital las consideraciones teéricas.

Una de las formulas empiricas més antiguas se debe a Tred-
gold L. Ha sido adoptada por Gordon, para representar los re-:

sultados de los ensayos de Hodgkinson y su forma final se debe :1
a Rankine. La fatiga compresora media de trabajo dada por
la féormula de Rankine es ;

a
;==

donde a es una fatiga y b un factor numérico, constantes para:
un material dado. Eligiendo de modo apropiado estas cons-’
tantes, la férmula da resultados satisfactorios entre ciertos”
limites. .
El Instituto Americano para la Construccién en Acero, en‘
sus instrucciones de 1928, da para la fatiga de trabajo en unai

columna 3
6= __1_8%— libras/pulg.? (b))

LB ‘

* 18000 12

para lﬁ > 60. Para columnas cortas s, se toma igual a 15. 000
libras por pulgada cuadrada.

La Asociaciéon Americana de Ingenieros de Ferrocarriles

1 Para conocer la historia de la férmula véase E. H. Salmon, O ’
lumns, London, 1921. Véase también Todhunter y Pearson, Hwtory .
the Theory of Flasthty, vol. 1, pag. 105, Cambridge, 1886. i
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la férmula lineal, adoptada también por los constructbres de
Chicago y Nueva York, cuya férmula es

5, = 16.000 — 70 l - libras/pulg.2. {¢)
r

/
Se emplea para 30 < < 120 para piezas principales y
l . ‘ .
hasta Y 150 para piezas secundarias. Para valores de kl me-
z z
nores que 30 que toma o, = 14.000 libras/pulgada2.
La férmula parabélica propuesta por Ostenfeld ! se usa tam-
bién algunas veces. Da la fatiga critica de compresién en la
forma

6., =a—1Db (14)2. (d)

(%

Las constantes a y b dependen de las propiedades mecanicas
del material. Para el acero corriente, la ecuacién (4) toma a
veces la forma

. = 2.650 — 0,09 (1) - kg.jem 2. ©
s

Esta expresién representa una pardbola que es tangente a la

curva de Euler en kg = 122,5y toma el valor ¢,, = 2.650 kg./cm.2

para columnas cortas. El coeficiente de seguridad varia de 2,5 a 3.

v Zeitschr. Véase Deutsch Ing., vol. 42, pig. 1462, 1898. Véase
también C. E. Fuller y W. A. Johnston, Applced Mechwmos, vol. 2,
pagina 359, 1919.



CAPITULO IX
TORSION Y FLEXION COMBINADA CON TORSION

58. Torsién de un eje ecircular.—Consideremos un eje (.:i_r-
cular empotrado en el extremo superior y sometido a la a,0016n£
de un par aplicado en el extremo inferior (fig. 225). Puede com- ;

et T

F1c. 225 :
probarse mediante medidas hechas en su superficie que las sec’:
ciones circulares del eje permanecen circulares durante la tf)r-;
si6n y que sus didmetros y las distancias entre ellos no cambml}f
con tal que el angulo de torsién sea pequefio. ;

Un disco aislado del eje, tal como indica la figura 225 (b), es
tara en el estado de equilibrio elastico siguiente. La, secc.ic’)n ln*
ferior habra girado respecto a la superior un éngulo deo, siendo
la rotacién de la seccién mn respecto al extremo empotrad
Un elemento abed de la superficie lateral del disco de lados ve
ticales antes de la deformacién toma la forma indicada en

P
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fioura 225 (b). Las longitudes de los iados son esencialmente las
mismas y solamente han variado los dngulos. El elemento es-
tard sometido a fatiga cortante pura (véase articulo 16) y la
magnitud de la distorsién angular dada por el tridngulo infini-
tesimal cac’ es

’

cc

’

ac
. d . .
Donde c’c es el arco de radio 3 correspondiente a la diferen-

cia dg de los d4ngulos de rotacién de las dos secciones adyacen-
tes. Tendremos
y=1%, (0
2 dv
Para un eje sometido a torsién por la accién de un momento
en su extremo el d4ngulo de torsién es proporcional a la longitud

y la cantidad :‘% es constante y representa el 4ngulo de giro por

unidad de longitud de eje. La representaremos por 6. Sustitu-
yendo en (a),

y = % od. (145)

Las fatigas cortantes que acttan en los lados del elemento y
producen la distorsién anterior tienen las direcciones conocidas.
Su magnitud por la ecuacién (40) es

1=§GM. (146)

Para estudiar el estado de fatiga en el interior del eje se su-
pondrd que no solamente no se distorsionan los circulos peri-
metrales de las secciones rectas del eje, sino también que las
secciones, en su totalidad, permanecen planas y giran como si
fuesen absolutamente rigidas, es decir, todo diametro de la sec-
cién recta permanece recto y gira el mismo éngulo. Los ensayos
de ejes circulares a torsién muestran que la hipétesis admitida
est4 completamente de acuerdo con los resultados experimenta-
les. Establecido esto, el an4lisis efectuado en el elemento abed de
la superficie del eje —fig. 225 (b)— serd v4lido para un elemen-
to similar de la superficie de un cilindro interno, cuyo radio #



256 RESISTENCIA DE MATERIALES

reemplace a g —fig. 225 (c)—. El grueso del elemento en direc-

cién radial se considera infinitesimal.

Tales elementos estdn también en estado de fatiga cortante.f"’

pura y la fatiga cortante en sus lados es

5, = Grf, ()

lo que demuestra que la fatiga cortante varfa proporcionalmente
a la distancia r desde el centro del eje. La figura 226 muestra :

esta distribucién de fatigas. La fatiga méxima se presenta en la®
superficie extcrior del eje. Para un material ductil, el perfodo
~ plastico comienza en esta superficie. Para un‘

t @ material menos resistente al esfuerzo cortan-’
Elw. te en sentido longitudinal que en el transver-"
‘ sal, por ejemplo, un drbol de madera con las:

Fia. 226

actGien en las secciones axiales y aparecerin en la superficie del’
arbol en direccién longitudinal. En el caso de un material menos:
resistente a extensién que a esfuerzo cortante, por ejemplo, un:
arbol circular de fundicién o una pieza cilindrica de yeso, apa-;
recerd una fisura a lo largo de una hélice inclinada a 45° con el
eje (fig. 227). La explicacién es sencilla. Recordemos que el es-.
tado cortante puro es equivalente a una extensién en :
una direccién y a una compresién igual en direccién
perpendicular (véase fig. 41). Un elemento rectangu-
lar tomado de la superficie exterior del 4rbol sometido
a torsién con lados a 45° con el eje estard sometido a

5

=

las fatigas que se ven en la fign-a 227. Las fatigas de ,

extension mostradas producen la fisura en hélice men-
cionada.

Veamos ahora las relaciones existentes entre el mo- g, 227
mento torsor aplicado M, y les fatigas que produce.

Para el equilibrio de la porcién de eje comprendida entre
extremo donde se ha aplicado el momento torsor y la seccié”
ideal mn es necesario que las fatigas distribuidas en la secci .
recta sean estaticamente equivalentes a un par igual y opues
al de torsién M,.

fibras paralelas a su eje, las primeras fisuras:
se producirdn por esfuerzos cortantes que’

{

P

S S e, e
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Por cada elemento de 4rea 44 —fig. 225 (c)—, la fuerza cor-
tante es t,dA4. El momento de esta fuerza respecto al eje del
arbol serd (t,dA)r = GOr2dA (utilizando 1a ecuacién b). El mo-
mento total M, respecto al eje del 4rbol es Ia suma, extendida
al drea total de la seccién recta, de los momentos de cada fuerza
elemental, es decir,

0o R

a
r--2- r=
M, = f G6r°d4 = G f r°dd = GO, (c)
r=0 r=0

Donde I, es el momento polar de inercia de la seecién circu-

lar. Segiin el apéndice, para un cfreulo de didmetro d, 1, = md*

4 X
M, =G d!
32
“7
M, 32
0 == ——t X — = *t.
¢ " md " al, (147)

Vemos que 6, el ingulo de torsién por unidad de longitud
de eje, varfa proporcionalmente al momento aplicado e inver-
samente al médulo @ y a la cuarta potencia del didmetro. Si el
érbol tiene una longitud 7, el dngulo total de torsién serd

7]
Gl,

Esta ecuacién se utiliza en las comprobaciones fisicas de la
teorfa y ha sido verificada por numerosisimos experimentos que
han dado veracidad a la hip6tesis de partida. Se hace notar que
los experimentos de torsién son los cominmente usados para
dfaterminar los médulos de los materiales a esfuerzo cortante,
Si se mide el 4ngulo de torsién producido en un 4rbol dado por
un momento torsor conocido, el valor de @ puede calcularse
fécilmente utilizando la ecuacién (148).

Llevando el valor de 6 de la ecuacién (147) a la ecuacién (146)
se obtiene una ecuacién que da la maxima fatiga cortante en la
torsién de arboles circulares:

() =0l = (148)

Omix = —— == —— — (149)

RESISTENCIA DE MATERIALES, — T.1 17
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Esta expresién indica que la fatiga es proporcional al mo..

mento torsor e inversamente proporcional al cubo del didmetio -
del 4rbol. En las aplicaciones practicas el didmetro del arbol‘
debe calcularse conocida la potencia H en CV. que debe tra,ns-.
mitir. Dado H, el momento torsor se obtiene en kg. cm. por la~

bien conocida ecuacién B

K

27n -

M, x 5= B 75 x 100 (150)

en la que n representa el ntimero de revoluciones por minuto
del érbol. Despejando M, en la ecuacién (150) y sustltuyendolo
en la (149), se obtiene

3 'z
d="71% V H . cm.. (151)‘;
NTmax
Tomando, por ejemplo, como fatiga cortante de trabajo el
valor 7, = 800 kg./cm.? se tiene
3/
d=1,80 VH X
Problemas i }

1. Determinar ol didmetro d del érbol de una méquina de 200 CV.,;
cuya velocidad es n = 120 r. p. m., siendo la fatiga de trabajo 7, = 210
kg./em.3.

Respuesta :

3/ 500 .
200 P
d = 71,7 ‘/ m—x—m == 14,2 em. x,

2. Determinar la potencia en CV. transmitida por un érbol si_;%
d=15cm, n=120r. p. m., G =8 X 10° kg./em.3 y el é.ngulo de.

torsién medido «ntre dos secciones rectas distantes 7,6 m. es 1—5 dm

radian.
Solucién: De la ecuacién (148),
TdieG _mx 15 8100
32T T 73 16 X 7,5 x 100"

La potencia transmitida, deducida de la ecuacién (150), es

M, x2mn X 154 X 8 X108 X 2 X 120 3
- - = 591,6.
60 X 756X 100 32 x 15 x 7,56 x 100 X 60 X 75 x 100
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3. Un éarbol de didmetro d = 9 cm. hace 45 r. p. m. Determinar
la potencia transmitida si la méxima fatiga cortante es 320 kg./em.2.
4. Un érbol de acero (G = 8 x 105 kg./em.3) tiene un tamafio
tal que la méxima fatiga cortante es 1.000 kg./em.? para un angulo de

torsién de 90°, Determinar la relacién £

d
Respuesta:

l
—(i = 628.

5. Un eje de acero con los extremos empotrados (fig. 228) est4 so-
metido a la accién de un momento torsor M,, aplicado en una seccién
intermedia mn. Determinar el éngulo de torsién dada la fatiga de tra-
bajo .

Solucion : Para los dos trozos del eje el 4ngulo de torsién ha de ser
igual, por consiguiente, ecuacidn (148), los momentos torsores seran

:
=

Fre. 228 | Fie. 229
inversamente proporecionales a las longitudes de los trozos. 8i a > b,
el mayor momento torsor es el de la parte derecha del arbol y su valor

M.
a—+ b

en la ecuacién (149), se obtiene el siguiente valor para d:

d— f 16aM,_
(@a+0bjmry”
Puede obtenerse ahora el angulo de torsién utilizando la ecua-
cion (148).
6. Las poleas I, Il y IIT transmiten 500 CV., 200 CV, y 300 CV.,
respectivamente (fig. 229). Encontrar la relacién de los didmetros
dy ¥ dy, para que la fatiga méxima sea la misma en las dos partes del
arbol. Encontrar la rclacién de los dngulos de torsién on las dos partes.
Solucién : Los momentos de torsién en las dos partes estén en ia
relaciéon 5: 3. Si queremos tener la misma fatiga maxima, se deduce
usando la ecuacion (149), quo

@1: l;:’
3

Los éngulos de torsién por ]dS ecuaciones (148) y (119) estarén en
la relacién

cs

Sustituyendo este valor como momento torsor Y T POT Tpgx

. _h/3
‘“"”‘[JB'
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7. Suponiendo que el eje del problema anterior tiene una seo-
cién constante y gira a 200 r. p. m., hallar su didmetro para que :
t, = 480 kg./cm.%. Hallar el angulo de torsién de cada trozo del eje, si -
G = 8 X 10 kg.fem.2 y I, = I, == 1,20 m.

8. Determinar la longitud de un érbol de acero de 5 cm. de dié-
metro (@ = 8 X 105 kg./em.?), si la fatiga méaxima es 1.000 kg./em.3, -
cuando el 4ngulo de torsién es 6°.

Respuestu:

1 = 209 cm.

9. Determinar el didmetro a partir del cual el édngulo de torsién :
del arbol, y no la fatiga maxima, es el factor de control al proyect.ar,
si @ =8 x 10° kg./em.% T, = 210 kg.jem.3, y el dngulo de torsién :

o

N
maximo admisible 3 por m.
Solucwin; Eliminando M, entre las ecuaciones

16 My _ o0 32M, n -
P Grdd — 180 X 4 X 100 i

se obtiene d = 12 c¢m.; para d < 12 cm., el dngulo de torsién es el fao-
tor de control al proyectar.
10. Determinar el momento torsor x

4 M} M ,
Qam ATy en cada trozo de un érbol con los extre- -,

f i

4 Yl S mos empotrados sobre el que actan.;
Z=0Q == b ——==-C~F 105 momentos torsores M; y M; apli- i
7 l .. cados en dos secciones intermedias (fi-
Fic. 230 . gura 230). '

Solucién: Calculando los momentos }
torsores producidos en cada porcién del eje por cada uno de los mo-':g
mentos M, y M| (ver el problema §) y sumando estos momentos, se.|
obtiene :
Mi(b+0)+Mjc  Mja—Mic {a+ Mi@+b)
! T l
11. Determinar los didmetros y los 4ngulos de torsion de los drboles
del problema 6 8i n = 120 r. p. m., T3¢ = 210 kg.fem.?, ;= 1,80 m.,,
lz = 1,20 m., ,

59. Torsién de arboles huecos.—En el anélisis de la torsién
de 4rboles macizos se ha visto (véase figura 226) que solamente.
el material situado en la superficie exterior del eje estd sometidoi;‘.
a una fatiga igual al coeficiente de trabajo. El material restante
trabajara a una fatiga més baja, y en los casos en que la reduofi:
¢i6n de peso tiene gran importancia, como, por ejemplo, en IOQ
ejes propulsores de un avién, es conveniente usar drboles huejqf'
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cos. Para analizar la torsién, en este caso, se hacen las mismas
hipétesis que en el caso de los drboles macizos. La expresién
general de la fatiga cortante vendrd dada por la ecuacién (b) -
del articulo anterior. Al calcular los momentos de las fatigas

. . d
cortantes, el radio  lo haremos variar desde el valor ~21, que es

. . .. . d .
el radio de la circunferencia interior, al valor 5 que tiene en

la. periferia. La ecuacién (c) del pirrafo anterior se reemplazara
por la ecuacién siguiente:

;4
Gef 12d4d =M, = GoOI,,
e,

donde I, = 3—7; (d* —d;) es el momento polar de inercia de las

seccidon anular. Por tanto,
32 M, d

0= "t i 152
nd—dhG G, (152)

y el &ngulo de torsién sera

Ml
£ p—y Ol = - ¢ 153
(e) GI,, ( )
- o 16 M, d
max — T 7T Oy T, T .
~d3 (1_(1) 21, (154)
d* .

Vemos por las ecuaciones (153) y (154) que si, por ejemplo,
se toma d, = %d, el dngulo de torsi6n y la fatiga maxima,

comparados con las mismas cantidades para un arbol macizo
de didmetro d, vienen aumentados aproximadamente en un
6 por 100, mientras que la reduccién en el peso del arbol sera
de un 25 por 100,

Problemas

1. Un eje hueco de acero, de 25 cm. de didmetro sxterior y 15 cm.
de interior, gira a 1.000 r. p. m. ;Qué potencia en CV. transmite, si
Tmax = 040 kg./em.3?

2. Hallar el momento torsor que puede aplicarse a un eje circu-
lar hueco si d = 15 cm., d; = 10 em. y 7, = 640 kg./em.2,
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3. El eje propulsor de un barco es hueco; transmite 8.000 CV g, %

od
100 r. p. m., con una fatiga de trabajo T, = 320 kg./cm.2, Si ‘-i—l = 2,

encontrar d.

Solucion :

8.000 X 60 x 75 X 100
M= 27 x 100

La ecuaci6én (154) da para este caso:

16 16 M,
Tuwgx = 1_5 * TC(lal.

60. Torsién de eles de seccién rectangular.—El problema

de la torsién de un arbol de seccién rectangular es complicado,

debido al alabeo de la seccién durante la tor-
sién. Este alabeo puede verse de modo expe-
rimental mediante una barra rectangular de
ma de cuadricula. Observando la figura 231
barra se han curvado. Se observa que la dis-

torsién de los pequefios cuadrados anterior-

lados de esta seccién recta, alcanza su valor

Fi1a. 231

tro de los lados y nula en los éngulos de la seo-
cion recta. El estudio detenido del problema ! ha hecho ver que
la méxima fatiga cortante se presenta en el punto medio de

los lados més largos de la seccién rectangular y que estd dada

por la ecuacién
M,

Tmax = ’
abc?

donde b es el mayor y ¢ el menor de los lados de la seccién rec- !

;
:
A

caucho, en cuyas caras se ha trazado un siste-
se aprecia que durante la torsién las lineas -

primitivamente perpendiculares al eje de la }

mente mencionados varia a lo largo de los

(155) -

! La solucién completa se debe a De Saint-Venant, Mém. des .
Savants étrangers, t. 14, 1855. Un resumen de este trabajo se encuentra -

en History of the Theory Elasticity, de Todhunter y Pearson, vol. II,

pigma 312.

3

%

maximo en el centro y es nula en los angulos. -
De aqui se deduce que la fatiga cortante, que
varia como la distorsién, es maxima en el cen- +

TORSION Y FLEXION COMBINADA CON TORSION 263

- . .. b
tangular y « un factor numérico dependiente de la relacién -.
¢

kn la tabla III, inserta mis abajo, se dan algunos valores de «.
Como férmula aproximada que da resultados satisfactorios,
puede utilizarse la siguiente:

el (3+1,8 2)

Tmiz =

bc?
TABLA III
DATOS PARA LA TORSION DE EJES DE SEOCION RECTANGULAR
1,75 2,00 250 3,00 4,00 6 8 10 o

«=0,208 0,231 0,239 0,246 0,258 0,267 0,282 0,209 0,307 0,313 0,333
B=0,i41 0,196 0,214 0,229 0,249 0,263 0,281 0,299 0,307 0,313 0,333

g = 1,00 1,60

El 4angulo de torsién por unidad de longitud en el caso de
una seccién rectangular viene dado por la ecuacién
M,

o= ﬁbc"G. (156)

Los valores del factor numérico B vienen dados en la tercera
linea de la tabla anterior.

En todos los casos considerados, el angulo de torsién por uni-
dad de longitud es proporcional al momento torsor y puede re-

presentarse por la ecuacién 6 = %‘ (a), donde C es una cons-

tante llamada rigidez de torsién del 4rbol.

En el caso de un 4rbol circular (ecuacibén 147), C = Gl,.

Para un érbol rectangular (ecuacién 156), C = BbcG.

61. Resorte helicoidal de espiras cerradas.—Supongamos
que un resorte helicoidal de secci6n recta circular esté sometido
a la accién de fuerzas axiales P (fig. 232) y que cada espira esté
situada, aproximadamente, en un plano perpendicular al eje
de la hélice. Considerando el equilibrio de la parte superior del
resorte limitada por una seccién axial mn —fig. 232 (b)—, puede
deducirse de las ecuaciones de la estética que las fatigas para la
seccién mn se reducen a las que producen la fuerza cortante P
que actta en el centro de la seccién y el par que obra en sentido
contrario a las agujas del reloj y acttia en el plano de la seccién,
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El valor de este par es PR, siendo R el radio de la superficie
cilindrica que contiene a la linea media del resorte. El par tro- .
sor PR origina una fatiga cortante maxima, que aplicando la .
ecuacion (149), serd

__16PR

T, =
nd?

donde d es el didmetro de la seccién recta mn de la espira, *
A esta fatiga debida a la torsién debe superponerse la debida

: (a)

\°
e T
AR T2
— : P S LA
e \ T
& - T 7 * l / ¢
- \.
P
@ =
Fie. 232 ;

" a la fuerza cortante P. En primera aproximacién, se supone
que esta fuerza cortante se distribuye de modo uniforme en la
seccion recta. La fatiga cortante correspondiente serd

2= o (b)*

En el punto m, las direcciones de 7, y 7, coinciden y, por.
tanto, la fatiga cortante maxima que se presenta precisamente’.
en ese punto tiene por valor

16 PR d .
Tmix = Ty + Ty == i;_d‘a* (l + ZE) (157);’:

i

Como se ve ficilmente, el segundo término del paréntesi :
que representa el efecto de la fuerza cortante aumenta con la;

fe

relaciéon i y tiene una importancia grande y no puede despre'—%

R .
ciarse en el caso de resortes pesados tales como los que se ems
plean en los coches de ferrocarril. Debido a este término, 1 .
puntos, tales como m del lado interno de la espira, estan en peo,

%,
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res condiciones de trabajo que los puntos tales como %. En los
ensayos realizados con resortes pesados se ha visto que los fa-
Hos del material se producen de ordinario en el lado interno de
las espiras.

Hay, ademds, otra razén por la que la fatiga maxima se pro-
duce en el lado interno de la espira.

Al calcular la fatiga debida a la torsién, hemos usado Ia
ecuacién (a) obtenida para barras cilindricas. En realidad, cada
elemento del resorte estard en las condiciones de la figura 233.
Se ve que si la seccién recta bf gira con
relacion a la ac, por efecto de la torsién, /p_p
el desplazamiento del punto b con relacién =
al a serd el mismo que et del punto f con AN
relacion al ¢. Debido a que la distancia ab L--* R _— |
es més pequefia que la ¢f, la distorsién en T, 233
el lado interno ab serd mayor que en el
lado exterior ¢f y, por consiguiente, la fatiga producida por el
par PR serd mayor en b que en f. Tomando este efecto en con-
sideracién y afiadiendo el efecto de la fuerza cortante ! 86 sus-
tituye la ecuacién (1567) por la siguiente para el cilculo de la
fatiga cortante maxima

PR
f

Tmix =

16 PR [4m—1 0,615
- 15
nd3 (4m——-4+ m ) (158)

en la que
__ 2R

Puede verse que el factor de correccién, cantidad dentro del
paréntesis, aumenta al disminuir m; por ejemplo, en el caso
m = 4 este factor vale, aproximadamente, 1,40, Yy para m = 10
su valor es 1,14,

Para el célculo de la deformacién del resorte se tiene en cuen-
ta solamente, en los cilculos ordinarios, el efecto de la torsién

! BEstas investigaciones fueron hechas por V. Roever, V. D, I,
vol. 57, pdg. 1906, 1913; también A. M. Wahl, Trans. Am. Soc. Mech,.
Eng., 1928, Este wltimo determina también experimentalmente lag
fatigas mediante medidas hechas en la superficie de la espira. Ver tam-
bién la publicacién de J. R. Finniecome, Trans. Am. Soc. Mech. Eng.,
vol. 6 A, pag. 188, 1939.
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de las espiras. El d4ngulo de torsién de un elemento situado entre
dos secciones adyacentes mn y m'n’ —fig. 232 (¢c)—, se obtendr4
usando la ecuaci6én (148), en la que en lugar de ! se pone Rda;
dicho dngulo ser4 :
__ PRRda - ;
LG

Debido a esta torsién, el trozo inferior del resorte gira con re-

lacién al centro de mn —fig. 232 (a),— y el punto de aplicacién B

do

de la fuerza P describe el arco infinitesimal BB’ = ad¢. La *

‘componente vertical de este desplazamiento es
R PR3da
B'B" = BB’ — = Rdp =
a L@

La deformacién completa del resorte se obtiene sumando
las deformaciones B’B’’ debidas a cada elemento mnm'n’, a lo
largo de la longitud del resorte. De este modo se obtiene

27T 3 4 3 B
s [TEE, _ 64nPR (159)
0 I ﬁG

] (c)

ad

donde n representa el ntimero de espiras. .

Para un resorte de seccién recta distinta de la circular, pue-
de utilizarse el método anterior para el calculo de las fatigas y
deformaciones, si en lugar de las ecuaciones (148) y (149) se
toman las correspondientes a la forma de seccién de que se trate. :
Por ejemplo, en el caso de seccién rectangular deberin usarse !
las ecuaciones (155) y (156). 4

k]

Problemas ¥

1. Determinar la fatiga méxima y el alargamiento de un resorte
helicoidal (fig. 232), si P = 125 kg., R = 10 ¢m., d = 2 cm. el ntimero
de espiras es 20 y G = 8 X 10% kg./em.2,

Solucidn: En la ecuacién (158), m = 10y

16 x 125 X 10
= o

5 04X 20 X 125 x 10°
T 2 X8 X 108

X 1,14 = 907 kg./em.?,

=12,5cin.

2. Resolver el problema anterior suponiendo que la espira tiene;
seccion cuadrada de 2 cm, de lado, ;
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Solucién: Suponiendo que el factor de correccién debido a la fuer-
zs, cortante y a la curvatura de las espiras —véase ecuacion (158)— es,
como en el caso anterior, 1,14, por la ecuacién (1565) se obtiene:

PR
Twax = mw X 1, 14 = 856 kg./cm.'.

Para caleular el alargamiento, debemos poner 0,141 d* —véage ecua-

. d4
cion (166)— en lugar de 7-;3 en la ecuacién (159); por tanto,

3 = 8,7 cm.

3. Comparar los pesos de dos resortes helicoidales, uno de seccién
circular y el otro de seccién cuadrada, proyectados para las condicio-
nes establecidas en el problema 1y que sufran la misms fatiga méxi-
ma. En ambos casos el factor de correccién se tomard 1,14. Comparar
las deformaciones de los dos resortes.

Solucién: La longitud del lado de la seccién cuadrada se hallara
por la ecuacién

nd?®
— 3 a
5 = 02088,

b = V/0,944, d = 0,981 d.

Los pesos de los resortes estén en la misma relacién que las reas
de las secciones rectas, es decir, en la relaci6n
R,

de donde

3
52—:0,981’ d? = 0,816. ’

Las flechas de los dos resortes estin en la relacion

4
0,141 4 : % = 0,141 x 0,926 : = = 1,3,

4. ;Coémo se distribuirs Ia carga P entre los dos
extremos del resorte helicoidal de la figura 234, si el
nuimero de espiras por encima del punto de aplica-
cién de la carga es 6 y el de espiras situadas por %
debajo es 5?7 R,

Respuesta : Fre. 234

R:R,=5:86. ’

) 5. Dos resortes helicoidales del mismo material, de la misma sec-
c}én recta circular y de la misma longitud, dispuestos como indica la
figura 235, estan comprimidos entre dos planos paralelos. Determinar
la fatiga méxima en cada uno si d = 1,5 em. y P = 60 keg.

Solucién: De la ecuacién (159) se deduce que la carga P se distri-
buye entre los dos resortes en razoén inversa de los cubos de los rad.os
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v

de la espira. es decir, las fuerzas de compresion en los resortes exterjop "

A . . A
e interior estan en la relacién 27 : 64. Las fatigas maximas en los resor. :

tes son —ecuacioén (158)— 164 kg./em.? y 314 kg./em.9.

serd la deformacién del resorte para esta carga limite?
Respuesta: '
192 kg.; 8 = 19,2 em.

7. Un resorte cénico (fig. 236) estd sometido a la accién B
de dos fuerzas axiales de valor P. Determinar el valor admi. 3
sible de P para una fatiga de trabajo t, = 2.700 kg./om.3, .
Datos complementarios: didmetro de la seccién recta,
d = 2,5 cm.; radio del cono en la parte superior del resor~ -

6. ;Cudl es la carga limite para el resorte del proble-
ma 1, si la fatiga de trabajo es 7, = 1.400 kg./cm.2? ;Cudl -

Fra. 236 te, R, = b cm.; idem en la base, Ry, = 20 cm. Determi-:

nar el alargamiento del resorte si el ntimero de espiras::
es n y la proyeccion horizontal de la linea media del resorte es una

espiral de ecuacién.
(B2 — Rl)“.

B=I+ 27n

Jolucién: Un punto A del résorte, determinado por un valor par-~

ticular del éngulo «, estd a una distancia
del eje del resorte

R = R, +

D
Ry

(B2 — Rya )
2nn
E]l momento de torsién correspondien-

te es
— (Be — Ry 0!) .
My=P (B =t

E] méximo momento torsor correspon-
de a o = 2nn y vale PR,.

El valor limite de P, deducido de la
ecuacion (158), seréa:
2,700 X m X 2,5
16 X 20 x 1,09

La deformacion del resorte se obtendra
por la ecuacién (c¢) (véase pag. 266) del
modo siguiente:

2P 2 Tn
[Rl +

P= = 380 kg.

s (Ry — Rl)“;r da

= 7@ Jo 2 nn 4
16Pn : ;

= 6 n (R} + RY) (B, + RJ). TFia. 236 2

Al i

8. Determinar el drea de la seccidén recta que deben tener las es
piras de un resorte cénico, proyectado para las condiciones del probl 4

&

e
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ma anterior, pero de seccién cuadrada. Témese 1,09 como factor de
correccion.
Respuesta :
b% = 5,76 cm.8,

62. Flexién y torsién combinadas en ejes circulares.—En el
andlisis del problema de la torsién hecho anteriormente (véase
pagina 254) se supuso que el eje estaba sometido a torsién sim-
ple. En las aplicaciones pricticas son frecuentes los casos en
que un momento torsor y
otro flector acttian simultd-
neamente. Las fuerzas trans-
mitidas a un eje por una po-
lea o un volante producen
corrientemente torsién y fle-
xién a la vez. Un caso sen-
cillo de este género es el de
la figura 237. Un eje circular
empotrado en un extremo y
cargado en el otro con una
fuerza vertical P a la distan-
cia R del eje. Este caso se Fig. 237
reduce a una torsién produ-
cida por un momento M, = PR y ala accion de una fuerza trans-
versal P en el extremo libre !. El momento torsor es constante
a lo largo del eje y el momento flector debido a P para una sec-
ci6n a la distancia « del empotramiento vale

M=—P(l—u) (@)

Para analizar la fatiga méxima producida en el eje es nece-
sario considerar: 1.°, las fatigas cortantes debidas al momento
torsor My; 2.°, las fatigas normales debidas al momento fec-
tor (a), y 8.% las fatigas cortantes debidas a la fuerza cortan-
te P. La fatiga maxima por torsién se presenta en la circunfe-
rencia del eje y vale

Tméx =

Td3

®)

* Kl peso del eje y el de la polea se desprecian en este problema.
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La fatiga normal mdxima debida a lu flexién acontece en las :
fibras més alejadas de la linea neutra de la seccién empotrada, :
puesto que para ella el momento flector es méximo, y tiene por :

valor ;
M 32M
it ©
V7 s

La fatiga debida a la fuerza cortante tiene corrientemente
una importancia secundaria. Su valor méximo tiene lugar en la *
linea neutra de las secciones, alli donde son cero las fatigas de
flexi6n; por consiguiente, la fatiga combinada médxima se pre-
senta en el punto donde son maximas las fatigas (1) y (2), es 2
decir, en los puntos més alto y més bajo de la seccién de empo-;
tramiento. En la figura 237 (b) se ve un elemento correspon-
diente a la parte mas alta de la seccion de empotramiento y
sobre el que se indica el modo de actuar las fatigas. Las fatigas -
principales correspondientes a este elemento seran (ecuacio- ;

nes (72) y (73), pag. 118):
Oméax =%+% Vg + 472,

(Gx) max —

utilizando las ecuaciones (b) y (c¢),
Oumin = — (M + VI T 30} =~ (of 4+ VT IE). (160)
2% T3 :

Del mismo modo, empleando la ecuacién (73),
Suin = —= (M — VI T I3) = 2o (4 — /I T L), (160') -
27 d3 ;

Puede observarse que oy, tiene el mismo valor que en un,

caso de flexién simple para el que el momento flector equiva-;
lente fuese

Moy = ; (M + VM + D7),

La fatiga cortante maxima para el elemento consideradoé
figura 237 (b)—, deducida de la ecuacién (34), sera ;
Oméx = Omin _ }Ea VI I, (161);

Tmix = =

2 md
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Para metales dtetiles, como los que ordinariamente se usan
en la fabricacién de ejes, es norma corriente utilizar la fatiga
cortante mdxima para la determinacién del didmetro del eje.
Llamando 7, a la fatiga de trabajo y sustituyendo su valor en
lugar de 7,4 en la ecuacién (161), el didmetro del eje vendrs
dado por la expresién

3 1‘6“—“‘-
d= 1|/ = VMW ¥ I, (162)
7f'ft

Todo lo anteriormente expuesto puede aplicarse al caso de
un eje hueco cuyo didmetro exterior sea d Yy de un didmetro
mterior d,. En este caso,

7 - T —d)  mdr,
32d 32 al |’

. d
y haciendo El = n, las ecuaciones (160) y (160°) se transforma-

ran en
18 S
Ombx == m (M + VML), (163)
Omin == -i"“ (ﬂ[ —"'\/Mz + -ME) 1
nd? (1 — nt) ‘ (164)

para el caso de un eje hueco.
La fatiga cortante mdxima sers

Tt = ﬁ%) VI 1T, (165)
¥y d se calcula por la férmula
> 16 E——
1= e (L) VAP + M3 (166)

Si sobre el eje actian varias fuerzas transversales andlogas
a la de la figura 237, el momento flector total M y el torsor M,
e1,1 cada seccién, son los que deben tenerse en cnenta para ;1’
caleulo de dicha seccién mediante las ecuaciones (162) 6 (166)
Si las fuerzas transversales que actian sobre el eje no son pa,-.
ralelas, los momentos flectores debidos a ellas deben sumarse
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vectorialmente para obtener el momento resultante M. El pro- §
blema némero 3, que veremos a continuacién, se refiere a un

caso de esta naturaleza.

Problemas

1. Un eje circular de 6,25 cm. de didmetro soporta una polea
de 250 kg. de peso y 76 cm. de didmetro (fig. 238). Determinar la fatiga

cortante maxima en la seccion mn si las tensiones horizontales em log L

875 75m
~
(-

a4 i

| i

- 25 z §_f

l»:i 280 _€
Fig. 238 Fia. 239

i

ramales superior e inferior de la correa son 875 kg. y 125 kg., respec-

tivamente.
Solucion: En la seccibn mn,

M, = (8756 — 125) X 37,5 = 28.125 kg. cm,
M = 15\/250’ + 1.0003 = 15.462,5 kg, cm.
Por consiguiente, mediante la ecuacién (161),

Tmix = 669,6 kg./cm.’.

2. Un tubo vertical (fig. 239) est4 sometido a la aceién de una fuer.
za horizontal P == 125 kg., que se aplica a una distancia del eje del E
tubo igual & 90 cm. Determinar ogsy ¥ Tmex 8i la longitud del tubo es "

7,60 m. y el momento resistente de la seccion Z = 156,25 cm.3,

Solucién: En la seccién de empotramiento se tiene M, = .125 X 90
= 11.250 kg.om., M == 125 X 750 = 93.7560 kg. cm. Aplicando la ;

ecuacién (163),

1
Omax == 312,

por la \ecua.cién (165):
Tmax = 302,4 kg./em.% ‘
3. Determinar el didmetro de un eje circular de seccién umfor-
me (fig. 240) capaz de soportar dos poleas iguales de 75 cm. de dmmevj

.

5(93.750 4 V/93.760" + 11.250° = 602,4 kg Jem? |
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tro cada una. Las tensiones en los ramales de ambas poleas son los
representados en la figura. Se tomars, T, = 480 kg./cm.2,

Solucién: Las secciones més castiga-
das son mn y mum,, puesto que soportan
la- totalidad del momento torsor y los
mayores momentos flectores. El momento
torsor para ambas secciones es M = (750
— 250) x 37,6 = 18.750 kg. em. El mo-
mento flector en mn es (750 + 250 -+ 250)
X 15 = 18.150 kg. cm. El momento flec-
tor en mn, en el plano horizontal es

§(750 + 250) x 75 = 18.750 kg. cm.

Fiae. 240

El momento flector para la misma seccién recta en el plano ver-
tical es

250 X 75 1.250 X 15 x 37,5
i 75

= ~— 4.687,5 kg. cm.

El momento resultante para la seccién mn, es

M = /18.750% 1 4.687,5% = 19,325kg. cm.

Como se ve, es mayor que el momento correspondiente a la geecién
mn, y deberd, por consiguiente utilizarge en unién del valor M ; para el
céleulo del didmetro d del eje —ecuacién (162)—, de donde

d = 6,57 cm.

4. Determinar el didmetro del eje de la figura 238 si la fatiga cor-
tante de trabajo debe ser 6, = 480 kg./cm.2,
5. Determinar el didmetro exterior de un eje hueco si t, = 480

kg.fem.2, %1 =% Y las dimensiones y fuerzas restantes las de la figu-

ra 240,

6. Resolver el problems 3 suponiendo que sobre la polea de la
derecha acttia, en lugar de las tensiones verticales de 750 y 250 kg.,
ung fuerza horizontal, tangente al perimetro, que produce el mismo
momento torsor,

RESISTENCIA DI MATERIALES. — T. | 18



CAPITULO X
ENERGIA DE DEFORMACION

63. Energia elastica de deformacién en la traceién.—Al
analizar la extension simple de una barra (véase fig. 1), se :
vi6 que durante el alargamiento bajo la accién de una carga *
creciente se gastaba trabajo y que este trabajo se transformaba -
parcial o totalmente en energia poten-
cial de deformacién. Si la deformacién -
no alcanza el limite elastico, el trabajo ’
realizado por la fuerza exterior se trans- *
forma por completo en energia potencial
y puede recobrarse realizando una des- :

carga gradual de la barra deformada.

Si el valor final de la carga es P y
Fra. 241 el alargamiento correspondiente 3, el dia-

grama de ensayo a la extension tendrdla -

forma indicada en la figura 241, en la que las ab-cisas son los
alargamientos y las ordenadas las cargas correspondientes. Py !
representa un valor intermedio de la carga; 3, el alargamiento
debido a él. Un aumento dP, de la carga origina un incremento :
d3, en el alargamiento. El trabajo realizado por P, durante este *
alargamiento es P,d3;, representado en la figura por el area
rayada. Si se tiene en cuenta el aumento de P, durante el alar- -
gamiento, el trabajo realizado estara representado por el irea
del trapecio abed. El trabajo total realizado al aumentar la carga
desde O a P es la suma de 4reas elementales andlogas y vendra
dado por el drea del tridngulo O4 B. Dicha area representa la
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energfa total U almacenada en la barra durante la deformacion.
Por consiguiente,
P3
Utilizando la ecuacién (1), se obtienen las dos expresiones
siguientes para la energia de deformacién de una barra pris-
matica:

P
_ 168
2AE (168)
U = _4_123“ (169)
21

En la primera de ellas, la energfa de deformacién viene en
funcién de las caracteristicas geométricas y elasticas de la barra
y de la carga P y en la segunda se expresa como una funcién
de las mismas caracterfsticas y del alargamiento 3.

En las aplicaciones practicas, la energia de deformacién por
unidad de volumen tiene gran importancia, ¥ su valor, deducido
de las ecuaciones (168) y (169), sers

2
w:g_l:iv, (170)
6]
E 2
= 7 (171)

P
donde ¢ = e la fatiga de extensi6n y & = ? es el alarga-

miento unitario.
La cantidad de energia de deformacién que por unidad de
volumen puede almacenar una barra sin deformacion perma-
nente ! se halla sustituyendo el limite de elasticidad del mate-
rial en lugar de o, en la ecuacién (170). Un acero con un limite
de elasticidad de 2.000 kg./om.2 y E = 2 x 10¢ kg./cm.2 da
w =1 kgem./cm.3, una goma con un médulo de elasticidad
l = 10 kg.fem.2 y un limite de elasticidad de 20 kg./em.? da
202
2 X 10

! KEsta cantidad se denomina por algunos autores «médulo de re-
siliencias.

== 20 kgoem/cm 8,
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Tiene, a veces, gran interés conocer el méximo de la ener-
gia de deformacién por unidad de peso w, que un matcrial
puede almacenar sin que se produzca deformacién permanente.
Fsta cantidad se calcula por la ecuacién (170), poniendo, en
vez de o, el limite de elasticidad y dividiendo w por el peso de
un cm.? del material. En la tabla que sigue se exponen algunos
datos de esta naturaleza:

E dLh{lite w v
. D i e elagti- s
Material ‘ngl . kg./em.? cidﬂgsel]l por cm.? por kg.
kg./em.?

Acero co- .

rriente ...| 7,8 2 x 108 | 2.000 1 kg./em. 128 kg./em.
Acero duro..| 7,8 2 x 108 | 8.000 16 » » 2051 » »
Cobre....... 8,56 1 x 108 300 | 0,045 » » 53 » »
Roble....... 1,0 108 300 | 0,45 » » 450 » »
Goma ...... 0,93 10 20 20 » » 215056 » »

3
3

Se observard que la cantidad de energia que puede almacenar. .
un determinado peso de goma es unas diez veces mayor que la -

que puede almacenar el mismo peso de acero para resortes y
unas 200 veces mayor que la que es capaz de almacenar el mis-

mo peso de un acero corriente.

Problemas

1. Una barra prismética de acero de 28 em. de largo y 25 cm.? de
seccién recta se comprime con una fuerza R = 2.000 kg. Determinar
la energia de deformacion.

Respuesta: )
U=1kg. cm.

B i e B TR R e T

2. Determinar la energia de deformacién en el problema anterior -:
si el area de la seccién recta de la barra es 12,5 cm.?, en lugar de 256 cm.5,

Respuesta:
U = 2 kg. cm.

3. Determinar la energia de deformucién en una barra vertical de %
acero y seccion uniforme deformada por su propio peso si la longitud ¥
de la barra es 30 m., el drea de su seccion recta es 6,25 cm.2 y el peso .

del acero por m.?, 7.800 kg.
Respuesta .
U = 1,158 kg. cm.
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. 4. Determinar la energfa de deformacién en ol rroblema. antermor
st ademds del peso propio tiene la barra una carga axial P = 500 k
aplicada en su extremo. &

Respuesta :
U = 41,37 kg. em.

5. Encontrar la solueién del problema fepresentado en la figura 15
para el caso en que todas las barras tengan la misma seceién y el mis-
mo r.nc?dulo, igualando la energia de deformacién del sistema al trabajo
suministrado por la carga P.

Solucion : Siendo X la fuerza en la barra vertical, su alargamiento

X1
. X1 e 1 X1
serd ~r ¥ el trabajo suministrado por P es 3 P x AE" Tgualando esta
expresién a la energia de deformacion, se
obtiene 2 & % s Y 2
1,X_ X |, (Xcosa) ! =]
2  AE T ZAE T " TdE cos &’ Lol k-4
de donde l
Xe P P "
1 + 2cos®« (a) () (4]

lo que reproduce la solucién ya encontrada. Tia. 242

6. Comprobar el problema 2, pigina 9,
mostrando que el trabajo suministrado por la carga es igual a la energia
de deformacién de las dos barras. )

7. Una barra de acero de 75 cm. de longitud y 6,25 cm.2 de seccion
recta se deforma 0,05 cm.

Hallar el valor de la energia de deformacién.

Respuesta: Por la ecuaciéon (169),

_ (0,05) x 2 X 10% X 6,25

U
2x75

= 208,3 kg./cm.

8. Comparar los valores de la energia de deformacién en las dos
barras circulares de la figura 242 (a) y (), suponiendo una distribucion
uniforme de fatigas en las secciones rectas de las barras.

Solucidn: La energia de deformacién de la barra prisméatica es

Pt
U=gag
Ia energia de deformacién de la otra barra es

2 1 2 3 .
U;SP 4l+1)34l=1 l—’2l.
: 2AE 8 AE 162A4E

Por consiguiente,

7
U1.U=1—6.

.
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Para una fatiga méxima, dada la cantidad de energia a,lmace];mda
en uns barra con garganta, es menor que la que almacensa lma:i arra - -
de seccién uniforme. Es necesaria una cantidz?.d muy pequer;)a e tra-
bajo para que la fatiga alcance un limite pehgro.s’o en unsa : a::;a: q;c;
tenga una garganta muy estrecha y un gran diametro exterior, ta
como la representada en la figura 242 (c).

64. Fatigas producidas por choque.—Un modo sencillo de
producir traccién por choque es el representado en la figura 243.
Un peso W cae desde una altura k sobre el tetén mn ¥ por cho-
que produce extensién en la barra 4 B. Si las masas
de la barra y el tetén son pequefios comparados con
la masa que produce el choque, se puede obtener
una solucién del problema bastante aproximada,
despreciando la masa de la barra y suponiendo que
el peso de dicha barra no realiza trabajo durante

cuerpo W se desplaza hacia abajo, ocasionando la
extension de la barra. Debido a la resistencia de la
barra, la velocidad de movimiento del cuerpo disminuye hasta
anularse. En este momento, el alargamiento de la barra y las
fatigas de extensién correspondientes alcanzan un valor maxi-

o ampemerni O

el choque. Después del choque, el conjunto tetény

mo, y estos valores miximos pueden calcularse con facilidad -

en la hipétesis de que el trabajo total suministrado por el peso se
transforma en energia de deformacién de la barra . Si 8 repre-
senta el alargamiento méaximo, el trabajo suministrado por W
serd W(h 4 3). La energia de deformacién de la barra viene
dada por la ecuacién (169). Por consiguiente, la ecuacién para
el calculo de 3 sers

Wk +8) = ‘;—f" 32, (@)
de donde
8 = 8 -+ I/ Be® + ‘(.1}3“,,2, (172) .
siendo
i
83/, _
AE

! En los casos préacticos parte de la energia se pierde y el alarga-lu:.

- miento real es menor que el calculado con la hipétesis admitida.

i
¥

#

i

7
]
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la_ deformacién estética de la barra por la accién de la carga

Wyv=" Tgh la velocidad de caida del cuerpo en el momento
del choque con el tetén mn. Si la altura % es grande, comparada
con 3, la ecuacién (172) puede escribirse de modo aproximado

5= ]/;13,,?5.
g9

La fatiga de extensién correspondiente que se produce en la

barra es
SE E1/1 28 W
= ==1/= 2 — [/2L WU 173
N 1 l]/gsst” ]/Al %g (173)

La expresién subradical es directamente proporcional a la
energfa cinética de caida del cuerpo y al médulo de elasticidad
del material de la barra e inversamente proporcional al volumen
Al de la barra. Por consiguiente, la fatiga puede disminuirse
no s6lo aumentando la seccién transversal de la pieza, sino tam-
bién aumentando su longitud o haciéndola de otro material de
menor médulo, . Esto marca una diferencia esencial respecto
a la fatiga estatica, que, como sabemos, es independiente de la
longitud de la barra y del médulo E.

Poniendo, en vez de o, en la ecuacién (173), la o, escogida
para fatiga de trabajo, la relacién que determina las dimensio-
nes de una barra sometida a choque sers

a=2EF
o2 2¢

-

(174)

es decir, para un material dado el volumen de la barra debe ser
proporcional a la energia cinética de caida del cuerpo si se quiere
tener una fatiga méxima constante. Consideremos ahora el caso
extremo de anularse A, es decir, el peso W se aplica de modo si-
bito sobre el tetén man, sin velocidad inicial. A pesar de no exis-
tir en este caso energfa cinética al comienzo de la extensién de
la barra, el problema es diferente al de una carga estatica o gra-
dual de la barra. En el caso de una aplicacién estatica, se supone
que la carga se aplica gradualmente y que, por consiguiente, hay
siempre equilibrio entre la carga que actua y las fuerzas elas-
ticas resistentes de la barra. La cuestién de la energia cinética
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no lo es todo, por consiguiente, en el problema que examinamos.
En el caso de una aplicacién stbita de la carga, el alargamiento
de la barra y la fatiga subsiguiente son nulos al prinecipio de la.
deformacién y la carga stbitamente aplicada W empieza a mo-
verse por la accién de su propio peso. Durante este movimiento,
las fuerzas resistentes de la barra crecen de un modo gradual, °
hasta que equilibran a W, cuando el desplazamiento del peso
es J,,. Pero en este momento la carga tiene cierta energia cing-
tica adquirida durante el recorrido 3,, y, por consiguiente, con-
tintia su movim ento hacia abajo hasta que su velocidad quede
A anulada por la accién de las fuerzas re-
sistentes de la barra. El alargamiento
p maximo determinado por esta condi-
cién se obtiene de la ecuacién (172),
poniendo en ella v = 0. Se tiene

8 =23

A, B8

T —o

(175)

8¢

I
]
]
]
' es decir, una carga stibitamente apli-
1

|

[4] C, .
je— st ~—,<i—55¢ —

¢ _s cada; debido a las condiciones dindmi- =
cas, produce una deformacién doble

Fia. 244 que la que producirfa la misma carga

aplicada de modo gradual.

El resultado obtenido puede encontrarse también de modo
grafico (fig. 244). La lnea inclinada OA4 es el diagrama alars >

gamiento-carga para la barra de la figura 243. Por consiguiente,
para un alargamiento cualquiera, tal como OC, el drea AOC da .
la energia de deformacién correspondiente de la barra. La linea -

L

horizontal DB, a la distancia W del eje 3, determina el rectan:
gulo ODBC, cuya area representa el trabajo suministrado por-

la carga W a lo largo del desplazamiento OC. Cuando 3 es igual
a 3, el trabajo suministrado serd el representado por el area

e

del rectangulo ODA,C,. En el mismo instante, la energia al-
macenada por la barra viene dada por el 4drea del tridngulo
0A4,C,, que, como se ve, es solamente la mitad del area- del rec- :‘7
tangulo anterior. La otra mitad del trabajo suministrado la con- -

serva el cuerpo de peso W en forma de energia cinética. Debido’
a esta velocidad adquirida, el cuerpo continuard su movimiento-
y no se para hasta una distancia § = 23,, del punto de partida:
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En este momento el trabajo total suministrado por el peso W,
representado por el rectingulo ODBC, es igual a la energia
de deformacién almacenada en la barra y representada por el
triangulo equivalente OAC.

El estudio anterior del choque se basa en la hipétesis de que
las fatigas que acontecen en la barra permanecen siempre por
debajo del limite de elasticidad del material. Pasado este limite,
el alargamiento de la barra no es proporcional a la fuerza
extensora. Suponiendo que el diagrama alargamiento-carga no
dependa de la velocidad de la deformacién de la barra !, puede
determinarse el alargamiento corres-
pondiente a un caso de choque, aun-
que dicho alargamiento sobrepase
del limite de elasticidad, utilizando
el diagrama normal de ensayo a trac-
cién del material (fig. 245). Para un
alargamiento maximo dado 3, el 4rea
correspondiente OADZF representa
el trabajo que es necesario suminis-
trar para producir tal alargamiento,
y este trabajo debe ser igual al trabajo W (A 4 8) producido por
el peso W. Cuando W(h + 8) sea igual o mayor que el 4rea
total 04 BC del diagrama de ensayo, la carga dindmica produ-
cird la rotura de la barra.

De lo expuesto se deduce que cualquier cambio en la forma
de la barra que origine una disminucién del area total OA BC
del diagrama disminuye al mismo tiempo la capacidad de resis-
tencia de la barra al choque. En las piezas con garganta de las
figuras 242 (b) y (c), por ejemplo, el periodo plastico del material
se concentrard en la garganta y el alargamiento total y el tra-
bajo necesario para produecir la rotura serd mucho menor que
en el caso de la barra cilindrica de la misma figura.

Las piezas de esta forma son muy poco resistentes al choque,
aun cuando el material sea dactil. Todos los elementos de es-

ok

1 Los ensayos muestran que con una gran velocidad de deforma-
cién el punto de fluencia crece y es necesario mayor cantidad de tra-
bajo para romper la probeta que en una prueba estatica. Véase N. N,
Davidenkoff, Bullztin Polyt. Instit:te, St. Petersburg, 1913; también
Welter, Ztschr, f. Metallkunde, 1924,
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tructura que tengan agujeros o cualquier variacién brusea de -
seccién son de modo andlogo débiles al choque 1. En el anglisis ™
del problema del choque que acabamos de realizar se ha, despre-

ciado la masa de la barra frente a la masa W del cuerpo que

producia el choque. Unicamente de este modo puede suponerse
que la energia total de cafda del cuerpo se transforma en energfa
de deformacién de la barra. El problema es bastante més com-
plicado cuando la barra tiene una masa apreciable que toma. .
parte en los cambios de energia del choque. .

. W

Recordemos, primeramente, que cuando una masa - e
mueve con una velocidad v y choca centralmente con otra masa
W . L
71 en reposo, y la deformacién en el punto de contacto es in- i

eléstica, la velocidad v, de ambas masas después del choque es

Vg = W v, O

+ W,

En el caso de la barra de la figura 243 las condiciones del »
problema son mas complicadas. Durante el choque, el extremo
superior A queda inmévil, mientras que el extremo inferior B
adquiere la misma velocidad que el cuerpo W. Por consiguiente,
para el célculo de la velocidad final v, por la ecuacién (b) de-
beré utilizarse una «masa reducidas, en lugar de la masa total *
de la barra. Suponiendo que la velocidad de la barra varfe -f;?
linealmente a lo largo de su longitud, se vers que en este caso :
la masa reducida debe tomarse igual a un tercio de la masa to- :
tal de la barra 2. Para una barra de peso ¢ por unidad de lon- :
gitud, la ecuacién (b) da

w

Vg = v, 4

ql
w +§

Este valor es la velocidad comin que se establece para la
carga Wy el extremo inferior de la barra en el primer instante

1 Véase Hackstroh, Baumaterialienkunde, pag. 321, 1905, y H. Zim- :
merman, Zentralbl. d. Bauverw., pag. 265, 1899, :
*  Esta solucién fué obtenida por H. Cox, Cambridge Phil. Soc’;
Trans., pAg. 73, 1849. Véaso también Todhunter Yy Pearson, History,
vol. 1, pig. 895, ) :

Rl A

e
a3
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del choque. Suponiendo plastica la deformacién en la superficie
de contacto entre el cuerpo que cae y el apoyo mn (fig. 243), es
decir, sin rebote alguno, la energfa cinética correspondiente es

2 2
_vi(W_*_ lql) — _VV_U*_I____
2g 3 29 14 _q_l-
3w
Esta cantidad deberd sustituir a
2
%_ = Wh
29

en la ecuacién (a) para tener en cuenta la pérdida de energfa
en el primer momento del choque. Por consiguiente, en lugar de
la ecuacién (172), se obtendra

1

1
d=238, + {/82 + = 5,02 —— .
g 1_|__ll__
3w

(176)

El método empleado da resultados tanto mas satisfactorios
cuanto mas pequefia es la masa de la barra comparada con
la masa del cuerpo que cae.

En los demas casos es necesario tener en cuenta las vibra-
ciones longitudinales de la barra 1. La deformacién local en el
punto de contacto durante el choque ha sido estudiada por
J. E. Sears 2 y J. E. P. Wagstaff 3,

Problemas

1. Un peso de 5 kg. unido & un hilo de acero de 3 mm. de didmetro
(figura 248) cae desde 4 con la aceleracién g. Determinar la fatiga
producida en el hilo cuando se detiene bruscamente su extremo supe-
rior 4. Se despreciar4 la masa del hilo.

! Las vibraciones longitudinales de una barra prismética durante el

choque fueron estudiadas por Navier. Una solucién m&3 racional es la
dada por De Saint Venant (véase su traduccién de Clebsch, Theorie der
Elasticitat fester Kérper, nota en el parrafo 61). Véase también I. Bous-
sinesq, Aplication des Potentiels, pag. 608, y C. Ramsauer, Ann. d.
Phys., vol. 30, 1909.

* J. E. Sears, Trans Cambridge Phil. Soc., vol. 21, pag. 49, 1908.

3 J. E. P., Wagstaftf, London Royal Soc. Proc. (Serie A), vol. 105,
péging 544, 1924,



284 RESISTENCIA DE MATERTALES

Solucidn : Si la aceleracién del peso W es igual a ¢, no habrs fatig&?‘
alguna en el hilo durante el movimiento. La fatiga después de la des;
tencién brusca se hallars por la ecuacién (173), en la que se desprecia, §

Sustituyenco v? = 2gh y 1 == h, se obtiene *

o 1V2EW _1/2X2X10° X5 X 4
_l 4 3,14 x 32

= 1680 kg./em.3,
4

Se observaré que la fatiga no depende de Ia altura % de caida, a van. -

sa de que la energia cinética del cuerpo aumenta en la misma, propor-:f
cién que el volumen de] hilo. 2
2. Un peso W = 500 kg. cae desde una altura b = 90 cm, sobre'%‘i

un pilar vertical de madera de 6 m. de largo y 25 em. de didmetro £l
jado por su extremo inferior. Determinar la fatiga mé.xiina.!tj?

A , de compresién en el pilar, suponiendo que para la ma.dej-}fl

ra B = 1,2 x 10% kg./em,? Y despreciando la masa del pxla.r’:

¥ la cantidad 3,
Respuesta;

o

¥

ot

w 6 = 160 kg./cm.2,

Fie. 248 3. Un peso W = 5.000 kg. unido al extremo de un hilo’
de acero (fig. 246) desciende con una velocidad constan:’

te v = 90 cm./seg. ;Qué fatiga se producira en 6l euando su extre:’
mo superior se detenga bruscamente? La longitud libre del cable enf
el momento del choque es { == 18 m., el drea de su seccién recta e
4 =15625mmiy £ =12 x 10 kg./cm.3, :
Solucion : Despreciando la masa del cable ¥ suponiendo que la ener-
gia cinética del cuerpo en movimiento se transforma, por completo en’
energia de deformacién del cable, la ecuacién que determina el alarga-
miento méximo del cable es :
AES*  AES,?

S R e WG =2, @

s

donde 3, representa el alargamiento estético del cable.
. AES
Teniendo en cuenta que W = jﬁ se obtiene mediante la ecuas’
cién (d),
AR Wa?

2

J
'é’i (8 - 8st)2 = ‘—g‘"

SONE

Por consiguiente, después de ld detencién stibita, la fatiga de ox<
tensién del cable crece con la relacién

de donde

NOLA VAN
Byt 8: ¥ AEg — VoS @?
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Para los datos del problema

by = WL 0000 x 1800 _
T AE T 15,625 x 1,2 x 108 — 48 om.
90
8 5,18.

=14+ ——— =

T 4/981 X 0,48
Por consiguiente,

6 =518 %’ = 1,656 kg./om. 2.
4. Resolver el problema anterior si se interpone un resorte que
alarga 1 em. por cada 400 kg. entro el cable y la carga.
Solucion ;
5.000

8“ = 0,48 + —ZW = 12,98 cm.

Sustituyendo en la ecuacién (e),

N

2 1+ 0,80 = 1,80; c=1,8 v_ 576 kg./cm.2,
3.t A

5. Para el caso de la figura 243, determinar la altura % tal que la
fatiga maxima en la barra durante el choque sea 2.400 kg./cm.2.

Se supone W = 12,6 kg., I = 1,80 m., 4 = 3,125 em.?, B = 2,4 X 10%
kg.fem.2. La masa de la barra se desprecia.

Respuesta: h = 54 cm.

65. Energfa elistica de deformacién en los casos de fuerza
cortante y torsién.—La energia de deformacién almacenada en
un elemento sometido a fatiga cortante pura

(figura 247) puede calcularse por el método bfs‘! P,
empleado en el caso de extensién simple. Si ] ,’—T
se supone fija la cara inferior ad del elemen- Pi’ 7;\ TF,” l
to, solamente debera considerarse como tra- o 4 i l
bajo suministrado durante la deformacién el Z7777d

que realice la fuerza P ligada a la cara supe- Tig. 247

rior bc. Suponiendo que el material sigue la
ley de Hooke, la distorsién es proporcional a la fatiga cortante
y el diagrama que representa dicha relacién sers analogo al de
la figura 241. El trabajo dado por la fuerza P v almacenado en
forma de energia eldstica de deformacién, serd, por consiguiente
{véase ecuacion 167),

P3

U ="". 1677
) (167")
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Recordando que
P

4G
se obtienen, deducidas de la ecuacién (167'), las dos ecuacion'esi
siguientes:

S _ T
1~ Y5 ¢

g P AGs? :

= (177) U= T azs)’

Las expresiones correspondientes de la energia de deforma.-;f
cién por unidad de volumen se obtendrén dividiendo estas ecua-’
ciones por el volumen Al de la pieza

72 '}’2G ;
W= — 179 W= ~—o 180 %
L) =T (180);

donde « =17: es la fatiga cortante y y =§ es la distorsiéné‘;

unitaria. La cantidad de energia de deformacién por cortadurdi
que por unidad de volumen puede almacenar la pieza sin de-’
formacién permanente se obtiene sustituyendo en la ecuacién;
(179) = por el limite de elasticidad.

La energfa almacenada por un eje circular sometido a tors
sién se caleula fécilmente por la ecuacién (179). Si vy, es la
fatiga cortante en la superficie del eje, la fatiga cortante en un.

punto situado a la distancia r del eje serd: 7, %, siendo d eL

didmetro. La energfa por unidad de volumen en este punto;;
dada por la ecuacién (179), sers

w == w . (a,‘

Ga?

La energfa almacenada por el material comprendido ent
dos superficies cilindricas de radios » y 7 + dr os
) 2 2 i

2rmex?” l X 2 nrdr, :

Ga?

donde I representa la longitud del eje. Por consiguiente, la eneté
gia total almacenada en el 4rbol sera :
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Fsta expresién indica que la energfa total de deformacién es so-
lamente la mitad de la que corresponderia al caso en que todos
los elementos del 4rbol sufriesen la misma fatiga cortante Tmdx-
La energfa de torsién puede calcularse
mediante el diagrama de torsién (fig. 248),
construido tomando el momento torsor en
ordenadas y el dngulo de torsién de abscisas,
Por debajo del limite de. elasticidad, el 4n-
gulo de torsién es proporcional al momento 0

2 ;’E—.;b

torsor y el diagrama serd la recta 0A. Ll ) w8 *
area infinitesimal rayada en Ia figura repre- Fia. 248I
senta el trabajo suministrado por el momen-

to torsor para un aumento del angulo de torsién 2¢. El 4rea to-

tal OAB = M, gi, representa la energia total almacenada por

el eje durante la torsién. Recordando que ¢ = é(”*ltl se obtiene
»

M Q1
U=—"- =27,
261, v 21 (182)

En la primera de las ecuaciones, la energfa se expresa en fun-
cién del momento torsor Y en la segunda viene dada como fun-
cién del dngulo de torsién.

En el caso general de que la seccién tenga una forma cuales-
quiera y el momento torsor varfe a lo largo del eje, el dngulo de
torsién entre dos secciones adyacentes viene dado por la ecua-
cién (véase pag. 263)

d
- X, dz.
dx C

La energfa de deformacién de un elemento del 4rbol ser4

1Mtd—‘9dx=9(d£)2dx

2 ‘dz 2 \dz,

¥y la energfa total de torsién es

C [ (dg\?
U=" 2\ da.
2_[; (dx) v (183)
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Problemas

3

1. Determinar la relacién entre el limite de elasticidad por cor.

tadurs y el limite de elasticidad a la traccién si la energia de deforma. -

cién que por cm.® puede almacenar el material sin deformacién per. “*
9

manente es la misma en traccién que en cortadura.
Solucidn : Por las ecuaciones (170) y (179) se tiene

de donde

Para el acero, : L '
! =062

t=0o|]/ =062 :
]/2,6 5

9. Determinar la flecha de un resorte helicoidal {fig. 232), emplean-
do el método de la energia de deformacién en torsién. 3
Solucidn : Sea P la fuerza que acttia en la direccién del eje de la% :
hélice (fig. 232), R el radio de las espiras y n su nimero. La energia’j,
de torsién almacenada por el resorte —ecuacién (182)—, serd
(PR)*2%En
U=""5aI,

.

. .. P3 .

Tgualando esta expresién al trabajo suministrado 5 8¢ obtiene
5o 2MPE _ 64nPE?

T e, T Tadr 1

3. El peso de un resorte helicoidal de acero es 5 kg. Determina :

la cantidad de energia que podréd almacenarse en este resorte sin ded
formacién permanente si el limite de elasticidad por cortadura es: .

A
0,62 X 8.000 = 4.960 kg./cm.2. fi

Solucién: La energia por kg. del material serd 2.051 kg. em. qu
consiguiente, la energia total de torsiém ! que puede almacenarse en €8 .

resorte serd:

% X 5 X 2051 = 5127 kg. crm.

4. Un eje circular macizo y un tubo delgado del mismo materi .
¥ peso est4n soretidos & torsién. ;Qus relacién existe entre los valo
de la energia almacenada si la fatiga méxima es la misma en ambos

Respucsta: g

1
-5.1.

! La distribucién de fatigas se ha supuesto ser la de un ér
circular sometido a torsién.

YN Sy
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6. Un eje circular de acero con un volante en un extremo gira a
120 r. p. m. Se detiene bruscamente por el otro extremo. Determinar
la fatiga méxima en el eje durante el choque si la longitud del eje es
l = 1,6 m, el didmetro d = 5 cm., el peso del volante W = 50 kg. y su
radio de giro r = 25 cm. G = 9,2 X 105 kg./om.2.

Solucién: La fatiga méxima se produce cuando la energia cinética
del volante se transforma totalmente .en energia de deformacién por
torsién del eje. La energia cinética del volante es

Wriw® 50 X 25% X (4n)2
2g 2 X 981

Sustituyendo este valor de U en la ecuacion (181),

I VIB X 9,2 X 10% X 2.562,5
mx = n X 62 X 150

6. Dos barras circulares del mismo material y la misma longitud,
pero de diferentes secciones 4 y A,, estén sometidos a torsién por
la accién del mismo momento torsor. ;Qué relacién existe entre los
valores de la energia de deformacién almacenada en las dos barras?

Respuesta: Son inversamente proporcionales & los cuadrados de las
éreas de las secciones rectas.

== 2562,5 kg. cm.

= 1792 kg./cm.?

66. Energia elistica de deformacién en la flexién.—Empe-
zaremos por el caso de flexién pura. Para una barra prismatica
empotrada en un extremo y flexada (fig. 249) por un par M,
aplicado en el otro, el desplazamiento angu-

<
iar en el extremo libre es ’)M
o M @ = i
= . y
EIZ Fia. 249

Este desplazamiento es proporcional al mo-
meunto flector M, y empleando un diagrama anilogo al de la
figura 248 puede deducirse, por un razonamiento anslogo, que
el trabajo suministrado durante la deformacién por el momen-
to flector M, o, io que es lo mismo, la energia almacenada por
la barra es

U==>- (%)

Empleando la ecuacién (a) esta energfa puede expresarse por
una de estas formas:

2
v M
2EI,
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(184) U="2""¢s, (185)
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A veces interesa expresar la energia potencial como una fun.

. Mo .

cién de la fatiga normal MAXIMA Opax = — I;)le‘a. una sec
6M _ Gmﬁ.g:

ci6n rectangular se tendrd omsx = 73gs © M= 5’ y la

ecuaciéon (184) da 2
U =L om0 (186)
3 2K

energia total es sélo la tercera

ste caso se ve que la
e ‘ las fibras

parte de la que corresponderfa al caso de que todas

sufriesen la fatiga omsx. |
Tn el caso de flexién por fuerzas transversa

incipi i ner-
despreciaremos, en principlo, 1a energia por cor@durs:i La e‘ r
gia almacenada por un elemento de viga de longitud dx —ecu

ciones (184) y (185)— serd
do)?
=M2dx 6 il = EI,(do)®
2E1I, 2dzx

es a la barra

dU

El momento flector M es variable respecto a Z, §

d
r

dzg!

dx?

dx

(véase pag. 130). La energfa total almacenada en la barra es,

por consiguiente,

9FI,

(o]
11
f
0

Fia. 2560

para una seccién ¢
la ecuacién (187), da

9kl, 6EI,

U= f Pz (1g7)

Bl (@)2 de.  (188) |
2 \da?

Sea, por ejemplo, el voladizo,f_,_
AB (fig. 250). E1 momento flector ;
ualquiera 7n es M = — Pa. Bustituyendo en :

U= fl P2ridx — B ls_ . (c)¥
0 :
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Para una barra rectangular, opu, = %f;l, y la ecuacién (¢)
puede ponerse en la forma
2
U = L ppy Ome, )
9 28

Esta expresi6n indica que la cantidad de energfa que puede
almacenarse en una viga rectangular en voladizo, cargada en
su extremo, sin que se produzca deformacién permanente, es un
tercio de la que se puede almacenar por flexién pura y sola-
mente la novena parte de la correspondiente a la extensién
simple de la misma barra. Esta consideracién tiene importancia
en el proyecto de resortes, puesto que éstos deben absorber una
cantidad dada de energfa sin deterioro y deben tener el menor
peso posible. La cantidad de energia que puede absorber un
voladizo se aumenta haciéndolo de seccién variable. Por ejem-
plo, un voladizo en sélido, de igual resistencia a la flexién, de
seccién rectangular, de altura & constante (fig. 185), tiene, para
valores iguales de P, b y oy, una flecha y, por consiguiente,
una cantidad de energfa almacenada, que es sélo el 50 por 100
mayor del valor que corresponde a la barra de seceién unifor-
me. Al mismo tiempo, el voladizo de resistencia uniforme pesa
la mitad de la barra prismética, lo que en definitiva indica
que puede almacenar el triple de energia por kilogramo de
material.

Volviendo a la ecuacién (¢), e igualando la energia de defor-
macién al trabajo suministrado por la carga P durante la defor-
macion, se tiene

P P23
- ’ )
2 6E1,
de donde
3
5 — Pl .
3K,

Este valor de la flecha coincide con el de la ecuacién (95).
La flecha adicional debida a las fuerzas cortantes puede de-
terminarse también mediante la energfa potencial de defor-
macién. Para el voladizo de la figura 250, de seccién rectan-
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gular, la fatiga cortante a la distancia y del eje neutro es (véase

ecucién 65)
P (k2 2)
— _.y .
ol \4
La energfa por cortadura en un volumen elemental bdxdy, en
virtud de la ecuacién (179), sera
2 2 2
R (’i— 2) bdady,
8612\ 4

y la energfa total por cortadura es

h
t ot pe 2 2 2772
U= » (h— — ﬁ) bdady = ek . - (e)
2
Fista energfa debe afiadirse al segundo miembro de la ecua-
cién (d)? para obtener la flecha total. Se tendra

Py P3P P2lp?
o L 0

9 GEI, 2061,

y, por consiguiente,

PI3 3 W E
§ = —— 1+ 2= 7).
3E12( 10 12 G) @)

El segundo término del paréntesis representa el efecto de las

fatigas cortantes en la flecha de la viga. Empleando el método
desarrollado en el articulo 39, en la hip6tesis de que el elemento -
afecto al centro de gravedad de la seccién empotrada permanece

vertical (fig. 250), el giro adicional debido a la cortadura sera

a3 P

B Y S T U EP T NN

¢ 2bhG
y la flecha adicional resultara
8o,
2 bhG
por consiguiente,
SRR R o (L
3El, 2bhG 3EI, g2 @

e ¥
1 Como las fatizas cortantes que actlan sobre un elemento :

(figura 247) no modifican las longitudes de los lados del elemento, _si 5
éstas no producen trabajo:

sobre esas caras acttan fatigas normales, C
durante la distorsion. Por esta razén, la energia total es si

la suma de las dos cantidades de energia.

mplemente :
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Ljomo se ve, las ecuaciones () y (¢°) no coinciden: la dife-
re'ancm se explica del modo siguiente: Las consecuencia:s del ar-
ticulo 39 se obtuvieron en la hipétesis de que las secciones d
la barra se podfan alabear libremente por la accién de las fa,t'e
gas cortantes. En este vaso la seccién empotrada debers cuI:
varse, tomando la forma mon —fig. 250 (5)—, v al calcular I.l
trabajo total desarrollado en la ménsula debe consideralm; y
walamente el trabajo realizado por la fuerza P —fig. 250 za)—lf)
sino el que efecttan las fatigas ligadas a la seccién.empotrada;
—figura 250 (b)—. Tomando en consideracién este tltimo trabaio
ls? flecha calculada por medio de la energia de deformacién cog :
cide con la obtenida en el articulo 39 y dada por la ecuacién ( ,)Yi‘

En el caso de una viga simplemente apoyada, ca.rga,dg, er;
su centro, la seccién media de la pieza no alabea p:)r considera-
ciones de simetria. En este caso la ecuacién (9), aplicada a cad
mitad de la viga, dard un resultado mé4s exacto para la ﬂech:
que la ecuac.ién (9"). Puede comprobarse comparando las ecua-
Zl:r:;saifirc(:ﬁ;m;gas (9) ¥y (g') con la solucién, mis correcta, dada

Problemas

1. Una viga de madera en voladizo d 1
e 1,80 de longitud y seccié
rectangular de 20 cm. X 12,6 cm. esté sometida a la accién deyuna cla,:

. 10
ga uniforme de 5 kg. por em. Determinar la energia de deformacién

almacenada si B == 1,2 X 105 kg./om.2.
Respuesta :
- el - 102 xX 1808 x 12
0BT, 3 X 40 x 1,2 X 108 X 12,5 x 308 = 025 kg./em.
2. ;En qué proporcién aumenta la energia de deformacién calculada

en el problema anteriorsilaaltura delavigaes 12,5 cm. y el ancho 20 cm.?

Respuesta: La energia de deformacién crece en la relacién §-;-
b

U

3. Dos barras idénticas, una apoyada y la otra con los extremos
empotrados, gsté\n flexadas por la accién de cargas concentra,d:;,s igua-
les en su seccién central. ;En qué relacién estan los valores de la ener
gia de deformacién almacenada? )

Respuesta: 4:1.

4. Resolver el problema anterior para un i
distribuida de intensidad ¢ sobre a,mba.g ba,rra,se.“ eangn uniformernente

1 Véase Theory of Elasticity, pag. 150, 1934,
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5. Dos vigas de la misma longitud y seccién rectangular estén

igualmente cargadas; las secciones ticnen el mismo ancho, pero las al-
turas estén en la relacion 2 : 1. Encontrar la relacién entre las canti.
dades de energia de deformacidén almacenada.

Solucion: Para una carga dada, la energia de deformacién es pro-
porcional a la fle ma y ésta es inversamente proporeional al momento
de inercia de la seccion. Reduciendo la altura a la mitad, se hard ocho
veces mayor la cantidad de energia de deformacién.

67. Flexion preducida por ehoque.—La flecha dindmica de
una viga, originada por el ckoque de un cuerpo W que cae sobre
ella, se puede determinar por procedimientos andlogos a los
empleados en el caso de que el choque produzea extensién (ar-
[D_‘. ticulo 64). Sea, por ejemplo, una viga sim-

h plemente apoyada, percutida en el cen-

K $ _x
}::_[_ vy e f tro (fig. 251), y supongamos que la masa .
¢y 2 de la viga puede despreciarse frente a la
Frc. 251 masa del cuerpo que choca con ella y que

las fatigas que se originan est4n por debajo
del limite de fluencia. No habré, por consiguiente, pérdida de
energia en el choque, y el trabajo suministrado por el peso W
durante su caida se transformars completamente en energia de
deformacién por flexién de la viga 1. Sea 3 la flecha méxima de
la viga durante el choque. Si suponemos que la elastica de la
viga durante el choque tiene la misma forma que para una

deformacién estitica, la fuerza capaz de originar dicha flecha -

seria (ecuacién 90)
48E1,

[3

P—= 3. (@)

La energfa total almacenada por la viga es igual al trabajo |

suministrado por la fuerza P, o sea
7 — P _ e 24EL 24E’I
2 B3

Si & representa, como anteriormente, la altura de cafda, la .

i
i

ecuacién por la que se determina § sers
24 EI

b
3

Wil -+ 8) = 8o 2421 ®

13

! La deformacion local en la superiicie de contacto de la carga

¥y la viga se desprecia en este calculo.
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de donde
1
8=&rPV&f+§%w, (189)
siendo
wis —_—
8, = =V/2gh.
‘“wsmr, " Vzg

La ecuacién (189) es de la misma forma que la que obtuvi-
mos para el caso de extensién por choque, ecuacién (172). Es
interesante hacer notar que la forma de la ecuacién es inva-
riante para cualquier otro caso de choque con tal de que la
flecha en el punto de choque sea proporcional a la fuerza P
ejercida en dicho punto. Si representamos por « el factor de
proporcionalidad, cuyo valor depende de la estructura, se tendrs
Py 82

U=2-°_
Y 2 2a

aP =3

Por consiguiente,
82
Wh+8) =",
2a
y puesto que 3, = Wa, esta ecuacién se reduce a la ecua-
cién (189).

La flecha & asf calculada representa un lmite superior, al
que la flecha dindmica se acerca cuando no hay pérdidas de
energia durante el choque. Las pérdidas de esta naturaleza re-
ducen la flecha dindmica dada por la ecuacién (189). Las fati-

gas correspondientes pueden hallarse multiplicando por ;— las

8t
fatigas obtenidas por la aplicacién estatica de la carga W. Cuan-
do h es grande comparada con 3, la ecuacién (189) puede

ponerse en la forma mas sencilla

1o o
3= ]/g 8stv“' (6)

Para el caso de una viga apoyada en los extremos y percu-
tida en el centro esta ecuacién da

3—_-. W A0 ((l)

29 24Kl
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El momento flector médximo es en este caso
Pl 848Kl 1 :
Muse = 7= 4
me_848EI,__l_.

Cmax =TT T TR 47

Para uns seccién rectangular, empleando la ecuacién (d),

We* | 18K, ©

= Yoy U

Esta expresi6n indica que la fatiga méxima dependle dt? la

energfa cinética del cuerpo que cae y del volumen h?l de a;D wg?.

Para determinar el efecto de la masa de la viga sobre la

flecha méaxima se supondra que la eldstica, d.u’rante ’el. choque,
tiene la misma forma que para una deformacion esfoatma.

Con esta hip6tesis se deduce * que la masa reducida para una

17 ¢l cuiente. que
viga apoyada en sus extremos es oz r y, por consiguiente, q

la velocidad comin que se establece al comenzar el choque es ::;
w

=17,
L)
Wa

Vy V.

La energia cinética total después de establecerse la veloci-

dad comin v, es
) Wo? 1 .

% (W + 1 ql) = ; ‘

F U ey L l1gl

3BW ,

poniendo este valor en lugar de .
29
en la ecuacién (b), se obtiene

3V

8=238,+ |/ + ‘*“_; 17'_q_l__)' (190) .

( 3BW

B

1 Véase publicacién de Homersham Cox, mencionada anteriormen-
te (pag. 282).
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Esta expresién ya tiene en cuenta el efecto de la masa de Ia
viga en la flecha 1,

En el caso de un voladizo, si el peso W ataca a la viga en

el extremo, el valor de la masa reducida de la viga es % %l
Cuando una viga simplemente apoyada en sus extremos
sufre el choque en un punto cuyas distancias a los extremos

son @ y b, respectivamente, la masa reducida es

1 2\27 41
=11 1+ 25y 2.
105[ +2( +ab) ]g

Problemas

1. Una viga de madera de seccién rectangular, apoyada en sus
extremos y cuya longitud es 2,70 m. sufre en su centro un choque
ocasionado por un peso de 20 kg, que cae desde una altura h = 30 cm,
Determinar el érea necesaria en la secci6n rects si la fatiga de trabajo
es 6, = 80 kg.fom.? y £ = 1,2 X 10° kg./fem.2.

Solucidn: Empleando la ecuacién (e), pagina 296 3,

Wt 18 B 18 x 1,2 x 108
= oo ¢ e =z —————— 3
p: | 2y = 20 X 30 x 270 X 803 750 om.%.

2. En qué proporeién eambia el drea del problema anterior si
L.°, la luz de la viga asumenta de 2,7 a 3,6 m., y 2.° si el peso W aumen-
ta en el 50 por 100?

Eespuesta: 1.° El érea disminuye en la relacisn 3: 4. 2.° El 4rea
aumenta en el 50 por 100.

3. Un peso W = 50 kg. cae desde una altura de 30 em. sobre el
centro de una viga de seccién en I apoyada en sus extremos ¥ cuya

! Diversos ejemplos en los que se aplica esta ecuaeién figuran en

la publicacion del profesor Tschetsche, Zeitschr. d. Ver. d. Ing., pa-
gina 134, 1894. Un estudio més detallado del choque transversal sobre
una viga se basa en Ja investigacién de las vibraciones laterales, unido
al estudio de la deformacién loeal en el punto de choque. Véase De Saint
Venant, loc. cit., pig. 537, nota final de) parrafo 61; C. R., vol. 45, p4-
gina 204, 1857. Véase también S. Timoshenko, Ztschr. f. Math. u. Phys.,
vol. 62, pag. 198, 1913. Diversos ensayos con vigas sujetas a choque
han sido realizados en Suiza, dando resultados de acuerdo con la teoria,.
Véase Tech. Komm. d. Verband, Schveiz Briickenbau w. Eisenhochba.
fabriken, Bericht von M. Ro, marzo, 1922, Véase tambidn los recientes
articulos de Tuzi (Z.), y Nisida (M.), Phil. Mag. (7), vol. 21, phg. 448,
¥y R. N. Arnold. Proc. of the Institution of Mechanical Engineers, vo-
lamen 137, 1937, pag. 217.

* La deformaocion local en la superficie de contacto de la carga
con lu viga se desprecia en este cdleulo,
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longitud es 3 m. Encontrar las dimensiones de la seceién para 6; = 2.400
kg.fem.%, B = 2,4 x 10® kg./cm.8. . .
Solucidn : Despreciando 3, frente a h (véase ecuacion ¢), la relacion
cntre la flecha dindmica y la estdtica serd:
3 ® _1/2h
L 93¢ .
8i la eléstica durante el choque tiene la misma forma que la dfafor-
macién estitica, las fatigas méximas de flexién estarén en la misma
relacién que las flechas, y por consiguiente,

2%, W

8—“'4Z=°"
de donde

Z _6EWA

e e 1

siendo Z el momento resistente de la seccién y ¢ la distancia de la fil.)ra
més alejada a la linea neutra, o sea la mitad de la altura de la viga
en nuestro caso. Sustituyendo los datos numéricos, se tiene:

Z 6X24x10%x%x50x30

= == 12,50 cm.?
2,400% X 300

P

Se necesitard un perfil en I de 12,5 cm. de altura, cuyo peso es
20,4 kg./m. '

4. ;Qué fatiga producirs en la viga del problema anterior un peso

de 100 kg., cayendo sobre cl centro de la viga desde una altura de 15 cm.?

Respuesta :
Omsx = 2.312 kg./em.2,

6. Una viga de madera en voladizo tiene 1,80 m. de lor}gitud y
una seccién cuadrada de 30 X 36 cm. Sobre su extremo libre cae
un peso W = 50 kg. desde una altura b = 30 cm. Determinar la flecha
méaxima teniendo en cuenta la pérdida de energia debida a la masa

de la viga. )
Solucién: Despreciando 3, frentea &, la ecuacién analoga ala (190) da

para ql = 120 kg.,

60

— = 0,68 cm
8= /% —33% 790
140 % 50

@

6. Una viga apoyada en sus extremos sufre una perousién en su
centro por la accién de un peso W que cae desde una altura h. Despre-
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. 4
ciando 8, frente a h, encontrar el valor de la relacitn %V tal que el

efecto de la masa de la viga reduzea Ia flecha dindmica en un 10 por 100
Respuesta :

9 _ 483
2 = 0,483,

63. La expresién general de la energia de deformacién.—Al
examinar los problemas de tensién, compresion, torsién y fle-
xién se ha visto que la energia de deformacién puede represen-
tarse en todos los casos por una funcién de segundo grado en
las fuerzas exteriores (ecuaciones 168, 177 y 184), o por una
funcién de segundo grado en los desplaza-
mientos (ecuaciones 169, 178 y 185). La ex-
presién general de la energia de deformacién
de un cuerpo eldstico tiene también esta
forma siempre que se verifiquen las siguien-
tes condiciones: que el material siga la ley
de Hooke, y que las condiciones del pro-
blema sean tales que los pequefios corri- Fia. 252
mientos debidos a la deformacién no afec-
ten a la accién de las fuerzas exteriores y sean despreciables
para el cdleulo de las fatigas 1. Con estas condiciones los despla-
zamientos de un sistema eldstico son funciones lineales de las
cargas exteriores, y si estas cargas aumentan en una cierta rela-
cién, todos los desplazamientos aumentan en la misma propor-
cién. Consideremos un cuerpo sometido a la accién de las fuer-
zas exteriores P;, P, y P, ... (fig. 252), y apoyado de tal modo
que le sea imposible todo movimiento como cuerpo rigido. Sean
31, 85, 8; ... los corrimientos elsticos de los puntos de aplica-
cién de las fuerzas, medido cada uno en la direccién de la fuerza
correspondiente 2. Si las fuerzas externas aumentan gradual-
mente de modo que estén siempre en equilibrio con las fuerzas
eldsticas internas, el trabajo por ellas realizado durante la de-

! Diversos problemas, tales como la flexién de barras por fuer-
zas transversales unida a extensién o compresién axial no satisfacen
& las condiciones anteriores. Con referencia & estos casos de excepeién,
véase el articulo 72,

Los corrimientos de los puntog en direcciones perpendiculares
8 las fuerzas correspondientes no se tienen en cuenta en el estudio que
sigue,
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formacién serd igual a la eneigia de deformacién almacenada -
por el cuerpo deformado. El valor de esta energfa no depende
del orden en que se apliquen las fuerzas, sino solamente de sug

valores finales. Supongamos que todas las fuerzas externas P

Py, P,, Py ..., igual a la energia de deformacién almacenada en
el cuerpo, sera

es decir, la energfa total de deformacién es ignal a la mitad de
la suma de los productos de cada fuerza exterior por el corri- }
miento correspondiente 1. En las hipétesis hechas anteriormen-
te, los desplazamientos 3,, 3,, §, ..., son funciones lineales de lag

fuerzas P,, P,, P; ... La sustitucién de estas funciones en la

ecuacion (191) da una expresién general de la energfa de defor-
macién, en forma de funcién homogénea de segundo grado, en '
lag fuerzas exteriores. Si las fuerzas se representan como fun-
ciones lineales de los corrimientos, y estas funciones se sustitu-::;'
yen en la ecuacién (191), obtendremos una expresién para la{

energia de deformacién, en forma de funcién homogénea de se~.
gundo grado, en los corrimientos. '

En lo expuesto anteriormente no se han considerado las

reacciones en los apoyos. El trabajo suministrado por estas re= .

acciones durante la deformacién es igual a cero, puesto que el

desplazamiento de un apoyo fijo, tal como A (fig. 252), es nulo,”
y el corrimiento de un apoyo mévil, tal como B, es perpendicu-;
lar a la reaccién, despreciando el rozamiento en el apoyo. Por.
consiguiente, las reacciones no figuran en la expresién de la:
energia potencial (191). a

Consideremos la energfa almacenada en un elemento ctibioo:
sometido a extensi6n, uniforme en tres direcciones perpendicugj

* Esta conclusién fué obtenida por primera vez por Clapeyro f,'r‘
Véase Lamé, Legons sur la théorie mathématigue de élasticité, 2.5 ed R
pagina 79, 1866, '

1s
Py, Py ..., aumentan simultineamente en la misma relacién; en :

este caso la relacién entre cada fuerza y su corrimiento correg-
pondiente puede representarse por un diagrama andlogo al de :
la figura 241, y el trabajo suministrado por todas las fuerzas

LA e e

PR,

S
S RREE (191) =
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lares (fig. 50). Si la arista del cubo es la unidad de longitud, las
fuerzas extensoras en sus caras, numéricamente, seran Oys Oy, Oy,
¥ los alargamientos correspondientes «,, €y, &, Por consiguiente,
la energfa de deformacién almacenada en un centimetro ctibico,
-—ecuacion (191)—, sera
w = 2%z + %y + %28, .
2 2 2
Sustituyendo, en vez de los alargamientos, los valores dados

por (43)1,
w = QLE’— (02 + 62 + 62 — _Ep: (6,9y + 6,0, + 0.0,). (192)

Esta expresion se aplica también en el caso de que algunas
de las fatigas normales sean compresiones; basta para ello atri-
buirles signo negativo. »

8i en unién de las fatigas normales hay fatigas cortantes
ligadas a las caras del elemento, debe sumarse la energia cor-
tante correspondiente (véase pig. 292), y empleando la ecua-
cién (179) se tendrd como expresién total de la energia alma-
cenada en un centimetro ctbico

I
w=on Gt o+ o) — (0, + 0,0, + 00,

1
+ 26 (t3 -+ 75 -+ 3. (193)
Como segundo ejemplo consideraremos una viga apoyada en
los extremos, cargada en el centro con una fuerza P y flexada
por un par M, aplicado en el extremo A. La flecha en el centro,

ecuaciones (90) y (105), sers
. P Miz

= : @
48EI ~ 16EI
El giro en el extremo 4 —ecuaciones (88) y (104)— es
P2 Ml
0= —. b
1681 + SEI ®)

1 Los cambios de temperatura debidos a la deformaecién no se
consideran de importancia practica. Para una discusiéon mas detallada,
véase el libro de T. Weyrauch Theorie elastischer Kérper, pig. 163, Loip-
zig, 1884, Véase también Z. f. Architektur wnd Ingenieurwesen, vol. 54,
péaginas 91 y 277, 1908.
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Por consiguiente, la energfa de deformacién de la viga, igual
al trabajo suministrado por la fuerza Py el par M, serd
Py Mo 1 (le3 M2 n MPl2).

—_— (c)’
v 2+2 EI\ 96 6 16

Esta expresién es una funcién homogénea de segunfio grado :
en la fuerza y par exteriores. Resolviendo las ecua(.n’ones (@)
y (byen M y P, y sustituyendo sus valores en la efz}lacmn (c), se
obtendra la expresion de la energfa de deformacién, en .forma,
de funcién homogénea de segundo grado en los cor1:1m1entos.
Se habrd observado que cuando sobre el cuerpo acttan pares :
los corrimientos correspondientes son los giros de los elementos
de superficie sobre los que dichos pares actdan.

69. El teorema de Castigliano.—Puede establecerse, d.edu-
cido de la expresién de la energia de deformacién en los dlvex.'-
sos casos, un método muy sencillo para el cdleulo de los corri- =
mientos de los puntos de un cuerpo elastico dul.'ante la deforma- "+
cién. Por ejemplo, en el caso de extension sm?;,ﬂe (fig. 1), la.
energia de deformacién viene dada por la ecuacién (168),

P
2AE’

tomando la derivada de esta expresién respecto a P, se obtiene

dU Pl 5
dP  AE ‘.
A

es decir, la derivada de la energfa de deformacién, con relacién a
la carga, da el desplazamiento correspondiente a la carga, 0 sea |
lo que el punto de aplicacién de la carga se desplaza en la direc-
ci6n de Iia carga. En el caso de un voladizo cargado en (.al extre- -
mo libre, la energia de deformacién es (ecuacién ¢, pagina 290)
P23 b

) 6E—[ &

Ia derivada de esta expresién, con relacién a la carga P, da
3 ke

la flecha en el extremo libre SHT
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En la torsién de un 4rbol circular ia energfa de deformacién
es (ecuacién 182)
M3
2G1I,

La derivada de esta expresion con relacién al momento tor-
sor da

U _ Ml _
i, er, *

donde ¢ es el 4ngulo de torsién de eje y representa el corrimien-
to correspondiente al momento torsor,

Cuando actfian yarias cargas sobre un cuerpo eléstico puede
utilizarse el mismo procedimiento para el calculo de los corri-
mientos; por ejemplo, la expresién (c) del parrafo anterior da la
energfa de deformacién de una viga flexada por una carga P,
concentrada en su centro, y por un par M en el extremo. La
derivada parcial de esta, expresion, con relacién a P, da la flecha
en el punto de accién de la carga, y la derivada parcial, res-
pecto & M, da el 4ngulo de rotacién del extremo de la viga en
que actia el par M.

El teorema de Castigliano es una generalizacién de estos re-
sultados !. Si el material del sistema sigue la ley de Hooke, y
las condiciones son tales que los pequefios desplazamientos de-
bidos a la deformacién pueden despreciarse al analizar el modo
de obrar las fuerzas, la energia de deformacién de un sistema
puede expresarse por una funcién homogénea de segundo grado
de las fuerzas exteriores (véase articulo 68), y su derivada par-
cial, con relacién a una fuerza cualquiera, da el desplazamiento
correspondiente a dicha fuerza (véase artfculo 72 para casos de
excepcién). Los términos fuerza y corrimiento tienen en este
caso un significado m4s amplio que el corriente, incluyendo los
de par y corrimiento angular, respectivamente. Consideremos un
caso general (fig. 2562). Supongamos que la energfa de deforma-

! Véase la publicacion de Castigliano Nuova teoria intorno dell’

equilibrio dei sistemi elastic; (Atti della Academia delle scienze, Torino,
1875). Véase también su Théorie de Péquilibre des systdmes élastiques,
Turin, 1879. Para una traduceién inglesa del trabajo de Castigliano,
véaseE. 8. Andrews, Lon don, 1919.
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cién estd expresada como funcién de las fuerzas Py, P,, P,..., es

decir, que .

U=/[(Py, Py, Py, --+) (@)

Si se da un pequefio aumento dP, a cualquier fuerza exterior -

Py, la energia de deformacién tomars un nuevo valor, que ser4
v+ 2Yap, (b)

oP,
Pero el valor de la energia de deformacién no depende del

orden por el que las cargas se apliquen al cuerpo y solafme'nte ’
depende de sus valores finales. Puede suponerse, por consiguien-

te, que la carga infinitesimal dP, se aplica primeramente, y des- *
pués las cargas Py, P,, P;... El valor final de la energia de #

deformacién serd el mismo que da la ecuacién (b). La carga °

dP,, aplicada primeramente, produce un desplazamiento infinj~
n? .

tesimal, y el trabajo suministrado es una cantidad de segundo _

orden que puede despreciarse. Aplicando ahora las cargas P,, .

R

P,, P, ..., se observard que sus efectos no se modifican por la
aplica;ién previa de la carga dP, !, y que el trabajo suminis- ¢

trado por dichas cargas seré el mismo valor U, ecuacién (a) an- -

terior. Pero durante la aplicacién de estas fuerzas la carga dP, ¢
se habré desplazado 3, en la direccién de P, y ha realizado un

trabajo (dP,)3,. Las dos expresiones del trasajo deben ser igua- ®
les; por consiguiente,

2 _
(=L ! L P)= U+ @K
le— x n oP, 7y

Z \ %

oP, ;

Fie. 253 !

Como una aplicaciéon del teorema con-

sideraremos una ménsula cargada con una fuerza P, y un par ¢

M, en el extremo (fig. 253). El momento flector en la seccién "
rm: es M =—Px— M, y la energia de deformacién —ecua~

cién (184)— sers

. . ina 800,

1 E deduce de las condiciones establecidas en la pégina

en virgﬁlu:iselase que la energia de deformacién se obtuvo en forma dey
funcién homogénea de segundo grado. .

¥

tpred
v= [ !
o 2EI :
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Para obtener la flecha § en el extremo de la ménsula se to-
maré la derivada parcial de U, respecto a P, lo que da

> 12
0

oP EI oP
Sustituyendo el valor de M en funcién de Py M,, se obtiene
i ' 3 2
5=-L (Px-{—Ma)xdx:ﬂ Ml .
EI J, 3EI  2Er1

Esta misma expresion puede obtenerse utilizando cualquier
método de los ya explicados, tal como el de la viga conjugada.

7 — ¢ ___"
] TRy
2 4
\-/-x | , ‘-, —Z.

@ s)
Fia. 254

Para obtener el giro en el extremo calcularemos la derivada,

parcial de la energia de deformacién respecto al par M,. Por
consiguiente,

U 1 [

M 1 P My
=— | M—de=_" [ Pyt y gy PP M,
oM, By im,™ Elj;( T = e g

6=

El signo positivo que hemos obtenido para § y 6 indica gue
la flecha y el giro del extremo tienen la misma direccién que
seflalan la fuerza y el par de la figura 253.

Debe notarse que la derivada parcial % indica el médulo

de crecimiento del momento M con relacién a la carga P, y

puede materializarse por el diagrama del momento flector co-

rrespondiente a una carga unidad —véase fig. 254 (a)—. La de-

. .y @ -

rivada parcial % se materializa en forma andloga por el dia-
L]

RESISTENCIA DR MATERIALES. —T, I 20
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grama del momento flector en la figura 254 (b). Empleando las
notaciones :
2]
opP oM,

pueden escribirse los resultados obtenidos en la forma siguiente:

5— L MM’

TRl

Estas ecuaciones, obtenidas para el caso particular de la

figura 253, son validas para el caso general de una viga con

cualquier clase- de carga y sustentada de cualquier forma.
También pueden emplearse en el caso de carga distribuida.

1 3
0=-— | MM.,dz. 195
71 ﬁ (195)

Gonsideremos, por ejemplo, el caso de una viga simplemente

apoyada y cargada uniformemente (fig. 2565) y calculemos la

T i iilie
c
r

n

@

73] @/

Fia. 256

flecha en el centro de esta viga mediante el teorema de Casti-

gliano. En los casos anteriores actuaban las fuerzas y momentos

concentrados y las derivadas parciales respecto a ellos daban los"

corrimientos y giros. En el caso de una carga uniforme no exis-

te ninguna fuerza vertical concentrada en el centro de la viga - :
y no podemos resolver el problema del modo expuesto anterior-
mente. La dificultad se obvia ficilmente suponiendo que en el
centro de la viga obra una carga ficticia P de valor infinitesimal. *

Una fuerza tal no modifica, evidentemente, ni la flecha ni el

diagrama del momento flector representado en la figura 255 (b). .

Al mismo tiempo, la relacién del incremento del momento fiec- ol

. . oM . .
tor al incremento de P, es decir, la ~p’ Viene materializada :
E :
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por la figura 255 (c) y (d). Con estos valores de I/ y Jgel

valor de la flecha es

_U_ 1 [ty A r\

P ELJ, " op L\z 1 o
Observando que tanto M como

oM | R4 !

5p son simétricos con relacién al

centro del vano, se obtiene Fia 256
l

!
s=2 [Py _ 2 [2(qlz qu*\x 5 ql*
EI, A an EI_[ (2 “?)édxﬁssugz

Si se quiere calcular el giro en el extremo B de la viga re-
presentada en la figura 255 (2) mediante el teorema de Casti-
gliano, basta suponer infinitamente pequefio el par M, aplica-
do en B. Un par de este valor no modifica el dlagrama del mo-
mento flector —ﬁg 255 (b)—. La

derivada arcnal —
|4 3 M se ve en la

figura 256 (@) y (b). El giro pedi-
do correspondiente al extremo B
de la viga serd

oU
oM, EIZ 0 c‘]lfb
8 i ¢ 1 [tz gat\x
" i), (=55
()
24 EI,

8 A ¢

7 Se ve que los resultados obte-

@~ midos mediante el teorema de Cas-
Fia. 257 tigliano coinciden con los obteni-
dos anteriormente (pig. 133).
El teorema de Castigliano es de gran utilidad para cl cilcu-
lo de deformaciones en los entramados. Sea, por ejemplo, el sis-
tema de la figura 257. Cada barra tiene un nimero v sus longi-
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tudes y 4reas de las secciones rectas figuran en la tabla?, corres-
pondiente. La tensién S; producida en cualqul’er. barra ¢ del sis-
tema por las cargas P;, P,, P, se calcula ficilmente por las
ecuaciones de la estitica para el equilibrio de los m'ldo.s. Dichas
fuerzas §; figuran en la cuarta columna de la tabla indicada.

— —

1 2 3 4 5 6 7
. A A¢ S; S; Sq;S,;l.‘- S?
v cm. cm.? tn. A;
1 625 37,6 — 13,76 | — 0,625 143,2 0
2 375 18,75 82571 0,375 62 1
3 500 12,50 8,00 0 1] 0
4 375 18,75 8,25 0,375 62 1
b 625 12,50 3,76 0,625 117,2 0
6 750 25 — 10,60 | — 0,750 23,6 0
7 625 12,5 6,25 0,625 195,2 0
8 375 18,75 6,75 0,376 50,8 0
9 500 12,50 4,00 0 0 0
10 625 37,50 — 11,25 | — 0,626 117,2 0
11 375 18,75 6,75 0,375 50,8 0
f=m g g’
T SiSih _ g0,
A
i=1 i

La energfa de deformacién de cualquier barra ¢+ —ecuacién

Sty
(168)— es 57ty

La energfa de deformacién total del sistema sera

s
V=3 o (196)

donde la sumacién se extenderd a todas las barras del sistema.; _

En nuestro caso, m = 11. Las fuerzas S; son funciones de las
cargas P, y la flecha 3§, en el punto de aplicacién de una carga
cualquiera P, sera (ecuacién 194)

cU UM 8L 98,

"R T LAE SR

(19%) -
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a8,

o A s
La derivada 3 Pl es la relacién de aumento de la fuerza S;
n

con el aumento de carga P,. Su valor numérico es igual a la ten-
sién producida en la barra ¢ por una carga unidad aplicada en
el lugar de P, y esta propiedad sera la que utilizaremos para
calcular dicha derivada. Las derivadas de ahora en adelante
las representaremos por S;. La ecuacién para el cilculo de las
flechas serd, pues,

S =
" fm=1 AlE

(198

Consideremos, por ejemplo, la flecha 3, correspondicnte a P,
en 4 —fig. 257 (a)—. Los valores §! recopilados en la quinta co-
lumna se obtendrin por las ecuaciones de equilibrio del entra-
mado para las condiciones de carga de la figura 257 (b), en la que
se ha prescindido de las cargas reales ¥ se ha colocado una carga
tnica de valor una tonelada en la articulacién 4 yen la direccién
de P,, o sea verticalmente. Calculados los valores de la colum-
na sexta, utilizando los datos de las columnas segunda a quinta,
la suma de estos resultados dividida por el médulo B = 2 x 10°
toneladas por cm.? da la flecha en 4 (ecuacion 198),

3, =922 _ 0,411 cm.
2 X 108

Lo expuesto anteriormente se refiere a la determinacién de
corrimientos en los puntos de accién de las cargas exteriores y
en el sentido de actuacién de dichas cargas,

En el estudio de la deformacién de un sistema eldstico pue-
de ser necesario calcular el corrimiento de un punto en el que
no exista carga o el corrimiento de un punto en un sentido que
no sea la direccién de la carga actuante. El método de Casti-
gliano puede usarse también en este caso. Aplicaremos en el
punto una carga imaginaria adicional Q en la direccién del co-

o
rrimiento buscado y calcularemos la derivada _c)% . En esta de-

rivada se hace cero la carga Q y se obtiene el corrimiento de-
seado. Vamos a calcular, por ejemplo, en el entramado de la
figura 257 (a) el corrimiento horizontal del punto 4. Aplicare-
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mos una fuerza horizontal @ en ese punto y el corrimiento ho-
rizontal correspondiente serd .

oU 8l o8,
8 = (‘ ) = Ar _J’ - d
v =\20)emo ™ S AE T 3Q @
donde la sumacién se extiende a todas las barras del entramado.

Las fuerzas §; en la ecuacién (d) tienen el mismo significado
que antes, puesto que la carga adicional @ es cero y las deri-

a8, . .
vadas ?% = 8} se obtienen como tensiones en las barras del

entramado para el estado de carga de la figura 257 (c). Sus va-
lores figuran en la columna séptima de la tabla ya citada. Susti-
tuyendo estos valores en la ecuacién (d), encontramos que el
desplazamiento horizontal de A es igual a la suma de los alar-
gamientos de las barras 2 y 4, 6 sea
1 (Silz + %) SR L S— (8,25 4- 8,25) = 0,165 cm.
E\4, A4, 18,75 X 2 x 10°

Al analizar la deformacién de entramados es necesario al-
gunas veces conocer el cambio de distancia que acontece entre
‘ dos puntos del sistema. Este problema puede re-
solverse también por el método de Castigliano.
Vamos a determinar, por ejemplo, la disminu-
cién 3 de la distancia entre los puntos A y B
de la figura 258 (a), producida por las cargas P,
P,, P;. Unamos a ellas dos cargas imaginarias @
aplicadas tal como se indica en la figura con
lineas de puntos. Del teorema de Castigliano se

Sa=

deduce que la derivada parcial (S—g) da en
@=0
este caso la suma de los desplazamientos de 4 y
Fia. 258 B en la direccién A B, producidos por las car-
gas P,, P, P, Utilizando la ecuacién (194),
dicho desplazamiento serd !

aU) _ig’”iqi_z,a,g. S
Q=0

- (5@ T AECQ, DL AETY

! Bste problema fué resuelto por J. C. Maxvell (On the Calcula- '
tion of the Equilibrium and Stiffness of Frames, Phil. Mag. (4), vol. 27, £
pagina 294, 1864; Scientific Papers, vol. 1, pag. 598, Cambridge, 1890. &

i= 3 Siig (199)
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donde 8, son las fuerzas producidas en las barras por el sistema
real de cargas Py, P,, Pg; las cantidades S son las fuerzas produ-
cidlss en las barras para el sistema de cargas de la figura 258 (b),
donde se ha prescindido de todas las cargas reales y se han apli-
cado en 4 y B dos fuerzas unitarias iguales y opuestas; m es el
nimero de barras.

Problemas

1. Determinar mediante el teorema de Castigliano la flecha y el
giro en el extremo de una ménsula cargada uniformemente.

2. Determinar la flecha en I
el extremo B del voladizo de la 4 : [+ Ia
viga de la figura 259. %

3. Un sistema estd formado y%i ¢ 7% e _*l
por dos barras prisméticas de Fia. 259
igual seccion y longitud (fig. 260).

Sobre él actua la carga P. Determinar el desplazamiento vertical de
la articulacién A. ’

Solucion: La fuerza de extension en la barra A B y la d¢ compre-

8i6n de la A0 son iguales & P. Por consiguiente, la energia de defor-
macién del sistema es

P2l
] =2 .,
v 2AF

El corrimiento vertical de A sers

4. Determinar el corrimiento horizontal de la articulacién 4 del
problems anterior.

Solucidn : Apliquemos una fuerza imsgginaria
horizontal @ tal como se indica en la figura 260

~—w, COD linea de puntos. La energia potencial del
Q sistema es

1 2 1 2
P4 — Q) P— 9|1
Fie. 260 U= T4y — Tt TT24E T

La derivada de esta expresion respecto a @ para @ = 0 da para el
desplazamiento horizontal el valor

_eu _ (2 B
= aQ>Q=o = /\37373@:0 =0

5. Determinar ¢l desplazamiento angular de la barra AB pro-
ducida por lu carga £ en la figura 264,
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Solucién: Se aplica al sistema un par imaginario tal como se indi.
ca en la figura con linea de trazos. El desplazamiento angulax corres-

I,\ﬂ—l*——,

Fic. 261 Fia. 262

pondiente a este par es el desplazamiento angular ¢ de la barra A B
debido a la carga P. Las fuerzas S, en este caso, son:

P—l—LJKI—enlabarr&AB y _P——z‘%enlaban'azi(}.

V3 1 VEN'
La energia de deformacién es
l 1 M\2 2 M\2
U=—=||P+ —== — P — —
w7+ ) -

de donde

~(&U _(P«/:i_{_ 5 M PA/3
® =\ w0 =\ AE" T STAE ) y—o

6. 1Qué desplazamiento horizontal produce en el apoyo B de)
pértico de la figura 262 la fuerza horizontal H?

Respuesta:
_2HAR | HAU

3”‘57@?1 EI

1. Determinar el desplazamiento vertical del punto 4 y el horizontal
del punto C en el entramado de acero de la figura 263, si P = 1.000 kg.

1P

48m
Fia. 263 Fia. 264

el érea de la seccién recta do las piezas cémprimidas es 31,26 om.2 y la &

de las otras barras 12,5 cm.2,

P
%

H

s
W
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8. Determinar el aumento de la distancia 4 B producida por las
fuerzas H (fig. 264) si las barras 40 ¥ BC tienen las mismas dimensio-
nes; solamente se tiene en cuenta la energia de deformacién por fle-
xién y se supone « lo suficientemente grande para que el efecto de la
flecha en el valor del momento flec-
tor pueda despreciarse. f‘“—‘ o s

Respuestas

__ 2 H sen%

———

3 EI

9. Determinar la flechaa la dis-
tancia a del extremo izquierdo de ©
la viga uniformemente cargada re- Fie. 265
presentada en la figura 255 (a).

Solucidn : Aplicando una carga P infinitamente pequefia & la dis-

. L - o

tancia a del extremo izquierdo, la derivada ——ng estd materializada en
la figura 265 (@) y (b). Utilizando para M el diagrama parabélico de la
figura 255 (b) la flecha buscada es

oU 1 1. M 1 fafgle qx?\ ab
8 _AMﬁdx—_.é (———- = dz

SPTEI EI 27 2)7
, 1 [fi/qlx  ga®\a(l—uw) __qab .

Escribiendo z en vez de a y I—x en lugar de b, se obtiene Ia expro-
sién de la elastica de acuerdo con los resultados dados en la. pégina 133,

70. Aplicacion del teorema de Castigliano a la resolucién
de problemas estiticamente indeterminados.—El teorema de
Castigliano se utiliza frecuentemente en la resolucién de pro-
blemas estdticamente indeterminados. Estudiaremos primera-
mente aquellos problemas en los que las cantidades hiperestd-
ticas forman parte de las ligaduras, es decir, son elementos del
sistema de reaccién en los apoyos. Sean X, Y, Z ... las fuerzas
de reaccién estdticamente indeterminadas. La energia de de-
formacién del sistema serd una funcién de estas fuerzas. Para
apoyos fijos o apoyos cuyo movimiento sea perpendicular a la
direceién de las reacciones, las derivadas parciales de la energia
de deJjormacién respecto a las fuerzas desconocidas debersn ser
nulas, de acuerdo con el teorema de Castigliano. Por consi-

guiente,
oU _, U oU

—-=0; -—-_—0; —_— = e
°X 1% 37 (200)
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De este modo se tienen tantas ecuaciones como reacciones
hiperestéticas.

Se observara que las ecuaciones (200) representan las condi-
ciones de minimo de la funcién U, lo que nos dice que las fuerzas
de reaccién hiperestdticas toman los valores necesarios para que
sea minima la energia de deformacién del sistema. Esta propie-

7 y minimo tal como se aplica a la determi-
M‘,(, [T 8 nacién de ligaduras hiperestaticas 1.
% (e Como ejemplo de aplicacién de este
F1e. 266 principio, consideraremos una viga em- .

potrada por un extremo y apoyada por
el otro, sometida a la accién de una carga uniformemente repar-
tida (fig. 266). Este problema tiene una ligadura hiperestética.
Tomando la reaccién en el apoyo derecho X como ligadura hi-
perestatica, se encontrard su valor por la condicién

au
=0 (a)
dX
La energia de deformacién de la viga, ecuacién (187), es
! e
U— M dx’ )
o 2EI

en donde

2
M= Xp— T,
2

Sustituyendo en (a), se obtiene
: 1 2
av 1 M, 1 (Xx—gx)xdx
dX EI J, d4dX EI Jo 2

I

3 4

L
Bl 3 8

de donde

. 3
X = Zgql.
3

,X dad constituye el principio del trabajo -’

SR i G e T e

T

' Ei principio del trabajo minimo fud establecido /priqlerqmenf@
por F. Menabrea, en su articulo Noveau principe sur lu (hstnbynon des :
tensions dans les systémes élastiques, Paris, C. R., vol. 46, pig. 1056,
1858. Véase también C. R., vol. 98, pég. 714, 1884, La demostra-"

Y
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En lugar de la reaccion X, pudo haberse tomado como liga-
dura hiperestética el par M, en el empotramiento del extremo
izquierdo de la viga. En ese caso habriamos expresado la ener-
gia de deformacién en funcién de M o La ecuacién (b) es vélida.
El momento flector para cualquier seccién es

(2 My, g
Mﬁ(?‘?)x 5 B

Co a0 la seccién de empotramiento no gira cuando la viga se
flexa, la derivada dela energia de deforacién respecto a M, de-
beré ser cero. Expresando analiticamente esta condicién, se tiene

! l 2
W _ 1 (A 1 [(Zl_%)w_ﬁ]?dx
aM, EI J, © dm, EI Jo [\2 1 2

{
3
_._i(ﬂ__M“l): 0,

EI\24 3
de donde el valor absoluto del momento es
2
M=,
.8

Los problemas en que se consideren como cantidades hiper-
estdsticas las tensiones que correspondan a las barras sobrantes
de un sistema también pueden resolverse aplicando el teorema
de Castigliano.

Sea, por ejemplo, el sistema, representado en la figura 15,
examinado anteriormente (véase pag. 19). Considerando la fuer-
za X en la barra v :tical OC como cantidad hiperestatica, las
fuerzas en las barras inclinadas O B y OD son

P_X
2 cos «
Representando por U 1 la energia de deformacién de las ba-

cién completa del prineipio fué dada por Castigliano, quien hizo de este
principio el método fundamental de la resolucién de los sistemas hiper-
estaticos. La aplicacion en la ingenieria de los métodos de la energia de
deformacién fué desarroliada por O. Mohr (véase su Abhandlungen aus
dem Gebiete d. technischen Mechanik), por H. Miiller-Breslau, en su
libro Die neueren Methoden der Festigkeitslehre, y F. Engesser, Uber
die Berechnung statisch unbestimmter Systeme (Zentralbl. d. Bauver-
walt, pdg. 606, 1907). Una bibliografia muy completa de este asunto
figura en el articulo de M. Griining, Encyklopadie d. Math. Wiss., vo-
lumen 1V, 2, 1T, pig. 419.
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rras inclinadas —fig. 267 (@)— v por U, la encrgfa de deforma- '\?j'
cién de la barra vertical —fig. 267 (b)—, la energia de defor- -

macion total del sistema es?

__X\2 2
U=:U1+U2=(P X) l Al-
AEcosaa 2A4F

2 cos o

Fia. 267 Se ve que el verdadero valor de la -
fuerza X en la barra sobrante es el que

hace minima la energfa de deformacién total del sistema. Ponien~

do, en vez de U, su valor (c), en la ecuacién (d) se obtiene
_(P=X l L X

=2 — o,
2cos2o ABcosa  AE :
de donde
X=—r
14 2cos?x

Un razonamiento analogo se aplica al caso de sistemas estd- 4
ticamente indeterminados con una barra sobrante. Para fijar '
las ideas, consideremos la estructura de la figura 268 (a). Las "=
reacciones pueden determinarse por las ecuaciones de la esté- -

tica, es decir, el sistema esté isostdticamente apoyado; pero al
ir a determinar las tensiones en las barras, vemos que existe una -
barra sobrante. Supongamos que esta barra sobrante sea la CD.
Quitaremos dicha barra, y en sus extremos C y D aplicaremos -
dos fuerzas X iguales a la tensién que le corresponderia y, por

consiguiente, opuestas entre si. Tenemos ahora un sistema es- -

! Se supone que todas las barras tienen e] mismo médulo de elag=i
ticidad £ y la misma seccién 4. ’

5

(¢)
4

Si 8 es el desplazamiento real hacia abajo del nudo O de fa :
figura 15, la derivada con relacién a X de la energia U, del sis-
tema de la figura 267 (a) serd igual a — 8, puesto que la fuerza X
del sistema tiene direccién opuesta a.

L la del desplazamiento 3. Al mismo
2]
tiempo, la derivada 5—% valdra §; por
consiguiente,
o
¢ 0V 20 U 550 @) ¢
w 9% X X
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taticamente determinado sometido a la accién de la fuerza co-
nocida Py de las dos desconocidas X. Las tensiones correspon-
dientes a las barras de este sistema se podran hallar caleulando:
primero, las que produce la carga real P Y que representaremos
por 57, siendo ¢ el ntimero de orden de la barra; segundo, las
que se originan en dichas barras cuando se prescinde de la car-

T Lk pep T af. ¢ 1
e |/ 13 a
AN}
A
£ 8 A -] A a4
e ——
@ 1) 4
F1a. 268

ga exterior P y se pone en lugar de las fuerzas X dos fuerzas
unidad —fig. 268 (c)—. Estas tltimas tensiones o fuerzas inte-
riores las representaremos por 8;. La fuerza interna correspon-
diente a cada barra, cuando acttian simultdneamente la fuer-
za Py las fuerzas X, serin
8; =8+ §/X. ()
,La energia de deformacién total del sistema (ecuacién 196)
gera

>

UG St sy 8 X, 0
=1 24,8 2, 248

La ecuaci6n se extiende a todas las barras del sistema, inclu-
8o a la CD, de que habiamos prescindido . Se aplica ahora el
teorema de Castigliano y la derivada de U respecto a X da el
desplazamiento de los extremos F y Fy, el uno hacia el otro.
En el caso actual, la barra es continua ¥ esie desplazamiento es
cero. Por consiguiente,

[\

dau
dX
es decir, la fuerza X en la barra sobrante es tal que -hace mining

0, (9

la energia de deformacién del sistema.

* Para csta barra, 8 = 0 y &) = |,
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Mediante las ecuaciones (f) y (g), tendremos

LR JURR.2 TN RS # YL

= 0’ e

(2.¢ i=1 2A"E juml AI-E 3

-de donde :
t=m 991,
-Z AE

X = — fl_ . ©@o1)
fam] A@E

Este procedimiento es también aplicable a un sistema en el
que existan varias barras sobrantes.
El principio del trabajo minimo puede aplicarse también en -

el caso de que las cantidades hiperestaticas sean pares. Conside-

A I e
] B, (@

- [ 72— i

A HHHHHIIIIIHIHIHHHH% ALTTETIT e

L b MyFe— L — (0}

Fia. 269

remos, por ejemplo, una viga sobre tres apoyos uniformemente :
cargada (fig. 269). Si se toma como ligadura hiperestatica el mo-

mento en el apoyo central y se corta la viga por el apoyo B, se
obtendran dos vigas apoyadas —fig. 269 (b)— cargadas con los
pares desconocidos M, ademds de con la carga uniforme cono- -
cida de valor ¢. Al no existir rotacién del extremo B’ respecto al &

extremo B’/, debido a que en nuestro caso —fig. 269 (a)— la elas-
tica es una curva continua,

dM,
Expresién que indica que también en este caso el valor que =

corresponde a la cantidad hiperestatica hace minima la energia

de deformacién del sistema, P

Problemas

1. La carga vertical P est4 sostenida por una barra vertical DB de;
longitud I y secciéon A y por dos barras igualmente inclinadas de lon-;(.

T R

NG e A

iiesd

SR N Y

S e B

S

Wy, (209)
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gitud I y seceiton A4, (fig. 270). Determinar las tensiones en las barras y

.. Al
la relacién 4 bara la que dichas tensiones son numéricamente iguales,

=3,

X
_.'.__l

bt

: A
Fra. 270 Fia, 271

Solucidn: i sistema es hiperestético. Sea X la fuerza de extensién

de la barra.lvertieal. Las fuerzas de compresién en las barras inclina-

das serén % (P — X)) y 1a energia de deformacién del sistema es
U — X% (P—-X)¥
, 2AE " oA, E
El principio del trabajo minimo da:
dUu _Xi (P—X)

diX“FAT 4Em —%
de donde

Sustituyendo en la ecuacién

X=_l_ (P— X)

V2
4,=14/2 4.

2. Determinar la reaccién horizontal X en el gistema represen.
tado en la figura 271,

Solucidn: La fuerza desconocida X intervendr4 solamente en la
parte de energia potencial de flexién que corresponde al trozo A B de

la barra. Para este trozo, M = Pg — Xz, y la ecuacién del trabajo
minimo da:

dU_d [Mde 1 1, dy 1 [
dX = dX Jo 3EI —E_'IﬁMﬁdx=—E7./;(Pa—Xx)xdx
1 (XP Pqnr
ZI T‘T)=°'

se obtiene

de donde
3 a
X = 3 P 7°
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3. Determinar las relaciones horizontales X en el sistema de la

figura 272. Todas las dimensiones

figuran en la tabla siguiente. ‘
Solucién: Por el principio del

trabajo minimo, se tiene

dU _ d o Si; Sil; dSq

3 = == (),

dX " dX"24;F " “A,EdX

Sea 8} la tensién producida en
la barra i por la carga conocida P,
S, la tensién producida en la mirna

(b) barra reemplazando las fuerzas X
! 1 por otras unitarias. Los valores de
Fic. 272 8! y 8] se determinan por las con-

diciones de la estética y figuran en
las columnas 4.2 y 5.8 de la tabla. La tension total en una barra cual-
yuiera seré: )
Si = Sﬁ + Si X.‘

2

I 4 , s | sz
cr:n. cm.? Si S 4; A;
1 450,75 31,25 | — L,803 P 1,202 | — 51,24 P 20,8
2 395,25 18,75 1,681 P| — 2,108 | — 70,28 P| 93,6
3 125,0 12,60 | - 1,000 | — 1,333 | — 13,32 P 17,8
4 450,75 | 31,25 | — 1,803 P 1,202 | — 31,24 P 20,8
6 395,25 | 18,75 1,681 P| — 2,108 | — 70,28 P| 93,6 -
Z = -—216,36 P; = = 246,6
Sustituyendo su valor en la ecuacion anterior, queda
7S+ 8o o
1 &
de donde
x— it A -

i=1 A

T.os elementos de estas sumaciones figuran en las columnas 6. y

7.8 de la tabla. Sustituyendo los valores en la ecuacién (f), se obtiene ;
X = 0,877 P.

i
4
x
%

&
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4. Determinar la tensién en la barra horizontal sobrante del siste-
ma de la figura 273, suponiendo que la longitud de esta barra es 750 cm.
y el drea de su seceién recta 4,. Las D
barras restantes tienen las mismas
dimensiones que en el problema 3.

Solucidn : La tensién de Iz barra
horizontal se calcula por la ecua-
cién (201), Esta ecuacién es andlo-
ga a la ecuacién (f) del problema 3,
‘pero en el sistema de la figura 273
existe ademés la barra horizontal,

La tensién producida en esta ba- It
rra por la fuerza P actuando sola th)
(X = 0) es cero, es decir, 8 = 0. Fic. 273

La tensién producida por las dos

fuerzas iguales & la unidad —fig. 273 (b)— es S, = 1. Il término adi-
cional en el numerador de la ecuacion (f) es

SN
A,
El término adicional del denominador es:

S2, 1-1, 750

0.

=

4, 4, 4,

Por consiguiente, empleando los datos del problema 3,

_ 216,36P
~ 750 )
4 +246.6
Tomando, por ejemplo, 4, = 62,5 cm.3,
216,36 P
= 1212466 = 0,836 P.

Que es solamente el 4,7 por 100 menor que el valor obtenido en el
problema 3, para apoyos fijos 1,
Suponiendo 4, = 6,25 cm.2,

216,36

X= m=0,590p.

Se observaré que en un sistema hiperestatico las tensiones en las
barras dependen de sus secciones rectas.
5. Determinar las tensiones

ra 20 utilizando e] principio del ¢
6.

en las barras del sistema de la figu.
rabajo minimo.

Determinar las tensiones en las barras del sistema represen-

1

Tqrpando 4¢ = o ge obtiene la misma condicién que para
apoyos fijos.

RESISTENCIA DE MATERIALES, — T. I 21
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tado en la figura 274, suponiendo que todas las barras son de las mis.
mas dimensiones y materiales.

Solucién: Prescindiendo de una barra, los esfuerzos en las demés
pueden determinarse por las condiciones de la estatica; por consiguien.
te, el sistema tieme una barra hiperestética solamente, sea esta barra
la 1y X la tensién correspondiente. Todas las barras que son lados del
hexdgono tendran las mismas tensiones X; las barras 8, 9, 11 y 12 su-
fren compresiones X y las tensiones en las barras 7y
10 valen P — X,

La energia de deformacién del sistema es:

X2 (P—X)2

U=Wsyp+2 347

Establéciendo que g% = 0, se obtiene

Frc. 274 x=-%

7. Determinar las tensiones en el sistema de la figura 268, supo-
niendo que todas las barras tienen la misma seccién recta y tomando
como hiperestética la tensién en la diagonal AD. o .

Solucidn : Sustituyendo los datos dados por la tabla siguiente, en
la ecuacién (201), se tiene:

X—3+2‘/2P

=T¥eval

@- L 5 s, sz | sa
1 aP a
1 a P _% _7§ 2
1 aP a
9 a P ~ 75 ~a 3
3 a 0 —:}—5 0 g
1 aP a
4 a P TR Yz 2
a2 | —P/2 | +1 —2al’ av?2
a2 0 +1 0 a2

so o B2V o 500 4 /3
V2 -

R P I

-y
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8. Un cuadro de seccién uniforme (fig. 275) se somete a Ja accién
de una carga uniformemente repartida de intensidad g. Determinar
€l momento flector en los dngulos.

Respuesta :

_ a®+ g,
T 12(@+b)

9. Una carga P esté sostenida por dos vigas de igual seceibn que

8o cruzan en angulo recto (fig. 276). Determinar la presién X entre
las vigas.

Respuesta:
__ pp
BB
10. Encontrar el valor de la hiperestatica H en ol pértico repre-
sentado en la figura 167, utilizando el principio del trabajo minimo,

(AILIRYNIIN

ot > 4P

TR 1

3 b

-4 = [ ’

bt 1 > ?—‘P’I Z

- > _QT_'* T
IRERERE P ERAg 2 z "
Fia. 275 Fia. 276

Solucién: La energia de deformacién por flexién del pértico es

& Hzxzdx i (IL[O bl Hh)zdx
g [*E
4 2% 3 BT, +/o CY 7 (@)

donde M, representa el momento flector para las secciones del dintel

calculado como viga apoyada en sus extremos. Sustituyendo en la
ecuacién

dUu
am =9 (k)
se encuentra
2HW HWI h 1
L3 E—z=mﬁ,M°d”- (%)

La integral del segundo miembro es el drea del diagrama triangular
de momentos flectores para una viga con carga concentrada P. Por
consigeiente,

Sustituyendo en (k), se obtiene para H la expresién ya conocida
{ecuacién 114, pag. 192).
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11. Encontrar las incégnitas hiperestdticas en las estructuras re-
presentadas por las figuras 166, 169 y 171, utilizando el principio de

trabajo minimo.
12. Hallar el momento flector en la figura 269, suponiendo l; = 2I,.

71. El teorema de la reciprocidad de los trabajos.—Comen-
zaremos considerando la viga simplemente apoyada de la figu-
ra 277 (a), y calcularemos la flecha en el punto D, cuando la car-
ga P acttia en C. Esta flecha se obtiene haciendo « = d en la

ecuacién (86), y sera

bd
(¥)g=a = o (IF—b*—d?). (@

61
Se ve que la flecha (a) no varfa si se cambia d por by b por d,
lo que indica que en el caso de la figura 277 (b), la flecha en D, es
la misma que la flecha en el
punto D de la figura 277 (a).
De la figura 277 (b), se ob-
tiene la figura 277 (c), giran-

a 8 o .
a p] < 2" gina que el punto C, coinci-
}* 6 °I @ L_' “ _"‘ da con el punto D, y el pun-

P‘ to D, con el punto C. Por

15 2 < a8 consiguiente, la flecha en C,

| a _’l I'" o en la figura 277 (c), es igual
@
Fie. 277 a la flecha en D, en la figu-

ra 277 (a). Este es un caso
particular del teorema de la reciprocidad en el trabajo.

do la viga 180°% lo que ori-

Para establecer el teorema en forma general 1, considerare-
mos un cuerpo elastico. Sea el cuerpo representado en la figu-

ra 278 y supongamos que estd apoyado de tal manera que le sea
imposible todo movimiento como cuerpo rigido. El primer es-
tado de fatigas lo ocasiona el sistema de fucrzas exteriores

! Un caso particular dc este teorcma fué obtenido por J. C. Max- |
well, loc. cit., pag. 310. El teorema se debe a E. Betti, Il nuovo cimento

(serie 2), vols. 7y 8, 1872. En una forma més general, el teorema fué

G i A R B

%

.,

dado por lord Rayleigh, London Math. Soc. Proc., vol. 4, 1873, o Scien~ .
tific Papers, vol. 1, pag. 179. Diversas aplicaciones a la solucién de pro- .
blemas de ingenierfa han sido hechas por O, Mohr, loc. cit., pagina 315,

y H. Miiller-Breslau, loe. cit., pag. 315.
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P,y P,. El segundo lo origina el sistema Py y P,. Tl corrimien-
to de los puntos de aplicacién en las direcc ones de las fuerzas
son 8, 8,, 83 ¥ 3,, en el primer estado, y 8, 8, 8, 3, en el
segundo estado. El teorema de la reciprocidad dice: El trabajo
correspondiente a las fuerzas del primer estado para los corri-
mientos del segundo estado es igual al trabajo correspondiente
a las fuerzas del segundo estado para los corrimientos del pri-
mero. Es decir,

P81 + Pyp3; = Py + Pp3,. (203)

Para demostrar este teorema, consideraremos la energfa de
deformacién del cuerpo cuando acttian simulténeamente todas
las fuerzas P, ... P, y ha-
remos uso de la propiedad
de que el valor de la ener-
gia de deformacién no de-
pende del orden en que se
aplican las fuerzas, sino de
los valores finales que estas
fuerzas alcanzan. Suponga-
mos que primeramente se aplican las cargas P,y P, y después
las fuerzas P, y P,. La energia de deformacién almacenada du-
rante la aplicacién de P, y P, es

PyS,

P
i) @

Fia. 278

Aplicando ahora P; y P,, el trabajo suministrado por estas |
fuerzas es

P | PY;

9 9 (b)

Ahora bien, durante la aplicacién de las fuerzas P,y P, los
puntos de aplicacién de las fuerzas P,y P, se habran desplaza-
do 3] y 8;. Por consiguiente, P, y P, realizan un trabajo

P + Py, 1, (©

L . .
Estas expresiones no se dividen por 2 porque las fuerzas P, y

Py permanecen constantes durante el tiem
pern > po en el que s
aplicacién experimentan los desplazamientos 8] y g,’,. s puntos do
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La energia de deformacién que en total ha almacenado el
cuerpo se obtendrd sumando (a), (b) y (c); es decir,
!’ ’
vt Bl PR PR by b @
2 2 2 2
Si ahora suponemos que primeramente se carga el cuerpo
con las fuerzas P, y P, y después con las P, y P, y repetimos el

razonamiento expuesto, obtendremos

P} P
2 2

U=

P33, P,
+ ;1+ ;“+P383+P484- ()

Escribiendo que (d) y (e) son iguales, se obtiene la ecuacién
(203). Este teorema puede demostrarse cualquiera que sea el
nimero de fuerzas y también para pares o para fuerzas y pares.
En el caso de un par, el corrimiento que se considera es el dn-
gulo de rotacién correspondiente.

Para el caso particular de que en el primer estado de fatiga
actiie una sola fuerza P, y de que en el segundo estado exista
Unicamente la fuerza P,, la ecuacién (203) da !

P.3, = P3,. (204)

Si P, = P,, se deduce que 3; = 3,, es decir, el corrimiento
del punto de aplicacién de la fuerza P, en la direccién de la
fuerza P, producido por la fuerza P, es igual al corrimiento del
punto de aplicacién de la fuerza P, en la direccién de P,, pro-
ducido por la fuerza P,. Una comprobacién de esta propiedad,
para un caso particular, se vié para la viga de la figura 277.

Como otro ejemplo, consideraremos la flexién de una viga
apoyada. En el primer estado la supondremos flexada por la
accién de una carga concentrada P aplicada en su centro; en el
segundo estado, actfia sobre la viga un par flector M en su ex-
Pr o
16 EI’
par M aplicado en el extremo produce en el centro una flecha

M2
16EI

tremo. La carga P produce un giro en el extremo 9 =

1 Kl primero que probé esta propiedad fué J. C. Maxwell, y fre.
cuentemente se denomina ¢teorema de Maxwells.

et
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La ecuacién (204) dice
2 2
Mz o P .
16 BT 16 E1

El teorema de la reciprocidad de los trabajos se emplea mu-
cho para estudiar las lineas de influencia en los sistemas hiper-
estaticos. Sea, por ejemplo, una viga empotrada por un extremo
y apoyada por el otro (fig. 279), sometida a la accién de una car-
ga concentrada P. Se trata de encontrar
c6mo varia la reaccién X cuando la car- Xt_ z __r
ga P se mueve sobre la viga y, por con- 4% % "E}

siguiente, varfa la cantidad x. Conside- y “
remos el estado real de la viga —figu- | ; ! i

ra 279 (a)— como primer estado de fa- -g—'\ Lo %
tigas. El segundo estado (ficticio) ser4a T ——~"T & *
el de la figura 279 (b). Se ha prescindido Fra. 279

de la carga extetior y de la cantidad

hiperestatica X y se ha cargado la viga con una fuerza unitaria
en la direccién de X. Este segundo estado es estiticamente de-
terminado y la eldstica correspondiente (véase ecuacién 97, pi-
gina 142) serd la de la figura.

Si los ejes coordenados se toman como indica la figura 279 (b),
se tendra

=1 g e
y—GEI(l z)2(21 4 2). 0

Representemos con 3 la flecha en el extremo y con y la flecha
a la distancia x del apoyo izquierdo. Aplicando el teorema de re-
ciprocidad de los trabajos, se tiene: El trabajo de las fuerzas
del primer estado para los corrimientos del segundo es

X3 —Py.

El trabajo de las fuerzas del segundo estado para los corri-
mientos del primero sers nulo, puesto que el punto de aplica-
ci6n 4 de la fuerza unitaria tiene corrimiento nulo en el primer
estado 1. Por consiguiente,

X5— Py =0,

! Las reacciones en el extremo empotrado no se consideran en

ambos casos a causa de ser nulo el desplazamiento correspondicutc.
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de donde

_ p¥.
X—Ps (9

Se ve, pues, que a medida que la carga P cambia de posicién,

la reaccién X es proporcional a los valores correspondientes de Y

en la figura 279 (b). Por consiguiente, la eléstica del segundo es--

tado (ecuacién f) representa grificamente el modo de variar X

con z. Esta curva ser4 la linea de influencia de la reaccién X 1,
Si actlan varias cargas simultdneamente, empleando el mé-

todo de superposicién y aplicando la ecuacién (g), se tendré

X = é S Py,

donde y, es la flecha correspondiente a la carga P, y la suma-
cién se extiende a todas las cargas. :

Problemas

1. Construir lus lineas de influencia para las reacciones en los
apoyos de una viga continua sobre tres apoyos (fig. 280).

Solucion: Para encontrar la linea de influencia de la reaccién en el

R'e apoyo intermedio consideraremos como

"" —'1" - » primer estado de fatiga el de la figu-

‘T-— —-T /) ra 280 (a). El segundo estado es el de la

& YRk figura 280 (b), en el que se prescinde de

: 8 lacarga Py de la reaccion X, y en el

ATy Ry T 1 lugar de esta ltima se hace actuar una

carga unitaria hacia arriba. Este se-

gundo estado es estaticamente deter-

minado y su eléstica conocida: —ecua-

ciones (86) y (87), pagina 136—; por

consiguiente, las flechas 8 e y se pueden

calcular. El trabajo correspondiente a las fuerzas del primer estado

para los corrimientos del segundo es

X3 — Py.
El trabajo correspondiente a la fuerza unitaria del segundo estado

para los corrimientos del primero (flecha cero en C) es cero; por con-
siguiente,

X3—Py=0; X=P§.

1 El empleo de modelos para la determinacién de lineas de. in.

fluencia ha sido desarrollado por G. E. Beggs, Journal of Franklin
Imstitute, 1927,

;;ug«_{l' Fapliieg s

T
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Es decir, la eléstica del segundo estado es la linea de influencia de
la reaccion X. Para obtener la linea de influencia de la reaccion en B,
el segundo estado de fatiga sers el que representa la figura 280 (c).

2. Utilizando la linea de influencia del problema anterior, deter-
minar la reaccién en B si la carga P esté en el centro del primer tramo

(x = l—21) —fig. 280 (a).
Respuesta: La reaccion estars dirigida hacia abajo y valdrd

3P 1
16 B+ Ly

3. Encontrar la linea de influencia correspondiente al momento
flector en el apoyo central C de la viga continua sobre tres apoyos de
la figura 281. Utilizar la linea hallada para averiguar el valor del momen-
to flector M,, cuando la carga P esté en el centro del segundo tramo.

Solucidn : El primer estade le fati-
ga es el que origina la carga real —figu- M lp 3

A
ra 281 (a)— con el momento flector M, T 3\
aplicado en la seccién C. Para el segun- - l (@J l b

do estado se quita la carga P, se corta A I8
la viga en C'y se aplican dos pares uni- (v
tarios en lugar de M, —fig. 281 (b)—. 1cy

Fia. 281

Este tultimo caso es estéticamente de-
terminado. Los éngulos 6, y 0, vienen
dados por la ecuacién (104), y la flecha y por la ecuacidén (105). La suma
de los dngulos 6, y 6, representa el corrimiento en el segundo estado
correspondiente al momento flector M, que obra en el primer estado.
El trabajo correspondiente a las fuerzas del primer estado para los
corrimientos del segundo es 1:

M,(6, + 0,) — Py.

El trabajo correspondiente a las fuerzas del segundo estado para
los corrimientos del primero es cero, puesto que en la figura 281 (a) la
viga no esté cortada. Por consiguiente,

M0, + 0y) — Py = 0;

O sea
-p Y _.
M, =Pt )

Se ve que cuando la carga P cambia de posicién, el momento flec-
tor M, varia proporcionalmente a la flecha y. Por consiguiente, la _

! Se supone que el momento flector M, produce una eldstica
cbéneava por abajo.
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eldstica en el segundo estado representa la linea de influencia de M,.
Recordando que

_h+lh

6 46, = BET

y que la flecha en el centro del segundo tramo es

1.2
WemG = 1651

el momento flector, cuando la carga P estd en ol centro del segundn
tremo —ecuacién (h)—, sera
3 P4
R R A
4. Encontrar la linea de influencia correspondiente al momento
flector en el extremo empotrado de le viga 4B (fig. 279) y caloular este

M

momento cuando la carga esté situada a z = :l—; del apoyo izquierdo.
Lespuesta: -
4

5. Construir la linea de influencia correspondiente & las reaccio-'

nes horizontales H del pértico de la figura 167 (a) cuando la carga P se
p mueve & lo largo de la barra A B.

l B Respuesta: La linea de influencia
tiene la misma forma que la eldstica

by

de carga de la figura 166 (c).

6. Hallar la linea de influencia
correspondiente a la tensién X en
la barra horizontal 0D —fig 282 (a)}—
cuando la carga P se mueve a lo lar-
go de la viga AB. Calcular X cuan-
do la carga estd en el ceniro de la
viga. Los corrimientos dabijos al
alargamiento o contraccién de las
barras se despreciarén y s6lo se con-
siderard el corrimiento debido a la
flexion de la viga 4 B.

Solucién: El estado de carga de
la figura 282 (@) se tomars como pri-
mer estado de fatiga. En el segundo estado se prescinde de la carga Py
de las fuerzas X, y en el lugar de estas tiltimas se colocan dos fuerzas uni-
tarias —fig. 282 (b)—. Debido a estas fuerzas, se transmitirén a la viga
AB en los puntos 'y H unas presiones verticales dirigidas haocia arri-

Fic. 282

1.k . , -
ba de valor < 7 la viga flexara tal como se indica con lineas de trazos.

de la barra 4B para las condiciones,

e
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Si 1a flecha de 1a viga en el punto corrcspondiente a la carga P la repre-
sentamos con y y 5 es el corrimiento de los puntos C y D, uno hacia el
otro, en el segundo estado de fatiga, el teorema de la reciprocidad de
los trabajos da

X3—Py=20 0 sea X——-P%-

(£)

Por consiguiente, la eldstica de la viga 4B, en el segundo estado,
es la linea de influencia pedida. La flexién de una viga por la accién
de dos cargas situadas simétricamente se analizé en el problema 1, pi-
de dos cargas situadas simétricamente se analizé en el problema 1, pa-

gina 151. Poniendo -l—ck en lugar de P en las férmulas que obtuvimos,
las flechas de la viga en F y a la mitad de la luz serén

h h
(Y)gme = ch*I Bl—40) ¥ Wemy= gz BL— 4D,

respectivamente.
Examinando la rotacién del tridngulo 4 FC —fig. 282 (¢}— como un
cuerpo rigido, se ve que el corrimiento horizontal del punto C es igual al

corrimiento vertical del punto F multiplicado por o por consiguiente,

h h3

8= 22 (Y)gme= 557 (Bl —4 ).

Sustituyendo este valor y el de la flecha a la mitad de ia luz en la

ecuacién (), se obtiene
_P3 12—4c?
T 8L 31 —4c’

7. Encontrar la linea de influencia correspondiente a la tensién
en la barra OD del sistema representado en la figura 253, despreciando

C

4 c [P s

D

{
2

I

Fia. 283 Fie. 284
los corrimientos debidos a los acortamientos y alargamientos de las
barras y considerando solamente la flexion de la viga 4 B.
Respuesta: La linea tendré la misma forma que la correspondiente
a la reaccién en el apoyo central de la viga sobre tres apoyos (véase pro-
blema 1, pig. 328).
8. Construir la linea de influencia para la barra BC que atiranta
a la viga A B. Hallar la tensién en BC cuando P estd a la mitad de
AB (fig. 284).
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Respuesta: Despreciando los corrimientos debidos al alargamiento
del tirante BC y a la contraccién de la viga A B, la fuerza en BC es
5 P
16 sen o

72. Casos de excepeién.—Al deducir el teorema de Castiglia-

no y el de reciprocidad de los trabajos, se ha supuesto que los
corrimientos debidos a la deformacién son proporcionales a las
cargas que obran sobre
el sistema eldstico. Exis-
ten casos para los que
dichos corrimientos no
son proporcionales a las
cargas aun cuando el
8 material de que est4 for-

mado el cuerpo siga la

ley de Hooke. Estos ca-

808 se presentan siempre
que los corrimientos debidos a la deformacién influyen en la accién
de las cargas exteriores. En dichos casos, la energia de deforma-

D

Y y

=K

F1a. 285

@

cién no es ya una funcién de segundo grado y el teorema de Cas-'

tigliano no es valido. Para aclarar esta limitacién, vamos a consi-
derar el caso sencillo de que solamente una carga P acttie sobre
el sistema eldstico. Supongamos primeramente que el corrimien-
to § es proporcional a la fuerza correspondiente P, tal como indi-
ca la linea recta OA de la figura 285 (a). El 4rea OA B representa
la energfa de deformacién almacenada por el sistema durante la
aplicacién de la carga P. Para un aumento infinitesimal d$ en
el corrimiento, la energia de deformacién aumenta en la canti-
dad que representa el drea rayada en la figura y se obtiene

adU = Pds. (a)

Si la ley de variacién es lineal, el tridngulo infinitesimal 4DC
es semejante al tridangulo OA4 B; por consiguiente,

B_3 s =P ®)
aP P P
Sustituyendo este resultado en la ecuacién (a),

dU =P 6;“’
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'S
A& de donde se deduce el teorema de Castigliano:
LR
i av
— =34, c
dp ‘ ©

Un caso para el que no puede aplicarse el teorema de Cas-
tigliano es el representado en la figura 286. Dos barras horizon-
tales e iguales AC y BC, articuladas en 4, B y C, estédn some-
tidas a la accién de la fuerza vertical P aplicada en C. Sea C, la
posicién de C después de la defor-

~—
e ‘j‘

macién y « el angulo de inclinacién
de cada barra en la posicién defor-
mada. El alargamiento unitario de
las barras deducido de la figu-
ra 286 (a) es

Fia. 286

e=(——~a—l’:l. @)

Si solamente se consideran corrimientos pequefios, « es pe-
2
. v .
vale, aproximadamente, I + o> Sustituyendo en

- 1
quefio y ———

(d), se tiene

O€2
e= —.
2
Las tensiones en las barras son
2
7 = dpe = 452, ()
Por la condicién de equilibrio del punto C, —fig. 286 (b)—
P =2aT, h
y con el valor de 7', dado por la ecuacién (e),
: P = AEs,
; de donde -
VT ,
Lo “= VY 4z v
4 y
P
. 8=loc=l1/AE. 205)
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En este caso, el corrimiento no es proporcional a la carga P,
a pesar de que el material de la barra sigue la ley de Hooke.
La relacin entre 8 y P est4 representada en la figura 285 () por
la curva OA. El érea rayada OA B en dicha figura representa la
energfa de deformacién almacenada por el sistema. El valor de
la energfa de deformacién es

3
U= | Pds (h)

Sustituyendo el valor de

3
P=AE8 s

7 (®)

despejado de la ecuacién (205), se obtiene

AE [°, AES* Ps Pl p
= ——— _——— = — == —- . l

v B Jo 8% 4173 4 4 /AE’ @

Lo que demuestra que la energia de deformacién no es una
funcién de segundo grado en la fuerza P. Tampoco vale dicha
energia la mitad del producto P3 (véase articulo 68), si no sola-
mente su cuarta parte. Kl teorema de Castigliano no sera valido:

dU_i,(P“Z)_llf/EJs.
dP  dP\4 | 4AE ~ 3 AE 3

Resultados andlogos se obtienen en todos los casos en que los
corrimientos no son proporcionales a las cargas.

APENDICE

MOMENTOS DE INERCIA DE LAS AREAS PLANAS
I. El momento de inercia de un &rea plana eon relacién
a un eje de su plano

Al estudiar la flexién de vigas, se encontraron integrales de
este tipo: -

= [ pas, (1)

A
en las que cada elemento de drea dA estd multiplicado por el
cuadrado de su distancia al eje z y la integracién extendida al

drea A4 de la seccién recta de la viga (fig. 1). Una integral de
y* ly
b
%| ¢ ‘f_z'
)

-——b*—

Fia. 1 ‘ Fic. 2

esta naturaleza se denomina momento de inercia del 4rea A
con relacién al eje z. En casos sencillos, los momentos de inercia
se calculan analiticamente con facilidad. Sea, por ejemplo, un
rectdngulo (fig. 2). Para caloular el momento de inercia de este
rectingulo con relacién al eje horizontal de simetria z, se puedo
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dividir el rectdngulo en elementos infinitesimales tales como el
representado en la figura por el area rayada. De este modo,

h
2 bh® ‘
I,=2 *bdy = — . (2)
: j; yoey =35

De la misma manera, el momento de inercia del rectingulo
con relacion al eje y es

> 3
Iy=2 222hd2= hb .
0 12

La ecuacién (2) sirve también para el cdlculo de I, en el pa-
ralelogramo representado en la figura 3, puesto que este parale-
iogramo puede deducirse del rectangulo representado con lineas

1, /
[ ‘2 A}._bl__.,c“"z

Fic. 3 Fic. 4

de trazos por un desplazamiento paralelo al eje z de elementos
tales como el rayado en la figura. Las areas de los elementos y
sus distancias al eje z permanecen invariables en el desplaza-
miento y, por consiguiente, I, es igual al I, del rectangulo.

Para calcular el momento de inercia de un triangulo con rels-
¢ién a su base (figura 4), tomaremos como area elemental la
vayada en la figura, cuyo valor es

da—ph—Y

dy

La ecuacién (1) da . -
" Y .2dy —
I = ﬁ b = yidy = ITh
El método de calculo expuesto se utiliza de modo general.
El momento de inercia se obtiene dividiendo la figura en
fajas infinitesimales paralelas al eje y después integrando la
ecuacién (1). '
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El célculo puede muchas veces simplificarse dividiendo la
figura en partes cuyo momento de inercia con relacién al eje se
conoce. En este caso, el momento de inercia total es la suma de
los momentos de inercia de las diversas partes.

El momento de inercia de un 4rea con relacién a un eje tiene
las dimensiones de una longitud a la cuarta potencia, seglin se
deduce de su definicién —ecuacién (1)—; por consiguiente, divi-
diendo el momento de inercia con relacién a un cierto eje por el
drea de la seccion y extrayendo la raiz cuadrada, se obtiene una
longitud. Esta longitud se denomina radio de giro con relacién
a dicho eje. Para los ejes y y z, los radios de giros son

VI, 7
]C” == I/j; kz = ‘I/‘ji', (3)

Problemas

1. Encontrar el momento de inercia del recténgulo de la figura 2
con relacion a su base.
Respuesta :
I =3
2. Encontrar el momento de inercia del trisngulo 4 BCO con rela-
cién al eje 3’ (fig. 4).

Y y 14
.-b—-—n
{14 R ceee
7 ] N
I ] . i T
c
g c s 9 T 2 C,; 2 g
i l #h _l%—ﬂf L
Lo SN L—b—. — b
(@) () ©
F1a. 5

Solucién: Este momento es la diferencia entre e momento de iner-
cia del paralelogramo A BDC y el del trisngulo BDC. Por consiguivalbe,

I, bh* bk _ bR?
E3I 1T
3. Encontrar I, para las secciones de la figura 5.

Respuesta :
at  (a—2h) ba® (b — M) (a — 2h)®
Img—"1m > L=p——— 13 )

RESISTERCIA DN MATERIALES, — T, T 8- .
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4. TFncontrar o1 momento de inercia de un cuadrado de lado a
con relacion a una diagonal.

Respuesta:

6. Halar k, y k, para el rectingulo representado en la figura 2,
Respuesta:

k. = b

h
VIR T

6. Hallar k, para las secciones 5 {(a) y 6 (b).

kz

II. Momento polar ‘de inercia de un &rea plana

E! momento de inercia de un 4rea plana con relacién a un
eje perpendicular al plano de la figura se denomina momento
polar de inercia con relacién al punto en que el eje corta al plano
(punto O en la figura 1). Analiticamente, se define por la integral

1,= f rdd, (@

seglin se ve, cada elemento de drea dA se multiplica por el cua-
drado de su distancia al eje y la integracién
se extiende a toda el drea de la figura.
Con referencia a la figura 1, 72 = y2 4 22,
y por la ecuacién (4), ’

Ipzf @ +2dd=1,+1,. (5
4

Es decir, que el momento polar de iner-
Fia. 6 cia con relacién a un punto O es igual a la
suma de los momentos de inercia respecto

a dos ejes rectangulares y y 2z que pasan por dicho punto.
Consideremos una seccién circular. El momento polar de
mercia de un cfrculo con relacién a su centro se utiliza al anali-
zar la torsién de un eje circular (véase articulo 58). Si se divide
el area del cfrculo en anillos elementales, tal como indica la tigu-

ra 6, se tiene d4 = 2nrdr, y por la ecuacién (4),

IS

dr =%, (6)
0 32

S

&

I,=2x
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Se ve que en este caso, en virtud de la simetrfa I, = [ s
por consiguicnte, de las ecuaciones (5) y (6) se deduce

I,,=Iz=—],,=——- (7

El momento de inercia en la elipse, con relacién al eje z
(figura 7), puede obtenerse comparandv la elipse con el circulo
representado en la figura con linea de trazos.

La altura y de un elemento cualquiera de la elipse, tal como
el rayado de la figura, puede obtenerse reduciendo la altura y del

. ., b .
elemento correspondiente del efrculo en la relacién P Segiin se
deduce de la ecuacién (2), los momentos de inercia de estos dos

. . . ‘ o b
elementos con relacién al eje z estdn en la relacién s Los mo-

mentos de inercia de la elipse y del circulo estaran en la misma

relacion; por consiguiente, el momento de inercia de la elipse es

w(2a)t b  wabd

nEat B b @
64 a 4

Del mismo modo, para el eje vertical

z

nba®
I,= . H
el momento polar de inercia de una elipse serd (ecuacién 5)

nab® = nba®

I = I, o= — . 9
P Iy+s 4+4 ()
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Problemas

1. Hallar o] momento polar de un recténgulo con relacién al cen-
tro de gravedad (fig. 2).

Respuesta :
bh® | hb?
Lh=1+1g

2. Hallar los momentos polares de inercia con relacién a sus
centros de gravedad de las Areas representadas en la figura 6.

III. Cambio de ejes

Si se conoce el momento de inercia de un 4rea (fig. 8) con
relacién a un eje z que pasa por su centro de gravedad, el mo-
mento de inercia respecto a otro eje 2’
paralelo al primero puede calcularse por
la ecuacidn

Iz’ == Iz + Adﬂ’ (10)

donde 4 es el drea de la figura y d la
Fio. 8 distancia entre los ejes. En efecto, por
: la ecuacién (1)

2

b:f@+@mA=fwwuﬂjQMA+fﬁMu
A A A 4

La primera integral del segundo miembro vale I » la tercera
integral es igual a Ad? y la segunda inte-
gral es cero, debido a que el eje z pasa por

y
el centro de gravedad, con lo que queda ‘_"L :I‘“_'.‘“Z'T
probada la ecuacién (10). La ecuacin (10) ]
es muy Gtil para el cdlculo de los momen- o l
tos de inercia correspondientes a secciones 1 z
de vigas compuestas (fig. 9). Las posicio- e 4
nes de los centros de gravedad de los angu-
lares y los momentos de inercia de sus sec- ,_'[ “]:1“:2_' J_
ciones con relacién a ejes que pasan por Fia. 9

sus centros de gravedad vienen dados en

los catélogos. El cdlculo de los momentos de inercia de los an-
gulares con relacién al nuevo eje z pueden hacerse facilmoute
empleando la ecuacién (10),
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Problemas

1. Empleando la férmula del cambio de ejes, hallar el momento
de inercia de un tridngulo (fig. 4) con relacién al eje que pasa por el
centro de gravedad y es paralelo a la base.

Respuesta:

bh?
= %.

2. Hallar ¢l momento de inercia I, de la seccién representada
en la figura 9 si A = 50 cm., b = 1,25 cm. y los angulares son de
10 X 10 em. X 1,25 cm.

Solucion :

I, = 59453 cm s,

3. Hallar el momento de inercia con relacién a la Ifnea neutra de
la seccién en C de la figura 85.

IV. Producto de inereia. Ejes principales

La integral
1, =f y=dA4, (11
4

en la que cada elemento de 4rea dA se multiplica por sus coor-
denadas y la integracién se extiende al drea de una figura plana,
se denomina producto de inercia de la figura. Si una figura tiene
un eje de simetria y se toma como eje y o eje z (fig. 10), el pro-
ducto de inercia es igual a cero. Esta propie- y
dad se deduce de que en este caso por cada
elemento d4 cuya z es positiva, existe otro
elemento d4’ igual y simétricamente coloca- ‘ z
do, ‘cuya z es negativa y cuya y vale lo mis-
mo. Los productos elementales correspondien-
tes yzdA se anulan entre si; por consiguiente,
la integral (11) ge anula. ‘ Fia. 10
En el caso general, para un punto cual-

quiera de una figura plana, se pueden hallar siempre dos di-
recciones perpendiculares para las que el producto de inercia
se anule. Sean, por ejemplo, los ejes y y z (fig. 11). Si giramos
los ejes 90° alrededor de O, en el sentido de las agujas del
reloj, las nuevas posiciones de los ejes son las ¥’ y # dela figu-

dA /dA

S
\]
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ra. Las relaciones entre las nuevas coordenadas y las antiguas
de un elemento d4 son

’

y'=z 2= —y.

Por consiguiente, el producto de inercia para los ejes nue-

VOs €3
I, =f y'z'dA = —-f yedd = — I ;
4 4

es decir, en virtud de la rotacién, el producto de inercia conser-
va su valor, pero cambia signo. Como el producto de inercia
varfa de modo continuo con el angulo de rotacién, tiene que

ez

Fia. 11 Fra. 12

existir una cierta posicién comprendida entre las estudiadas,
para la cual se haya anulado. Las direcciones correspondientes
se denominan ejes principales. Cuando el origen de coordena-
das es el centro de gravedad, las direcciones principales se de-
nominan ejes centrales principales. Si una figura tiene un eje
de simetria, este eje y el perpendicular a él son los ejes princi-
pues de la figura, puesto que el producto de inercia con rela-
cién a ellos es nulo, como hemos. dicho anteriormente.

Si se conoce el producto de inercia de una figura para un
par de ejes ¥ y z (fig. 12), que pasan por su centro de graveda.d
el producto de inercia para los e]es paralelos a ellos 3" y 2’ se
halla por la ecuacién

Iy = I,, + Aab; (12)

En efecto, las coordenadas de un elemento dA4, en relacién
a los ejes nuevos, son

y=y10b 2=ztla

MOMENTOS DE INEKCIA DE LAS AREAS PLANAS 343

por consiguiente,

fq,wdA f(y+ B (2 + a)dA

_ f yed A + f abdA + f yadd + ] hedd.
A 4 4 4

Las dos tltimas integrales son nulas, puesto que C es el
centro de gravedad de la figura y la ecuacién se reduce a la
expresién (12).

Problemas

1. Hallar 1., para el rectdngulo de la figura 2.
Respuesta:
y b2ht
Tye = —
2. Hallar el producto de inercia del angular de la figura 13 con
relacién a los ejes ¥ v 2. Resolver la misma cuestion para los ¥, y 2;-
Solucion : Dividiendo la figura en dos
recténgulos y empleando la ecuacién (12) Yh
para cada uno de ellos, se encuentra 7 .2,
a®h? | h¥(a® — h?)
I vz = T 4 3 —

Q

Por simetria, I,,‘z‘ = 0, ‘\\l\
e

’

3. Determinar los productos de iner-
cia de las secciones de la figura 5s8i C es
el centro de gravedad.

Solucién: Para la figura 5 (a) y (b) Frc. 13
1,, = 0 por la simetria. En el caso de la
figura 5 (¢), dividiendo la figura en tres rectédngulos y aplicando la
ecuacién (12), se tiene

= 2(b— hy) hi'?'l’ b,

L 2

yz

V. Cambio de direccién de los ejes. Determinacién
de los ejes principales

Supongamos que los momentos de inercia

1,=‘/‘ y2dA; 1y=j 22dA (@)
T Ja 4
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y el producto de inercia
I vz = f ?/sz (b)
4

son conocidos para dos ejes y y z rectangulares (fig. 14) y que
se quieren hallar las mismas cantidades para los ejes nuevos y,

Fie. 14

y #;. Considerando un 4rea elemental d4, las nuevas coordena-
das en funcién de las antiguas son

2)=2C08¢ -+ yseng; Y, =Y COS@-—2zseny, (]

siendo ¢ el angulo que forman los ejes 2 y 2,.
De este modo, '

I, =f yidA = f (y cos ¢ — z sen @)?d A =f y? cos? pdA
4 4 4

+f 22 gen? odAd —-—f 2yz sen ¢ cos gdd,
4 4

o0, empleando (a) y (b),

I, = I, cos® ¢ -+ I, sen? o — I, sen 29 ,(13) h
Del mismo modo, ~
I, = I sen? ¢ + I, cos? ¢ + I, sen 2¢. (13")
Sumando y restando las ecuaciones (13) y (13'), se obtiene
L+ 1,,=1+ 1, (14)

L, — I, = {,—1)cos2¢—21, sen 2¢ (15)
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Estas ecuaciones sirven para el célculo de I, e I,. Para

. calcular I, ,, tendremos

1, = f y;2,44 =f (y cos ¢ —z sen ¢) (2 cos ¢
4 4
-+ y sen @)dA =f y® sen @ cos pdd
P

—f z3 sen @ cos pdA4d + f yz(cos? p —sen? @) dA4,
A A

o, empleando las ecuaciones (a) y (b),
Ly, = (I,—1) —sen 2¢ + I, cos 29, (16)

Los ejes principales de inercia son aquellos para los que el
producto de inercia sea nulo. Por consiguiente, y, y 2, serén los
ejes principales si el segundo miembro de la ecuacién (16) se
anula, es decir, si

(IZ_I,)ésen 2¢ +1,, cos 2¢ = 0;

lo que da
2I,

. 17
s (a7

tg 20 =
Como ejemplo, determinaremos las direcciones de los ejes
principales de un rectingulo reterentes a unv de sus vértices
(figura 2). En este caso,
3 3 252
I',_—_@—; Iy,=’&; , %;
3 3 4
por consiguiente,
te 9= 00 8Ok
gae= (hb3 "bh?)‘z(bz—hz)‘ ()

3 3

Al deducir la ecuacién (17), el dngulo ¢ se tomé como posi-

“tivo en el sentido de las agujas del reloj (fig. 14), de modo que ¢
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deberd tomarse en ese sentido, cuando al calcularle sea positivo.
La ecuacién (@) da dos valores diferentes para ¢, que difieren
en 90°. Son las dos direcciones perpendiculares de los ejes prin-
cipales. Conociendo las direcciones de los ejes principales, los
momentos de inercia correspondientes pueden hallarse por las
ecuaciones (14) y (15). Los radios de giro correspondientes a los
ejes principales se denominan radios de giro principales.

Si y, y 2, son los ejes principales de inercia (fig. 15) y &, v &,
los radios de giro principales, la elipse que tiene por semiejes &,

Y
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y k., se denomina elipse de inercia (fig. 15). Trazada esta elipse,
el radio de giro &, para un eje cualquiera z puede obtenerse
graficamente trazando una tangente a la elipse paralela a =.
La distancia desde el origen O a esta tangente es la longitud
de k,. La elipse de inercia da idea clara de cémo varia el mo-
mento de inercia cuando el eje z gira en el plano de la figura
alrededor del punto O, y muestra que los momentos de inercia
maximo y minimo acontecen para los ejes principales y se de-
nominan momentos principales de inercia. b

Problemas

1. Determinar las direcciones de los ejes principales para la sec-
cib6n en Z —fig. 5 (¢})—, si h = hy; = 2,5 em., b = 12,5 cm., a = 25 cm.

2. Hallar la direccién de los ejes centrales principales y el valor
de los momentos principales de inercia correspondientes para un an-
gular de sceeion 12,5 em. X 6,25 em. X 1,25 em,
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Respuesta
tg 20 = 0,547; I, = 3656 cm.% I = 38,7 cm.b

3. Determinar los semiejes de la elipse de inercia para una sec-
cién eliptica (fig. 7).
Respuesta: ’

b a
]cz=§; ky=§-

4. ;En qué condiciones la elipse de inercia se transforma en un
ofrculo?

Respuesta: Cuando los momentos de inercia con relacion a los ejes
principales son iguaies.
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