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Capitulo 1

Introduccion al Analisis Variacional

1.1. Funciones a valores en R = R U {—00, +00}.

En el analisis de problemas de minimizacién y maximizaciéon es conveniente considerar funciones
que toman valores en la recta real extendida R = RU{—o00,+00} = [~00, +00] en lugar de solo R =
| — 00, +o0[. Por ejemplo, en un espacio topologico X, consideremos un problema de minimizacion
del tipo

(1.1) inf{fo(x) |z € C}

donde fp: X — R es la funcidn objetivo a minimizar y C' C X es un conjunto de restricciones. Con
la topologia apropiada, R es un intervalo compacto. En particular, todo subconjunto A C R admite
un infimo inf A (y un supremo sup A). En particular, tomando A = {fy(x) | z € C'} tenemos que
inf{fo(z) | z € C} esta bien definido en R, y denotamos

igffg = 1inf{fo(z) |z € C}.

Para un conjunto A més general, si inf A € A escribimos min A en lugar de inf A para enfatizar que
el infimo se alcanza en el conjunto.
En este contexto resulta muy ttil introducir la funcidn indicatriz del conjunto C', dc: X — R,

definida por
0 xz e (),
do(x) = {
+oo z ¢ C.

Con la convencién
a+ (+00) = (+00) + a = +o0, Yo € R,

es posible definir la funcion fy + d¢ mediante (fo + dc)(z) == fo(x) + dc(x), y es directo verificar
que

inf fo = inf J,

inf fo = in; (fo+dc)

y més aun, si C' # () entonces

inf fo € {fo(z) |z € C} & f(fo +dc) € {fo(z) +dc(x) [z € X}.

7
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De esta forma, el problema de minimizacion (1.1) puede formularse de manera equivalente como
inf{f(z) |z € X},

donde f: X — RU{+o0} esta definida por f = fy+d¢c. Esto permite considerar las restricciones de
manera implicita en la definicién de f y dar asi un tratamiento unificado a este tipo de problemas.

Similarmente, la consideracién de problemas de maximizacién con restricciones conduce de man-
era natural a funciones a valores en RU{—0o0}; los problemas de tipo minimaz, a funciones a valores
en R.

Dados un escalar A € R y dos funciones f,g: X — R, queremos dar un sentido a la expresion
f + Ag, para lo cual necesitamos una aritmética en R que extienda la usual de R. Consideraremos
las siguientes convenciones:

1. (+00) +a=a+ (+o0) = +oo, Va € RU {+00}.
2. () +a=a+(—0)=—o0, Va € RU{—o0}.
3. a-(+00) =400, 81 >0, a- (+00) = —0o0, si a < 0 (andlogo para —oo).

Menos obvias son las expresiones del tipo 0+ (+£00) y (Foo) + (£o0); utilizaremos, salvo que se diga
explicitamente otra cosa, las siguientes convenciones:

4. 0-(4+00) =0=0-(—00) = 0y la simétrica para que sea conmutativa.

5. 400 + (—0) = (—00) 4+ (+00) = +00, que se llama inf-adicion pues esta orientada a la
minimizacién: violar las restricciones tiene prioridad por sobre un eventual valor —oco de la
funcién objetivo.

Observaciéon 1.1.1. Estas extensiones para la suma y producto no son continuas. Limites que
involucran expresiones de la forma 0 - (+00) 0 (Foo) 4+ (£00) pueden estar indeterminados en el
sentido que si o, — a v G, — [ entonces no necesariamente se tiene que o, 03, — «af cuando
aff =0 (+o00), ni tampoco que oy, + B, — a + [ cuando a + [ = (£o0) + (Foo).

Las convenciones anteriores permiten definir

(f +29)(@) := f(z) + Ag(z) y (f9)(z) := f(z)g(z), Vo € X,

paratodo A\€ Ry f,g: X — R.
Por otra parte, dado que la minimizacién es una operacioén unilateral, es natural que se requieran
conceptos unilaterales para su anélisis:

Definicién 1.1.1. Dada f: X — R, su epigrafo es el subconjunto de X x R dado por
epi f:={(z,\) € X xR | f(z) < A},

mientras que el conjunto de nivel inferior (o subnivel) de pardmetro v € R es el subconjunto de X
dado por

Ly (f) i=H{z e X | f(z) <~}

El dominio efectivo de f es
dom f:={zx € X | f(z) < +o0}.
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Ademas, definimos

{re X | f(x)=infx f} i infx f < +o0,

argmin f :=
& / {@ si infx f = 4o0.

Notemos que
inf f = inf
X ! dom ff ’
con la convencion

i%ff = inf ) = 4o0.

La condicion argmin f = () si f = +oo se interpreta diciendo que en ese caso la minimizacion
no tiene soluciones optimales pues ni siquiera hay puntos factibles que satisfagan las restricciones
implicitas de f (un punto x € X se dice factible si f(z) < +o0, i.e., si z € dom f).

Notemos también que se tienen las siguientes propiedades:

(a) argminf = () T'4(f) (con la convencion (| = @) para f = +00).

(b) Ty (f) x {7} =epif N (X x {7}).
Ejercicio 1.1.1. Demuestre estas propiedades.

Finalmente, otra ventaja de considerar funciones a valores en R es que es una clase estable
bajo operaciones del tipo supremo e infimo sobre familias arbitrarias; més precisamente, tenemos
la siguiente:

Proposicion 1.1.1. Sea (f;)ic; una familia arbitraria no vacia (I # 0) de funciones f;: X — R.
Entonces las funciones sup;cy fi e infier fi definidas respectivamente por

(sup fi)(z) := sup{fi(z) | i € I}

iel

(inf fi)(2) := inf{ fi(z) | i € I}
estdn bien definidas como funciones a valores en R. Mds aun,

epi(sup fi) = () epi fi

el icl

epi(int ;) 2 | Jepi f:

el

con igualdad en la iltima inclusion si |I| < +oo.
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Demostracion:

{(z,a) € X x R | sup fi(z) < a}
{(x, eXxR]fZ()<a,WeI}

ﬂ epi(f
el

epi(sup f;)

Del mismo modo,

Uepi(fi) ={(zr,a) e X xR |FJiel, fi(z)<a}
icl

C{(z,a) e X xR |inf fi(z) < a}

= epi(inf f;),

y se tiene que la inclusion es en realidad una igualdad si |I| < 400, pues en este caso el infimo

siempre se alcanza para algin ¢ € [.
O

Nos interesaremos en una subclase de funciones para las cuales el problema de minimizacién
asociado es no trivial, de acuerdo a la siguiente definicion.

Definicién 1.1.2. Una funcién f: X — R se dice propia si:
(i) Vz e X, f(x) > —o0,
(ii) dom f # ¢. Es decir, Jz¢ € X tal que f(z¢) < +o0.

Observacion 1.1.2. Notemos que para una funcién propia eventualmente su infimo es —oo. Si f
tiene infimo mayor estricto que —oo, es decir infx f > —oo, diremos que f estd acotada inferior-
mente.

1.2. Semicontinuidad inferior y minimizacién

Hasta ahora no hemos supuesto ningtn tipo de estructura sobre el conjunto subyacente X. En
lo que sigue, supondremos que (X, 7) es un espacio topologico.
1.2.1. Semicontinuidad Inferior

Dado = € X, denotemos por N, (7) la familia de todas las vecindades de z para 7.

Definicion 1.2.1. Una funcion f: X — R U {400} se dice T-semicontinua inferior (t-s.c.i.) en x
si
VA < f(z),INy € No(7) : Yy € Ny, f(y) > A.

Si lo anterior es valido para todo = € X, decimos simplemente que f es 7-s.c.i. sobre X.
Proposicion 1.2.1. Dada f: X — R U {400}, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es T-s.c.i. sobre X.
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(ii) epi(f) es cerrado en X x R dotado de la topologia T X TR, donde TR es la topologia usual de
R.

(1ii) Yy € R, I'y(f) es cerrado en (X, 7).
(v) VyeR, {x e X | f(x) >~} €.

(v) Ve € X, f(x) <liminf f(y) := sup inf f(y)
y—z NeNx (1) veN

Demostracion: » (i) = (#) Tomemos (x,\) ¢ epi(f), lo que equivale a A < f(z). Sea v € R
tal que A < v < f(z). De (i), existe N, € N (7) tal que Vy € Ny, f(y) > -, de modo que
(y,7) ¢ epi(f). Se sigue que (N x] —o00,7[)Nepi(f) = 0. Como N, x]—00,7[€ Nz (T X TR),
concluimos que epi(f)© es abierto.

» (i1) = (ii7) Como I'y(f) x {7y} = epi(f) N (X x {v}), deducimos que I'y(f) x {7} es cerrado
en X x R,y de aqui que I';(f) es cerrado en X.
» (4i7) = (dv) Trivial.

» (iv) = (v) Sea x € X. Dado v < f(z) tenemos que N = {y € X | f(y) > v} € Ny(7) por ser

un abierto que contiene a x. De este modo v < inf f(y), y en particular v < sup inf f(y).
yeEN NEN,(r)YEN
Como lo anterior es valido para todo v < f(x), se sigue (v).

» (v) = (i) Sea A < f(x). Por (v), A< sup inf f(y)y en consecuencia , existe N € N (1) :
NeNx (r) VEN
A < inf .
Jnf f(v)
O
Ejercicio 1.2.1. Pruebe que cuando (X, 7) es metrizable, f es 7 s.ci. & Ve € X z, — z, f(x) <
liminf f(z,) := sup inf f(zy).
n—+00 neN k=n

La clase de funciones s.c.i. satisface varias propiedades de estabilidad, como lo establece el
siguiente resultado.

Proposicion 1.2.2. Sea {f;}icr una familia arbitraria no vacia de funciones T-s.c.i., fi: X —

R U {+oc0}. Entonces sup f; es 7-s.c.i. Si ademds I es finito, min f; y > f; son ambas 7-s.c.i.
i€l 1€ i€l

Demostracion: Propuesto. O

1.2.2. Inf-compacidad y existencia de minimizadores

Junto con la s.c.i., el segundo ingrediente basico en los problemas de minimizacién es la propiedad
de inf-compacidad en el sentido de la siguiente definicion.

Definicion 1.2.2. Una funcion f: X — R U {+oo} se dice 7-inf-compacta si para todo v € R, el
conjunto I', (f) = {z € X | f(x) < A} es relativamente compacto en X para la topologia 7.

Observaciéon 1.2.1. Para una funciéon f que es 7-s.c.i., lo anterior equivale a requerir que I',(f)
sea compacto.
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Definiciéon 1.2.3. Sea (V, ||-||) un espacio vectorial normado. Una funcién f: V — R U {400} se
dice coerciva si lim f(x) = 4o0.
l|z[|—o0

Observacion 1.2.2. Sea (V, ||||) un espacio vectorial normado y f: V — R U {400} una funcion.
Entonces son equivalentes (i) f es coerciva y (i7) Vy € R, I'y(f) es acotada. En particular, si
dimV < 400 entonces f es inf-compacta ssi f es coerciva. Recordemos el Teorema de Riesz:
todo subconjunto acotado en un espacio vectorial normado (V/ ||-||) es relativamente compacto ssi
dim V' < +o00. En el caso de la dimensién infinita, las topologias que estan asociadas a la coercividad
son las débiles. Esto lo discutiremos méas adelante.

Teorema 1.2.1 (Weierstrass-Hilbert-Tonelli). Sea f: X — R U {+o0} una funcion t-s.c.i. y 7-
inf-compacta. Entonces, infx f > —oo y existe un punto x* € X que minimiza f sobre X, i.e.,

fl@®) = gg)gf(w)-

Demostracion: Veremos dos demostraciones distintas de este teorema.

La primera demostracion es conocida como Método Directo y fue iniciada por Hilbert y luego

desarrollada por Tonelli. Para simplificar, supongamos que 7 es metrizable. Consideramos

primero una sucesion (zp),eN minimizante para f, i.e., lirf f(z,) = infx f. Tal sucesion
n—-+0oo

existe. En efecto, si infx f > —oo entonces consideramos para n > 1,x, € X tal que infx f <
flz,) <infx f+ % Si infx f = —oo entonces sea z, € X tal que f(x,) < —n (a posteriori
veremos que este caso no se tiene). Si infx f = 400 entonces f = +o0o y basta tomar cualquier
z* € X. En caso contrario, tenemos que f(z,) < max{infy f + 1, —n} < max{infx f +
1,—1} =: 49 € R. Notemos que o > infx f y que z,, € [y (f) para todo n > 1. Como 'y, (f)
es compacto, por el Teorema de Bolzano-Weiertrass podemos extraer una subsucesion (zy, )
que converge (en la topologia 7) a algin punto z* € X. En particular, klggo f(zn,) =infx f

y, de la 7-s.c.i. de f, f(z*) < klim f(z) = infx f. Luego, infx f > —oco y f(z*) =infx f.

= Queremos demostrar que arg min f # (). Sabemos que

argmin f = ﬂ F'y(f) = ﬂ F'y(f)
y>infx f Yo>v>infx f

para cualquier 79 € R tal que y9 > infx f (notemos que sin pérdida de generalidad suponemos
infx f < 400), esto ultimo pues I'(f) € I'3(f), si a < 3. Como f es 7-s.c.i., I',(f) es cerrado
y ademés es compacto por la inf-compacidad de f. En particular, {I'y(f)}infy f<y<qyo €5 una
familia de subconjuntos cerrados y no vaci os (;por qué?) del compacto I'y (f). Mas aun,
esta familia satisface la propieded de intersecciones finitas. En efecto, dados i, ..., 7n, con
~v = min{v1,...,7n} > infx f se tiene que

Por compacidad,

infx f<v<7v0
lo que concluye la demostracion.
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Observacion 1.2.3. » El Teorema [I.2.1], de Weierstrass-Hilbert-Tonelli se conoce también co-
mo Teorema de Minimizacién de Weierstrass y sigue siendo valido si en lugar de la 7-inf-

compacidad suponemos que 3yy > infx f : D'y (f) es compacto. Por ejemplo, definamos
f:R — R por f(z) = 11% Es facil ver que I'(f) es compacto ssi v < 1y I'i(f) = R de

modo que no es inf-compacta pero si tiene un minimizador (x* =0).

= Notemos que en la demostracion via el Método Directo hemos supuesto que 7 es metrizable
para extraer una subsucesiéon convergente.

Ejercicio 1.2.2. Sea f: X — R U {+o0} una funciéon 7-s.ci. y K C X un compacto para T.
Muestre que existe * € K tal que f(z*) = ming f. Ind.: Considere g := f + dx.
1.2.3. Funciones de recesion e inf-compacidad.

En esta seccion presentaremos brevemente las funciones de recesion, muy tutiles en analisis con-
vexo. Terminaremos con un resultado que permite caracterizar la inf-compacidad en espacios de
dimension finita y una aplicaciéon a problemas de optimizacién. En lo que sigue, X es un e.v.n.

Definicién 1.2.4. Sea C C X un conjunto no vacio. El cono de recesion, denotado por C, es el
conjunto

COO:{dGX Eltk—>oo,EkaCtalesquelim:tUk:d}.
k

El cono de recesion contiene las direcciones hacia las cuales se dirigen las sucesiones en C' que
tienden a +o0o en norma. Notemos que el conjunto C', tiene las siguientes propiedades elementales,
que el lector debe verificar:

1. C es un cono cerrado.
2. (C) =Cx.
3. Cuando el conjunto C es convexo, también lo es Cu. Ademaés

Co = {deX|d+TcCT)
= {de X |z+tde C paratodo t >0}

cualquiera que sea el x € C.

Ejemplo 1.2.1. Conos de recesion de algunos conjuntos relevantes:
1. Si C es un cono, entonces Cy, = C.

2. Si C es acotado, entonces Co, = {0}. Si la dimension de X es finita, el reciproco también es
cierto.

3. Si C es un hiperplano cerrado, entonces Cy, es el subespacio vectorial paralelo a C'.

4. Suponga que C es un poliedro convexo definido mediante C = { x € R" | Az <b }, donde A4
es una matriz de tamafio m x n'y b € R™. Entonces Coo = { d € R" | Ad <0 }.
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Ejercicio 1.2.3. Consideremos subconjuntos (C;);c; de X. Pruebe que

L. <ﬂ C’i> C N(Ci)so si la interseccién es no-vacia. La inclusion es una igualdad si los
iel /o el
conjuntos son convexos.

2. (UI C’i> D 'UI(Ci)OO7 con igualdad si I es finito.
S 0o 1€

Definiciéon 1.2.5. Sea f: X — R U {400} una funciéon propia. La funcion de recesion, denotada
por feo, se define por

foo(d) = inf{lim ing £ (trdr)

tp — 400, dp —d }
k—oo k
Ejemplo 1.2.2. Si C es un conjunto no vacio, entonces (d¢)oo = 0c.,

Ejercicio 1.2.4. Sean f,g : X — R U {+00} dos funciones propias con dom f Ndomg # (. Sea
h=f+g.

1. Si fy g son s.c.i., entonces h también lo es.

2. Sea d € X tal que foo(d) ¥ goo(d) no son, respectivamente, +oo y —oo. Pruebe que
hoo(d) > foo(d) + goo(d).

Proposicion 1.2.3. Si f es propia, entonces epi(foo) = (epi f)oo-

Demostraciéon: Probaremos primero que (epi f)oo C epi(foo). Para ello, tomemos (d, 1) € (epif)oo-
De acuerdo con la definicion de cono asintotico, existen tp — oo y (dg,pur) € epif tales que
t;l(dk,,uk) — (d,p). Como f(dy) < pg, tenemos que t,;lf(tlzldk ) < t,;l,uk. Pasando al limite
tenemos que foo(d) < p, de donde (d, 1) € epi(foo).

Reciprocamente, sea (d, ) € epi(fo). Por definicién, existen sucesiones ¢, — ooy dp — d
tales que foo(d) = klim ti ' f(txdy). Como (d, p) € epi(fx), de acuerdo con la definicion de limite
—00

observamos que para cada € > 0, tomando k suficientemente grande tenemos que f(txdi) < (p—e)tg.
Por lo tanto, el punto z; = t;(dy, p+e) € epi(fxo). Como ¢, 24 = (dy, p+e) — (d, u+¢), concluimos
que (d, 4+ ¢) € (epi f)so. Finalmente, dado que (epi f)oo es cerrado y € es arbitrario, vemos que
(d, ) € (epi f)oo- O

Ejercicio 1.2.5. Sea (f;)ier una coleccion de funciones propias de X en R U {+o0}. Pruebe que
iel iel

(swps) = stk v (m0n) < ()

Demuestre también que si [ es finito, la segunda desigualdad es una igualdad.

Lema 1.2.1. Si f: X — RU{+00} es propia, entonces para todo \ > inf f,

Ca(f)]ee E{d € X [ foo(d) <0 }.
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Demostracion: Sea d € [ I'\(f) |- Entonces existen sucesiones zj, € I'\(f) y tx — oo tales que
lim t,;lxk = d. Escribamos dj, = t,;lxk — d. Como xp € T'\(f), tenemos que t;lf(tkdk) =

k—o0

t;lf(xk) < 75,;1)\ — 0. Por lo tanto, foo(d) < 0. 0

Corolario 1.2.1. Consideremos un conjunto (f;)icr de funciones propias de X en R U {+o0} y
un subconjunto no-vacio S de X. Defina C = { s € S| fi(x) < 0Vi € I }. Demuestre que
Coo C€{d€ S | (fi)oo(d) <O0Viel}.

Demostracion: Definimos C; = {z || fi(z) < 0}, de manera que C = SN (ﬂ Ci>. Del Ejercicio
i€l

1.2.3| tenemos que Cyo € Soo N <ﬂ (C’i)oo). El resultado se obtiene al aplicar el lema anterior. [J
el

Teorema 1.2.2. Supongamos que f: R" — RU{+o0} es s.c.i. y propia. Si fs(d) > 0 para todo
d # 0, entonces f es inf-compacta.

Demostracion: Supongamos que foo(d) > 0 para todo d # 0. Del Lema tenemos que para cada
A > inf f,

0€[TA(f) Je €{deR" | foold) <0 } = {0}

Como el cono de recesion se reduce al {0}, concluimos que I'y(f) es acotado. O

Corolario 1.2.2. Supongamos que para cada i = 0,1,...,m, la funcién f; : R" — R U {+o0} es
s.c.i. y propia. Sea C = { x € R"™ | fi(x) < 0 Vi }. Suponga que dom fo N C # O y considere el
problema de optimizacion con restricciones

(P) inf{ fo(z) |z € C }.
Escribiendo f = fo + d¢, el problema anterior es equivalente a
(P) inf{ f(z) | z € R" }.

Suponga que (fo)oo(d) > —00 para todo d # 0. Si las funciones f;, i > 1 no tienen ninguna direccion
de recesion comun; es decir, si

(fi)oo(d) <O Vi = d=0,

entonces el conjunto de soluciones de (P) es no-vacio y compacto.

Demostracion: De acuerdo con el Ejercicio [1.2.4] y el Ejemplo [1.2.2] foo(d) > (f0)oo(d) + dco (d),
lo que implica que foo(d) > (fo)oo(d) para todo d € Cy. Aplicando el Ejercicio y usando
la hipotesis sobre las direcciones de recesion concluimos que foo(d) > 0 para todo d # 0. Del
teorema anterior deducimos inmediatamente que la funcién objetivo f es inf-compacta. El resultado
se obtiene entonces al aplicar el Teorema [I.2.1] de Weierstrass-Hilbert-Tonelli. O

En el Problema [6] del proximo capitulo presentaremos otros resultados aplicados al caso convexo.
En [AuT03| se puede encontrar una exposicion més completa y detallada sobre conos y funciones
de recesion.
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1.2.4. Principio variacional de Ekeland en espacios métricos

En los teoremas de existencia de solucién de un problema de minimizacién, la compacidad de los
conjuntos de nivel juega un rol clave. Los siguientes resultados muestran que basta la completitud
del espacio sobre el cual se minimiza para obtener la existencia de una solucién aproximada en un
sentido apropiado.

Teorema 1.2.3. Sean (E,d) un espacio métrico completo y f: E — RU{+00} una funcion propia,
s.c.i. y acotada inferiormente. Consideremos xo € dom(f) y e > 0. Entonces existe T € E tal que

(i) f(Z) +ed(xo,2) < f(0),
(i) Vo # z, f(Z) < f(z) + ed(x, T).

Demostraciéon: Sin pérdida de generalidad suponemos que ¢ = 1y que f: E — Ry U {+o0} .
Consideremos F : E — 2F definida por

Flz)={y e E| f(y) +d(z,y) < f(x)},
que toma valores cerrados y satisface las siguientes dos condiciones:
=y € F(y),
» Siy € F(z), entonces F(y) C F(z). Nos referiremos a esta propiedad como monotonia.
Definamos ahora v : dom(f) — R por

v(y) = Zeigfy) f(2).

Dado y € F(x), se tiene que d(z,y) < f(x) — v(z), lo cual implica que
< 2(f(x) —v(x)).

Definamos la sucesion (z,)n,eN recursivamente a partir de xg por

diam(F'(z))

Tn+1 € F(xn), flans) <v(zp)+27"
Luego, de la monotonia de F, v(x,) < v(zp41). Por otro lado, como v(y) < f(y), se tiene que
V(Ent1) < f@ntr) Soen) 27" < v(epp) +277
y por lo tanto
0< f(@n41) — v(Tngr) <277

En consecuencia, diam(F(zy)) — 0 y como F(z,) es una sucesion decreciente de cerrados en un
espacio completo, se sigue que existe z € E tal que

N Flaa) = {a}.
neN

Como 7 € F(x9), se tiene (7). Mas aun, ¥ € F(z,) Vn de donde se sigue que F(Z) C F(z,) y en
consecuencia
F(z) ={z}.

Dado = # Z, se tiene que x ¢ F(z) de donde concluimos (i7) O
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Definicién 1.2.6. Dada una funcién propia f: X — Ry ¢ > 0, definimos el conjunto de sus
€-minimos por

. {reX| f(x)<inff+e} siinff>—o0,
€ —argmin f = 1 )
{reX | f(x)<—2 si no.
Proposicién 1.2.4 (Principio variacional de Ekeland). Bajo las hipdtesis del Teorema m con-
sideremos €, A > 0 y sea xog € eA — argmin f. Entonces existe T € E tal que

(i) f(Z) < f(xo),
(i) d(zo,T) < A,
(1)) Ve € E,  f(Z) < f(z) +ed(x,T).

Demostracion: Basta aplicar el Teorema [T.2.3] O

1.3. Espacios vectoriales topolégicos

Recordemos que un espacio vectorial real V' dotado de una topologia 7 se dice espacio vectorial
topoldgico (e.v.t.) si las operaciones suma

VxV — v
(v,w) — v4+w

y ponderacién por escalar
RxV — V
(ANv) = o

son continuas para las topologias producto 7 x 7 sobre V x V' y 7g X V sobre R x V' respectivamente.
Se tiene que las vecindades de cualquier punto se obtienen a partir de las vecindades del origen por
traslacion. Se dice ademéas que el e.v.t. es localmente convezo (l.c.) si el origen admite una base de
vecindades convexas.

El ejemplo mas simple de e.v.t.l.c. es el de un espacio vectorial normado (V.|| - ||), pues basta
tomar la base de vecindades constituida por las bolas con centro en el origen.

Dado un e.v.t. (V,7) denotaremos por (V,7)*, o simplemente por V*, el espacio vectorial de
todas los funcionales lineales (funciones lineales de V' a valores en R) que son 7-continuas sobre
V. El espacio V* se conoce como espacio duaﬂ de (V,7). Si v* € V* entonces para todo v € V
escribiremos

(v,v") == v*(v),

lo que define una forma bilineal (-,-) : V' x V* — R conocida como producto de dualidad entre V'y
V*. Esta tltima notacién apunta a enfatizar los roles en cierto sentido simétricos jugados por V' y
V*. En efecto, dado v € V, el funcional de evaluacion (v,-) : V* — R es una forma lineal sobre V*.

LAl espacio V* también se le llama dual topoldgico para diferenciarlo del dual algebraico; este tltimo contiene a
todas las formas lineales sobre V independiente de cualquier nocién topolégica.
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1.3.1. Separaciéon de convexos: el Teorema de Hahn-Banach

Definiciéon 1.3.1. Un hiperplano (o hiperplano afin) es un subconjunto H C V de la forma {v €
V| f(v) = a} donde f: V — R es un funcional lineal no nulo y o € R.

Notacion: Escribiremos [{ = o] ={v e V | f(v) =a}, { < a] ={v e V| f(v) < a} y se extiende
la notaciéon de manera obvia para <, >y >.

Observacion 1.3.1. Es posible probar que [¢ = a] es 7-cerrado si, y solo si, £ € (V,7)* en cuyo
caso los semiespacios [¢ < o] y [¢ > «] (respectivamente [¢ < a] y [¢ > «]) seran cerrados (resp.
abiertos) en (V, 7).

Definicién 1.3.2. Un conjunto C' C V se dice convezo si para todos x,y € C'y para todo A € [0, 1]
se tiene que
Ar+ (1— Ny eC.

Una funcion f: V — R U {400} se dice conveza si para todos x,y € V' y para todo A € [0, 1],
fz+ 1 =Ny) <Af(z) + (1 =) f(y).
Proposicion 1.3.1. f: V — RU{+oo} es conveza ssi epi f es convezo en V x R.

Demostraciéon: Se deja como ejercicio. O

Teorema 1.3.1 (Hahn-Banach). Sean (V,7) un e.v.t. y A,B CV dos subconjuntos convezos, no
vacios y disjuntos (i.e. ANB=10).

(i) Si A es abierto entonces existe un hiperplano cerrado que separa A y B, esto es, existen
te(V,r)* yaeR tales que AC[{ <o)y BC[{>al.

(11) Si (V,T) es un e.v.t localmente convezo (lo que abreviaremos por e.v.t.l.c.) tendremos lo sigu-
tente: Si A es cerrado y B es compacto, entonces existe un hiperplano cerrado que separa
estrictamente A y B, esto es, existen £ € (V,7)*, a € R ye > 0 tales que A C [{ <
a—clyBC[l>a+e|.

Observacion 1.3.2. Si (V,7) es un e.v.t.l.c. separado (de Hausdorff) entonces el Teorema de
Hahn-Banach permite asegurar que existen formas lineales continuas no nulas. Més aun, bajo esta
condicion, dado cualquier par de puntos v; # ve en V, por la parte (ii) del teorema, siempre es
posible encontrar v* € (V,7)* tal que v*(v1) # v*(v2).

Una consecuencia muy importante del Teorema de Hahn-Banach es la siguiente.

Corolario 1.3.1. Si (V,7) es un e.v.t.l.c. y C CV es un convezo, no vacio y T-cerrado, entonces
C= ﬂ{S | C C Sy S es semiespacio cerrado}.

Demostracion: Dado u ¢ C, sean A := C' y B := {u}. Por el Teorema de Hahn-Banach, existe S
semiespacio cerrado tal que C C Sy u ¢ S. O
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1.3.2. Topologia débil y funciones inferiormente semicontinuas.

Notemos que en principio V* estd desprovisto de estructura topologica. Sin embargo, es natural
dotar V* de la topologia de la convergencia puntual sobre V', que resulta ser la topologia menos fina
(i.e. la més pequena) que hace que todos los funcionales de evaluacion (v, ), v € V, sean continuos.
Esta topologia se denota por o(V*, V) y se llama topologia débil de V* asociada a la dualidad entre
V' y V*. Es facil ver que (V*,0(V*,V)) resulta ser e.v.t.l.c. separado.

Un resultado util para el estudio de la dualidad de e.v.t.l.c. es el siguiente teorema.

Teorema 1.3.2 (Banach). Sean (V,7) un e.v.t.l.c. separado y V* su espacio dual. Si ¢ : V* — R
es una forma lineal o(V*,V)-continua, entonces existe un inico v € V tal que Yv* € V*, L(v*) =
(v,v*). Mds aun, V y (V*,o(V*,V))* son isomorfos como espacios vectoriales (via la evaluacion

v (v,-)).

Demostracion: Dado v € V| la aplicacion V* 5 v* +— (v,v*) = v*(v) es lineal y, por definicion,
o(V*,V)-continua. En este sentido, V' se identifica con un subespacio vectorial de (V*,a(V*,V))*.
Reciprocamente, si : V* — R es lineal y o(V*, V')-continuo, entonces queremos probar que existe
v € V tal que £ = (v,-) (la unicidad de v se sigue de la Observacion [1.3.2). Sea U = {v* € V* |
£(v*) < 1} que, por continuidad, resulta ser vecindad del origen. Por lo tanto, 3¢ > 0 y un ntmero

finito de puntos vy, ...,v, € V tales que {v* € V* | (v;,v*) < e, Vi =1,...,n} C U. En particular,

(1.2) [ Ker(v;, ) C Ker.
=1

Definamos la funcion lineal F': V* — R"™ mediante

F") = ((vi,v"))im
y sea L: F(V*) — R con
L(y1, s yn) = £(v7)
para cualquier v* € V* tal que F(v*) = (y1, ..., yn). La funcion L esta bien definida gracias a (1.2))

y resulta ser una aplicacion lineal sobre el subespacio vectorial F'(V*) de R™ | y en consecuencia se
puede extender a R" y representar como

n
L(y) = Z QY-
i=1
En particular,
n n
Yor e V*, L(v*) = Zai(vi,v*> = <Z Ozivi,v*> ,
i=1 i=1

de modo tal que basta tomar v =) ;" | o;v; para concluir. O

Similarmente, es posible dotar a V' de la topologia débil o(V,V*) definida como la topologia
menos fina que hace que todos las formas lineales (-,v*), v* € V* sean continuas. Por definicién,
o(V,V*) esta contenida en la topologia inicial 7, y ademaés se tiene que (V,o(V,V*))* es isomorfo a
V*. El espacio (V,o(V, V™)) resulta ser e.v.t.l.c. y es separado cuando (V, 7) es un e.v.t.l.c. separado
en virtud del Teorema de Hahn-Banach (ver la Observacion .

Otra consecuencia del Teorema de Hahn-Banach, es la siguiente:
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Corolario 1.3.2. Sea (V,7) un e.v.t.l.c. y sea V* su espacio dual. Entonces

(i) Si C CV es convero entonces

C es T — cerrado ssi C es o(V,V*) — cerrado.

(1) Si f: V — RU{+o0} es convera entonces

fesT—s.ci ssifesa(V,V*)—s.ci

Demostracién: (i) Como o(V,V*) C 7 la suficiencia es inmediata. Para la necesidad basta ob-
servar que todo semiespacio T-cerrado es o(V,V*)-cerrado y aplicar el corolario m para
concluir que C' es o(V, V*)-cerrado.

(ii) Basta observar que f es convexa si, y solo si, epi(f) es convexo en V X R, y que f es 7-s.c.i
si, y solo si, epi(f) es cerrado para 7 x T en V x R.
O

1.4. Minimizacién convexa en espacios de Banach

Sea (V,]|:||) un espacio vectorial normado y denotemos por V* su dual topolégico. El estudio de
funciones coercivas conduce naturalmente a considerar las propiedades topoldgicas de los subcon-
juntos acotados de V.

Comencemos recordando el siguiente resultado de Anélisis Funcional.

Teorema 1.4.1. Supongamos que (V,||-||) es un espacio de Banach reflexivo. Entonces los sub-
conjuntos acotados son relativamente compactos para la topologia débil o(V,V*). Asi, de cualquier
sucesion acotada es posible extraer una subsucesion débilmente convergente.

Demostracion: [Bre83|. O
Como corolario del Teorema de Minimizacion de Weierstrass obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 1.4.1. Sean (V,||||) un espacio de Banach reflexivo y f: V — R U {+oc0} una funcion
coerciva y o(V,V*)-s.c.i. Entonces existe u € V tal que Vv € V, f(u) < f(v).

Teorema 1.4.2. Sea (V,||-||) un espacio de Banach reflexivo y f: X — R U {400} una funcion
conveza, s.c.i. y coerciva. Entonces ezxiste u € V tal que Yv € V, f(u) < f(v).

Demostracion: Como f es coerciva, sus conjuntos de nivel inferior son acotados en V' y en conse-
cuencia relativamente compactos para la topoligia débil. Luego f es o(V, V*)-inf-compacta y como
ademas es s.c.i. para la topologia fuerte, lo es para o(V, V*) en virtud del corolario . El resultado
se obtiene al aplicar el Teorema de Weierstrass. O

Ejercicio 1.4.1. Pruebe el teorema anterior sin usar el Teorema de Weierstrass. Para ello, aplique
el método directo con 7 = o(V, V*).

En el siguiente ejemplo veremos que la reflexividad es esencial para la validez del teorema
anterior.
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Ejemplo 1.4.1 (Un problema de minimizacioén convexa sin solucion 6ptima). Consideremos (V/||-||) =
(€([0,1; R), [-]|o0), donde

[0]loe = sup{lo(®)] [ t € [0,1]} .

1/2 1
/0 v(t)dt—/l/zv(t)dtzl}.

Es facil ver que C' es no-vacio, cerrado y convexo (méas aun, C' es un hiperplano cerrado). Consi-

Sea

C::{UEV

deremos la funcién indicatriz dc. Como

h ~<0

I (00) = {C’ v>0

y C es cerrado, entonces dc es s.c.i. (con respecto a 7|, ). Como epi(dc) = C x [0, +00], que es
convexo, entonces 6 es convexa. Consideremos el problema de minimizacion:

d(0,C) = inf{[[v]loe | v € C} = inf{[|v]lo0 + dc(v) | v E X}.

Evidentemente, la funcion f(v) = ||v||co + dc(v) es convexa, ||-||-s.c.i. y coerciva. Observemos que si
v € C, entonces
3 1 1
1= /v(t)dt — /v(t)dt < /|v(t)|dt < |Ivllso-
0 1 0
2
Asi, d(0,C) > 1. Por otra parte, dados n > 1, a, < %, B > 1 definimos vy, : [0,1] — R por
Bn z € [0, )
vn(z) = aﬁilx%—%lé’; x €Elan, 1 —ay]
—0n z € [1— ap,l]

y tomando a, = 3 — L, 8, =141 se tiene que v, € C'y [|[vn oo = %L con lo que concluimos que
d(0,0) = 1.

Supongamos que existe u € C tal que ||ulloc = 1. Como ’f01/2 u(t)dt’ <ly ‘fll/Q u(t)dt‘ <3
, necesariamente ‘fol/Q u(t)dt‘ = ‘fll/Q u(t)dt‘ = 3. Pero entonces ’fol/Z(l — u(t))dt) = 0 y como

1 —wu(t) > 0 deducimos que u = 1 sobre [O, %] Similarmente, © = —1 sobre [%, 1] lo que contradice

la continuidad de w. Luego, no existe un minimizador para d(0,C). En particular, se deduce que
(C([0,1];R), ||*|lcc) no es reflexivo.

Observacion 1.4.1. Se puede asegurar la unicidad del minimizador en el Teorema cuando se
tiene que infy f < +o00 si suponemos ademas que f es estrictamente conveza, es decir,

Vu,v € dom(f),u # v, VA €]0,1[, f(Au+ (1 — XN)v) < Af(u) + (1 = N)f(v).

Ejercicio 1.4.2. Demuestre la observacién anterior.
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1.5. Relajaciéon topologica

1.5.1. La regularizada semicontinua inferior

La efectividad del enfoque topolédgico presentado radica en la posibilidad de escoger la topologia
7 de modo de satisfacer las propiedades de inf-compacidad y semicontinuidad inferior. Sin embargo,
la dificultad reside en que ambas propiedades son antagonistas en el siguiente sentido: dada f: X —
R U {+o0} y dos topologias 7o C 7 sobre X se tiene que

1. Si f es 1i-inf-compacta entonces f es m-inf-compacta.
2. Si f es o-s.c.i. entonces f es T1-s.C.i.

La eleccion de la topologia 7 resulta de un balance entre ambas propiedades. Usualmente la inf-
compacidad tiene prioridad: se trata de encontrar la topologia més fina posible que asegura la
inf-compacidad de f, lo que permite por una parte aumentar las posibilidades de que f sea s.c.i.
y por otra describir el comportamiento asintético de las sucesiones minimizantes. Sin embargo, en
algunas aplicaciones importantes la semicontinuidad inferior simplemente no se tiene y el problema
de minimizacién asociado no tiene solucién, pese a que si se tiene la inf-compacidad. En tales casos,
es interesante entender el comportamiento de las sucesiones minimizantes. Por ejemplo responder a
la pregunta ;Qué se puede decir de los puntos de acumulacion?

En lo que sigue, supondremos que (X, 7) es un espacio topologico.

Definicién 1.5.1. La 7-regularizada s.c.i. o T-clausura inferior de f: X — RU{+o0} es la funcion
definida por

cr(f) = f :=sup{g: X = RU{+o0} | ges -s.ci, g < f}.
Proposicion 1.5.1. Si f: X — RU {+o0}, entonces
(i) epi(cl-(f)) = cl(epi(f)). En particular, cl.(f) es T-s.c.i.

(ii) L, (f)(x) = liminf f(y).

y—x

(115) [ es T-s.c.i. ssi f <cl(f) ssi f=cl(f).
Demostracién: (i) Notemos que A C X x R es un epigrafo si, y solo si,

1. Para todos (z,\) € Ay u > X se tiene (z,u) € A; y
2. Para todo z € X, el conjunto {\ | (z,\) € A} es cerrado en R.

Asi, es facil verificar que A = cl(epi(f)) es un epigrafo, es decir, existe g: X — R U {400}
tal que cl(epi(f)) = epi(g). Como epi(g) es cerrado, g es 7-s.c.i. Mas aun, dado que epi(f) C
epi(g), tenemos que g < f. Asi, g es un minorante 7-s.c.i de f y en consecuencia g < cl(f).
Sea ahora h: X — R U {+00} otra minorante s.c.i. de f de modo que epi(f) C epi(h), luego
epi(g) = cl(epi(g)) C epi(h), y asi g > h. Por lo tanto g = cl-(f).
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(ii) Como cl-(f) es 7-s.c.i., cl(f)(z) < liminfcl (f)(y) < liminf f(y). Por otra parte, definamos
Yy—T Yy—x
h(z) := liminf f(y) = sup in‘f/f(y), que es una minorante de f y es 7-s.c.i., de modo que
y—w eN, VE
h <cl-(f).

(iii) Evidentemente, cl-(f) < f y si f es 7-s.c.i., entonces f(z) < liminf f(y) = cl; f(z).
y—z

Proposicion 1.5.2. Si f: X — RU {+o0}, entonces

cl(f)(z) = min{limdinff(a:d) | D conjunto dirigido, (xq)4ep una red,xq — x}.

Si ademds (X, T) es metrizable, entonces

cl-(f)(z) = min{liminf f(z,) | (zn)neN €s una sucesion, x, — x}.
n—oo

Demostracion: Para simplificar, s6lo haremos la demostracion en el caso metrizable. Tenemos que

liminf f(y) =sup inf  f(y).
y—w >0 yEB- (z.¢)

Sea z, — x, de modo que Ve > 0,3ng(¢) € N, Vn > ng, =, € B;(r,¢). En consecuencia,

f(zp) > inf f(y)ymésaun inf f(z,)> inf f(y). Luego liminf f(x,) = sup inf f(x,) >
yEB; (x,€) n>ng YEB- (e n—00 keN n>k
inf  f(y). Por lo tanto, de la arbitrariedad de ¢ y x,, — x
yEB: (z,€)

liminf f(y) < inf{liminf f(x,) | 2, — z}.

Yy—x

Por otra parte, para cada n > 1 existe x, € B;(z, %) tal que

inf  f(y) > flzn)— L s inf f>-o0
yE€B(z,5) Br(z,7)

—n > f(zy) si inf f=—oc.

En ambos casos

liminf f(y) > lim  inf  f(y) > limsup f(x,) > liminf f(x,)

Yy—x n—0o0 yc B, (17%) n—o00
lo que prueba el resultado. O

Proposicion 1.5.3. Sea f: X — RU{+o0}. Entonces infx f = infx cl (f) y mds generalmente
infy f = infy cl - (f) para todo U € 7. Ademds arg min f C argmincl(f).

Demostracion: Como f > cl (f), sélo debemos probar que infy; f < infy ¢l (f). Dado que x € U,
como U € 7, se tiene que U € N, (7) y asi cl.(f)(x) > infy f. De la arbitrariedad de z se deduce
que infy cl-(f)(z) > infy f. Finalmente, si € argmin f entonces

clr(f)(@) < f(z) = inf f = nfcl(f)

lo que implica que z € argmincl,(f). O
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Teorema 1.5.1. Sean f: X — RU{+0o0} y (z)neN una sucesion minimizante para f. Supongamos
que existen T € X y una subsucesion (zn, )ken tales que x,, — T. Entonces T minimiza cl.(f) en
X.

Demostracion: Como lim f(z,) = infx f, deducimos que
< T . . '
clr(f)(@) < lim f(zn,) = inf f = infcl-(f)
O

Definicion 1.5.2. Decimos que el problema min{cl;(f)(z) | « € X} es el problema relajado del
problema de minimizacién original inf{f(z) | z € X}.

Ejercicio 1.5.1. Sea F': (X,7) - RU{+o0} y G: (X,7) — R una funcion continua. Muestre que
(F+G) =F +G.

Ejemplo 1.5.1. Dado p €]1, +00[, consideremos el siguiente problema de minimizacion:

P) inf {; /Q Vo(2)Pda — /Q g(@)o(2)dz

veV

v = 0 sobre Q},

donde  C R es un abierto acotado y ¢ es una funcion con propiedades a precisar. La existencia
de soluciones dependera de la eleccién del espacio V. Una primera idea es considerar V = CL(Q),
el espacio de las funciones continuas a soporte compacto en {2, pero esta serd insuficiente si nos
interesa considerar g irregular.

Sea F': LP(Q2) — R U {+oo} definida por

Fo) {;fdvmpdx si v e CL(Q),
v) =

+00 sl no.

. =  =LP . ) .
Nos interesa calcular ' = F~ (més adelante veremos el porqué). Primero observemos que v €

dom(F) si, y solo si, existe v, — v en LP(Q) tal que limJirnf F(vy,) < 400. Sin pérdida de generalidad
n—-roo

podemos suponer que lir}rl F(v,) existe y es finito, y que sup,, F'(v,) < +00, lo que equivale a
n—-+oo

sup,, || Vop|lpa < 4+00. Luego sup||lvy||1,p0 < +00, donde ||vp|l1p.0 = |[vnllpo + [|VUn|lp.o. Es decir
(Vn)nen C CL(R) esta uniformemente acotada en W1P(Q2). Como éste es un espacio de Banach
reflexivo, deducimos que existe w € W1P(Q) y una subsucesion (vy, )reN tal que v, — w débilmente
en W1P(Q). En particular, v,, — w en LP(Q2) y en consecuencia w = v. Asi, v,, — v débilmente
en WLP(Q) vy (vn, )ken € CL(Q) C Wol’p(Q) y este tltimo es subespacio cerrado de W1P(Q), luego
es débilmente cerrado. En conclusiéon v € Wol’p(Q). Ast, dom(F) C Wol’p(Q).

eciprocamente, si v € W’ = P entonces existe una sucesion (vn )pen C a
Reci te, siv e WrP(Q) = 1) ' ent ¢ CHQ) tal

que v, — v en Wol’p(Q) y en particular |[Vvl|, o = lim [[Voy,|[pq. Por lo tanto, dom(F) = Wol’p(Q)
n—oo

y, més aun, si v € Wy (Q) entonces F(v) < ]%HV’UH;. Por otra parte, si v € Wy P(Q) y v, — v
en LP(Q) y, razonando sin pérdida de generalidad, podemos suponer que v, — v débilmente en
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WLP(Q) y en particular Vv, — Vo débilmente en LP(Q)V. Pero ®: LP(Q2)Y — R definida por
O(f) = %fQ|f(l‘) |Pdx es convexa continua, y, por lo tanto, es débilmente s.c.i. Luego

1 1
||V < liminf — || Vo,|E.
p n—oo p
De la arbitrariedad de las sucesiones se obtiene que %HVUH? < F. En conclusién

Py < [31V0l siv e WP (@),
|+ si no.

Supongamos que g € L(2) con % + % =1y definimos G: LP(2) — R mediante

G(v) :== —/ g(x)v(z)dx.
Q
Luego, si definimos J(v) := F(v) + G(v), del Ejercicio [L.5.1]

— L oI Ve(@) P — [ g(x)v(@)de siv e WyP(Q),
J(v) B +00 si no.

Podemos formular el problema original como

inf J(v) <J(0)=0 .
(P) nf J() < J(0) =0 < +oc

Sea (vp)n C LP(Q2) una sucesion minimizante para (P), es decir, nh_{go J(vp) = infrp» J. Razonando
como antes podemos suponer sin pérdida de generalidad que sup,, J(v,) < +oco de modo que
(vn)nen € CH(RY) C Wol’p(Q) y sup,||Vuyl|[p < 4o00. Por la desigualdad de Poincaré, deducimos
que (vp)neN estd acotada en WO1 P(Q) y por el Teorema de la Inyeccion Compacta de Rellich-
Kondrachov, se tiene que existen o € Wol’p(Q) ¥ (vn, )ken tales que v,, — v en LP(Q2). Aplicando
el Teorema deducimos que ¥ € argmin J, es decir, ¥ es una soluciéon del problema relajado

P inf J(v).
P e )

1.5.2. La I'-convergencia

A continuacion introduciremos la I'-convergencia o epi-convergencia y mostraremos sus princi-
pales propiedades. Por ejemplo, un resultado de estabilidad para problemas de minimizacién.
Sea (X, d) un espacio métrico y consideremos una familia {F,, },en de funciones definidas de X en
R. Para v € X, definimos
(T'(d) — liminf F,,)(u) := inf{liminf F},(u,) : u, — u},

n—-00 n—-+00

(T'(d) — limsup Fy,)(u) := inf{limsup F,(uy) : up — u}.
n—-+oo n—-+oo
Claramente, se tiene que I'(d) —liminf F,, < T'(d) —limsup F}, y si coinciden diremos que la sucesion
{Fy}nen es - convergente o epi-convergente a F en u € X. En ese caso escribimos F(u) =
(T'(d) — limp—00 F)(u). Notemos que dado u € X, la definicion es equivalente a:
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1. Para cada sucesién u, — u, se tiene que

F(u) <liminf F,,(uy) ,

n—-+0o00
2. Existe una sucesion u,, — u tal que

F(u) =1lim F, (uy).

Ejercicio 1.5.2. Muestre que el I'-limite de una sucesién constante es la clausura inferior. Mas
precisamente, I'(d) — lim F' = clyg(F).

Maés generalmente, es posible demostrar que si F' = I'(d) — lim F}, entonces F' es s.c.i. y que bajo
ciertas condiciones sobre d, la I'-convergencia define una topologia metrizable sobre el espacio de
las funciones inferiormente semicontinuas. En general, la I' convergencia no implica ni es implicada
por la convergencia puntual, més aun, es posible encontrar ejemplos de sucesiones I'-convergentes
en X cuyo limite puntual existe en X pero que no coincide con el I'-limite.

Ejercicio 1.5.3. Sea F}, una sucesiéon decreciente de funciones de X en R. Muestre que el I'-limite
existe y
I'(d) — lim F, =cly(inf {F,}).
neN

n—-+o0o

La principal propiedad de la I'-convergencia se establece en el siguiente teorema y precisa su
naturaleza variacional.

Teorema 1.5.2. Sean {F,},, F y G funciones de X en R tales que

F=T- lim F,.

n—-+00

y tal que G es continua. Entonces

limsup(inf{F, + G}) < inf{F + G}.

n—-+0o

Mads aun, si existe una subsucesion u,, € argmin{F,, + G} convergente a u € X, entonces u €

argmin{F + G} y inf{F,, + G} — inf{F + G}.

Demostracion: El lector debe verificar que (Fj, + G)nen es I-convergente a F' + G. Luego, basta
considerar el caso G = 0. Supongamos que inf F' > —oco y para ¢ > 0 consideremos u. un e-minimo
de F'

F(u;) <inf F +e.

Tomando u,, — u. tal que lim,, 4~ Fy,(u,) = F(uc), se tiene que

limsup(inf F},) < lim F,(uy) <inf F' + ¢,

n—-—+00 n—+00

y, de la arbitrariedad de ¢ > 0, concluimos que limsup,, . (inf F;,) < inf F. Si inf F' = —o0 el
argumento es similar.
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Sea uy = up, la subsucesion convergente a u tal que uj € argmin(Fy, ). De la I'-convergencia, se
tiene que
F(u) < liminf Fj(ug),

k—-+o0

de donde se sigue que

F(u) < liminf inf Fj
k—+o00

lo que implica, junto con la primera parte del teorema, que u € argmin F' y que limy_, | o inf F,, =
inf F. O

1.6. Problemas

Problema 1. Sea (X, 7) un espacio topologico y dado z € X considere la funcion f(x) = sup{g(V) |
N € N;(7)}, donde g es una funcién a valores en R U {+o0o0} definida sobre 7 y N_,(7) denota el
conjunto de 7-vecindades de z. Muestre que f es s.c.i.

Problema 2. Sean V un espacio de Banach y U: V — R una funcién Gateaux-diferenciable.
Diremos que U satisface la condicion (WC) sobre un subespacio 2 C V si para cualquier sucesion
(zn)nen C Q con las siguientes propiedades:

» (|U(zn)|)nen es acotada,
» U'(z,) # 0 para todo n, y
» U(xzy) = 0en V¥,

existe T € X tal que U'(Z) =0y

liminf U(z,) < U(z) < limsup U(zy,).
n—+00 n—-+4oo
(a) Suponga que V es reflexivo y que U es convexa, s.c.i, y U(z) — +oo cuando ||z| — +oc.
Muestre que U satisface la condicion (WC) sobre V.

(b) Suponga ahora que U es s.c.i. y acotada inferiormente. Suponga también que la restriccion de
U’ a rectas es continua y que U satisface la condicion (WC) sobre V. Pruebe que U alcanza
su minimo sobre V.

Problema 3 (Teorema del Punto Fijo de Caristi). Sea (E,d) un espacio métrico y G: E — 2F.
Diremos que & es un punto fijo de G si & € G(T).

(a) Supongamos que existe una funcion f: E — RU{+o0} propia, acotada inferiormente, y s.c.i.
tal que para cada x € F, existe un y € G(x) que satisface f(y) + d(y,z) < f(z). Muestre que
G posee al menos un punto fijo.

(b) Definamos el grafo de G como
Grafo(G) = {(z,y) e Ex E |y € G(x)}.

Supongamos que Grafo(G) es cerrado y que existe f: E'— Ry U {+o0} propia tal que para
cada z € F, existe un y € G(x) que satisface f(y) + d(y,z) < f(x). Muestre que G posee al
menos un punto fijo.
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Problema 4 (Convergencia Variacional de Puntos Sillas). Diremos que una sucesion {F,: R" x
R™ — R,n € N} hipo/epi-converge a una funcion F': R" x R™ — R si para cualquier (z,y) €
R” x R se satisface

1. Para cualquier x, — x existe y, — y tal que limsup,, ., , o Fy(zn,yn) < F(z,y),
2. Para cualquier y,, — y existe z, — x tal que liminf,, | F,(zn,yn) > F(z,y).

Suponga que (F),) hipo/epi-converge a F' y que existe una secuencia de puntos (T, yn) tales que
para cualquier (z,y) € R™ x R™ se tiene que

Fn(xv gn) S Fn(j’lh gn) S Fn(jna y)
Muestre que si (Zy,, yn) — (Z,7), entonces

F(z,y) < F(z,y) < F(z,y).



Capitulo 2

Fundamentos de Analisis Convexo

2.1.

Funciones convexas.

Sea V un espacio vectorial real. Recordemos que una funciéon f: V — R se dice convexa si
epi f es un subconjunto convexo de V' x R. De manera equivalente, f es convexa si, y solo si,

Vn > 2,Yv1,...,v, € VYA, L A e REU{0}: Y N =1
i=1

f (Z Am) <) O Aif(w).
=1 =1

Proposicién 2.1.1. Sea f: V — R una funcién conveza.

(1)
(i)
(111)
(iv)
(v)

(vi)

(vii)

Si A > 0 entonces \f es conveza.

Si g: V — R es conveza entonces f + g es conveza.

St A: W — V es lineal afin entonces f o A es conveza.

Si 0: R — R es convexa no-decreciente entonces 6 o f es conveza.

Si (fi)ier es una familia no vacia de funciones convezas de V en R, entonces f = sup fi es
conveza. el

Supongamos que W es un espacio vectorial y g : V x W — R es conveza. Entonces la funcion
h:V — R definida por h(v) = ingv g(v,w) es conveza.
we

Sig:R™ — R es conveza y F: V — R™ es de la forma F(x) = (fi(x), ..., fm(z)) con
fi: V. — R convezas, entonces goF' es conveza siempre que g = g(y1, ..., Ym) Sea no-decreciente
en y; para i =1,....m.

Demostracion: Se deja como ejercicio para el lector. O

Observemos que (7) y (4¢) dicen que el conjunto de las funciones convexas en V' es un cono convezo
(pero no un espacio vectorial pues la diferencia de dos funciones convexas no es necesariamente

29
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convexa). Ejemplos de funciones convexas son las normas y las seminormas en V.

Otra definicién a retener es la de concavidad: Decimos que f: V — R es (estrictamente) céncava si
—f es (estrictamente) convexa.

En espacio generales, una funcién convexa, incluso si es lineal, no es necesariamente continua. Sin
embargo, el siguiente resultado establece una propiedad interesante acerca de la continuidad y
lipschitzianidad de las funciones convexas.

Teorema 2.1.1. Sean (V,|||) un e.v.n. y f: V — RU {400} una funcion convera. Entonces son
equivalentes:

(i) f estd acotada superiormente en una vecindad de xy € dom(f).
(i1) f es localmente Lipschitz en xg € dom(f).
(i13) [ es continua en algin xo € dom(f).
() f es localmente Lipschitz en int(dom(f)) # 0.
(v) [ es continua en int(dom(f)) # 0.
(vi) int(epi(f)) # 0.
Demostracion: Probaremos que (i) = (i7) = (ii1) = (i) y luego que (i) = (iv) = (v) = (vi) = (4).

» (i) = (dt) Sin pérdida de generalidad podemos suponer que zp = 0 (de lo contrario basta
considerar f(z) = f(x+z)). Sean ¢ > 0y M € R tales que para cada x con ||z| < ¢ se tiene
que f(x) < M. Dados x1,x2 con |lz;]| < §i= 1,2y x1 # 22 de modo que a := |z — 2 > 0,
definimos y = x1 + 5 (1 — z2). En consecuencia, ||y — z1|| = §, de donde concluimos que
lyl <ey f(y) < M. Ademas, z; = ﬁy + 5a7z72 y de la convexidad de f deducimos

2

Flo1) € 5o ) + 5 ),
Luego
Flan) = f(2) < 5o (f(0) — Je2)] £ 5 (M = fa2)]

Pero 0 = 329 + 3(—x2) de modo que f(0) < 3f(z2) + 1f(—z2) y se tiene que —f(z2) <
f(=x2) —2f(0) < M —2f(0). Asi,

4o 4M
- < M — < ey —
flon) = @) < 5o M = 0] £ s~ wal,
para algan M > 0.
Intercambiando los roles de z1 y x2 se deduce que |f(x1) — f(z2)] < %Hxl — xal-

w (i1) = (i4i) y (i74) = (i) son inmediatos.
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» (i) = (iv). Sea = € int(dom(f)). Consideremos ¢ > 0 y definamos y. = = + ¢(z — xo) de
modo que T = %Jrsyg + 15270 Si € > 0 es suficientemente pequerno, y. € dom(f). Sea U una
vecindad abierta de zg donde f es acotada superiormente por M y definamos

1 €

- 1+5y£+

U, :
€ 1+¢

que resulta ser una vecindad abierta de z. Luego, si z € U se tiene que dx € U : z =
Tisy + %JFE:U y por la convexidad de f

1 € 1 15

1+8f(y)+ 1Jref(ﬂt?)< fly) + 152

M = M,
14« «

f(z) <

de modo que f estd localmente acotada por M. en Z.
» (iv) = (v) También es inmediato.

» (v) = (vi) Sean x € int(dom(f))y A > f(z). Veremos que (z,\) € int(epi(f)). En efecto, dado
~v € R tal que f(x) < v < A, existe una vecindad abierta U de x tal que Yy € U, f(y) < 7.
Luego (z,A) € Ux]y,+oo[ C epi(f).

» (vi) = (i) Dados U abierto no vacio y a < b tales que Ux]a,b[C epi(f) entonces Vz €
U, (z, “TH’) € epi(f) lo que equivale a decir que Vz € U, f(z) < aTer < +o0.

O
Este resultado puede adaptarse al caso f: V — R pero hay que exigir que f(xg) € R.

Corolario 2.1.1. Si f: R" — RU {+o0} es conveza y propia entonces f es localmente Lipschitz
en int(dom(f)). En particular, si f: R™ — R es conveza entonces es continua.

Demostracion: Sea xq € int(dom(f)) de modo que 3¢ > 0 : B(zp,e) C dom(f). Sean é1,...,é, los
vectores de la base candnica de R™ y x; := xg + €¢; para ¢ = 1, ...,n. El conjunto

S = {Zn: AiZ;
i=0

es una vecindad abierta de xg, y por convexidad

=1 XN>0 i€ {0,1,...,n}}
=0

f <Z )\imi> <max{f(x;)|i=0,1,...,n} < +oo.

i=0
Por lo tanto f estd acotada superiormente en S. O

Notemos que la convexidad es esencialmente una propiedad unidimensional pues depende del
comportamiento en un segmento de recta. Por ejemplo, un conjunto es convexo si, y sélo si, su
interseccion con cualquier recta lo es. Asi, muchas de las propiedades de funciones convexas en R"
pueden obtenerse de un anélisis del caso n = 1.
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Lema 2.1.1. Sea I un intevalo. Una funcion f : I — R es convexa si, y sdlo si, para todo

o <y < x1 en I se tiene que
fy) = flzo) _ fla1) = flzo) _ fla1) = fly)

Yy—=xo 1 — Xo 11—y

Luego, dado x € 1, se tiene que

y—x
es no-decreciente como funcion de y € I\{x}. Similarmente la convexidad estricta estd caracterizada
por desigualdades estrictas.

Demostraciéon: Basta observar que y = xo+ 2 1. 0

951 xo 11— zo

Teorema 2.1.2. Si f : I C R — R es diferenciable en el intervalo abierto I entonces cada una de
las siguientes condiciones son necesarias y suficientes para que f sea convexa en I:

(i) f' es no-decreciente en I.

(i) f(y) > f(z)+ f'(z)(y — x), Va,y € I.
(iii) En caso de que f sea de clase C?, f"(x) > 0,Vz € I.

Similarmente, cada una de las siguientes condiciones son necesarias y suficientes para que f sea
estrictamente conveza en I:

(i) f' es estrictamente creciente en I.
(i) $(5) > F(@) + @)y — ), Yo,y €1 conz #y.
Una condicion suficiente pero no necesaria para la converidad estricta es:
(iii’) f"(z) >0, Yo € I (asumiendo que f € C?).
Demostracion: » (converidad) = (i) Directo del lema anterior.

» (i) = (i¢) Definamos g¢,(y) := f(z) — f(y) + f'(z)(y — x). Notemos que g,(z) = 0 y que
9:(y) = —f'(y)+ f'(z) de modo que g (y) > 0si y € IN]—o00, ]y g,(y) <=siy € IN[z, +o0].
En consecuencia, g, tiene un maximo golbal en y = = y el valor es 0.

f(z) + f'(z)(y — ) una funcion lineal afin. Tenemos que

» (it) = (convexidad) Sea l,(y) =
l:(x). Asi, f(y) = sup,esl:(y) y en consecuencia f es convexa.

Veel, fly) > L(y)y f(z) =

» (ii') = (convexidad estricta) Dados xg < x1 sea x) = xo + A(x1 — o). Para la funcion afin
(y) = f(zx) + f(@x(y — ) tenemos que f(zo) > Ix(zo) vy f(z1) > Lx(z1) perof(zy) =
I —Maxyx = AMx(z1) + (1 = AN)a(mo) luego f(zx) < (1 = A)f(zo) + Af(x1).

Queda como ejercicio estudiar las otras implicancias.

Ejemplo 2.1.1. Algunas funciones convexas relevantes:
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v f(x) = az?® + bz + ¢ en R cuando a > 0; es estrictamente cuando a > 0.

s f(x) = e en R; es estrictamente cuando a # 0.

s f(x) = 2% en |0, +oo[ cuando a > 1; es estrictamente convexa cuando « > 1.

s f(x) = —2% en |0, +oo[ cuando 0 < o < 1; es estrictamente convexa cuando 0 < o < 1.
» f(z) = —Inx en |0,4o00[ es estrictamente convexa.

Notemos que f(x) = z* satisface que f”(0) = 0 pero es estrictamente convexa, lo que muestra que
(#41") no es necesario.

Corolario 2.1.2. Sea U C R™ un conjunto convero y abierto. Si f: U — R es diferenciable,
entonces cada una de las siguientes condiciones son necesarias y suficientes para que f sea convezra
en U:

(’L) vxvy ev, <Vf(CU) - Vf(y),w - y> = 0.
(ii) Y,y € U, f(y) = f(z) +(Vf(2),y — ).
(iii) V2f(x) es semi-definida positiva Yz € U (asumiendo que f € C?).

Para la converidad estricta es necesario y suficiente tener (i) o (ii) con desigualdad estricta si x # y.
Una condicion suficiente pero no necesaria es que V2 f(x) sea definida positiva.

Demostracion: Propuesto. Considerar g(t) = f(y +tz) cony e Uy z € R". O

Ejercicio 2.1.1. Pruebe que las siguientes funciones son convexas:

= f(z) = & (z, Az) + (b,z) + ¢, con A € R"™" matriz simétrica y semi-definida positiva. Pruebe
que es estrictamente convexa si A es definida positiva.

n
» f(z)=In (Z e“). Muestre ademés que esta funcion no es estrictamente convexa.
i=1

2.2. Espacios en dualidad

Diremos que dos e.v.t.l.c. (X, 7), (Y, o) son espacios en dualidad si existe un producto de dualidad
entre X y Y, esto es, una funcion bilineal (-,-): X x Y — R tal que:

1.1 Vzee X\{0},JyeY: (z,y) #0.
12 Vye Y\ {0},3xr € X : (z,y) #0.
21 VyeY, (Lyy e X,n)*yWe (X, n)*\AyeY: {=(,y).

22 Ve e X, (z,) e Y,o)  yVle (Y,o),AxeX: {=z,-).
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Decimos que 1.1 y 1.2 son propiedades que hacen a (-,-) separar puntos. Las topologias 7 y o se
dirdn compatibles con la dualidad (X,Y,(-,-)) y necesariamente son separadas: dados x1 # 2 en X
se tiene, por 1.1, que existen « € Ry y € Y tales que (z1,y) > a > (z9,y). En virtud de (2.1), se
tiene que =1 € {z | (z,y) > a} € Ty x2 € {z | (z,y) < a} € 7. Andlogamente se prueba que la
topologia o es separada.

Ejemplo 2.2.1 (Espacios en Dualidad). Los siguientes son algunos ejemplos de espacios en duali-
dad:

» X =Y espacios de Hilbert cuya topologia esta inducida por el producto hilbertiano (-,-) que
a su vez resulta ser el producto de dualidad.

o (X, ) wn evn., Y = (X, 7)" = X7, (-,-): X x X* — R definido por (z,2") = 2*(z).

1.1 Se tiene por Hahn-Banach.

1.2 Se tiene pues z* # 0.

2.1 Se tiene por definicién.

2.2 Depende de la topologia en X*:

o Si o = 7).~ entonces 2.2 equivale a que X sea un Banach reflexivo.

o Si o = o(X* X) es la topologia débil entonces 2.2 se cumple gracias al Teorema
.02

» Mas generalmente, si X e Y son ev. y (,-): X XY — R una funcion bilineal que separa
puntos, entonces (X,0(X,Y)) y (Y,o0(Y,X) son espacios en dualidad, donde o(X,Y) es la
topologia mas pequena que hace todos los (-, y) continuos.

En las aplicaciones, practicamente la tnica situacion tutil es el caso de (X, X*,(:,-)) con X
espacio de Banach y (-, -) asociado a las evaluaciones, caso en el que, a modo de resumen, tenemos
que:

1. (X, 7.|) es compatible con la dualidad (-, -).

2. (X,0(X,X™)) es compatible con la dualidad (-, ).

3. (X*,0(X*, X) es compatible con la dualidad (-, -).

4. (X*, 7). +) es compatible con la dualidad (-, ) si, y s6lo si, X es reflexivo.

Este caso no es el tnico considerado en este capitulo porque deseamos enfatizar que el analisis
s6lo depende de las topologias (débiles) involucradas.

2.3. La conjugada de Fenchel

Sean (X,7) y (Y,0) dos e.v.t.l.c. en dualidad (-,-) y f: X — R una funcién. Vimos que en el
caso en que la dimension es finita y la funcion es diferenciable la convexidad puede caracterizarse
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via minorantes lineales afines asociados al gradiente de la funcién. En el caso general, decimos que
dado y € Y y @ € R la funcion lineal [, (z) = (x,y) — « es una minorante de f si

V€ X’ <.’L‘,y> —a< f(x)a
0 equivalentemente

a = sup{(z,y) — f(z)}.
reX

Definicién 2.3.1 (Fenchel, 1949). La conjugada de Fenchel de f: X — R es la funcion f*: Y — R
definida por

f(y) = sup{(z,y) — f(z)}.

zeX

Observaciéon 2.3.1. 1. La definicién equivale a

[fly)= sup {(z,y) - f(2)}

zedom(f)
incluso si dom(f) = 0.
2. Si dzg € X tal que f(zg) = —oo entonces f* = 4o0.
3. f* es convexa y s.c.i. para cualquier topologia sobre Y compatible con la dualidad (-, ).
4. Se cumple la desigualdad de Young-Fenchel:
Ve e X,VyeY, f(z)+ [ (y) = (z,9).
Interpretaciones

» Geométrica. Dadoy € Y, f*(y) es el menor valor o que se debe restar a (-, y) para que (-, y) —«
sea una minorante lineal afin de f.

» Minimizacién. Notemos que f*(0) = —infx fy que, més generalmente, — f*(y) = inf, e x { f(x)—
(x,y)} es el valor 6ptimo de un problema perturbado linealmente por —(-, y).

= Econoémica. Si X es un espacio de bienes , Y es un espacio de precios y f es una funcién de
costos de produccion, entonces (x,y) — f(x) es el beneficio de producir x cuando los precios
estan dados por y y por lo tanto f*(y) es el méximo beneficio asociado al precio y.

Proposicion 2.3.1. 1. Si f < g entonces f* > g*.

2. Si (fi)ier es una familia de funciones de X en R entonces

(inf fi> =supf;, y <Supfi> <inf f}.
el el

el
8. Dado A >0, (Af)*(y) = Af*(%).
4. Dado a e R, (f+a)* = f* —a.

5. Dado g € X, si definimos fy,(x) = f(x — xo) entonces fy (y) = f*(y) + (zo,¥).
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6. Si A: X — X es lineal continua y biyectiva, entonces (f o A)* = f*o A* 1,

7. Dado yo € Y, si definimos fy,(z) = f(x) + (x,v0) entonces f, (y) = f*(y — yo)-
Demostraciéon: Propuesto. O
Ejemplo 2.3.1. Sea f(x) = exp(z) definida sobre R. Se tiene que

- () =0

» Siy > 0entonces f*(y) > t(—y) —exp(t) — oo cuando t — —o0 y, por lo tanto, f*(y) = +o0.

» Si y < 0 entonces f*(y) se obtiene maximizando una funcién céncava diferenciable. Luego
f"y)=yhny—y.

Asi,

* Y lny -y si Yy 2 07
[ y) = { .
+00 siy <O0.
Esta se conoce como la funcién de entropia de Boltzmann-Shannon.

Ejemplo 2.3.2. Si o: R — R es una funcién convexa y (V,|[|-[|) es una e.v.n. en dualidad con V*
entonces la conjugada de f: V' — R definida por f(v) = ¢(||v]|) esta dada por

T W) = ([[o*[|+)-
En efecto, dado v* € V* se tiene que

fH (%) =sup{(v,v*) —e(|lv[)}
veV

=sup sup {#(7,0%) = o(t)}
0 o=t * ¢

= sup{t[[v* ||« — ()}
>0

= sup{t[|v*|[. — ()}
teR

=" (lv*[l+)
donde la tltima igualdad se sigue del hecho que ¢ es par. Un caso de particular importancia es
cuando consideramos p €|1, +ooly p(z) = %\x|p. Se tiene que ¢*(y) = %\y|q con %—i—% = 1 porlo que

deducimos que si f(v) = %HUHP entonces f*(v*) = %HU*HZ En particular, si (V, ||-|) = (ZP(2), ||[lp)
entonces (V*, ||-||«) = (L4(2), ||-|l¢)- En consecuencia si

1
F(f) = JIfl

entonces 1
F*(g) = gllglli’,-
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Ejercicio 2.3.1. Muestre que si X =Y son espacios de Hilbert y f(z) = i||z||? = (z,z), entonces
f(y) = f*(y)- Pruebe también que 3|22 es la tnica funcién con esta propiedad.

Ejemplo 2.3.3 (Funciéon Soporte). Sea K un subconjunto de X y

5 (x) 0 siz € K,
xr) =
K +oo siz ¢ K

su funciéon caracteristica. La funcién soporte de K esta definida por

ok (y) =0k (y) = EEE<$’y>'

Los siguientes casos son de interés
1. Si K = {z0} entonces 0(,}(y) = (%0, ¥)-
2. Si (X, |]]) esunevn.y K ={ze X | |z] <1} entonces ox(y) = ||yl
3. Si K es un cono entonces o (y) = dgo(y) donde
K'={yeY | VzeK, (z,9) <0}

es el cono polar de K. Si K es un cono convexo cerrado entonces (K°)° = K y ademas
K={xeX|VyeY, (z,y) <ox(y)}

4. Si K es un subespacio vectorial entonces o (y) = dx1 (y), donde
K'={yeY |¥ze kK, (y) =0}
es el subespacio ortogonal a K. Si ademas K es cerrado, (K+)!t = K.

Proposicion 2.3.2. Si K C X es un conjunto entonces ox es convezra, S.c.i. y positivamente
homogénea. Reciprocamente, cualquier funcion o con estas caracteristicas es la funcion soporte del
conjunto

K={zeX| VWeY, (z,y) <oy)}

Demostraciéon: Propuesto. 0

Volvamos al caso general de una dualidad (X, Y, (-, -)).

Definicion 2.3.2. A continuacién definiremos dos espacios muy importantes en analisis convexo.
» I'(X)={f: X — R| f es supremo de lineales afines continuas }
n To(X) =T(X) \ {&,w} donde W = +00, w = —c0.

Teorema 2.3.1. f € I'o(X) si, y sélo si, f es convexa, s.c.i. y propia.
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Demostracion: Ya hemos demostrado la necesidad. Veamos la suficiencia: sea f convexa, s.c.i. y
propia, de modo que su epigrafo es convexo, cerrado y no vacio. Consideremos (z,7) ¢ epi(f). De
acuerdo con el Teorema de Hahn-Banach, podemos escoger (y,s) € Y x R\ {(0,0)} y a € R tales
que

V(z,\) € epi(f), (z,y) +sr < a < {(z,y) + s\

Notemos que s > 0 pues de lo contrario, tomando zy € dom(f) y A > f(xo) suficientemente grande,
contradeciriamos la desigualdad. Basta, entonces, distinguir dos casos:

1. z € dom(f). Tomando A = f(z) obtenemos que
(z,y) +s7 <a < (x,y) +sf(x)

y, en consecuancia, s(f(z) —r) > 0 lo que implica que s > 0 y que el hiperplano separador no
es vertical. En particular tenemos que Vz € dom(f) se cumple que

<x,%>+r<%§ (z,%>+f(z)

y definiendo £(z) := (z, —%) 4+ < se tiene que f > Ly f(zx) > L(z) > 7.

2. x ¢ dom(f). Si s > 0 podemos razonar como en 1. El problema es que ahora no podemos
asegurar que s # 0. Estudiemos este caso: Si s = 0 6, el hiperplano es vertical y se tiene que

V(z,A) € epi(f), (z,y) < a < {(z,y).
Razonando como antes (pues dom(f) # ¢) se tiene que existe £ € (X, 7)* tal que
Vze X, f(z) > 4(2).
Asi, Vk > 1, Vz € X se tiene que

f(2) 2 £(z) = £(z) + k(o = (z,9))

() + k(a — (2,y)) — +oo
cuando k — +o0.

Hemos demostrado que Vx € X,Vr < f(x),3¢ € (X,7)*: f > £, f(x) > £(z) > r, lo que implica
que f eT(X)y f>—oc0y f # +oo pues es propia. O

Notemos que dado f: X — R se tiene que f* € I'(X).

Definicion 2.3.3. Dada f: X — R definimos la biconjugada f**: X — R mediante

[ (@) = sup{(z,y) — f*(y)}-

yey

Notemos que f** € T'(X) y se tiene que f** < f por la Desigualdad de Young-Fenchel.
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Proposicién 2.3.3. Dada f: X — R se tiene que

[ (z) =sup{g(z) | g € I'(X), g < f}

de modo que f** es la mayor funcion en T'(X) que minora a f, por lo que habitualmente de llama
I"-regularizada de f. En particular,

fer(X) ssi f=f"™
Demostracion: El conjunto I'(X) es estable bajo supremos, luego
h=sup{g(z) | g € T(X), g < f} € T'(X)

y, por lo discutido anteriormente, f** < h. Sea g € I'(X) con g < f, luego g* > f* y en consecuencia
g < f**. De la arbitrariedad de g € I'(X), basta probar que ¢** = g. Como g € I'(X) existe una
familia {/;};c; de funciones lineales afines continuas tales que

g = sup¥;.

De la dualidad, podemos encontrar (y;,7;) € Y x R tales que ¢;(z) = (x,y;) — r; de modo que

* T si Yi =Y,
G(y) = {

+00 sl no.

Como g > ¢; se tiene que Vi € I,Vo € X, g™ (z) > (7*(z) = (z,y:) —ri = li(x). Luego, g >
sup;c; ¢; = g lo que implica que g** = g. 5

Observacion 2.3.2. 1. Si f denota la regularizada s.c.i. de f: X — R, entonces

<<

Si f es convexa entonces f también lo es (pues epi(f) = epi(f) y la adherencia de un convexo
es convexa) pero no necesariamente se tiene que f** = f. En general, las unicas funciones
f: X — R convexas y s.c.i. que alcanzan el valor —oo son de la forma

-0 z€C,
fle) = {—i—oo x ¢ C,

con C un convexo cerrado. Si C' # X se tiene que f = f > f* = —co y f # f** pese a que
f es convexa y s.c.i. A modo de resumen, si f es una funcién convexa, entonces f = f** si, y
s6lo si, o bien f admite una minorante lineal afin continua, o su regularizada s.c.i. es w. Hay
veces en las cuales f es convexa pese a que f no lo es (este es el caso en algunos problemas
de calculo de variaciones).

2. Como w¥ = 400 =Wy y Wy = —00 = wy, hemos probado que la transformacion *: T'o(X) —
I['o(Y) es uno a uno. De hecho, su inversa es *: T'g(Y) — T'o(X). La operacion * se conoce
como transformada de Legendre-Fenchel.



40 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE ANALISIS CONVEXO

2.4. El subdiferencial

En anélisis, la herramienta fundamental para obtener condiciones necesarias de optimalidad es
la célebre Regla de Fermat, que en el caso diferenciable, dice que la derivada se anula en un punto
de minimo o de maximo local. Esto significa que la recta tangente al grafo de la funcién diferen-
ciable f: R — R que pasa por (zg, f(zg)) tiene pendiente 0 si zy es un punto extremo (minimo
o maximo local). Generalizada apropiadamente, esta regla es valida en diversos contextos, que van
desde programacion matematica, calculo de variaciones (Ecuacion de Euler-Lagrange) hasta control
optimo. Daremos una version de esta regla en el caso convexo sin hipotesis de diferenciabilidad (en
muchas aplicaciones, la funcién objetivo no es diferenciable).

Por otra parte, el calculo diferencial es una herramiente muy flexible en analisis, que necesita de la
nocion de derivada (o, mas generalmente, de gradiente). Cuando la diferenciabilidad en el sentido
clasico falla, es natural preguntarse si es posible extender la nocién de derivada de modo de recupe-
rar al menos algunas de sus propiedades. Un ejemplo de esta situacion es la teoria de distribuciones,
donde la propiedad que se pretende preservar es la regla de integraciéon por partes.

Todo lo anterior nos motiva a estudiar una nocién de diferenciaciéon en el caso convexo orientada a
la resolucién de problemas de minimizacion.

Consideremos espacios (X, 7) y (Y, o) compatibles con la dualidad (-,-) y una funcion f € I'o(X)
de modo que

f(xo) = [7(20) = sup{(z,y) — f*(y)}.

yey

Supongamos que el supremo se alcanza en yg € Y y que es finito, es decir

f(x0) = (z0,90) — f*(30) € R.

Por otra parte, sabemos que Vzr € X,

f(@) = (x,y0) — f*(yo) = (& — w0, 90) — f*(20),

lo que equivale a decir que la funcion lineal afin continua £(z) := (z — xg,y0) — f*(z0) es una
minorante de f que coincide con f en zp. En general, no basta que f(x¢) € R para que esto ocurra.

En efecto, basta considerar
—V/t sit>0,
0=}

+oo sl no

que estd en I'g(R), es finita en 0 y no admite minorantes afines que pasen por (0,0).

Definiciéon 2.4.1. Sean f: X — R una funcion convexaﬂ y xg € X. Diremos que y € Y es un
subgradiente de f en x si
Vo e X, f(xo) + (x — o, y) < f(a).

El conjunto de subgradientes se denota df(xg) y se llama subdiferencial de f en xg. Si df(xg) # 0
decimos que f es subdiferenciable en xg.

Ejemplo 2.4.1. Si f(z) = |z|, € R, entonces df(0) = [—1,1].

'La definicion tiene sentido para funciones mas generales y algunas propiedades se mantienen. Sin embargo, en
este curso consideraremos so6lo funciones convexas.
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Ejemplo 2.4.2. Algunos casos patologicos:

1. Si f(xg) = —oco entonces df(xg) =Y.

2. Si f(zg) = +o0o entonces

0 si dom(f) # 0,

9f(wo) = {Y si f = +oo.

Proposicion 2.4.1. Sean f: X — R U {+oo} propia y x € dom(f). Las siguientes afirmaciones
son equivlentes:

(i) y € 0f(x).
(ii) f(z)+ f*(y) < (z,9).
(iii) f(x)+ f*(y) = (z,y).
Mds aun, si f € I'o(X) entonces se cumple la formula de reciprocidad de Legendre:
y € 0f(x) si, y sdlo si, = € If*(y).

Demostracion: » (i) = (i7) Dado z € X se tiene que f(x) + (z — z,y) < f(2) lo que equivale a
f(x) + (z,9) — f(2) < {z,y) de donde concluimos que f(z)+ f*(y) < (y,z).

» (i) = (i4i) Evidente de la Desigualdad de Young-Fenchel.

» (4i7) = (i) Lo hicimos cuando supusimos que el supremo del célculo de f** se alcanzaba en y.

Finalmente, la condicion x € 9f*(y) equivale a f*(y) + f*(x) = (x,y). Como f € T'o(X) se
tiene que f(x) = f**(z) lo que concluye la demostracion. O

Sean 2 C R"™ un abierto convexo no vacio y f: £ — R una funcién convexa tal que Vf: Q —
U C R" es un homeomorfismo. Supongamos que existe un par (x,y) tal que y € U y = € 9f*(y).
De la caracterizacion anterior, x maximiza la funciéon concava diferenciable z — (z,y) — f(2) vy,
en consecuencia, y — Vf(z) = 0 de donde concluimos que = = (Vf)~!(y) € Q y definiendo la
transformada de Legendre por

9@) = (VN W),y - F(VH) ),

se tiene que
() = g(y).

Bajo hipdtesis apropiadas de diferenciabilidad, es posible verificar sin la hipétesis de convexidad
que y = Vf(z) equivale a z = Vg(y). Si ademas suponemos convexidad, hemos probado que la
transformada de Legendre coincide con la conjugada de Fenchel.

Proposicion 2.4.2. Si f: X — RU {400} es propia entonces Of(x) es un convezo cerrado de Y
(eventualmente vacio).
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Demostraciéon: Tenemos que

Of (@) ={y €Y | fx) + ["(y) < (@, 9)} =T_p() (/" — (2, ).

Aqui I" denota el conjunto de subnivel inferior. Como f* — (z,-) es convexa y o(Y, X)-s.c.i. se sigue
el resultado. O

En lo que sigue, (X, ||-||) es un espacio de Banach en dualidad con X* y denotaremos indistin-
tamente z*(x), (x*,x) o (z,x*).

Teorema 2.4.1. Sean f: X — R conveza y xg € X tales que f(x9) € R y f es continua en xo.
Entonces Of (xg) # 0 y es compacto para la topologia débil-* o(X*, X).

Demostracién: Como f es convexa y continua en zo, epi(f) es un convexo de interior no vacio.
En particular, (zg, f(z¢)) no pertenece al convexo int(epi(f)) y, por el Teorema de Hahn-Banach,
podemos separar (no estrictamente) tal punto de tal convexo mediante un hiperplano cerrado. Es
facil ver que la "pendiente'de este hiperplano resulta ser un subgradiente de f en xg. En particular
f no puede tomar el valor —oo y como dom(f) # ) se tiene que ademés f es propia.

Como O0f(xg) es convexo cerrado en X*, para la compacidad basta verificar que es acotado para
||I|l«- Por ser f localmente Lipschitz en xq, existen ¢ > 0y L > 0 tales que

| —zol| <& = |f(z) = fzo)| < Lz — |-
Luego, si 2* € 0f(xo) tenemos que para todo x € X con ||z — z¢|| < € se tiene que
f(@o) + (2%, 2 — wo) < f(x) < flzo) + Lllx — 0|
de donde concluimos que Vz € B(xg,¢), (z*,x—x0) < L||z—x¢|| y que, por lo tanto, ||z*||. < L. O

Teorema 2.4.2 (Regla de Fermat I). Sea f: X — R U {400} una funcion convexa y propia.
Consideremos

(P) igl{f I

Entonces, xo es una solucion de (P) (es decir, xy € argminy f) si, y sdlo si, 0 € Of (o). Si ademds
feTlo(X), entonces

argm)}nf = Jf*(0)
el cual es un convexo cerrado y acotado si f* es finita y continua en 0.
Demostracion: La condicion f(xo) + f*(0) = 0 equivale a infx f = —f*(0) = f(xo). O

Proposicion 2.4.3. Sea f: X — R U {400} conveza y propia. Sean xy € dom(f) y d € X.
Entonces la derivada direccional en xo sequin d estd definida en R mediante

f'(zo;d) = lim f(zo +td) — f(zo) —inf f(zo +td) — f(x0)
, t—0+ t >0 t :
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Demostracion: Sea q(t) = w

Notemos que

. Consideremos 0 < t < s y veamos que ¢(t) < ¢(s).

t t
xo +td = —(xo + sd) + (1 — > o,
S S
de modo que por convexidad
t t
y se tiene que

f(zo + td) — f(z0) < f($0+sd)—f(l’o)_
t - S

O

Proposicion 2.4.4. Bajo las condiciones de la proposicion anterior, f'(xo;-) es una funcion sub-
lineal y se tiene que

Of (wo) = {2" € X" |Vd € X, (2%,d) < f'(w03d)} = O[f'(x0;-)](0).
Demostracién: Verifiquemos la sublinealidad:
(i) f'(z0;0) =0.
(ii) Sea A > 0, luego

/ . )\d— . )\d_ /
f(xo;Ad):tli%l+f(x0+t t) f (o) :Atli%l+f(x0+(t)?t) (o) — A (w0:d).

(iii) Dados dj,ds € X verifiquemos que f'(xzo;dy + d2) < f'(zo;d1) + f'(x0;ds). Para ello, basta
probar la convexidad de f'(zo;-) pues f'(zo;d1 +d2) = 2f(xo; %dl + %dg). Sea « €]0, 1], luego

fl(xo; ad1 + (1 . Oé)dz) — tl_i)%l_i_ f(l'D + tad1 + t(1 - Oé)dQ) — f(ajo)

< b S (oo + td) = f(a0)) + T (Flwo + 1) — f(zo)

= af'(xe;d1) + (1 — ) f'(z0; d2).
Finalmente,

z* € 0f(wo) < f(x0) + (2%, y — o) < f(y), Vy € X
& fxo) + (2%, td) < f(zo +td), ¥d € X, Yt >0
& (a*,d) < f'(z0;d), Vd € X.
O

Proposicion 2.4.5. Sean (X, |||) un e.v.n. y f € To(X). Tomemos xo € X y supongamos que f
es finita y continua en xg. Entonces

fl(zo;d) = sup (2%, d) = 0y f(a0)(d).
z*€0f(z0)
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Demostracién: Ya vimos que f'(zo;d) > Supg«cof(z,){(2”, d). Para probar la igualdad observemos
que f’(zg;-) es convexa y continua. En efecto, tenemos que 9 f(xg) # 0 y en consecuencia f’(xg;d) €
R, Vd € X. Luego basta probar que f’(x¢;-) es continua en 0, lo que resulta de

f(zo;d) < f(zo+d) — f(zo) <M

para algin M > 0y para todo d en alguna bola centrada en 0. De lo anterior, f'(zo;-) = [f"(z0o; -)]**.
Ademas

[f' (o3 )" (") = sup{(z”,d) — f'(x0; d)}

deX

{o si z* € df (x0),

+o00 sl no

= 007 (z0) (")

Finalmente,

fl(xo;d) = sup {{z*,d) = [f'(z0; )" (2")} = 05 5(0) (d) = o p(a0) (d)-

r*eX*
O
Corolario 2.4.1. Sean (X, ||]|) un e.v.n. y f € To(X). St xg € dom(f) es tal que f es continua en
xo y 0f(xo) = {xf} entonces f es Gateaus-diferenciable en xo y V f(xo) = xf.

Demostracion: Se tiene que

f/(CC(); d) = sup <.%'*, d) = <$87d>
z*€df(zo)

es una funcioén lineal y continua. O
Corolario 2.4.2. Si f € To(R") y xo € dom(f) es tal que f es continua en xo y Of(xo) = {z*},
entonces f es Fréchet-diferenciable en xg.

Demostracion: Basta probar que

fy) = f(wo) = @y — o) _

0.

lim sup
Yy—x0 ly — ol

Sea L € R este limite superior y tomemos y; — o, tal que
i k) = f(20) — (27, Yy — o)

= L.
ko0 llyr — ol
Por compacidad podemos suponer que dj := ”ziiign — d con ||d|| = 1. Como f es localmente

Lipschitz en torno a xq, tenemos que

f(xo + llyr — wolldi) — f(xo + llyr — 2o0lld)

0
lyr. — oll

y en consecuencia

L = lim f(l‘o + Hyk - $0||d) — f(ﬂ?o) - <$*7yk - 1“0> _ f/(l’(),d) o (CC*,d>
k00 lye — @ol|
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Observacion 2.4.1. Notemos que si f € I'g(X) es Gateaux-diferenciable en z¢ € dom(f), entonces
f(wo;d) = (V f(x0),d). Asi,

Of (o) = {2” € X* [ (2", d) < (V[(x0),d), Vd € X} = {Vf(x0)}.

Proposicion 2.4.6. Sea U C X un abierto convezo y f: U — R una funcion Gdteauz-diferenciable
(en U). Son equivalentes:

(i) f es conveza sobre U.
(ii) Yo,y € U, f(y) > f(z) +(Vf(z),y — ).
(iti) Y,y € U, (Vf(z) = Vf(y),z —y) = 0.
Demostracién: Propuesto. O

Observacion 2.4.2. Notemos que, en general, si f: X — RU{+o0} es propia, entonces df: X —
2X tiene la siguiente propiedad: si z,y, z*,y* son tales que z* € df(z) e y* € df(y), entonces

<x*—y*,xfy> = 0.

Las funciones del tipo A: X — 2% suelen llamarse multiaplicaciones y cuando una multiaplicacion
tiene la propiedad anterior, decimos que es mondtona.

Para terminar la secciéon estudiaremos algunas propiedades elementales del calculo subdiferencial.
Ejercicio 2.4.1. » Sean f: X — Ry A > 0. Entonces Vo € X, d(\f)(z) = \of(x).
» Sean f1, fo: X — R. Entonces Vz € X, df1(z) + df2(x) C O(f1 + fo)(x).

Proposicion 2.4.7 (Teorema de Moreau-Rockafellar). Si f1, fo € To(X) y f1 es continua en algin
xo € dom(f1) Ndom(f2), entonces

Vo € X, 0fi(x) + 0f2(x) = 0(f1 + f2) ().

Demostracion: En virtud del ejercicio anterior, probaremos sélo la contencion (2). Sean z, x* tales
que z* € 9(f1 + f2)(z). Tenemos que

Yy e X, fily) + faly) = (&% y — 2) + f1(2) + fa().
Introduzcamos los siguientes conjuntos convexos

Cri={(A) e X xR|fi
Co:={(y,\) e X xR | f

y) — (&5 y —x) <AL

z) = fay) = A}

Ademis, (y,A) € C1NCs equivale a f1(y) + fa(y) = (z,y —x) + f1(x) + f2(x). Pero Cy = epi(g) con
g = f1—{(x*,-) € To(X) continua en xy. Luego, int(C1) = {(y,\) € X xR | g(y) < A\} # 0 y ademés
int(C1) N Cy = 0. Podemos separar int(C7) de Co mediante un hiperplano cerrado que ademas es

no vertical (verificar), y en consecuencia es el grafo de una funcién lineal afin ((y) = (—z3,y) + «
para x5 € X* y a € R. Podemos escribir la separacién como

Vy € X, fa(z) — fa(y) < (—23,9) + a < fily) — (2", y — x) — f(=).

(
(
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Tomando y = x deducimos que o = (x5, z) y en consecuencia
Vye X filz)+ (-2 + 2%y —x) < fi(y)
lo que implica que —z% + 2* € 0fi(x) y andlogamente

Vy e Xt fo(x) + (23,9 — z) < fa(y)

y concluimos que x5 € 0f2(z). Definiendo z} = 2* — x3 se tiene que z} € 0f1(z) y 27 + a5 = 2* lo
que concluye la demostracion. O

Consideremos una funciéon f € I'o(X) y un convexo cerrado no-vacio C. Supongamos que existe
xo € int(C) tal que f es finita en xg. Consideremos el problema de optimizacion

(P) inf f(z),

zeC

que equivale a
inf {f(@) + do(2)},

De la Regla de Fermat se sigue que x* es solucion de (P) si y solo si 0 € 9(f + d¢)(z*) lo que, de
acuerdo con el Teorema de Moreau-Rockafellar, equivale a

0€ df(z") + doc(x™).

y definiendo el Cono Normal a C en z € X por Ng(x) := ddc(z) podemos reescribir la condicion
de optimalidad como
0 € 0f(z*) + Nc(z¥).

Ademas, dado x € C, se tiene que

Ne(z)={yeY |Vue X, dc(z) + (u—z,y) <dc(u)}
={yeY |Vuel, (u—u=zy) <0}

Luego, x* € C es solucion de (P) si, y solo si, existe 1 € Of (z*) tal que
Yu € C, (u—z*1) >0,
y hemos establecido el siguiente:

Teorema 2.4.3 (Regla de Fermat II). Sea f € T'o(X) y C un convezo cerrado no vacio y supon-
gamos que existe xog € int(C) tal que f es finita en xy. Entonces, z* € C es solucion de

inf
n f
si, y solo si, 0 € Of (z*) + Ne(z*) lo que equivale a que exista p € Of (x*) tal que
(€C) YueC, (u—2z",p >0.

Observacion 2.4.3. La condicion de optimalidad anterior es llamada Desigualdad Variacional de
C y Of. Sin embargo, el concepto de desigualdad variacional es un poco mas general y aparece en
diversos contextos.
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Ejercicio 2.4.2. Obtenga la condicién de optimalidad para el problema
inf {f(z) + dc(z)}
zeX

cuando se satisfacen las hipétesis de la proposiscién anterior y f es diferenciable.

Proposicion 2.4.8. Sean X,Y dos espacios de Banach en dualidad con X*, Y™ respectivamente.
Si A: X =Y es una funcion lineal continua y f € To(Y') entonces foA € To(X) y si f es continua
en algin yo € dom(f) entonces

O(f o A)(x) = A"0f (Ax),
donde A* denota el adjunto de A.

Demostracion: Sea y* € 0f(Ax). Por definicion,

VyeY, f(Az)+ (y",y — Az) < f(y)

y, en particular,
Vz € X, f(Az)+ (y", A(z — z)) < f(42).

Esto equivale a
Vze X, (fod)(x)+ (A" z—x) < (foA)z)

y se tiene que A*y* € I(f o A)(z). Asi, A*0f(Ax) C I(f o A)(x).

Reciprocamente, sea 2* € 0(f o A)(x), luego
Vze X, f(Ax) + (z%,z —z) < f(Az).

Definimos
S :={(Az, f(Az) + (z",z—z2) e Y xR | z € X}

que resulta ser un hiperplano cerrado de Y x R. Notemos que (y, A) € S Nepi(f) si, y solo si,
dzeX: Az=vy, f(Az)+ (2", z—z) = f(Az) = A

Como f es convexa y continua en yy € Y, tenemos que int(epi(f)) # 0 y obviamente SNint(epi(f)) =
(). En consecuencia, podemos separar S de int(epi(f)) mediante un hiperplano cerrado que resulta
ser no vertical y, por lo tanto, el grafo de una funcion lineal afin ¢(y) = (y*,y) + a con y* € Y y
a € R. La separacion implica que

Vze X, f(Az) + (z", 2z —x) < (Y, A2) + o < f(A2)
de donde a = f(Ax) — (y*, Ax) y asi l(y) = (y*,y — Ax) + f(Az). Por lo tanto

Vze X, (2% z—z) < (A%y*, z — x)
condiciones que implican que y* € 9f(Azx) y x* = A*y* € A*0f(Az). Luego O(f o A)(x) C
A*Of(Ax).
O
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2.5. Problemas
Problema 5. Sea X un e.v.t. Dado A C X definimos la Envoltura Conveza de A como
co(A) = ﬂ{ C' | C es un convexo, A C C}

y la Envoltura Conveza Cerrada de A como ¢6A = cl(A).

(a) Pruebe que

co(A) = {Z Aiv;

i=1

neN, vy; € A, \; >0, Z)\i:1}
i=1

(b) (Teorema de Carathéodory) Demuestre que si X es de dimension finita igual a n, entonces

n+1
co(A) = {Z Ai;
i=1

n+1
v; € A, Ai >0, Z)\i:1}.

i=1
(c) Pruebe que si C'C X es un convexo, entonces cl(C') también lo es. Deduzca que

co(A) = ﬂ{ C' | C es un convexo cerrado, A C C}.

(d) Pruebe que si A es abierto, entonces co(A) también lo es. Muestre que si C' C X es convexo,
entonces int(C') también lo es.

(e) Muestre que si Ap,..., 4, C X son convexos y compactos, entonces co(A; U--- U A,) es
compacto.

(f) Sea (V,||-||) un e.v.n. y supongamos que A es totalmente acotado. Pruebe que co(A) es total-
mente acotado. Deduzca que si (V,||-||) es de Banach y K C V es compacto, entonces para
todo A C K, ¢coA es compacto.

Problema 6. En lo que sigue, X es un e.v.n. y todas las funciones estan en I'g(X). Siguiendo la
Definicién ??, denotamos por fo la funcién de recesion de f.

1. Para todo d € X y cualquier x € dom(f), se tiene que

fold) = lim AE ) = f@) et td) - f)

t—o0 t >0 t

2. Pruebe que (sup fi) = sup{(fi)oo} -

i€l i€l

3. Consideremos un subconjunto convexo, cerrado y no-vacio S de X. Definimos C' = { s €
S| filx) <0Viel}. Demuestre que Coo ={ d € Sx | (fi)oo(d) <O0Vie I }.

4. Para todo A > inf f, se tiene que [T'\(f) |, ={d€ X | foo(d) <0 }.
5. Si f es inf-compacta, entonces foo(d) > 0 para todo d # 0 (compare con el Teorema |1.2.2).
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Problema 7. Sea (V,||-||) un e.v.n. en dualidad con V*, y f € I'g(V). Pruebe que las siguientes
afirmaciones son equivalentes.

(i) f es coerciva;
(ii) Existe « >0y S € R tales que para todo v € V, f(v) > allv]| + 5;
(iii) 0 € int(dom(f*));

(iv) liminf 2@ > 0.

Jall =-+o0 171
La equivalencia entre (i iii) se conoce como Teorema de Moreau.
q y

Problema 8. Sea (XY, (-,-)) una dualidad entre e.v.t.l.c. Dadas dos funciones convexas f,g: X —
R, se define la inf-convolucién de f y g mediante

(feg)(@) := inf{f(z1) + g(22) [ 21 + 22 = x}.
(a) Pruebe que f.g es convexa, con dom(f,g) = dom(f) + dom(g).

(b) Sea y € Y, muestre que (f«g)*(y) = f*(y) + 9" (v)-

(c) Pruebe que si z; € dom(f) y 2 € dom(g) son tales que (f.g9)(Z1 + Z2) = f(Z1) + g(Z2),
entonces O(f.9)(T1 + T2) = f(Z1) N Ig(Z2).

(d) (Efecto Regularizante) Suponga que Z; son los considerados en la parte anterior. Asumiendo
que fxg es subdiferenciable en T = T1 4+ Zo, muestre que f,g es Gateaux-diferenciable en T si
g lo es en o con

V(f:9)(x) = Vg(z2).

Muestre que si ademas (X, ||-||) es un e.v.n. y g es Fréchet-diferenciable en 9, entonces f.g es
Fréchet-diferenciable en Z.

Problema 9. Sea (H, (-,-)) un espacio de Hilbert en dualidad con H* (que identificamos con H).

(a) Sea f(z) = 3||lz|/%. Verifique que f*(z*) = 3|lz*||? de modo que f = f*. Més atn, demuestre

que f es la tnica funcion en I'g(H) con esta propiedad.

(b) Sean f € I'g(H) y S C H un s.e.v. cerrado. Muestre que si existe zg € S tal que f(zg) < +00,
entonces f + dg € T'o(H) y se tiene

(f +0s)" = (f o Ps)" o Ps,
donde Ps: H — H es la proyeccién ortogonal sobre S.

(c) Supongamos que f(x) = %(Ax, x), con A: H — H un operador lineal continuo autoadjunto y
semi-definido positivo. Pruebe que

(z*,x)  siz* € ImA+ St con (Pso Ao Ps)(z) = a*,

00 sl no.

_I_

(f +05)"(27) = {
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Problema 10. Sea X un espacio de Banach y sea f una funcién localmente Lipschitz en z € X.
Definimos la Derivada Direccional Generalizada de f en x en la direcciéon v mediante

@) =lim sp YT W)
’ y—,t—0+ t

(a) Muestre que v — f9(x;v) es finita, positivamente homogénea, y subaditiva en X. Pruebe
ademas que
(5 0)| < K|Jo]|.

(b) Muestre que f°(x;v) es s.c.s como funcién de (z,v) y que, como funcién sélo de v, es Lipschitz-
continua de constante K.

(c) Definimos el conjunto de Subgradientes Generalizados mediante
0f(z) = {y € X* | fOx;0) = (y,v), VveX}.
Muestre que Jf (x) es no-vacio y convexo. Pruebe que

vy € df(x), |yl < K.

(d) Pruebe quesi f es ademés Gateaux-diferenciable, entonces V f(z) € df(z). Muestre que df (x)
puede contener otros puntos ademas de V f(x).

(e) Pruebe que si f es convexa, entonces of () coincide con el subdiferencial estudiado a lo largo
del capitulo (que se conoce usualmente como el subdiferencial de Analisis Convexo.)



Capitulo 3

Dualidad en Optimizaciéon Convexa

3.1. Problemas Perturbados

Consideremos el problema de minimizacién convexa
P) a:=inff
(P) a=in

donde f € I'p(X). Diremos que (P) es el Problema Primal y que una funcién ¢ € I'g(X x Y'), con
X,Y espacios de Banach en dualidad con X*, Y* respectivamente, es una funcion de perturbacion
para (P) si o(z,0) = f(x), Vo € X. A ¢ le asociamos la funcion marginal o funcién valor definida
por

v(y) = inf o(z,y).
Notemos que v(0) = a.
Ejemplo 3.1.1 (Programacion Lineal I). Sea
(P) min{c’z | Az < b},
conceR", beR™y A€ M, x,(R). Tomando X =R" y

'z st Ax < b,

400  sino

f(z) =clz + ogm(Az —b) = {

se tiene que f € I'p(X). Introducimos la funciéon de perturbacion ¢: R™ x R™ — R U {400}
dada por

o(x,y) = 'z + ogm(Az — b+ ).

ol
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Es facil ver que ¢ € T'o(R"™ x R™). Observemos que ¢*: R" x R™ — RU{+0o0} se calcula mediante

" (z*, y") :sup{(a:* —o)Tz+yTy |z eR", Az +b—y< 0}

_ Jtoo si 30 € {1,...,m} tal que y' <0,
B supgern (¥ — )Tz + y*T(b— Ax) siy* >0

_Jtoo si 3 € {1,...,m} tal que y' <0,
N sup,epn{(z* —c— ATy*)T$} +yTh siy*>0

B bly*  sia*=c+ ATy, y* >0,
400 sino.

En particular, el problema de optimizacién

D = inf ©*(0,y%) = min by,
(D) B= mf ¢ 0y O L

corresponde al Dual cléasico de (P) en la teoria de programacion lineal.

Volvamos al caso general. Por analogia, llamamos Problema Dual de (P) relativo a la pertur-
bacion ¢: X x Y — R U {400} al problema de minimizaciéon

el cual tiene asociado de manera natural la funcién de perturbacion ¢* € T'o(X* x Y*) y la corres-
pondiente funcién valor
w(z®) = inf ©*(z*,y").
(z%) N (% y")

Observemos que si repetimos el procedimiento anterior obtenemos el Problema Bidual

(DD) inf ™ (z*,0)
zeX

el cual coincide con el primal (P) si suponemos que ¢ € T'o(X x Y') pues en este caso ¢** = ¢.
Ejercicio 3.1.1. Muestre que v: Y — R y w: X* — R son funciones convexas.

Observacion 3.1.1. Para lo anterior, basta que ¢ sea convexa. Por otra parte, si p € T'o(X X Y)
no necesariamente se tiene que v € I'g(Y).

Ejercicio 3.1.2. Counsidere el programa convexo

(P) it {f@) | gila) <0.i=1,....p}

donde f y (gi); son funciones convexas de R™ en R. Calcule el problema dual de (P) perturbando
el objetivo primal de manera anéloga al ejemplo de Programaciéon Lineal 1.

Lema 3.1.1. Para cada y* € Y* se tiene que v*(y*) = ¢*(0,y*). Andlogamente, dado x € X, se
tiene que w*(x) = ¢(x,0).
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Demostracion: Basta verificar la formula para v*. Dado y* € Y* tenemos que

v*(y*) = sup{(y,y*) —v(y)}

yey
= Sup{<ya y*> — inf 90($a y)}
yeyY zeX
= sup {(,0) +(y,y") —o(z,9)}
zeX,yeyY
=¢"(0,y").
O
Corolario 3.1.1. Se tiene que —v**(0) = § = inf(D) y en particular inf(P) + inf(D) > 0.
Demostracién: Observemos primero que
-0 (0) = — sup —v*(y*) = inf v*(y*) = inf ¢*(0,y*) = 0.
(0) Sup, (¥") Ak, (¥") b e (0,9
Como v > v*™* se sigue que a+ [ = v(0) — v**(0) > 0. O
Proposicion 3.1.1. Una condicion necesaria y suficiente para que
inf(P) + inf(D) =0
es que v sea s.c.i. y finita en 0. En ese caso decimos que no hay salto de dualidad.
Demostracion: Veamos la suficiencia. Sea v la regularizada s.c.i. de v. Tenemos que v™* < v < v
con T convexa y s.c.i. Ademés, 7(0) = v(0) € R de modo que T es propia, es decir T € T'y(Y) y en

consecuencia U = v** y en particular —§ = v**(0) = v(0) = o € R.

Mostremos ahora la necesidad. Como « + 3 = 0 necesariamente a y § son finitos y en consecuencia
v(0) € R. Ademas, v** <7 < v con v** s.c.i. y tenemos que v(0) = v**(0) < (0) < v(0) de modo
que v es s.c.i. en 0. O

Observacion 3.1.2. 1. Como a + = v(0) + w(0) = 0 entonces a + 3 = 0 si, y solo si, w es
s.c.i. y finita en 0 .

2. Recordemos que, de acuerdo con la Observacion 2.3.2] si f: Y — R es convexa, entonces
f=f"% f=—0c0o0 fadmite una minorante lineal afin continua.

En particular, si f: Y — R U {400} es convexa y acotada inferiormente, entonces f = f**.
Si v(0) = —oo entonces v**(0) = v(0) = —o0, luego o+ f = 400 — 00 = 400 y el salto de
dualidad es infinito.

3. La equivalencia anterior s6lo requiere que v sea convexa, lo cual es cierto si ¢ es convexa
(aunque no esté en I'g(X x Y)). Sin embargo, esta condicién por si sola no basta para la
equivalencia cuando v se reemplaza por w (ver parte 1.).
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Proposicion 3.1.2. Se tiene que S(D) = 0v**(0). En particular, una condicion necesaria y sufi-
ciente para que

inf(P) + inf(D) =0, S(D) # 0

es

v(0) e R, 0v(0) # 0.
Demostracion: Notemos que

y*€S8(D) &Vt YT, ¢ (0,y7) < ¢°(0,27)
eV eY™ —v(y) > (0,2%) —v™(2¥)
& (") = v (0)
<yt e 0v™(0).

Probemos ahora la equivalencia. Para la necesidad, notemos que v(0) € Ry v s.c.i. en 0 implica que
v(0) = v**(0). Tenemos que ¢ es una minorante lineal-afin continua de v si y so6lo si lo es de v** vy,
més aun, si £(0) = v(0), entonces £(0) = v**(0) de modo que siempre se tiene que Jv(0) = dv**(0).
Si ademas v(0) = v**(0), se deduce que 9v(0) = dv**(0) = S(D) # 0.

Mostremos la suficiencia. Si 9v(0) # 0 y v(0) € R, entonces existe ¢ minorante lineal-afin
continua de v tal que £(0) = v(0). Pero ¢ < v*™* < v de modo que v**(0) = v(0) y en consecuencia
0v(0) = 9v*™*(0) = S(D). Asi, S(D) # () y ademas v(0) = v(0) = v**(0) de modo que v es s.c.i. y
por lo tanto inf(P) + inf(D) = 0. O

Corolario 3.1.2. Siv(0) € R y 0v(0) # (0 entonces S(D) = 0v(0) # 0 y ademds inf(P) +inf(D) =
0.
Del mismo modo, si w(0) € R y 0w(0) # 0 entonces S(P) = dw(0) # O y no hay salto de dualidad.

Interpretacion: Si y* € S(D) entonces v(y) > v(0) + (y*,y), que es una informaciéon de primer
orden sobre la funcién marginal primal. Si S(D) = {y*} entonces Vv(0) = y*. En particular, si v es
continua y finita en 0, entonces 9v(0) # (). Un caso patoldgico se tiene cuando v(0) = —oco. En tal
caso, Ov(0) = Y*, pero 3 = w(0) = 400 de modo que el dual es infactible.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Dualidad). Supongamos que ¢ € I'o(X X Y) y que existe xy € X tal
que p(xg, ) es finita y continua en 0 (i.e. p(xo,-) es acotada superiormente en una vecindad de 0).
Entonces, o bien v(0) = —oo y el dual es infactible, o bien v(0) € R, a+£ =01y S(D) = dv(0) # 0,
con v continua en 0. En particular, si p(xg,-) es continua en 0 respecto a ||-|| con (Y,||-]|) un espacio
de Banach, entonces S(D) # 0 es acotado.

Demostracién: Obviamente v(-) < ¢(xg, -) implica que v es acotada en una vecindad de 0. Si ademés
v(0) € R, entonces v es continua en 0 y luego dv(0) # 0. O

Observacion 3.1.3. Si X es e.v.t.l.c. se cumple la propiedad "f: X — R convexa y continua en
o € X si, y sblo si, f es acotada superiormente de manera uniforme en una vecindad de xg."

Comentario: Notemos que y* € Jv(0) es equivalente a 0 € Jv*(y*) y esta condicion es la que
da la Regla de Fermat para el problema infy+v*, que no es otra cosa que el problema dual. Asi,
al asegurar que v es continua en 0 con respecto a [|-|| en Y tenemos que el problema dual admite
solucion y ademés S(D) = 9v(0) # () es acotado.
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Proposicion 3.1.3 (Condicion de Extremalidad). Si (P) y (D) admiten soluciones y no hay salto
de dualidad, entonces ¥z € S(P),Vy* € S(D) se tiene que
©(z,0) +¢"(0,77) = 0

o, de manera equivalente, (0,5*) € 0p(Z,0). Reciprocamente, si (Z,5*) € X X Y* es un par que
satisface esta relacion, entonces T € S(P), y* € S(D) y se tiene que inf(P) + inf(D) = 0.
Demostracion: Tenemos que

p(7,0) = inf(P) = —inf(D) = —¢"(0,4"),
lo que prueba la condicién de extremalidad. Reciprocamente,

inf(P) < ¢(z,0) = —¢*(0,7") < —inf(D),
lo que implica que no hay salto de dualidad y z € S(P), y " € S(D). O

Corolario 3.1.3. Supongamos que (X, ||-||) es un espacio de Banach reflexivo, que ¢ € T'o(X xY)
y xo € X son tales que p(xg,-) es finita y continua en 0, y que
lim ¢(z,0) = +oo.
[[]|—+o0
Entonces, S(P) es no-vacio y acotado, S(D) es no-vacio (y acotado si (Y,||||) es de Banach) ,
inf(P) = —inf(D) = 0 y las soluciones de (D) y (P) satisfacen las condiciones de extremalidad.

Ejemplo 3.1.2 (Programacion Lineal IT). Teniamos que

(P) min {cTac | Az < b},
zeR™

y tomando
o(z,\) = Tz + 6gm(Az + X — b) € To(R™ x R™)

obtuvimos que

(D) min {b"X | ATX+c=0, A >0}
AER™

Evidentemente inf(D) > inf(P). Supongamos que existe g € R™ que satisface la Condicion de
Slater:
Axg < b.

Entonces, para ¢ > 0 suficientemente pequefio, se tiene que si ||A|| < ¢, entonces ¢(z0,\) = clx

de modo que ¢(xg,-) es finita y continua en una vecindad de 0. Asi, v es finita y continua en una
vecindad de 0 y, en consecuencia, S(D) = dv(0) es no-vacio y compacto. En ese caso a = inf(P) =
—inf(D) = min(D) € R y el minimo se alcanza; en efecto, se tiene que {x € R" | Az < b} #0y
S(P)={zr e R"| Az < b}n{z € R" | cf'z = a} y si S(P) = 0 entonces existiria o’ < « tal que
[Az < b N [cTx < '] # 0 1o que es una contradiccion.

Recapitulando, si (P) o (D) tiene valor éptimo finito, entonces el otro también y las soluciones
T € S(P), ) € S(D) satisfacen

Az+bA=0, Az<b, AN+c=0, X>0.

Notemos que S(P) es acotado si, y sélo si,

vd e R", [¢'d =0, Ad<0=d=0].
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3.2. Dualidad Lagrangeana
Consideremos el siguiente problema de programacion matematica
(P) a:=inf{f(z)|gi(x) <0,i=1,...,p, hjx)=0,j=1,..,q}
donde f,g;, h;: X — R. Sea
C={reX|gi(zx)<0,i=1,...,p, hjx)=0,j=1,..,q},

de modo que (P) equivale a
(P) inf[f + oc].

En lo que sigue suponemos que « € R.

Lema 3.2.1. Para cada © € X se tiene que

oc(z) = sup  {(Ag(x))+ (p, h(z))
AeRE, peRa

donde g(z) = (gi(2))"_y, h(z) = (hj(@))'_y y RE = (A€ RT | X > 0,i = 1,....q}.

Demostracion: Obviamente,

0 i gi(z) <0,
sup \igi(z) = S? i(z) <
>0 +oo  sigi(x) >0,

y

0 si hi(x) =0,
sup puyh (z) = ()
;>0 +00 S1 h](x) 75 0,

de modo que
P

do(z) = sup Z Aigi(x) + Z pihj(x)
j=1

)\ERi, pneRY i=1
O

La Funcion Lagrangeana o Lagrangeano de (P) es la funcion L: X x R? x R? — R definida
mediante

fl@)+ (X g(@) + (n,h(z)) siXeRE,

—00 si no.

Lz, \ ) = {
Tenemos que el problema (P) es equivalente a

(P) inf sup L(x, A, ).
€X () p)eRPxRY)

Definimos el problema dual al intercambiar “inf” con “sup” en la formulacién Primal

(D) ~:= sup inf L(z, A\, p).
(M) ERPxRY) T€X



3.2. DUALIDAD LAGRANGEANA o7
En general, o # 7. Sin embargo, como L(x, A, i) < sup L(x,\, ), se tiene que
(Au)ERP xRY)

L(z,\ ) < inf  sup  L(z,\p) =aq,
2€X () p)eRP xRI)

de donde v < . Si eventualmente o = v, y el problema dual (D) tiene una solucion (), /i) entonces
necesariamente

y como dado x € X tenemos que

sup Lz, A\ pu) > L(z,\ ) >a=inf  sup  L(z,\ p),
(M) ERPXRY 2€X (A p)eRPxRY

y deducimos que si & € S(P) entonces & es solucion de

(P) a= inf L(z,\, f),
rxeX

problema que es interesante pues es un problema de minimizaciéon sin restricciones. Un par (5\, i) €
Rﬂ x R con estas propiedades se llama Multiplicador de Lagrange de (P).

Proposicién 3.2.1. Las siguientes son equivalentes.
(i) & es una solucion de (P) y (A, i) es un multiplicador de Lagrange de (P) con o = ~.
(it) (&, A, 1) es un punto silla del Lagrangeano de (P), es decir,
Ve e X,V pu) € RP x RY,  L(&,\ p) < L(&, A\ i) < Lz, A\, 1)

Ambas afirmaciones implican la condicion de complementariedad

~

)\Zgz(ﬁv) = 0, 1= 1, <oy P
Demostracion: » (i) = (4i) Tenemos que Z es solucion de (P) de modo que
Vee X, L(&M\pa) <Lz, \p).

Por otra parte,

At
» (i1) = (i) Tenemos que

v <a <supL(#, A, p) = L(&, A, i) = inf Lz, A\, p) <7,
A rzeX

de modo que v = a. Evidentemente, f(%)+0c (%) = sup L(Z, A\, u) = o, de modo que & € S(P),
At
y ademas
v =sup inf L(z, A\, u) <sup L(Z, A\, u) = L(Z, A\, 1) <7,
A TEX Ao
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lo que implica que (A, u) € S(D). Més aun, como necesariamente & € C', tenemos que

F(#) = L@ A @) = f(2) + (A 9(2)) + (. h(@)) = f() + (A, 9(2)),

i
0. Como ¢(Z) <0y A > 0 concluimos que \;jg;(2) =0, i =1,...,p.
O

de modo que (A, g())

Observacion 3.2.1. La existencia del multiplicador de Lagrange no siempre se tiene, incluso para
datos f, (gi)i, (hj); muy regulares. Volveremos a este problema mas adelante.

Pero, ;cuél es la relaciéon con la dualidad via perturbaciones? Sea Y* := RP x RY y denotemos
y* = (A, u). Tenemos

P) a= inf L(z,y*
(P) « Jnf sup. (2, y")

D — inf L(z,vy%).
(D) ~ yfgg*;gx (z,y")

Definamos ¢: X x Y — R U {+0oc} mediante

e(z,y) = sup {(y",y) + L(z,y")} = (= L(z,-))"(v)-
y*ey*

Entonces, (P) es equivalente a
P) a=inf ¢ .
( ) xng (l‘, 0)

Por otra parte, si y* — —L(x,y*) es convexa, s.c.i. y propia, entonces

~L(z,y") = zlelg{<y*,y> —p(z,y)}-

Luego,
inf L(x,y") = —sup sup{(y",y) — (z,y)} = —¢"(0,y"),
reX zeX yeY

lo que conduce a que (D) es equivalente a

(D) ~= sup —p"(0,y") = — inf ¢*(0,y") = —p.
yrEY* y*eY*

Por otra parte, dada una funcién de perturbacion ¢: X x Y — R U {400} se define la funcion
Lagrangeana L: X x Y* — R mediante

—L(z,y*) := Sgg{@*,w —p(z,y)} = [, )" (y").

Lema 3.2.2. » Vo € X, y* — L(z,y"*) es concava, s.c.s. de Y* en R.

» Si @ es conveza, entonces Yy* € Y*, x+— L(x,y*) es conveza de X en R, pero no necesaria-
mente es s.c.i., incluso cuando ¢ € T'p(X x Y).



3.2. DUALIDAD LAGRANGEANA 99

Demostraciéon: Por definicion

Por otra parte,

L(z,y*) = ;Iellf/{so(w, y) =yt = yig O(z,y,y")

con ¢ convexa, luego L(-,y*) es convexa. O
Analogamente,
¢ (@"y") = sup  {(2"2)+ (¥ ) —p(2,y)}

(z,y)eX XY

=sup{(z", z) + sup(y",y) — p(z.y)}
rzeX yey

=sup{(z*,z) — L(x,y")},
rzeX

de donde
*(0,y") = — inf L ).
¢"(0,y7) = — inf L(z,y")
Asi el problema dual se puede escribir en términos de L como

D) B= inf ©*(0,y") = — inf L(z,y").
(D) B y,}gy*@(,y) sup inf (z,y")

Similarmente, si ¢ € I'p(X xY'), entonces p(z,-) € I'y(Y) y en consecuencia [p(z, )|**(y) = ¢(z,y),
de donde
p(z,y) = sup {{y",y) + L(z,y")},
y*EY*

en particular ¢(x,0) = sup,«cy~ L(7,y") y tenemos que

(P) a= inf ¢(z,0) = inf sup L(z,y").

zeX TEX yrey*
Proposicion 3.2.2. Si ¢ € T'o(X x Y) entonces las siguientes son equivalentes
(1) & es solucion de (P), y* es solucion de (D) y a+ 3 = 0.
(11) (Z,9%) € X x Y* es un punto silla de L ( con L(Z,5*) € R), es decir,

VeeX, VyteY", L(#,y") < L(#,9) < L(z,97).

Demostraciéon: Propuesto. O
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3.3. Teoremas de Dualidad de Fenchel-Rockafellar y de Attouch-
Brezis

Comenzaremos esta seccién con algunos resultados preliminares.

Proposicion 3.3.1. Sea X un e.v.n. y C C X un convezo de interior no-vacio. Entonces

int(C) = int(C).

Demostracién: Obviamente, int(C') C int(C'). Como int(C) # 0, deducimos que int(C) # ). Sean

Z € int(C) y zp € int(C). Dado € > 0, definimos z1 = Z+€(T—x0) v si € es suficientemente pequeno,
entonces z1 € C. Como Z €]xg, z1], basta probar que |zg,z1[C int(C) para deducir que z € int(C)

y de aqui que int(C') = int(C). Como zg € int(C'), podemos tomar r > 0 tal que B(xg,7) C C. Sean
A€]0, 1]y zx = Azo + (1 — N)z;.

1. Reflexion de B(xg,r) a través de x)y.
Tenemos que

1 A 1 A A
= — B =B
=TI T T E T T 7 Bl ) <x1’1—AT>
y como 1 € C, deducimos que
1 A
dzo e C'N T )\x>\ 1 )\B(l“oﬂ“)}

2. Envoltura convexa.
Como B(zg,7) C Cy z2 € C con C convexo, en particular se tiene que

AB(xg,7) + (1 — Ny C C.

Pero xy = ﬁxx — %y para algin y € B(zg,r) lo que implica que ) = Ay+ (1 — N)zg € C
y concluye la demostracion.

O

Observacion 3.3.1. La hipotesis int(C') # () es esencial. Por ejemplo, si C' es un hiperplano denso,
entonces int(C') = () pero C = X de modo que int(C) = X.

Ejercicio 3.3.1. Si X es un e.v.n. y C' C X es un convexo con int(C') # () , entonces

C = int(C).
El interés del siguiente resultado es que no requiere saber a priori que int(C') # 0 .

Lema 3.3.1 (Lema de Robinson). Sean (X, ||-||) un espacio de Banach, ¥ un ev.n. y C C X xY
un convexo cerrado. Denotemos por Cx y Cy sus proyecciones sobre X e Y respectivamente. Si Cx
es acotado, entonces int(Cy) = int(Cy).
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Demostracién: La inclusion int(Cy) C int(Cy) es evidente. Sean y € int(Cy) y € > 0 tales que
B(y,¢) C Cy. Basta demostrar que existe € X tal que (x,y) € C, pues en este caso y € Cy y se
concluye que int(Cy) C int Cy. Para demostrar que tal x € X existe, construiremos una sucesion
(Zn,yn) € C cony, — yy (x)n de Cauchy. Tomemos (g, yp) € C (si C = ) la propiedad es trivial)
y consideremos el siguiente algoritmo:

Mientras y, # y

1. Definase ay, := m yw=y+a,(y—yn) € B(y,e) C Cy.
2. Sea (u,v) € C tal que |lw —v[| < %{ly — ynl.
Qn

3. Definase (Tn+1,Yn+1) = 752 (Tn, Yn) + ﬁ(u,v) eC.

Fin. Si el algoritmo se detiene en el paso IV, tomamos x = x . Supongamos que el algoritmo no se
detiene, en cuyo caso tenemos que ((zn,yn))n € C tal que

oy, 1
i =3l = |22+ oo
= —lla(n =) — g+l
1
o e L
< Sl =l
— 2 )

lo que implica que ||yp+1 — y|| < %Hyn — y|| y en consecuencia y,, — y. Por otra parte

fo’ 1
fonss = anll = | 2 + a2
1
= -l
< diam(C’X) _ 2diam(C’X) ”yn _y”
o, €

lo que implica que (x,) es de Cauchy y, por ser X un espacio de Banach y C' un cerrado, existe
x € C tal que x, —» 2y (z,y) € C.
O

Lema 3.3.2. Si X es un espacio de Banach y C C X es un convexo cerrado y aborbente, entonces
0 € int(C).

Demostracion: Como C' es absorbente, tenemos que X = J;cn #C con
kC = {kz |z e C}

cerrado. Del Lema de Baire, deducimos que existe kg € N tal que int(koC) # 0 lo que implica que
int(C) # (. Mas aun, podemos suponer que C' = —C' (si no, podemos tomar el convexo absorbente
C N (—C)), en cuyo caso debe tenerse que 0 € int(C). O
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Teorema 3.3.1 (Attouch-Brezis). Sean X,Y dos espacios de Banach y ¢ € I'o(X xY). Sea v(y) =
infoex o(z,y) y supongamos que v(0) € R y que el convexo

dom(v) = U dom(p(z,))

zeX

es absorbente en Y. Entonces, v es continua en 0 . En particular,

0:_ . *0’*’
v(0) ygrgg*w(y)

es decir, el dual tiene solucion.

Demostracion: Sea k > v(0) y definamos
U={yeY |v(y) <k}
Basta probar que 0 € int(U). Sea zg € X tal que ¢(x9,0) < k y definamos
C={(z,y) e X XY [@(z,y) <k, ||z] <1+ [lzoll},

que es un convexo cerrado cuya proyeccion sobre X, Cx, es acotada y Cy C U. Basta probar
que Cy es una vecindad del origen, pero, gracias al Lema de Robinson, int(Cy) = int(Cy), por
lo que basta probar que 0 € int(Cy). Veamos que Cy es absorbente en el Banach Y. Sea y € Y.
Por hipotesis, existen A\ > 0y « € X tales que p(z,\y) < 4o00. Dado t €]0,1], tenemos que
(1 = t)xg + tz, tAy) < (1 —t)p(x0,0) + te(x, \y) y si t es suficientemente pequerio,

p((1 =)z +ta, thy) <k, [[(1=t)zo + taf| < 1T+ [[zol.

Luego, existe t > 0 tal que ((1 —t)zg + txg, tAy) € C' y se sigue que Cy es absorbente. Por lo tanto,
Cy es absorbente y 0 € int(Cy). O

Corolario 3.3.1 (Teorema de Dualidad de Fenchel-Rockafellar). Sean X,Y espacios de Banach,
feloX), geloY) yA: X — Y lineal continua. Consideremos los problemas de minimizacion

(P) Inf f (z) + g(Ax)

(D) y}gif/*f*(—A*y*)Jrg*(y*)-

Supongamos que se tiene que inf(P) € R y la hipdtesis de Calificacion Primal:
0 € int(dom(g) — Adom(f)),

entonces S(D) # 0.
Similarmente, si se tiene que inf(D) € R y la hipdtesis de Calificacion Dual:

0 € int(dom(f*) — A* dom(g")),

entonces S(P) # 0.

En cualquier caso, inf(P) = —inf(D). Ademds, son equivalentes
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(1) T € S(P), y* € S(D).

(11) Las Relaciones de Eztremalidad:

f@) + f(=A) = (2, -A%y*),  g(AZ) +g"(y) = (AZ,y").

(1i) La Inclusion de Euler-Lagrange:

—A*y* € 0f(z), y* € dg(AT).

Demostracion: Sea p(x,y) = f(z) + g(Az + y). Tenemos que

e (x*,y") = sup {(@",2) +(y",y) — f(x) —g(Az +y)}
(z,y)EX XY

= sup {(z" )+ (¥, 2z — Az) — f(x) — g(2)}
(z,2)EX XY

Asi, (P) equivale a inf ¢(-,0) y (D) equivale a inf *(0, -). Tenemos que y € dom(p(z,-)) si, y solo
si, f(z) < 400y Az +y € dom(g), de modo que

U dom(¢(z,-)) = dom(g) — Adom(f)
rzeX

y podemos aplicar el Teorema de Attouch-Brezis. En este caso, la condiciéon de Extremalidad se
escribe

p(2,0) +¢"(0,5%) = 0,
que es equivalente a
f@)+ f1(=A") + (2, Ay*) — (AZ,y) + 9(AZ) + 9" (y") = O,
lo que a su vez es equivalente a
@)+ f1(=A"y) = (2, —A"y"), g(AZ) +g"(y") = (AZ,y).

que son las relaciones de Extremalidad. Claramente estas relaciones son equivalentes a la inclusién
de Euler-Lagrange. O

3.4. Teoremas de Fritz John y Kuhn-Tucker

Sea X un espacio de Banach y consideremos f,g;: X — R, i =1,...,p convexas y propias, hj,
j =1,...,qlineales afines y continuas. El programa convexo asociado a f, (gi)i, (h;); es el problema
de optimizacion

(P) min{f(e) | i) 0.i=1,...p, hylw) =0,j=1,....q}
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que tiene asociada la funcién lagrangeana L: X x R? x R? — R dada por

fl) + 320 Nigi(a) + 3202 pyhy(x)  si A >0,

—00 si no,

L(.%', A, /’L) - {

de modo que

(P) wv(P):= inf sup  L(z, A\ p).
2€X () p)eRPxRY

Suponemos que v(P) es finito. El dual asociado a L es

(D) sup  inf L(x, A, p),
(A p)ERP xR T€X

cuyas soluciones se llaman multiplicadores de Lagrange, de tenerse inf(P) = sup(D).

Teorema 3.4.1 (Fritz-John Débil). Definamos D := dom(f)N((;_; dom(g)) y H := ﬂgzl ker(h;).
Siv(P)€R, fygi,i=1,...,p tienen un punto de continuidad en comin y ademds 0 € int(D\ H),

entonces existen reales no-negativos Ao, ..., \p, no todos nulos y reales fi1, ..., i € R tales que
. P q
vx € D, dov(P) < dof (@) + ) Nigilx) + ) fijhy(@)
i=1 j=1

Observacion 3.4.1. En este teorema (5\,/2) no es necesariamente un multiplicador de Lagrange.
Pero si, por ejemplo, D = X, f, g; son finitas en todas partes y Ao = 1, entonces se tendra que

Vo € X, v(P) < Lz, A, 1)

lo que es equivalente a )
v(P) < inf L(z, A, 1) <v(D)

e implica que v(P) = v(D) y asi (A, i) € S(D) serd un multiplicador de Lagrange de (P).

Para la demostraciéon del Teorema, necesitaremos algunas variantes del Teorema de Hahn-
Banach.

Teorema 3.4.2. Sea C C X un convezo de interior no-vacio. Si0 ¢ C, entonces existe x* € X*\{0}
tal que
Ve e X, (2",x) > 0.

de 0 mediante un hiperplano cerrado, de modo que existe

Demostracién: Podemos separar int(C')
) > 0]. Luego

x* € X*\ {0} tal que int(C) C [(z*, -

C = mt(C) C [(z*,-) > 0.

O

Teorema 3.4.3 (Teorema de Separacion). Sean A, B C X dos convezos no-vacios. Siint(A—B) # ()

y ANB =0, entonces A y B pueden separarse mediante un hiperplano. Si0 ¢ (A— B) y ANB =),
entonces pueden separarse estrictamente mediante un hiperplano.
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Demostracion: Basta observar que A y B pueden separarse (resp. estrictamente) mediante un hiper-
plano ssi A — B puede separse (resp. estrictamente) de 0 mediante un hiperplano. O

Teorema 3.4.4. Sea F: X — R conveza y propia con int(epi(F)) # 0. Sea H C X un subespacio
vetorial de X y L: H — R una funcion lineal tal que

Ve e X, F(z) > L(z).
Si 0 € int(dom(F') — H) entonces existe xfy € X* tal que

Ve e H, L(x) = (x5, );

Vo e X, (zg,x) < F(x).

Demostracion: Sean los convexos A := {(z,\) € X xR | F(z) < A} y B := {(z,\) € X xR |
x € Hy\ = L(x)}. Se tiene que int(A) = int(epi(F)) #0 y AN B = (. Como int(A) C int(A — B),
deducimos que A y B pueden separarse mediante un hiperplano cerrado, es decir, existe (z*,s) €
X* x R tal que

Vy e HV(x,\) € A, (z%,y) +sL(y) < (z*,x) + s\

Como H es un s.e.v. se tiene que Yy € H, (z*,y) + sL(y) = 0 y haciendo A\ — oo deducimos que
s > 0. Si s = 0, tendriamos en particular que Yy € H,Vx € dom(F), (z*,x —y) > 0 y como
0 € int(dom(F') — H) se sigue qiue z* = 0 y luego que (z*,s) = (0,0), contradiccion. Asi, s > 0.
Definiendo 2} = —Z- obtenemos que Vy € H, L(y) = (z,y) y ¥(2,)) € A, X\ > (zf,z). Para
x € dom(F), haciendo A — F(z) se deduce el resultado. O

Observacion 3.4.2. Cuando F(z) = ||z|| o bien F' es un funcional de Minkowski continuo en X
(de modo que dom(F') = X), este teorema se conoce como el Teorema de Hahn-Banach analitico.

Para demostrar el Teorena de Fritz-John necesitaremos el siguiente teorema general sobre fun-
clones convexas.

Teorema 3.4.5. Sean fi: X — R, i = 1,...,m funciones convezas tales que para cada x € X,
maxi<i<m fi(z) > 0. Entonces existen reales no-negativos vi,...,vm y no todos nulos tales que
Vo e N, dom(fy), vifi(x) + -+ vmfm(z) > 0.

Si ademds existe T € X tal que maxi<i<pm fi(T) = 0, entonces v1, ..., vy satisfacen v;fi(£) =0, i =
1,...m.

Demostracion: Supongamos que ()2, dom(f;) # @ (el caso ()}, dom(f;) = 0 es trivial) y definamos
el conjunto

A={y=W1,-.-sym) ER" | Tz € X, fi(x) <y1,..., fm(T) < ym}.

Es féacil ver que A es un convexo de interior no-vacio. Como 0 ¢ A, podemos separa A y {0} mediante
un hiperplano, es decir, existe v = (v1,...,vm,) € R™\ {0} tal que

m
Vye A viy=> vy >0.
=1
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Para cada i € {1,...,m} podemos hacer y; — 400 y luego v; > 0,Vi. Mas aun, para todo = €
Niz, dom(f;) con fi(z) > —oc0,i=1,...,my Ve > 0 tenemos
(fi(z)+e€...,fm(x)+¢€) €A

De la arbitrariedad de € > 0, se deduce la desigualdad. Si eventualmente existe zo € ();~; dom(f;)

con f;,(z) = —infty para algun ig, entonces podemos hacer y;, — —oo y necesariamente v;, = 0.
En este caso f;,(x)-+¢€ puede reemplazarse por cualquier real y se deduce la desigualdad. Finalmente,
sl maxj<i<m fi(Z) = 0, entonces f;(2) <0,i=1,...,my v;ifi(z) =0. O

Demostracion: [del Teorema de Fritz-John sin h;.] Tenemos que para todo € X, maxi<;<p{ f(x)—
v(P), gi(x)} > 0. Del teorema anterior se deduce la parte 1 del resultado. Mds aun, si & € S(P),
entonces maxi<j<p{f(Z) — v(P),g:(2)} = 0 de modo que A\o(f(Z) —v(P)) =0y Aigi(&) =0,Vi =

1,...,m.
O
Proposicion 3.4.1. Sean z7,...,x; € X*. Supongamos que z* € X™ satisface:
(Vre X,Vi=1,...,q, (zj,2) =0) = (z",2) =0
0, de manera equivalente,
q
ﬂ ker(z}, ) C ker(z", ).
j=1
Entonces existen p1,. .., g € R tal que T° = paa} + - + pgxy-
Demostracion: Sea V* := ({z},...,2z;}). Tenemos que V* es convexo y débilmente cerrado para la
topologia débil-*. Si z* ¢ V*, entonces por Hahn-Banach existe z € X tal que
Vot e V¥, (z%,x) > (aF, x)
lo que implica que (Z*,z) > 0y (z*,z) = 0,Vz* € V*, contradiccion. O]
Demostracién: [del Teorema de Fritz-John.] Tenemos que hj(z) = (z},2) — a; con 2} € X*y

a; € R. Como v(P) € R, necesariamente
H={zeX|(zj,z)—a; =0,j=1,...,q}.

Sea T € H, entonces
H={reX|[({zj,z—-7)=0,j=1,...,q}.

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que Z = 0, de modo que H es un subespacio cerrado
de X y hj(z) = (z},z). Ademas, para x € H se satisface que

Fz) = max {f(z) = v(P), gi(2)} = 0.

Por otra parte, existe un punto de continuidad comun a fy g;,¢ =1,...,p, luego F' es continua en
dicho punto y el interior de epi(F) es no-vacio. Como

dom(F) = D =dom(f)N (ﬂ dom(gi)>
i=1
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y hemos supuesto que 0 € int(D — H), deducimos que existe z* € X* tal que

q
Ve e H (2%, 2) =0=T" = Zﬂjx;, para algunos fi; € R
j=1

Ve e X, F(x) — (z%,2) > 0 Vo € X, 1r2?§7{f(x) —v(P) —(z%,z), gi(z) — (z",x)} > 0.

Del Teorema , deducimos que existen 5\0, . ,Xp > 0 no todos nulos tales que
Vo € D, M(f(z) —v(P)) + Agi(x) + - 4 Apgp(x) — (Mo + ... A\p) (T, 2) > 0.
Definiendo fi; := —Xo+-... Xp)ﬂj, se deduce el resultado. O

Una propiedad deseable en la préactica, es que Ay sea estrictamente positivo. En los siguientes
teoremas, veremos que una condicién clasica en Optimizacién Convexa nos permite asegurar esta
propiedad.

Teorema 3.4.6 (Kuhn-Tucker Débil). Bajo las hipdtesis del Teorema de Fritz John débil, supong-
amos que se tiene la siguiente condicion de calificacion de restricciones, llamada Condicién de
Slater

(S) 3Fxo € dom(f): gi(xo) <0,i=1,...,p, hj(zo) =0,7=1,...,q.

Entonces existe un par (A, i) € R x R7\ {(0,0)} tal que
Ve e D, u(P)< Lz, A\ j).

Demostracion: Si Ao = 0, basta tomar = = xg en la desigualdad de Fritz-John débil para deducir
que > 1 Xigi(zo) > 0 con A; > 0y gi(xg) < 0. Luego A; = 0, ¢ = 1,...,p lo que contradice
A0s - - -, Ap 1O son todos nulos. O

En general, las condiciones en términos de subdiferenciales son tutiles en muchas aplicaciones.
Terminamos esta seccién estudiando algunos resultados que, en esencia, son casos particulares de la
Regla de Fermat y caracterizan el cono normal en términos de los subdiferenciales de las funciones

(9i)-

La siguiente proposiciéon caracteriza el subdiferencial del méximo puntual de funciones convexas.
Proposicion 3.4.2. Sean fi,... fm: X — R funciones convezas y definamos

F(zx):= 112@;2; fi(x).

Entonces,

VeeX, OF(x)= [/ a(ixme) (2),
()

donde D = dom(F) = (", dom(f;) y
Ap(z)={A=(1,...;, ) e RY | Vi=1,...,m N(F(x) — fi(x)) = 0}.
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Demostracion: Sea x* € Uyepp() 0 (22121 Aifi() +0p) (). Entonces existen Ay ey A >0,
S A =1con N(F(z) — fi(z)) =0, i =1,...,m tales que

Vye D, Y Nifilx)+ @y —x) <Y Nfily) = F(y),
i=1 i=1

lo que implica que
F(z)+ (2", y —z) < F(y)

y luego x* € OF (x). Reciprocamente, sea z* € 9F(x) de modo que

Definamos G(y) := F(y) — F(z) — (z*,y — z) y gi(y) := fi(y) — F(x) — (z*,y — x). Tenemos que

existen Ap,..., Ay, > 0 no todos nulos, tales que
m - -
i=1

Como >, A; > 0, podemos suponer que Y it A; = 1. Tenemos que A = (A1,...,Am) € Ap(z) ¥
que Yy € D,

m m

Zj\ifi(y) > Z Nifi(x) + (2%, y — x).

i=1 i=1
De aqui, T e U)\EAF(JT) 0 (Z?il j\zfl + 5D) (SU) -
Observacion 3.4.3. Si x es un punto de continuidad comun para fi,..., fi,, entonces

OF (x) = co U Ofi(x)

iEIF(Z’)
donde Ip(x) :={i | fi(x) = F(x)}.
Ejercicio 3.4.1. Pruebe la observacién anterior.

Diremos que el programa convexo original (P) es propio, s.c.i. y finito si tanto f como g; son
convexas, propias y s.c.i. y, ademés, v(P) € R.

Teorema 3.4.7 (Fritz-John Fuerte). Sea (P) un programa convezo, propio , s.c.i. y finito tal que
se satisfacen las hipdtesis del Teorema de Fritz John débil. Entonces una condicion necesaria y
suficiente para que & € S(P) es que existan 5\0, . .,5\p >0, 3", Nio=1 y reales fiy, ..., [iq tales
que
X P q
0o (/\of + Z Aigi + 5D> (i’) + Zujah]‘(i‘)

i=1 i=1
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Demostracion: Sea F'(x) = maxi<i<p{f(x)—v(P), gi(x)}. El programa convexo (P) puede escribirse
de manera equivalente como

(P)  inf{F +oy}.

Tenemos que & € S(P) si, y sélo si, 0 € O(F + 6 )(Z). Si zg € D es punto de continuidad de F tal
que xg € H, tenemos que O(F + g )(2) = OF(Z) + 00u(&). Més generalmente, se prueba que la
condicion 0 € int(D — H) permite tener la misma igualdad.

La proposicién anterior nos permite concluir que

or@) = (A(f —o(P) + D Nigs +5D> (2).
)

AEAR (@ =1

Si hj(x) = (3}

7, @ — &), entonces 00, (%) = {x}} de donde se sigue que

ou(®) = |J | D wion(@)

peRI \ j=1
de donde se obtiene el resultado O

Teorema 3.4.8 (Kuhn-Tucker Fuerte). Supongamos que se satisfacen las hipdtesis de Fritz-John
Fuerte y que ademds se cumple la condicion de calificacion de Slater S, entonces una condicion
necesaria y suficiente para que & € S(P) es que existan Ai,..., A, > 0 y reales fi1,. .., iy € R tales
que

0€d (f +) g +5D) (&) + Y poh;(#)

i=1 =1
Y ;\Zgz(j:) = 0,i = 1,...,p. En particular, si & es un punto de continuidad comin a f y g;,i =
1,...,p, entonces & € S(P) si, y sdlo si,

P q
0€0f(@)+ > Ndgi(d) + > pioh;(#))
=1 =1

Demostracion: Basta observar que bajo & podemos obtener que Ao > 0 y, luego, podemos nor-
malizar. O

3.5. Problemas

Problema 11 (Regularizacion de problemas min-max). Considere el problema min-max

(P) min - max{fi(z),..., fm(z)}

rER™
con f; : R™ — R convexa y S(P) no vacio y acotado. Para r > 0 considere el problema regularizado
() min M, (f1(2),. .., fn()).

zeR"

donde M, (y) = rM(y/r) con M(y1,...,Ym) = mingerv +> 10, 0(yi —v)] y 0 : R — [0,00) es una
funcion estrictamente convexa, creciente, diferenciable y tal que 0, (1) = +o00.
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Muestre que M es convexa y diferenciable.
Pruebe que —r 0*(1) < M,(y) — max y; < —rm6*(1/m).
Deduzca que M, (fi(x),..., fm(z)) converge a max{fi(x),..., fm(x)}.

Muestre que (P,) admite al menos una solucion z, la cual permanece acotada cuando r tiende
hacia 0. Concluir que v(r) — v y que todo punto de acumulacion de z, es solucion de (P).

(e) Explicite el dual (D,) de (P,) asociado a la funciéon de perturbacion ¢(x,y) = M, (f1(z) +
Yty fm(x) + y’m)

(f) Pruebe que v(P,) + v(D,) =0y que (D,) admite una unica solucion.

Problema 12 (Dualidad en problemas de aproximacion cuadratica en espacios de Hilbert). Sean
X e Y dos espacios de Hilbert reales, con producto interno denotado indistintamente por (-, -). Dado
un conjunto convexo y no vacio C' C X y un operador lineal, continuo y sobreyectivo A : X — Y,
considere el problema de minimizacién

(P)  min}|Aa|?

(a) Pruebe que si C' + ker A es cerrado entonces el conjunto de soluciones 6ptimas S(P) es no
vacio.

(b) Pruebe que & € C es soluciéon 6ptima de (P) si, y solo si, § := A*AZ satisface la inecuacion
variacional: (z — z, ) <0, Vz € C.

(c) Suponga que C' = {x € X | {(a',z) < b;, i = 1,...,m}. Verifique que (P) admite solucién
optima.

(d) Asuma que existe zg € X tal que (a’,x¢) < b;, i = 1,...,m. Pruebe que z € S(P) si, y sélo
si, I € R tal que A*Az = Y7, \ia' y ademas \;((a',z) —b;) =0,i=1,...m.

Problema 13 (Aproximacién de maxima entropia). Sea u € L' = L(]0,1], R) una funcién des-
conocida tal que u(x) > 0 c.t.p. en [0,1]. Deseamos estimar % en base a sus (n + 1) primeros
momentos fol z'u(x)dxr =m; > 0,7=0,1,...,n. Para ello consideramos el problema

(P) ilelqu {/OlE(u(a:))da: : /lezu(x)da: =m;, i =0,... ,n}

donde £ : R — RU {00} es (menos) la entropia de Boltzmann-Shannon definida por E(u) = ulnu
para v > 0y F(u) = oo para u < 0. El problema (P) equivale a min,c;1{®(u) : Au = m} con
®: L' = RU{+x}y A: L' — R"! definidas por

1 .
D(u) = { fo E(u(x))dz st Eouell
+00 st no,

(Au); = [yatu(z)de, i=0,1,...,n.

(a) Pruebe que ® € I'y(H). Indicacion: utilizar el Lema de Fatou.
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(b) Explicite el dual que se obtiene al perturbar la restriccion de (P) mediante Au = m — y. Para
ello pruebe que A* : R"*! — L esta dado por (A*)\)(x) = Ao + Az + -+ + A\pz" mientras
que para todo u* € L™ se tiene ®*(u*) fo exp(u*(z) — 1)dx.

(¢) Usando el teorema de dualidad pruebe que (P) tiene una tnica solucion.
(d) Pruebe que si A es una solucién dual entonces la solucion de (P) es u(z) = exp(—1—Y 1, A;z?).

Problema 14 (Un problema de Ingenieria). Sea (X, ||-||) un e.v.n. y (X*, || - ||«) su dual topologico.
Sean z1,...,z, € Y y a1,...,a, € R tales que el sistema (z*,z;) = a;,7 = 1,...,m admite
al menos una solucién z* € X*. Consideremos el problema de encontrar una solucién de norma
minima.

(a) Pruebe la identidad

min {0l s (@2 = asi = 1...n} = max (S0 a || vl < 1)

y que ambos Optimos son alcanzados. Para ello considere la funcién de perturbacion ¢ :
X*xR"—=R

2|l si(z* @) =ai+yi=1...n

platsy) = { +00  en caso contrario.

(b) Pruebe que z* € X* e y* € R™ son soluciones de los problemas anteriores si, y solo si,
(2%, 2i) = ai, || o yiwill <1,y se tiene (%, 3000 yiai) = |27 |l[| 220, vyl

(c) La velocidad angular w de un motor eléctrico alimentado por una corriente variable u(t) se
rige por la ecuacion w(t) + w(t) = wu(t). Se requiere llevar el motor desde la posicion inicial
0(0) = w(0) = 0, hasta (1) = w(1) = 1 (f=posicion angular, w = ), minimizando la norma
infinito de wu(t).

(c.1) Verifique que el problema puede plantearse como
min,e o (0.1) { oo : i et Tut) dt = 1, [ (1 — et=Vu(t) dt = 1}.

(c.2) Deduzca que el control 6ptimo es de la forma u(t) = M -sgn(z1e!~! + x5[1 — e!~1]) para
constantes adecuadas z1, 2, M. Probar que u(t) tiene a lo més un cambio de signo y
calcular u(t).

Problema 15 (Dualidad de Toland-Singer). En lo que sigue, denotamos por + la inf-adicién en
R (en particular, £00-+(Foo) = +00) y por — la inf-sustraccién definida por a—3 := a+(—3). La
sup-adicion + y la sup-sustraccion — se definen de manera analoga. Dadas dos funmones f9: X —
R U {+c0}, donde (X,Y, (-,-)) es una dualidad entre e.v.t.l.c., se define h := f—g.

(a) Pruebe que se satisface la siguiente relacion para las conjugadas de Legendre-Fenchel:

(3.1) VyeY, h*(y) > sup {f*(y+2)—g"(2)}

z€dom g*
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(b) Suponga que g € I'g(X). Pruebe que entonces se tiene igualdad en (3.1)), y deduzca la férmula
de dualidad de Toland-Singer:

inf{f=-g} = inf{g"—f"}.

(c) Suponga ahora que (X, || - ||) es un e.v.n. en dualidad con ¥ = X*. Dados dos convexos
cerrados C,D C X, se define el ezceso de Hausdorff de C' sobre D mediante e(C, D) :=
sup,cc d(z, D) € [0, +00] con d(z, D) = infyep ||y — z||. La distancia de Hausdorff entre C'y
D se define como h(C, D) = max{e(C, D), e(D,C)} € [0, +00]. Usando (b), pruebe que

e(C, D) = sup {oc(z")—op(z")},
z*eB*

donde B* := {z* € X* | ||lx*||« < 1}. Ind.: sea g(x) = d(x, D), pruebe que ¢* = op + dp=.
Si ademas C' y D son acotados, muestre que se tiene la férmula de Hérmander:

MC.D) = sup loc(a’) — ap(a")).
r*eB*

Problema 16 (Un caso particular de la dualidad de Clarke-Ekeland). Sea (H, (-,-)) un espacio de
Hilbert y f € Tg(H). Sea A : H — H un operador lineal, continuo y autoadjunto. Se definen las
funciones @,V : H — RU {+00} mediante ®(z) = 3(z, Az) + f(2) y ¥(z) = (z, Az) + f*(—Axz).

Note que ® v ¥ no son necesariamente convexas.

(a) Pruebe que si Z € H es un punto critico para ®, lo que por definicion significa que —AZz €

df(z), entonces todo g € ker A+ es un punto critico para ¥, es decir —Agy € I[f*o(—A)|(7).

(b) Demuestre que si 0 € int(dom f* — ImA) entonces para todo punto critico § de ¥ existe
Z € ker A + y que es punto critico de ®, y més aun ®(z) + ¥(y) = 0.

Problema 17. Sea S, el espacio de Hilbert formado por las matrices simétricas de orden n, con
el producto interno (A4, B)) := tr(AB) = 371", _; Ai;Bij. Sea S, el conjunto de matrices simétricas
definidas positivas y sea © : S,, — R U {+o0} definida por

In[det(A~1)] si A€ S

+00 en caso contrario.

o) - {
Notemos que dom(©) = S;I es abierto en S, O(-) es C* sobre S;I y continua en todo S,,.

(a) Pruebe que ©(A)+tr(A) > n para todo A € S, con igualdad sélo en el caso en que todos los
valores propios de A son iguales a 1. Indicacion: considerar el problema min{} ;" ; A\; —In \; :
N > O}.

(b) Deduzca que ©(A + H) > O(A) — tr(A~'H) para todo A € S;7, H € S, \ {0}. Concluya que
© € T'o(S,), con O(:) estrictamente convexa en S;" y VO(A) = —A~! para A € S;F.

(c) Demuestre (si lo desea comience por el caso n = 1) que

O(—A*)—n si —A*e St
+o00 si no.

@*(A*):{
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Salvo constante multiplicativa, el nimero y/det(A=1) es el volumen del elipsoide {z € R™ :
x' Az < 1}. Asi, el problema de encontrar el elipsoide de volumen minimo (centrado en el origen)

que contiene un conjunto de puntos dados {z1,...,z;r} C R™ se puede formular como
(P) fég},{@( )iabAr; < 1,i=1...k}.

Notemos que ztAx; = (A, 4;)) con A; := z;x!, de modo que (P) es un problema con restricciones
de desigualdad lineales. Para evitar soluciones degeneradas supondremos que {z1,...,z;} genera
todo R™. Perturbemos (P) mediante ¢ : S, x R¥ — R U {o0}

O(A si A,A,L Sl— ,L,’L:lk‘
P(Ay) = { +£>o) en<§:aso cizntrario.y

(d) Explicite el dual (D) mostrando que tiene solucion. Pruebe asimismo que (P) posee solucion
tnica y que si y* = (A1,...,\x) es una solucion del dual, entonces la solucion de (P) viene
dada por

= | S]]

Problema 18 (Férmula de Lax-Oleinik). Sean f,6 € I'o(R") con (-) finita, estrictamente convexa
y diferenciable en todo R", tal que limjy | oo O(y)/||lyl| = oo. Consideremos la ecuacién de Hamilton-
Jacobi

ou

5 (62) + 0 (Vau(t, 2)) =0 zeRNt>0,

u(0,z) = f(x) zeRN.

Se desea probar que

u(t,z) = yrénn flx—y)+t0(y/t)

es una solucion de tal ecuacion. Para ello se propone el siguiente esquema (a) _ (f)

(a) Sea ¢(t,z,y) = f(x —y) + t0(y/t). Pruebe que ¢ es convexa y deduzca que u es convexa y
continua.

(b) Pruebe que el 6ptimo en la definicion de u(t, z) es alcanzado en un tnico punto y = y(t,z), y
que se tiene
(t*,2%) € Qu(t,z) < (t*,2%,0) € Op(t,z, 7).

(c) Calcule ¢* en términos de f* y 6*.
(d) Deduzca que (t*,2*) € du(t, ) si, y solo si, se tienen las condiciones siguientes:
(1) t*+0*(z*) =0;
(ii) z* € Of (x — )y
(13i) x* = Vl(y/t).

(e) Concluya que u(-,-) es diferenciable en todo punto (t,z) € (0,00) x RN y satisface 2 St o) +
0*(Vyu(t,z)) = 0.
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(f) Pruebe que para todo z € R" se tiene lim, o+ u(t,z) = f(z).

Finalmente, considere la ecuacion

) 1
%(t, 2) + 5 Vot 2)| =0 zeRV,t>0,

u(0,x) = f(x) reRN.
(g) Encuentre la formula explicita para la solucion de la ecuacion.

Problema 19 (Subgradiente aproximado). Sea f€T'o(X) con (X,] - ||) espacio de Banach. Para
€ >0 definimos el e-subdiferencial de f en u € X como el conjunto O, f (u) formado por los funcionales
u* € X* que satisfacen

flu) —e+ (u*,v—u) < f(v) paratodo v € X.
(a) Pruebe que O, f(u) es convexo, cerrado y no-vacio.
(b) Seau* € Ocf(u). Pruebe que existe v € X y v* € 9f(v) tal que ||[v—ul| < ey ||[v*—u*| < Ve
(c) Deduzca que dom(0f) es denso en dom(f).
Suponga que m = inf,cx f(u) > —oo y sea € > 0.
(d) Pruebe que u es un e-minimo (i.e. f(u) < m+¢) si, y solo si, 0 € I f(u).
(e) Deduzca la existencia de una sucesion v, € X y vf € 0f(vg) tal que f(vg) — my [|vi][« — 0.

(f) Sedice que f satisface la condicion de Palais-Smale si toda sucesion vy, que satisface d(0, 0f (vx)) —
0 con f(vg) acotada, es relativamente compacta para la topologia débil. Deduzca que si f es
acotada inferiormente y satisface la condicién de Palais-Smale, entonces el minimo de f es
alcanzado.

Problema 20. Sea K un espacio topologico compacto y C(K) el conjunto de funciones continuas de
K en R con la norma de la convergencia uniforme || f||oc = maxicx |f(t)|. Recordemos que el dual de
C(K) es isométricamente isomorfo al conjunto M(K') de medidas de Borel regulares 1 : B(K) — R
con la norma ||u|| = |u|(K) < oo donde

|u[(A) = sup{d_ ", |n(A)] - {Ai}, particion medible de A} VA € B(K).

El producto de dualidad entre C(K) y M(K) es {(u,f) = [ fdp. Notemos que | [ fdu| <
Jic [fldlpl.

(a) Defina ¢(-) = || - [loc y pruebe que ¥* = (g 1). Encuentre 9¢(0).

(b) Para f#0 denotamos K?:{teK:f(t): [flloct v Ky ={t € K: f(t)=—|flloc}. Pruebe que
ped| - lloo(f) si, y solo si, [|ul|=1, supp(p) CK; UKy, p>0en Kj y p<0en K.
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(c) Sean f,¢1,...,%, € C(K) y consideremos el problema de mejor aproximacion en el sentido
de Tchebychef
(P) zrggln 1f = > gzithilloo-

Calcule el dual de (P) asociado a las perturbaciones ¢(z,y) = ||f +y — D1 2i¢il|o Para
reR"eyeC(K).

(d) Pruebe que v(P) 4+ v(D) =0y que S(D) # ¢.

(e) Suponiendo que %1, ...,%, son linealmente independientes demuestre que el operador A :
M(K) — R" definido por A(p) = ([x ¥1du, ..., [ ¥ndu) es sobreyectivo. Deduzca que en
tal caso (P) admite soluciones.

(f) Explicite las relaciones de extremalidad que caracterizan las soluciones 6ptimas = € S(P) y
p € S(D).

Problema 21 (Regularizada de Moreau-Yosida). Sea H un espacio de Hilbert y f : H — RU{+o00}
una funcién convexa, s.c.i. y propia. La Regularizada Moreau- Yoshida de parametro A > 0 es la
funcion fy) : H — R definida mediante

1) = int {10 + 51l = alP}.

(a) Pruebe que f) es convexa, finita, y que el infimo es alcanzado en un tnico punto.
(b) Deduzca que para todo z € H existe un unico z € H tal que z € = + AJf(z).

(c) Pruebe que fy es Gateaux-diferenciable con V fy = 3 (I — Jy).
La propiedad (b) permite definir la aplicacion Jy = (I +X0f)~' : H — H.

(d) Pruebe que 0f es mondtono: z* € df(x),y* € 0f(y) = (y* —z*,y —x) > 0.

(e) Deduzca que Jy es una contraccion: ||Jy(z1) — Ja(22)] < ||z1 — 22|

(f) A partir de la desigualdad f(Jx(2)) + 55 [[/x(2) — 2||* < f(2), pruebe que para A | 0 se tiene
(f.1) ||Jx(2)| se mantiene acotado,

(£.2) ||[Jr(2) — z|| tiende a cero,

(f.3) fa(z) converge monotonamente a f(z).

Jx se llama resolvente y (I — J) es la regularizada Yoshida de 8f. Usando (c) y (e) se sigue
que fy es Fréchet-diferenciable con gradiente Lipschitziano.

Problema 22. (Karush-Kuhn-Tucker en el caso diferenciable no convexo)

(a) Consideremos una funcion f : R™ — R una funcion diferenciable y acotada inferiormente.
Pruebe que para cada € > 0 existe z. € R" tal que ||V f(x.)|| < e. Indicacion: considere x. un
minimo global de la funcién f + ¢|| - || y suponga que ||V f(z:)|| > €, pruebe entonces que en
ese caso f'(ze;d.) < —el|de|| con d. := =V f(x:) y que esto contradice la optimalidad de ..
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1

(b) Demuestre el Teorema de la Alternativa de Gordan: dados a®,al,...,a™ € R™, uno y sélo uno

de los siguientes sistemas (S1) y (S2) admite una solucion.
(S1) o Xiat =0, >0 A =1, 0 < Ao, Aty ooy A
(S2) {(a*,d) < 0 para todo i = 0,1,...,m, d € R".

Indicaciéon: pruebe que si la funcion f(z) = log (Zﬁo exp(ai,x>) es acotada inferiormente
entonces (S1) tiene una solucion.

(¢) Sean go,91,-..,9m : C C R™ — R funciones continuas en C'y diferenciables en z € int(C). Se
definen g(z) := Jax {9i(x)} y J:={i | gi(x) = g(Z)}. Pruebe que ¥d € R™
(c.1) hmégf% [9(z + td) — g(z)] > (Vgi(),d), Vi € J.
t—
(c:2) Timsup ? [g( + td) — g()] < max{ (Vi(7), ).

t—0t+
Indicacién: razone por contradicciéon probando que si lo anterior no fuese cierto entonces

existirian ¢ > 0 y j € J tales que para una sucesion t, — 07 se tendria que i(g(i +
ted) — 9(2)) 2 max{(Vg;(2), d)} +e.

(c.3) ¢'(7;d) = I&@X{(Vgi(i),dﬂ.
(d) Considere el siguiente problema de minimizacioén con restricciones:
(P) min{f(z) | gi(x) <Oparai=1,2,....m, v € C},

donde f,g1,...,gm : C C R™ — R son funciones continuas. Suponga que (P) tiene un min-
imizador local z € int(C) y que f,g; (i € I(z) := {i | gi(Z) = 0}) son diferenciables en Z.
Pruebe que:

(d.1) (condiciones de Fritz-John) existen Ao, A; € R4 (i € I(Z)), no todos nulos, que satisfacen

(3.2) MVFE) + > AiVgi(@) =0.
iel(z)

Indicacion: verifique que ¢'(Z;d) > 0 para una funcién g escogida apropiadamente y luego
aplique el Teorema de la Alternativa de Gordan.

(d.2) (condiciones de Karush-Kuhn-Tucker) si ademas se satisface la condicion de calificacion
de Fromovitz-Mangasarian :

(MF) 3d € R : Vi € I(z), (Vgi(z), d) < 0,

entonces es posible tomar A\g = 1 en (3.2).



Capitulo 4

Aplicaciones al Calculo de Variaciones

En esta seccién revisaremos algunos ejemplos del Célculo de Variaciones y del Anélisis Varia-
cional. Las técnicas usadas son aplicaciones de la Dualidad Convexa, revisada en la seccién anterior,
a los espacios de Sobolev. Es recomendable tener frescos algunos resultados de Teoria de las Dis-
tribuciones y de espacios de Sobolev. Se recomienda revisar [Bre83|.

4.1. Problema de Dirichlet

Sea © C RY un abierto acotado y consideremos los espacios X := H}(Q), Y = L2(Q)N y
sus respectivos duales topologicos X* = H™1(Q), Y* = L?(Q)" (identificacion). Nos interesa el

problema
inf {/|Vu ]dx—/f },
uEHO(Q

donde V denota el gradiente débil y f € L2(Q). Sean F: H}(Q) — R definida por F(u) =
— Jo f( r)dr y G: L2(Q)N — R con G(p) = %HpH%Q(Q)N =1/, Zl 1 P?(z)dz, de modo que
podemos escrlblr (P) de manera equivalente por

inf
nf F(u) + G(Au)
donde A: H}(Q) — L*(Q)V esta definida por Au = Vu que resulta ser lineal y continua. Es facil

ver que
0 siu*=—f,
+00 sl no.

y que G*(p*) = %Hp*H%Q(Q)N. Podemos carecterizar A*: L?(Q)N — H~1(Q) por

Yu € H&(Q)’ <A*p*7u>H*1(Q)7H6(Q) (p* AU>L2(Q)N L2(Q)N —(divp*,u) g H-1(Q),H Q)

Asi A*p* = —divp* (en el sentido de las distribuciones). Luego, el problema dual de (P) es
(D) 1nf{2||p ||%2(Q)N ‘ p* e LX)V, divp* = —f}

7
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La calificacion primal es 0 € int(dom(G) — Adom(F)) que es equivalente a 0 € int(L?(Q)V) =
L2(Q)N. Luego se satisface la calificacion primal y como inf(P) < 0y F(v) + G(Av) es coerciva
(el lector debe verificar esto) se tiene que S(D) # () y, méas aun, (D) tiene soluciéon tnica. Sea
solucion de (P) y p* la solucion de (D). Las ecuaciones de Euler-Lagrange son

div(p®) € 0F (u) = {—f}
7 € 9G(Va) = {Va),

y equivalen a

div(p®) = —f
p* = Va.
Luego @ es solucion (débil) de
—Au = fen
u = 0 sobre 0.

4.2. Problema de Stokes

Sean 2 C R abierto acotado y f € L%*(Q)3. El problema de Stokes consiste en encontrar un
campo de velocidades u = (u1,uz,u3) € H'(Q)? y una funcién de presion p € L%(Q) tales que

—Au+Vp = f en{
(S) div(u) = 0 en(,
U = 0 sobre 01,

donde Au = (Aug, Aug, Aug). Este problema corresponde a un modelo simplificado de un fluido
homogéneo e incompresible con  C R3 la region que contiene al fluido, que supondremos de frontera
0N regular.

Veamos la formulacion variacional del problema. Dada ¢ = (¢1, 92, ¢3) € D(Q)? (donde D(Q)
denota el conjunto de funciones de clase C* sobre (2, a valores reales y con soporte compacto).
Notemos que si (u,p) son soluciones clésicas, entonces

g/ﬂVungo—/pdlv /fv

y definimos una solucion débil de (S) como un par (u,p) € H'(2) x L?(Q) tal que

(x) Vo€ HJ(Q)3, /VUZVUZ /ple /fv

Consideremos el espacio V = {v € H&(Q)3 | div(v) = 0} dotado del producto interno ((u,v)) :=
2 Jo VuiVu; y la norma ||-|| inducida por tal producto interno. Es facil ver que (V,|[|-||) es un
espacio de Hilbert. Ademas, u € V es solucion de

R T
P inf 5ol [ o



4.2. PROBLEMA DE STOKES 79

si, y solo si,

voe Ve ()= [ fo

que corresponde a (x) cuando hacemos div(v) = 0.

Pero, jcomo recuperamos la presion? Construiremos un problema dual asociado a (P) que nos
permitira obtener la presion p que perdimos en el camino. Sean X = H}(Q)3, Y = L2(Q) =Y* y
X* = H1(Q). Definamos las funciones

F : X — R G :' Y — R A: X — R
v %HUHZ_IQJC% Yy = 5{0}@), v — divo.

Asi podemos escribir el problema primal como

(P) 1é1f F(v) + G(Av).

El dual en el sentido de Fenchel-Rockafellar es

(D)  inf F*(=A"p")+ G*(p")
p*ey*

donde G*(p*) =0y

P29 = sup { (- vl ooy = ol + [ fo
veX Q

= — inf {5 ol - /Q ot /Q p* div(v)}.

Este ultimo problema es coercivo (verifiquelo) y estrictamente convexo, luego para cada p* € Y*
existe una tnica solucion v,x € X que estd caracterizada por:

Vh = (h17h27h3) € X, ((Up ) )) (fv >L2 (Q) + <p dlv(h)>L2(Q) =0.

En particular, para cada i = 1,2,3 y w € H(Q) se tiene que
8w
V(vp+)iV =0
/Q (vp)iVw — / fiv—+ 8:1:1 ,

—Avp — Vp* = fen )

de donde deducimos que

(en el sentido de las distribuciones). Es directo verificar que

—A*p*) = Zuvvp

de modo que podemos reescribir el dual como

||Up*”§{é(g)37

1
(D) ig;(fl) { 5”””*‘%6(9)3 ‘ vy € H3(Q)? es solucion de — Awy« — Vp* = f en Q} .
p*e
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Sea u € X la solucion de (P) y supongamos que (D) admite solucion p* (la cual no es tnica,
ipor qué?). Tenemos que la relacion de extremalidad es

F(u) + F*(=A"p") = (u, —A™p") =0,
lo que implica que
F*(=A"p*) = (v, —A"p") — F(v)
y en consecuencia @ = v(p*). Luego,

div(z) =0 en Q,
—Au+ V(—p*) = f en Q,
u=0¢€ 0N,

lo que equivale a que (u, —p*) sea solucion débil del problema de Stokes.
Para finalizar, probemos la existencia de una soluciéon de (D). Veamos la condicion de calificacion
dual:
0 € int(dom(F*) + A*L*(Q)).

Pero F*(—A*p*) = L[|lvp-||? y se verifica que —A*p* € int(dom(F*)) para todo p* € L?(Q), de
modo que deducimos que inf(D) = —min(P) € R. Sea p}, una sucecién minimizante para (D). En
particular tenemos que existe C' > 0 tal que para todo n € N se satisface que |lvp« HY(Q) <C,lo

que implica que (vp: ), estd acotada en H(€2)* y por lo tanto (Vp},), estd acotada en H1(Q) y de
aqui concluimos que (p),, esta acotada en L?(2)/R. Pasando a una subsucesion si fuese necesario,
tenemos que (p}), converge débilmente hacia p* € L?(Q2)/R que resulta ser soluciéon de (D).

4.3. Problema de la torsion elasto-plastica

Dado f € L?(f2), consideremos el siguiente problema:

. 1
(P) ;gg{z/Q]Vvlzdm—/vadx}

donde C := {v € H}(Q) | |Vv| <1, en Q — c.t.p}, que es un convexo cerrado y no-vacio . Como el
problema es coercivo, se deduce que S(P) # (0. Es facil ver que u € S(P) si, y solo si, u es solucion
de la siguiente desigualdad variacional:

V) u e C,
Yoel, ((u,v—u))—(f,v—u)>0,

donde ((-,-)) denota el producto interno en H}(R), es decir, ((u,v)) = [, VuVv. Notemos que de
aqui se deduce la unicidad de la solucion de (P). Sea @ tal solucién y recordemos el Teorema de
Brezis-Stampacchia:

Teorema 4.3.1. Si f € LP(Q) con 1 < p < +00 y Q es regular (de clase C?), entonces i € W2P(Q).
Si f € L%, entonces i € W>%(Q), Ya € [1,+00[. De las inyecciones de Sobolev, i € C*(Q).
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Tomemos X = H3(Q), X* = H1(Q), Y = L?(Q)" = Y*. Definamos las funciones A: X — Y,
Av=Vovy F: X - R, G: Y — R dadas por

1
F(v) = 3 / IVo|2da —/ fvdx 'y G(p) =ds(p),
Q Q
con S ={pc L2V | |p(z)| <1, en Q — c.t.p.}. Luego, (P) equivale a
l}g)f( F(v) + G(Av).
Es fécil ver que

2
de donde formulamos el problema dual por

. 1. * *
(D) inf {2Hdlvp —i—fHH1(Q)+/Q\P ’}

p* 6L2(Q)N

* * 1 * * * *
F* (o) = 0" + 5, G <p>:/Q\pr

La calificacion dual equivale a 0 € int(H~(Q) + A* dom(G*)) por lo que S(P) # 0 (ya lo sabiamos)
y min(P) = —inf(D).
Si p* € S(D), las relaciones de extremalidad conducen a

1. F(u)+ F*(—A*p*) = (divp*,u) lo que equivale a —Au — divp* = f (en H1()).
2. G(Au)+G*(p*) = (p*, Au) lo que equivale a |Va| < 1 c.t.p.y [op*| = [ P*Vi. Esto implica
que |[p*(z)| = p*(z)|Va(x)| en Q — c.t.p..
De esta relacién deducimos que en 2 — c.t.p. se tiene que
(@) 0 si |Va(z)| < 1,
PA= Ma)Valz)  si |Va =1,
donde A\(z) = |p*(z)|. En consecuencia,
(¥) — At — div(A(z)Va) = f en H Q).

Reciprocamente, si existe A\ € L?(2) tal que A\(x)(|Va(z)| — 1) = 0 y que verifique (%), entonces
definiendo p*(x) := A(z)Vu(z) se verifican las condiciones de extremalidad y en consecuencia p* €
S(D). El problema es que (D) no admite necesariamente una solucion. (Notar que (D) es coercivo
en L'(2)Y pero este espacio no es reflexivo).

4.4. Problemas

Problema 23 (Problema de visco-plasticidad). Consideremos el problema de wvisco-plasticidad
definido por

() min {5 [ 1u@Pa@) + 5 [ [Vut@iane) - [ iz |

ueHL(Q)
donde Q es un abierto acotado de RV, o, 3 > 0y f € L?(f). Este problema se puede escribir en
el formato de la dualidad de Fenchel-Rockafellar min, ¢ g1 ®(u) + V(Au) tomando ® : H}(Q) —
R, U : L2(QY - Ry A : H}(Q) — L*Q)V definidos mediante ®(u) = [, fud), ¥(p) =
5 Jo IDI? AN+ 8 [o Il dX, y Au = Vu.
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(a) Pruebe que el dual correspondiente esta dado por

(D) win {5 [15@] - saxe) | aver) =

prel?(@N | 2

(b) Pruebe que v(P)+v(D) = 0, que (P) admite una tnica soluciéon y que (D) admite soluciones.

(¢) Pruebe que w € S(P) y p* € S(D) si, y solo si, div(p*) = —f (en el sentido de distribuciones)
y ademés se tiene que Vi(z) = 1{|p*(z)| — B]+p*(x)/[p*(x)| c.t.p. en .

Problema 24. Sea  C RY un abierto acotado de frontera regular. Consideremos f € L2%(Q) y
(3 : R — R una funcién continua no-decreciente tal que |3(u)| < a+ blu| para todo u € R con a y b
constantes positivas. Para cada condicién inicial ug € L%(Q) consideremos la ecuaciéon de evolucion

{ G = Au—B(u) + f
u(0) = ug

(a) Pruebe que esta ecuaciéon admite una tinica solucién u € L°°(0, oo; L?(£2)) tal que u(t) € HZ(Q)
para t > 0.

(b) Pruebe que cuando t — oo, la trayectoria t + wu(t) converge débilmente en L?({2) hacia la
tnica solucién de

P) min {; /Q V(o) 2z + /Q o(u(z))dz — /Q f(x)u(a:)da:},

ueH(Q)

donde g(u) = fou B(&)dE.



Capitulo 5

Penalizacion en Optimizacién Convexa

5.1. Preliminares.

Dado un conjunto finito I consideremos un programa convexo de la forma
(P) v=min{fo(z) | fi(x) <0, iel},

y un problema sin restricciones

(Py) UT:min{fO(x)+TZG(fiix)> ‘ meR”}

il

definido para cada r > 0. La idea es que (P,) penaliza la violacion de las restricciones de (P)
mediante la funcion € (méas adelante mostraremos hipotesis adecuadas que formalizan esta idea). El
objetivo de este capitulo es analizar cuan bien (P,) aproxima a (P). Méas especificamente, estudiamos
la convergencia de los valores de los problemas aproximados (P,) al valor del problema (P) (esto
es, estudiamos la convergencia de v, a v) y, ademas, nos preguntamos por la convergencia de las
soluciones generadas a partir de (P,). Terminamos el capitulo con el estudio de problemas duales
generados a partir de este esquema.

Presentaremos ahora una clase de funciones que sera especialmente importante en nuestro anali-
sis.

Definicién 5.1.1. Diremos que una funcién f: R™ — R pertenece a la clase Q si es convexa y
satisface la siguiente propiedad:

Si f es constante en el segmento de recta [z, y],
entonces es constante en toda la recta que pasa por x e y.

(%)
Ejercicio 5.1.1. Suponga que f € Q y que el convexo C' C R"™ es tal que f es constante en C.
Muestre que f es constante en aff(C').

Ejemplo 5.1.1. Algunas funciones relevantes:
» Las funciones lineales, las cuadréticas, y las reales-analiticas tienen la propiedad (*).

» Si feQ, Aeslineal,y 0: R — R es estrictamente convexa y creciente, entonces oo fo A € Q.

83
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= Si f es estrictamente convexa, entonces f € Q.
» Si f,g € Q, entonces no necesariamente max{f, g}, f +g € Q.

A lo largo del capitulo supondremos que

a) fo, fi: R™ — R son funciones convexas, I es un conjunto finito;

(
(b

El conjunto de soluciones S(P) es no-vacio y acotado;

(c) fo,fi€ Q;

(d) : (—oo,k) — R, con k € [0,400], es una funcion estrictamente convexa diferenciable tal que
0'(u) > 0, con #'(u) — 0 cuando u — —o0, y 0'(u) — 400 cuando u — K—;

)
)
)
)

(e) Si k= 0 supondremos la condicion de Slater: 3z tal que f;(2) < 0 Vi € I.

Diremos que 6 es una funcion de penalizacion si satisface (d) y la extendemos a todo R mediante

0(u) {limu_m_ 6 (u) s% U= K;
+00 S1u > K.
En este contexto, el conjunto de hipétesis (a) ... (e) lo denotaremos (Hp).
Ejemplo 5.1.2 (Funciones de Penalizacion). » Penalizacion Logaritmica
O(u) = {—ln(—u) S? u <0,
400 sl no.

» Penalizacion Inversa

+o00 sl no.

_1 ]
H(U):{ % siu <0,

= Penalizaciéon Exponencial

O(u) = e
» Penalizacién Logaritmica Desplazada
0(u) = {—ln(l —u) s% u <1,
+0o0 Sl no.

= Penalizacion Hiperbolica

+o00  sino.

ﬂm_{;ﬂ siu<l,

= Penalizacién Raiz
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5.2. Algunos Resultados de Convergencia

Lema 5.2.1. Sea C C R" un convezo no-vacio tal que fo, f; son constantes en C'. Entonces C' tiene
un solo elemento.

Demostracién: Supongamos que existen x,y € C, con x # y. Las funciones f;, ¢ € I U {0}, son
constantes en [z,y]| y luego son también constantes en aff({z,y}). Sea d = y — x. Parat € R se

sigue que fi(x 4+ td) = fi(z Lueg(ﬂ f2°(d) =0y d es direccion de constancia para f;, i € I U {0}.
Consideremos ahora z* € S(P). Luego folz* +td) = fo(z*) = vy filz* +td) = fi(z*) <0
Vt > 0. Se sigue que S(P) es no acotado, lo cual es una contradiccion. O

Proposicion 5.2.1. Para cada r > 0 existe un inico minimo xz(r) € S(P,). Ademds v, — v y
dist(z(r), S(P)) — 0 cuando r — 0.

Demostracién: Fijemos r > 0y sea f.(z) = fo(z) + rzieIG(@). Probaremos que f, es inf-
compacta o, de manera equivalente, que f°(d) > 0 para todo d # 0.
No es dificil mostrar que

f5°(d)  sino.

Si d # 0 es tal que f°(d) < 0, entonces d satisface que f°(d) < 0 para todo i € I U {0}.
Tomando z* € S(P) se sigue que z* +td € S(P) para todo ¢ > 0 contradiciendo asi el acotamiento
de S(P). En consecuencia, S(P,) es convexo, no-vacio y acotado.

Veamos ahora que S(P,) tiene un solo elemento. Si no, existen z,y € S(P,), con x # y. Luego
[z,y] € S(Py). Se tiene que f;(x) = fi(y) Vi € I. De lo contrario, tomando z = (z + y)/2,

oo 400 si para algan i, f>°(d) > 0,
£2(d) = { “

£:(2) < 5 (o) + Foly +rzg< )+ 5 >>/2>
i€l
< 3te) + ) 475 o1 50)

donde la segunda desigualad es estricta ya que estamos suponiendo que existe ¢ € I tal que f;(z) #
fi(y). Pero lo anterior no puede ser ya que v, es el infimo de (P,). Se sigue que f;(z) = fi(y) Vi€ I
y luego folx) = fo(y).

De este modo las funciones f; son constantes en S(P,) para ¢ € I U {0} y, en virtud del lema
anterior, S(P,) = {z(r)}.

Estudiemos la convergencia. Consideremos z* € S(P) y 2f = (1—€)x*+€2, con & = x* si k > 0,
y & un punto de Slater si k = 0. Ya que v, < f(z}), se tiene que

limsup v, < limsup fr(z) < fo(z) < (1 =€) fo(z*) + efo(Z).

r—0t r—0t

Como v = fyp(z*), se sigue que limsup,_,g+ vy < v.

!Para simplificar la notaci6, en este capitulo denotaremos la funcién de recesién mediante el simbolo co como
superindice, a diferencia de lo que hicimos en la Definicién @
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Veamos ahora que x(r) es acotada. De lo contrario, existe rpy — 0T tal que ||z(r)|| — +o0 ¥

% — d # 0. Se tiene que fr, (x(rg)) < fr,(x}) v luego

folar(ri)) + 7 i OCPG) gy ()
()| = Tt

Esto equivale a

(i) Iaro)l .
Ol m ) _ S ()

[z(re)ll = ()l
Tk

Jo(z(r))
DA bl 4
ECIeS
de donde se sigue que f5°(d) + >;c;0°(f°(d)) < 0. En consecuencia, f*(d) < 014 € IU {0}
contradiciendo de este modo el acotamiento de S(P).
Consideremos xg = limy_, 2(ry) un punto de acumulacion de (z(r)),>0. Se tiene que f,, (z(r)) =
Ur,, ¥, tomando limite, deducimos que fo(zo) 4> ;7 0°°(fi(zo)) < v. Se sigue que fi(zo) <0 Vi [
v fo(zo) < v lo que equivale a zy € S(P).
Finalmente mostremos que v, — v. Tomemos ry tal que v,, — liminf, o+ v,. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer que x(rx) — xg. Del argumento anterior

vn, = fo(xo) + Y 0% (filwo)) = v

i€l
y luego liminf, g+ v, = v. O

Hemos probado que v, — vy que cualquier punto de acumulacion de la sucesion z(r) es solucion
del problema (P). Sin embargo, es de especial interés analizar la convergencia de x(r) (obviamente,
esto no es trivial solo si S(P) tiene mas de un elemento).

Ejemplo 5.2.1. Esquema de Penalizacion de Tikhonov. Sea el programa convexo
(P) v=min{p(z) |z e R"},

donde ¢ € I'y(R"), y consideremos z(e) la tinica solucion del problema

ve =min {p(z) + ||| | = € R" ],
con € > 0. Supongamos que S(P) # 0 y consideremos z € S(P). Es facil ver que

€ 9 € 9 €1 12

p(z(e) + 5llz()" < (@) + SlIZII° < p(a(e)) + Sl

Luego ||z(e)|| < ||Z|| v x(€) es una sucesion acotada y converge (via subsucesion) a z*. Del mismo
modo ¢(z(€)) < ¢(z) + §[|Z[|*. Tomando limite cuando e — 07, deducimos que (z*) < p(z) =
Asi dist(z(€), S(P)) — 0. Mas aun, ya que ||z*| < ||z|| VZ € S(P), se sigue que z(€) converge al

elemento de norma minima de S(P).

z(e) — Proygp)(0), €— 0t.
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Volvamos al anélisis de la convergencia de las soluciones primales en nuestro esquema de penali-
zacion. Sea z* = limg_, o 2(rg) un punto de acumulacion de x(r). Luego x* € S(P). Sea T € S(P)
y T, = x(ry) — 2* + & — T cuando k — +4o0. Se tiene que fy es constante en [z*,Z] y luego es
también constante en aff([x*, Z]). Se sigue que d = & — x* es direccion de constancia para fy y en
consecuencia fo(zx) = fo(z(rk) +d) = fo(z(rk)). De la desigualdad f,, (z(rx)) < fr. (Tk) se sigue

S (10) < (1)

el i€l

Del mismo modo podemos definir Iy = {i € I | f; es constante en S(P)} y deducir que para i € I
la direccion d es de constancia para f;. De este modo se tiene que

Ze(fz Tk > Ze(flxk>
i¢1o i¢lIo

Motivados por el Ejemplo[5.2.1] quisiéramos ahora, mediante un proceso limite, obtener informacion
del tipo I'(zg) < T'(z*), donde I" es algtn criterio que tendremos que definir. En la proxima seccion
presentaremos las herramientas que nos permitiran abordar esta pregunta mas adelante.

5.3. Medias Asintdoticas

En lo que resta del capitulo, suponemos que  es tal que para y €] — oo, 0[F la funcion

k
(1 Yi
I F 1 = g
Aoly) =l 0 Q;%))
esta bien definida.

Ejemplo 5.3.1. = Para 0(y) = —In(—y), 4g(y) = — [IIF_, (—ys)] V¥ 65 1a media geométrica.

» Para 0(y) = —+, Ag(y) = Z T e la media armonica.
& = y,L

= Para 0(y) = e¥, Ag(y) = maxj—1, 1 Y;.

Ejercicio 5.3.1. Pruebe las afirmaciones del ejemplo anterior.

Observacién 5.3.1. Si z — M(z) = 67! (% Zle H(zz)> es convexa, entonces Ag = M™ y en
particular, Ay esta bien definida.

Proposicion 5.3.1. La funcion Ag: | — oo,O[k—> R es simétrica, positivamente homogénea, no-
decreciente por componentes, conveza y satisface

k
Z?Jz’ < Ap(y) £ max y;.
=1 i=1,...,k

El e
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Demostracion: Todas las propiedades son faciles de demostrar salvo la convexidad. Veamos primero
que Ay es cuasi-convexa (tiene conjuntos de nivel convexos). Para esto basta probar que la funcion

A(y) =167 ( Ze(y’))

es cuasi-convexa (pues la cuasi-convexidad se preserva bajo limite). Es directo ver que dados y €

] —00,0[F y A € R se tiene que
()0 ()]

de donde la propiedad se sigue en virtud de la convexidad de la funcién de penalizacion 0. Finalmente,
la convexidad de Ay se sigue del lema de méas abajo. O

Lema 5.3.1 (Crouzeix). Sea §: P — R una funcion positivamente homogénea y cuasi-conveza, con
P un cono convexo. Si 6(y) < 0 Vy € P (o bien §(y) > 0 Yy € P), entonces § es conveza.

Extendamos continuamente ahora la funcién Ay a todo | — oo, 0]¥ y notemos que tal extension
es tnica y la denotamos también Ag. En efecto, tal extension estd dada por la formula

Ap(y) = lim Ap(y — €l),

e—0F

donde 1 es un vector que contiene 1 en todas sus componentes. Es directo ver que Ay es simétrica,
positivamente homogénea, convexa, continua, no-decreciente por componentes, y satisface

=

k
D Ty < Ap(y) < max ;.
=1 J=1,...k

Ejercicio 5.3.2. Muestre que efectivamente Ay es continua en | — oo, 0]¥.

La siguiente propiedad muestra que es posible definir clases de equivalencias para funciones de
penalizacién que comparten funciéon de media asintotica.

Proposicion 5.3.2. Sean 01,02: R — R U {+o00} convezas, estrictamente crecientes y finitas en
| — 00,0]. Si se tienen las siguientes condiciones

(a) inf91 = inf92;

entonces Ag, y Ag, coinciden (o ninguna de las dos existe).

Demostracion: Para cada p > 1, existe r(p) > 0 tal que

8 _ 65" (B2(y/r)

P e < Bp ¥r€lo,r(p)|.



5.3. MEDIAS ASINTOTICAS 89

Suponiendo que Ap,(y) existe, de lo anterior se sigue que

A02 (ﬁpy) = /BIOAGQ (y>

< liminf ¥,
r—0+

< limsup ¥,
r—0+

< Ae2<ﬁy>

= 51492 (y),

con U, =16y (% 2?21 61(%)).
Por otro lado, se tiene que %Zle 61(%) — inf §; = cuando r — 0. Ademas, de (b) se sigue
que
—1
0y (x) _
0 ()

cuando x — . De estas dos observaciones deducimos que

by (5 i 1)
POy (5 i 01(%))

N

1 |+1

cuando r — 0T. En consecuencia,

liminf ¥, = Gliminf 7’91_1
r—07t r—07t

limsup ¥, = G lim sup r91_1
r—0+ r—0+

De esto se deduce que

k
a1 ”
BpAs,(y) < Blggéglfrﬁl 1 (k: E 0, (7“)>

=1
k
< ﬁlimsupr@fl (; 291 (%))

r—0+
5

< ;AGZ (y)
Tomando p — 1 se concluye que Ay, (y) existe y coincide con A, (y).
Finalmente, para probar la reciproca basta notar que
0, (6 1
lim L+~ (62(u)) = lim ——— v =—
umeo vomeo by (01(v) B

e intercambiar los roles de Ag, (y) v Ag, (v) O
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Corolario 5.3.1. Sea 8 como en la proposicion anterior. Entonces
(1) Stlimy,— oo ub(u) < 0, entonces

& -1
Ap(y) = [2 ;] :

=
—

0(u)

(1) Silimy, oo ue’\™ < 0, entonces

(13) Si limy o W < 0, entonces

Ap(y) = iirllaxk Yi.

Ejercicio 5.3.3. Pruebe que si 0 es ademas de clase C? en R_, con lim,_,_o %(5)) > 0, entonces

Ag(y) = max;—1, .k Yi-
5.4. Convergencia Primal del Método de Penalizacion
Adicionalmente en el resto del analisis consideramos la hipétesis

(Hy) Yu,v € [—o0,0], max u; # max vj =
= i=

----- yeensk we

inuf Ag(w) < max{Ag(u), Ag(v)}.

v]
Definiciéon 5.4.1. Para cada convexo cerrado no-vacio C' C S(P) definimos
Ic ={i €] f; no es constante en C'}.

Cuando I # 0 definimos ¢¢: aff(C) — R U {400} mediante

oo(z) = {Ae((fz(x) |ielo)) sixzeC,

+00 si no.
Del mismo modo definimos vo = inf oo v S¢ = arg min p¢.
Lema 5.4.1. Consideremos C C S(P) convezo cerrado no-vacio tal que Sc # 0. Entonces
(1) 3z € C tal que f;(Z) <0 Vi€ Io.
(i1) Vx,y € C,Vi & Ic se tiene que f°(x —y) = 0.

(111) Ic =10 si, y sélo si, C tiene un solo elemento.
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(i) Siv! — v,r; — 0%, v €] — 00,0]%, entonces

. ,
1 v)
E -1 )

)< it 3 o2

Si v €] — 00,0[F, entonces el limite existe y

1 o)

Ap(v) = 1 0 () 6(-1)).

o) koo F (k P (rk))

(v) Silc #0, entonces So C C y Ji € I 36 < 0 tales que fi(x) = f Va € Sc.

Demostracion: (i) Dado z € C, fi(x) < 0 Vi € Ic. Como para cada i € I, f; no es constante en
C, existe z; € C tal que fi(z) <0y fj(z;) <0 Vj e Io\{i}. Tomando Z = II%JI > icro Ti € C se
tiene que f;(2) <0 Vi € Ic.

(ii) Para i ¢ Ic y x,y € C se tiene que f; es constante en [z,y|. Luego f; es también constante
en aff({z,y}) de donde se sigue que f°(z —y) = 0.

(iii) Supongamos que I = { y que C no es un singleton. Luego existen z,y € C,x # y. De (ii)
se sigue que x — y es direccion de constancia para f;, i € I U {0}, y luego S(P) es no acotado, lo
cual es una contradiccién. La otra implicancia es evidente.

(iv) Sean € > 0y j suficientemente grande de modo tal que v — el < v7. Se tiene que

1 k V; — € 1 K ’Uj
-1 i -1 Z i
"¢ <k29< rj >><Tj9 (k 9<7“j>>
i=1 i=1

de donde deducimos que

A ,
1 vl

— < limi 1| = 2 )

Ag(v —€l) < ljlm_&nfrje (kz ;1 0 <Tj>>

La primera parte de la propiedad se sigue entonces de la arbitariedad de € > 0.
De la misma forma se tiene que v 4+ €l < 0y v/ < v + €l, para € y j adecuadamente escogidos.

Luego, si v < 0,
1 k v
li O =Y el L))<A 1
im sup 7 (k; (m)) < Ap(v+€l)

j—+oo

de donde se sigue la igualdad deseada.

(v) Para probar que Sc # C basta mostrar la existencia de i € I\ I, es decir, basta ver que
para algun ¢ € I, f; es constante sobre Sc.

Se tiene que max;cj, f; es constante en Sc. De lo contrario existirian z,y € Sc tales que
max;er. fi(x) # maxer. fi(y). Tomando z = ay+ (1 —a)x se tiene que f(z) < af(y)+ (1 —a)f(z)
de modo que

Ap(pc(2)) = Ap((fi(2) | i € Ic)) < Ag(a(fily) [ i € Ic) + (1 — a)(fi(z) | i € o).
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Notemos que el argumento de Ay en el término de la izquierda pertenece a [f(y), f(x)]. Por otro
lado, en virtud de (Hy), se tiene que

inf Ag(u) < max{oc(x), ¢c(y)} = inf ¢c,

wE[u,v)

lo que entra en contradiccién con lo anterior.

Definamos 3 como el valor de max;es. f; sobre Sc. Probemos que existe i € I¢ tal que f;(x) =
B VYx € Sc. Supongamos que no. Luego para cada i € I existe x; € Sc tal que fi(z) < (8
y fi(xi) < BV € Ic\ {i}. Tomando & = ll—lc‘zielc x; se tiene que f;i(Z) < f Vi € Io y en
consecuencia max;es. fi(2) < f. O

Corolario 5.4.1. Sea la sucesion S° = S(P) y S¥*! = argmin pgr. Entonces S° D S 5 §% D
Ademds, definiendo I* = Igr, se tiene que I 5 I' 5 I? o .... En particular, existe k tal que
Igi =0 y por lo tanto S* = {2%}.

A continuacién mostramos el principal resultado concerniente a la convergencia primal del méto-
do de penalizacién.

Teorema 5.4.1. Supongamos (Hy), (Hy). Entonces (P,) admite una unica solucion x(r) y se tiene
que v, — v y z(r) — 2% cuando r — 07.

Demostracién: Sea T = lim;_, 1o z(r;) un punto de acumulacién de x(r). Luego & € S°. Probemos
inductivamente que z € S*! con lo cual obtendremos que z = z?.

Supongamos que & € S*. Luego x?
[z, xo] € S*. Ademas, para i ¢ I*, f; es constante en S* y, en consecuencia, es también constante en
aff({Z, 29}). De esto se sigue que Z—2? es direccion de constancia para f; con i ¢ I*. En consecuencia,

filz(ry)) = fi(ajg) Vi ¢ I*. Por otro lado, de la optimalidad de z(r;), f,, (z(r;)) < fr, (:L‘?) Asi

fz 7“] ) fz
il 0 - 0
S s ( <o 2 ( >

ielk

=z;— T+ 2? — 2. Notemos que i‘,xe € S* de modo que

Consideramos separadamente dos casos. Primero, si fi(ma) < 0 Vi € I*. De la desigualdad
anterior y del Lema [5.4.1] deducimos que

I B O
@sk(m)éljlgljggf,?j@ kZI: ( >
1
<hm—_1 —

eIk
<pgnr(a?)
:ianDSk.

De este modo 7 € Sk+1,
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Consideremos ahora el caso en que f;(2%) > 0 para algtn i € I*. Podemos reemplazar z? por
(1 — a)z? 4+ a#, donde & € S* es tal que f;(#) < 0, Vi € S* (véase el lema anterior parte (i)).
Reproduciendo el andlisis previo,

psi(£) < (1— a)pgr(z”) + apge(d).
Tomando a — 0%, se concluye que z € S*+1, O

Ejercicio 5.4.1. Pruebe que si Ay es estrictamente convexa, entonces S' = {x%}.

5.5. Convergencia Dual del Método de Penalizaciéon

Consideremos la funcién ¢: R"™ x R™ — R U {400} definida mediante

fo(z) sifiz)+y; <0Viel,

+00 si no,

p(r,y) = {

la cual es una funcién de perturbacion para (P). Es facil probar (véase Ejemplo y Ejercicio
3.1.2) que en este caso el dual esta dado por

(D) Iglzigp(k),

con p(A) = infrern fo(x) + >,c5 Aifi(z). Definimos ademéas
B fi(x) + v
e = fo(o) +r 30 (£
i€l
que resulta ser una funcion de perturbacion para (P,). No es dificil mostrar que
©r(0,0) =p(\) + 7 0% (\)
i€l

y, en consecuencia, el dual generado a partir de esta perturbacién es

(D) min p(A) +7) 0" (\).
1€l

El problema (D, ) puede también entenderse como un método de barrera para el problema (D) ya que
0*(\) = oo para A < 0. Notemos ademés que 6*(0) puede ser finito o infinito. Méas especificamente,
0*(0) es finito si, y solo si, 6 es acotada inferiormente. Aun en este caso, 6* actua como una barrera
pues 0*'(\) = (#")"1(\) — —oo cuando A — 07

Ejercicio 5.5.1. Pruebe que de la convexidad estricta de 0 se sigue la diferenciabilidad de 6* en
10, +00[. Muestre ademas que de la diferenciabilidad de 6 en | — 0o, k] se sigue la convexidad estricta
de 6* en |0, +o0.

De todo lo anterior se deduce el siguiente resultado.
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Proposicion 5.5.1. (D,) admite a lo mds una solucion. Si X(r) es tal solucion, entonces \i(r) >
OViel.

Ejercicio 5.5.2. Pruebe que ¢, (x,-) es finita y continua en 0 para algin =z € R". Deduzca la
existencia de solucion para (D)

Proposicion 5.5.2. (D,) admite una unica solucion \(r). Ademds, A(r) >0 y

)= (1),

r

donde x(r) es la inica solucion de (P,).

Demostracién: Basta probar la formula, que se obtiene de la relacion S(D,) = {A | \; = %;: (x(r),0)}.
O

Estudiemos ahora la convergencia de los problemas duales. Para ello haremos uso del siguiente
resultado.
Teorema 5.5.1. Sean f,g € To(R"™) tales que

1. argmin f Ndom(g) # 0;

2. al menos una de ellas tiene conjuntos de nivel acotados;

3. g es estrictamente convera en su dominio;

4. g*°(d)>0Vd e R™.

Supongamos que z(r) es solucion de

min () +79(2).

Entonces z(r) permanece acotada y converge a z* = argmin{g(z) | z € argmin f}.

Demostracion: Es directo verificar que (f+7g)*°(d) > 0y luego f+rg es una funcion inf-compacta.
En consecuencia, z(r) existe.
Ademas, se tiene que el problema

min{g(z) | z € argmin f}

admite una tnica solucién z*.
Probemos que z(r) es acotada. De lo contrario, existirfa 7, — 0T tal que ||z(rg)| — +o00. Sin

pérdida de generalidad supongamos que dy := % — d # 0. Notemos que f(z(rg))+rrg(z(rg)) <
FE) 4+reg(z*) < f(z2(rg)) +rrg(2%). Luego g(z(rg)) < g(2*) y en consecuencia g>°(d) > 0. Ademas

flet) | 9G(re) - J(27) + reg(27)

2(T) 2(re) lz(re)ll

lo cual, pasando al limite, entra en contradiccion con 2. De este modo z(r) es acotada.
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Veamos que todos los puntos de acumulacién de z(r) coinciden con z* (que es la tnica solucion
del problema de més arriba). Sea z = limy ., 2(ry) para algin r, — 0. De la desigualdad
f(z(rk)) +reg(2(rk)) < f(2") + r1g(2") deducimos que

lim inf f(2(rx)) + rrg(2(re)) < f(27)

k—-4o00
Ademés, es facil ver que g(z(rg)) esté acotada y luego r,g(z(ri)) — 0. En consecuencia, f(z) < f(z%)
y z € argmin f. Como ademés se tiene que

9(2) < 1,;§+Holof 9(2(rr)) < g(2%),

deducimos finalmente que z € argmin{g(z) | z € argmin f}. O

A continuacion presentamos el principal resultado de esta seccion.

Teorema 5.5.2. Bajo (Hp),(H1), supongamos que 0*(0) es finito y S(D) # 0. Entonves (D,)
admite una tnica solucion \(r) que converge a N\’ € S(D) cuando r — 0%, siendo \° la tinica
solucion de

min 0% (N).
AeS(D) &=

Demostracion: Verifiquemos las hipotesis del teorema anterior con f(A) = p(A) + drr(A) y g(A) =

Zie] 0*()‘1‘)-
La primera condicion es satisfecha pues arg min fNdom(g) = S(D)N{A | 8*(\;) < oo} = S(D) #
0.

Para ver la segunda hipétesis distiguimos dos casos. Primero, si k = 0, entonces existe un punto
de Slater para (P) y luego S(D) # 0 es acotado. En consecuencia, p(A) + drm () tiene conjuntos
de nivel acotados. Por otro lado, si k > 0, entonces

0" (A) = Ay — 6(y),

con y > 0,6(y) < +o00. Luego O(A) — oo si A — oo. Ademaés, 6*(\) = oo si A < 0. En consecuencia,
g(\) tiene conjuntos de nivel acotados.
Por otro lado, como 6* es estrictamente convexa, g(-) es estrictamente convexa en |0, co[™.
Finalmente verifiquemos la cuarta condicion del teorema anterior. Ya que g*°(d) = > ;. ;(6%)*°(d;),
basta probar que (6*)°°(£1) > 0. Pero esto tltimo es evidente pues

9

(6*)°(1) = lim e*t(t) >k

t——+o0

(6)°(=1) = 1lim 9*(0_’2_6*(0) ~ Joo.

t——+o0

O

Cuando 6*(0) = +oo falla la primera condicion del teorema salvo que (D) admita solucion
A* > 0. Pero esto raramente ocurre. De hecho es usual que exista i € I tal que \; = 0 para todo
A € S(D). En el caso de la programacion lineal

(P) min ¢z
a;x<b; i€l
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con dual
(D) min b7\
c+ATA=0,2>0
y esquema de penalizacion
T — b
(Pr) mincTaH—rZH(ax ),
el "
(Dr)  min A+ 6% (M)

Th—
c+ATA=0 icl

se tiene el siguiente resultado que presentamos sin demostracion (véase la seccion de problemas).

Teorema 5.5.3. Bajo (Hy), (H1), supongamos que 6*(0) = oo y S(D) # 0. Entonces (D,) admite
una tinica solucion \(r) que converge a \? € S(D) cuando r — 0%, siendo A\? la 1inica solucidn de
min 0* (i),

XeS(D) £

donde Ip ={i € I|3xe S(D),\ > 0}.

5.6. Problemas

Problema 25. Sea [ finito y para ¢ € [ sean f;: R™ — R funciones convexas. Considere el siguiente
problema de minimizacién

(P) inf max{f;(z)}.

z€R" el
(a) Pruebe que z* € S(P) si, y solo si, (u*,2*) € R x R", con p* = max;er{fi(z*)}, es solucion
de
inf Viel, fi(z) < pu).
w)g}mn{u | Vi fi(z) < p}

(b) Definamos ¢: R""! x R™ — R U {+00} mediante

Pz y) =+ Y oo (filz) + i — 1)
=1

Verifique que ¢ es una funciéon de perturbacion para (P) y que el problema dual correspon-
diente esta dado por

(D) inf p(A),

donde
—i fx n . )\z i\T i )\ Am,
()\) { MizeR {Zzel f( )} S1 A€

400 si no,
donde, recordamos, A, = {X € R | > °..; A = 1}

(c) Suponga que inf(P) € R. Pruebe que S(D) # () y que no hay salto de dualidad. Pruebe que
z* € S(P) y A* € S(D) si, y solo si, \* € Ay, y N (fi(z*) — max;er{fi(z*)}) = 0.
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(d) Dado r > 0, considere la funcién de penalizacién exponencial @,: R"™! x R™ — R, definida
por
_ fil@) +yi —p
@i, w,y) = p+1Yy_exp <Z(Tz
el
y definamos ¢, (z,y) = minger @, (1, x,y) — r. Verifique que ¢, € To(R™ x R™) y que mas

aun or(z,y) = rln <Z exp (W)) :

el
Sea F,.(z) := ¢,(x,0) parar > 0y Fy(z) := F(x) := max;cr{fi(x)}. Pruebe que para r > 0
se tiene que
F(z) < Fp(z) < F(z) +rln(m), Ve R"™

Considere la familia parametrizada de problemas
(Pr) xlelgn Fr(z)
y en lo que sigue suponga que S(P) = argmin F' es no-vacio y compacto.

(e) Pruebe que Vr > 0, min(P) < inf(P,) < min(P) + rln(m) y que, més aun, el conjunto
S(P,) = argmin F, es no-vacio y compacto.

(f) Sea v > min(P). Pruebe que si 0 < r < m(v — min(P)), entonces

Fmin(P)-{—r In(m) (Fr) € F’Y(F)

Deduzca que toda seleccion r — x(r) € S(P,) permanece acotada cuando r — 07 y demuestre
que todo punto de acumulacion de x(r) pertenece a S(P).

En lo que resta suponga que f; € Q, para todo ¢ € I.

(g) Pruebe que el problema (P,) admite solucién unica. Para ello demuestre que para todo i € I,
fi es constante sobre S(P,).

(h) Verifique que el problema dual asociado a la perturbacion ¢, de (P,) es

(D,) inf {p(A)JrrZAiln(Ai)}

AcR™
iel

con la convencion 0In(0) = 0 y An(A\) = +o0 para A < 0. Pruebe que inf(P,) + inf(D,) = 0
y que (D,) admite solucién tnica A(r).

Para simplificar, supongamos ademas que f; € C'(R).

(i) Pruebe que
)\Z(T) =

exp(fi(z(r))/r
>icr exp(fi(z(r))/r)
Muestre que, cuando r — 07, min(D,) — min(D) y todo punto de acumulacién de A(r)

pertenece a S(D). (Es posible demostrar que (x(r), A(r)) en realidad convergen a (z*, \*) €
S(P) x S(D).)
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Problema 26. Sea f € QNI'z(R") (ver Definicion [5.1.1f). Suponemos que existe z¢ € dom(f) con
|zolleo < 1, y consideramos el problema de optimizacion

(Poo)

min {/(2)  [lolloe < 1)

junto con el esquema de aproximacion (sin restricciones)

(Fp)

zeR™

nin { @)+ 113}

donde [zl = (jz1[? + - + [ ?) 1.

(a)

(b)

(d)

Pruebe que para cada p > 1 el problema (F,) admite una soluciéon tnica z(p), y que la
trayectoria p — x(p) permanece acotada cuando p — oo.

Sea U, un punto de acumulacion de x(p). Pruebe que uq, es solucion de (Py) y ademads es
solucion de

Pl ' .
(P) RO ]l 0o

Sea aj el valor 6ptimo de (PL). Pruebe que existe un indice i1 tal que |z;,| = a1 para todo
r € S(PL). Deduzca que, o bien x;, = a; para todo z € S(PL), o z;, = —a; para todo
x € S(PL). Denotemos por Ij el conjunto de tales indices i1 y II;(z) = (x; : i & I). Pruebe
que todo punto de acumulacién uo, es solucién de

P2 i II 00
(P2) min ()]

Inspirandose en la parte (¢) probar que x(p) converge cuando p — oo hacia un punto
x* € S(Px) caracterizado como la solucion de una jerarquia de problemas de optimizacion
encajonados.

Consideremos ahora un sistema lineal sobre-determinado Ay = b donde b € R™ y A € M™*"
con rg(A) = n < m. Sin pérdida de generalidad suponemos |[|b]l«c < 1. Este sistema no admite
necesariamente una solucién por lo cual consideramos el problema

- in |[Ay — b
(@) yrgg}lH Y — blloo

el cual aproximamos mediante el esquema

(@) min |4y = bl

Mostrar que este ultimo admite una tunica soluciéon y(p) la cual converge hacia una solucion y* €
S(Q0)- Indicacion: Considere el conjunto L = {Ay —b:y € R"} y la funcién

0 sizel
+o00 sl no.

)= {
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Problema 27. Sean fy,..., fm : R® — R convexas y consideremos el esquema de aproximacion
(Pe) min fo(z) = fo(@) + efi(@) + o+ " fin(2)

definido para € > 0, junto con la jerarquia de problemas de optimizacién

(Po)  min{fy(z):z € R"}
(P1)  min{fi(x):x € Sp}

(Pp) min{fn(x):x € Sp_1}

donde S; denota el conjunto de soluciones 6ptimas del problema (F;). Suponemos S,, # 0y f;
convexas de clase C? tales que max; d? V2f;(z)d > a||d||? para una cierta constante a > 0 y todos
z,d € R".

(a) Muestre que fc(-) es fuertemente convexa y (P.) admite una solucién tnica z(e).

(b) Pruebe que x(e) permanece acotada cuando ¢ — 0. Indicacién: razone por contradiccion
suponiendo que existe €, — 0 con ||z(eg)|| — oo y di := x(ex)/||x(ex)|| — d. Muestre que
f5°(d) < 0y f°(d) < 0. Luego, utilice la desigualdad fe(z(€)) < fe(z(e) — ||z(€)||d) para
probar recursivamente que f>°(d) < 0 para i = 2,...,m. Concluya.

(c) Muestre que todo punto de acumulacion de z(e) pertenece a Sp y a 5.
(d) Muestre que S,, contiene un tnico elemento, que denotamos z*.

*

(e) Suponiendo que fy,..., fm € Q pruebe que lim._,oz(e) = x™.

Problema 28. El objetivo de este problema es demostrar el Teorema [5.5.3 en el caso x = 0.

(a) Muestre que A(r) esté acotada. Para ello argumente por contradiccion deduciendo la existencia
de p € R™ tal que
p>0, ATpu=0, b"p > 0.

(b) Pruebe que todo punto de acumulacién de A\(r) pertenece a S(D).

(¢) Concluya.
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