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Notations

V : pour tout.

3 : il existe.

| ou t.q. : tel que

A\B : ensemble A privé de I’ensemble B.
Conwv(A) : enveloppe convexe de A.

A : adhérence de A.

(o)
A : intérieur de A.

OA : frontiére de A, i. e. A\ A

max : maximum.

min : minimum.

sup : borne supérieure.

inf : borne inférieure.

lim : limite.

lim sup : limite supérieure.

liminf : limite inférieure.

IN : ensemble des entiers naturels.

Z : ensemble des entiers relatifs.

@ : ensemble des nombres rationnels.

R : ensemble des nombres réels.

R* : ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
C : ensemble des nombres complexes.

Re z : partie réelle du nombre complexe z.

Im z : partie imaginaire du nombre complexe z.
| | : valeur absolue, ou module.

Vect : espace vectoriel engendré par.

M,, »(K) : ensemble des matrices & n lignes et p colonnes, & coefficients dans
K.

M, (K) : ensemble des matrices carrées d’ordre n, & coefficients dans K.
ker! : noyau de I’application linéaire [.

Im [ : image de ’application linéaire [.

det : déterminant.

tr : trace.

rg ou rang : rang.

com(A) : comatrice de la matrice A.

x4 (X) : polynéme caractéristique de la matrice A.
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m4(X) : polynéme minimal de la matrice A.

4 : exponentielle de la matrice A.

exp(A), ou e
A" : transposée de la matrice A.

2T : transposée du vecteur z.

™ (ot f est une fonction numérique) : n-éme dérivée de la fonction f.

df (z).h (ou f est une application d’'un Banach E dans un Banach F) : diffé-
rentielle de Fréchet de f au point x, appliquée au vecteur h.

% (z,y)h (ou f est une application de Ex F dans G, et E, F, G sont des espaces
de Banach) : différentielle de Fréchet de f par rapport & la variable z, au
point (z,y) € E x F, appliquée au vecteur h € E.

Vf (ou f est une fonction) : gradient de f.
C?(Q,K) : ensemble des applications de Q dans K, de classe C?.

L?(Q,K) : ensemble des applications mesurables de 2 dans K, de puissance p
intégrable.

LP (Q,K) : ensemble des applications mesurables de 2 dans K, dont la puis-

loc
sance p est intégrable sur tout compact de (2.

H'(Q,K) : ensemble des applications mesurables f de 2 dans K, telles que
f, € LA(Q,K).

— : fléche de convergence faible.

L : transformation de Laplace.

Acc(zg, T) : ensemble accessible en temps T' depuis le point xo.

Accq (o, T) : ensemble accessible en temps T depuis le point xg, pour des
controles 4 valeurs dans ().

Eyo.1, ou Ep (si le point o est sous-entendu) : application entrée-sortie en
temps T depuis le point xg.

lz|lw (ot x € K" et W € M,,(K)) : abbréviation pour 2T Wzx.
T, M (ou M est une variété, et x € M) : espace tangent & M au point x.
T M : espace cotangent & M au point x.

[X,Y] (o0 X et Y sont des champs de vecteurs) : crochet de Lie des champs
Xet?Y.
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Avant-propos

Qu’est-ce que la théorie du contréle ? La théorie du controle analyse les
propriétés des systémes commandés, c’est-a-dire des systémes dynamiques sur
lesquels on peut agir au moyen d’une commande (ou controle). Le but est alors
d’amener le systéme d’un état initial donné & un certain état final, en respectant
éventuellement certains critéres. Les systémes abordés sont multiples : systémes
différentiels, systémes discrets, systémes avec bruit, avec retard... Leurs origines
sont trés diverses : mécanique, électricité, électronique, biologie, chimie, écono-
mie... L’objectif peut étre de stabiliser le systéme pour le rendre insensible &
certaines perturbations (stabilisation), ou encore de déterminer des solutions
optimales pour un certain critére d’optimisation (controle optimal).

Dans les industries modernes ot la notion de rendement est prépondérante,
le role de Vautomaticien est de concevoir, de réaliser et d’optimiser, tout au
moins d’améliorer les méthodes existantes. Ainsi les domaines d’application sont
multiples : aérospatiale, automobile, robotique, aéronautique, internet et les
communications en général, mais aussi le secteur médical, chimique, génie des
procédés, etc.

Du point de vue mathématique, un systéme de contrdle est un systéme
dynamique dépendant d’'un paramétre dynamique appelé le controle. Pour le
modeéliser, on peut avoir recours & des équations différentielles, intégrales, fonc-
tionnelles, aux différences finies, aux dérivées partielles, stochastiques, etc. Pour
cette raison la théorie du controle est & 'interconnexion de nombreux domaines
mathématiques. Les controles sont des fonctions ou des paramétres, habituelle-
ment soumis i des contraintes.

Controélabilité. Un systéme de controle est dit controlable si on peut ’amener
(en temps fini) d’un état initial arbitraire vers un état final prescrit. Pour les
systémes de controle linéaires en dimension finie, il existe une caractérisation
trés simple de la controélabilité, due & Kalman. Pour les systémes non linéaires,
le probléme mathématique de controlabilité est beaucoup plus difficile.

Origine du contréle optimal. TUne fois le probléme de contrélabilité résolu,
on peut de plus vouloir passer de I’état initial & 1’état final en minimisant un
certain critére ; on parle alors d’un probléme de contréle optimal. En mathéma-
tiques, la théorie du controle optimal s’inscrit dans la continuité du calcul des
variations. Elle est apparue aprés la seconde guerre mondiale, répondant & des
besoins pratiques de guidage, notamment dans le domaine de ’aéronautique et
de la dynamique du vol. Historiquement, la théorie du controéle optimal est trés
liée & la mécanique classique, en particulier aux principes variationnels de la
mécanique (principe de Fermat, de Huygens, équations d’Euler-Lagrange). Le
point clé de cette théorie est le principe du maximum de Pontryagin, formulé
par L. S. Pontryagin en 1956, qui donne une condition nécessaire d’optimalité
et permet ainsi de calculer les trajectoires optimales (voir [29] pour Dhistoire
de cette découverte). Les points forts de la théorie ont été la découverte de la
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méthode de programmation dynamique, I'introduction de ’analyse fonctionnelle
dans la théorie des systémes optimaux, la découverte des liens entre les solutions
d’un probléme de controle optimal et des résultats de la théorie de stabilité de
Lyapunov. Plus tard sont apparues les fondations de la théorie du controle sto-
chastique et du filtrage de systémes dynamiques, la théorie des jeux, le controle
d’équations aux dérivées partielles.

Notons que l’allure des trajectoires optimales dépend fortement du critére
d’optimisation. Par exemple pour réaliser un créneau et garer sa voiture, il est
bien évident que la trajectoire suivie différe si on réalise l'opération en temps
minimal (ce qui présente un risque) ou bien en minimisant la quantité d’essence
dépensée. Le plus court chemin entre deux points n’est donc pas forcément la
ligne droite. En 1638, Galilée étudie le probléme suivant : déterminer la courbe
sur laquelle une bille roule, sans vitesse initiale, d’un point A & un point B, avec
un temps de parcours minimal, sous ’action de la pesanteur (toboggan optimal).
C’est le fameux probléme de la brachistochrone (du grec brakhistos, “le plus
court”, et chronos, “temps”). Galilée pense (& tort) que la courbe cherchée est
I’arc de cercle, mais il a déja remarqué que la ligne droite n’est pas le plus court
chemin en temps. En 1696, Jean Bernouilli pose ce probléme comme un défi aux
mathématiciens de son époque. Il trouve lui-méme la solution, ainsi que son frére
Jacques Bernouilli, Newton, Leibniz et le marquis de I’Hospital. La solution est
un arc de cycloide commencant par une tangente verticale. Ce résultat a motivé
le développement de la théorie du calcul des variations, devenue, plus tard, la
théorie du controle optimal (pour plus de détails sur I’histoire du probléme de
la brachistochrone, voir [65]).

Controéle optimal moderne et applications. On considére que la théorie
moderne du contréle optimal a commencé dans les années 50, avec la formu-
lation du principe du maximum de Pontryagin, qui généralise les équations
d’Euler-Lagrange du calcul des variations. Dés lors, la théorie a connu un essor
spectaculaire, ainsi que de nombreuses applications. De nos jours, les systémes
automatisés font complétement partie de notre quotidien (nous en sommes sou-
vent inconscients), ayant pour but d’améliorer notre qualité de vie et de faciliter
certaines taches : systéme de freinage ABS, assistance & la conduite, servomo-
teurs, thermostats, régulation hygrométrique, circuits frigorifiques, controéle des
flux routiers, ferroviaires, aériens, boursiers, fluviaux, barrages EDF, photo-
graphie numérique, filtrage et reconstruction d’images, lecteurs CD et DVD,
réseaux informatiques, moteurs de recherche sur internet, circuits électriques,
électroniques, télécommunications en général, controle des procédés chimiques,
raffinage pétrolier, chaines industrielles de montage, peacemakers et autres sys-
témes médicaux automatisés, opérations au laser, robotique, satellites, guidages
aérospatiaux, bioréacteurs, distillation, ... La liste est infinie, les applications
concernent tout systéme sur lequel on peut avoir une action, avec une notion de
rendement optimal.
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Résumé du livre

L’objectif de ce livre est de présenter, du point de vue mathématique, les
bases théoriques du controle optimal, ainsi que des applications concrétes de
cette théorie. Il a été rédigé a partir de notes de cours d’Automatique et de
Controle Optimal enseignés par 'auteur dans le master d’Ingénierie Mathéma-
tique de I’Université d’Orsay, Option Automatique.

11 est accessible & un éléve suivant une formation universitaire (licence, mas-
ter) ou une école d’ingénieurs.

Dans une premiére partie, on présente la théorie du contréle optimal pour
des systémes de controle linéaires, ainsi que la théorie dite linéaire-quadratique
et ses applications : régulation, stabilisation, filtrage de Kalman.

Dans une seconde partie, on présente la théorie du controle optimal pour
des systémes de controle généraux (non linéaires), avec notamment le prin-
cipe du maximum de Pontryagin dans toute sa généralité, ainsi que la théo-
rie d’Hamilton-Jacobi. Un chapitre est consacré aux méthodes numériques en
controéle optimal.

Enfin, en appendice on effectue quelques rappels :

— généralisations des théorémes de Cauchy-Lipschitz pour des équations dif-

férentielles ordinaires;

— bases de "automatique : fonctions de transfert, stabilisation, observateurs.

Ce livre est résolument orienté vers les applications concrétes de ’automa-
tique et du controle optimal, et de nombreux exercices et applications sont
présentés. Les applications numériques sont également détaillées ; elles sont ef-
fectuées & 1’aide de logiciels standards comme Matlab et Maple, ou bien, si néces-
saire, implémentées en C+-+. Parmi les applications détaillées dans cet ouvrage,
figurent le controle optimal d’un ressort (linéaire ou non linéaire) ; le filtrage
de Kalman ; différents problémes de régulation ; le contrdle optimal et la stabi-
lisation d’une navette spatiale en phase de rentrée atmosphérique ; le transfert
orbital d’un satellite & poussée faible ; le controle optimal et la stabilisation d’un
pendule inversé. Des exercices concernent aussi différents problémes d’aéronau-
tique, transfert de fichiers informatiques, contréle d’un réservoir, probléme de
Bolzano en économie, dynamique des populations (systéme prédateurs-proies),
réactions chimiques, mélangeurs, circuits électriques, controle d’épidémies. Ils
sont présentés avec des éléments de correction et, si nécessaire, des algorithmes
d’implémentation numérique.
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Chapitre 1

Introduction : contréle
optimal d’un ressort

Pour expliquer et motiver la théorie nous allons partir d’un probléme concret
simple : le controle optimal d’un ressort. Cet exemple, leitmotiv de cet ouvrage,
sera résolu complétement, de maniére théorique puis numérique.

Dans une premiére partie, nous nous placerons dans le cas linéaire : c’est
le probléme de l'oscillateur harmonique (traité en totalité dans [49]), et nous
développerons la théorie du contrdle optimal linéaire.

Dans une deuxiéme partie nous traiterons le cas de ’oscillateur non linéaire et
introduirons des outils généraux de théorie du controle optimal. Les applications
numériques seront effectuées i 1’aide des logiciels Maple et Matlab.

1.1 Présentation du probléme

v
 ——
]
m

NAANANANAVANAN

F1Gc. 1.1 — Le ressort

Considérons une masse ponctuelle m, astreinte & se déplacer le long d’un aze
(Ox), attachée & un ressort (voir figure 1.1). La masse ponctuelle est alors attirée
vers l’origine par une force que ’on suppose égale & —ki(x — ) — ka(x — )3, ot
[ est la longueur du ressort au repos, et ki, ko sont des coefficients de raideur.
On applique & cette masse ponctuelle une force extérieure horizontale u(t)i. Les

13
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lois de la physique nous donnent 1’équation du mouvement,
mi(t) + ky(x(t) — 1) + ka(2(t) — 1) = u(t). (1.1)
De plus on impose une contrainte & la force extérieure,
u(t) < 1.

Cela signifie qu’on ne peut pas appliquer n’importe quelle force extérieure hori-
zontale & la masse ponctuelle : le module de cette force est borné, ce qui traduit
le fait que notre puissance d’action est limitée et rend ainsi compte des limita-
tions techniques de l’expérience.
Supposons que la position et la vitesse initiales de l'objet soient x(0) = =z,
#(0) = yo. Le probléme est d’amener la masse ponctuelle & la position d’équi-
libre © = [ en un temps minimal en contrélant la force externe u(t) appliquée
a cet objet, et en tenant compte de la contrainte |u(t)] < 1. La fonction u est
appelée le controle.

Des conditions initiales étant données, le but est donc de trouver une fonction
u(t) qui permet d’amener la masse ponctuelle & sa position d’équilibre en un
temps minimal.

1.2 Modélisation mathématique

Pour la simplicité de 1’exposé, nous supposerons que m = 1 kg, k; =
1 Nm~!, 7 = 0 m (on se raméne & [ = 0 par translation). Dans la premiére
partie sur le controle linéaire, nous supposerons que ko = 0, et dans la deuxiéme
partie sur le controle non linéaire, nous prendrons ko = 2 (ces valeurs n’étant
pas limitatives dans le probléme).

Dans l’espace des phases (x, 1), le systéme différentiel correspondant a I’équa-
tion du mouvement est

{ () = y(1),
§(t) = —a(t) — kaw(t)® + u(t),
z(0) = zo, £(0) =yo
Posons
5 ) - ()
On obtient

X(t) = AX(t) + f(X(t)) + Bu(t), X(0)= Xo.

On dit qu’il s’agit d’'un systéme différentiel contréolé. C’est un systéme linéaire
dans le cas ou ko = 0.
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1.3 Quelques remarques sur I’équation

Faisons quelques remarques sur I’équation (1.1) dans le cas non linéaire, avec
ko = 2.
Le ressort libre

Dans ce paragraphe on suppose que u(t) = 0, c’est-a-dire qu’aucune force
n’est appliquée au ressort. L’équation (1.1) se réduit alors a

B(t) + z(t) + 22(t)* =0,

qui s’appelle I’équation de Duffing. 1l est trés facile de vérifier que toute solution
z(+) de cette équation est telle que

z(t)? + z(t)* + #(t)* = Cste.

Autrement dit, dans le plan de phase, toute solution est périodique, et son image
est incluse dans une courbe algébrique. Ci-dessous nous utilisons Maple pour
tracer dans le plan de phase (z, ) plusieurs trajectoires solutions et le champ
de vecteurs associé, ainsi que les courbes z(¢) en fonction de ¢.

Les commandes suivantes donnent la figure 1.2.

> with(DEtools):

> eql := D(x) (t)=y(t)
eq2 := D(y) (£)=-x(t)-2*x(t)"3 :
sys := eql,eq2 :

ic := [x(0)=1,y(0)=0], [x(0)=2,y(0)=0]
> DEplot([sys], [x(t),y(t)],t=0..6,[ic],stepsize=0.05,
scene=[x(t) ,y(t)],linecolor=[blue,red]) ;
> DEplot([sys], [x(t),y(t)],t=0..6,[ic],stepsize=0.05,
scene=[t,x(t)],linecolor=[blue,red]) ;

Fic. 1.2 -
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Le ressort amorti
Dans ce paragraphe on suppose que u(t) = —i(t). L’équation (1.1) devient
E(t) + x(t) + 22(t)% + (t) = 0.

A Taide de Maple, tragons dans le plan de phase (z,4) plusieurs trajectoires
solutions et le champ de vecteurs associé.

> eql := D(x) (t)=y(¥)

eq2 := D(y) (t)=-x(t)-2*x(t)~3-y(t)

sys := eql,eq2 :

ic := [x(0)=1,y(0)=0], [x(0)=2,y(0)=0]

DEplot([sys], [x(t),y(t)],t=0..15,[ic],stepsize=0.05,
scene=[x(t),y(t)],linecolor=[blue,red]) ;

DEplot ([sys], [x(t),y(t)],t=0..15,[ic],stepsize=0.05,

scene=[t,x(t)],linecolor=[blue,red]);

6§101‘21‘4

Fic. 1.3 -

On observe un amortissement : les solutions tendent vers 'origine (voir figure
1.3). En fait il est aisé, a l’aide de la théorie de Lyapunov, de montrer que
Porigine est globalement asymptotiquement stable. Notons cependant que ce
controle u(t) ne résout pas notre probléme, car le temps pour amener le ressort
A sa position d’équilibre est infini!

Le ressort entretenu

Dans ce paragraphe on suppose que
u(t) = —(x(t)* = 1)a(?).
L’équation (1.1) devient

E(t) + o+ 22(t)° + (z(t)* — 1)i(t) = 0.
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C’est une équation dite de Van der Pol.

A P’aide de Maple, tragons dans le plan de phase (x, &) plusieurs trajectoires
solutions et le champ de vecteurs associé, ainsi que les courbes z(t) en fonction
de t.

> eql := D(x) (t)=y(t)

eq2 := D(y) (t)=-x(t)-2xx(t)~3-(x(t)~2-1)*y(t)

sys := eql,eq2 :

ic := [x(0)=1,y(0)=0], [x(0)=4,y(0)=0]

DEplot ([sys], [x(t),y(t)],t=0..10, [ic],stepsize=0.05,
scene=[x(t),y(t)],linecolor=[blue,red]) ;

DEplot([sys], [x(t),y(t)],t=0..10,[ic],stepsize=0.05,

scene=[t,x(t)],linecolor=[blue,red]);

Fic. 1.4 -

Numériquement (voir figure 1.4) on constate l’existence d’une solution pé-
riodique qui semble “attirer” toutes les autres solutions. En fait on peut montrer
rigoureusement, toujours 3 l'aide de la théorie de Lyapunov, que cette solution
périodique existe et est attractive.

Qualitativement on peut comprendre le comportement d’un tel oscillateur en
discutant le signe de x(t)? — 1. En effet si x(¢) est grand il y a un amortissement
et le rayon polaire des solutions dans le plan de phase a tendance & décroitre.
Au contraire si z(t) est petit alors le terme (x(t)? — 1)#(t) apporte de I’énergie
et le rayon a tendance & augmenter. On retrouve bien ce comportement sur la
figure.

L’équation de Van der Pol est en fait le modéle d’une horloge.
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Premiére partie

Controle optimal de systémes
linéaires
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Le probléme général étudié dans cette partie est le suivant. Soient n et m
deux entiers naturels non nuls, I un intervalle de R, et soient A, B et r trois ap-
plications localement intégrables sur I (en abrégé L}, ), & valeurs respectivement
dans M, (R), M,, »(R), et M,, 1(R) (identifié¢ & R"™). Soit 2 un sous-ensemble
de R™, et soit 7o € R". Le systéme de contréle linéaire auquel on s’intéresse
est

Vtel @(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + r(t),

(0 =2, (1.2)

ou 'ensemble des controles u considérés est I’ensemble des applications mesu-
rables et localement bornées sur I, & valeurs dans le sous-ensemble 2 C R™.

Les théorémes d’existence de solutions d’équations différentielles (cf section
11.3) nous assurent que, pour tout controle u, le systéme (1.2) admet une unique
solution z(-) : I — R"™, absolument continue. Soit M(-) : I — M,(R) la
résolvante du systéme linéaire homogene i(t) = A(t)x(t), définie par M(t) =
A(t)M(t), M(0) = Id. Notons que si A(t) = A est constante sur I, alors M (t) =
e!4. Alors, la solution z(-) du systéme (1.2) associée au controle u est donnée
par

x(t) = M(t)zo + /0 M(t)M(s)"Y(B(s)u(s) + r(s))ds,

pour tout t € 1.
Cette application dépend de u. Donc si on change la fonction u, on obtient
une autre trajectoire ¢t — x(¢) dans R" (voir figure 1.5).

FiGc. 1.5 -

Deux questions se posent alors naturellement :

— Etant donné un point x; € R", existe-t-il un contréle u tel que la trajec-
toire associée & ce controle joigne xy & x1 en un temps fini T'? (voir figure
1.6)

C’est le probléme de controlabilité.

— Si la condition précédente est remplie, existe-t-il un contrdle joignant x
a x1, et qui de plus minimise une certaine fonctionnelle C'(u) ? (voir figure
1.7)
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T Ty = LU(T)
F1G. 1.6 — Probléme de controlabilité

C’est le probléme de contréle optimal.

La fonctionnelle C'(u) est un critére d’optimisation, on 'appelle le codt.
Par exemple ce colit peut étre égal au temps de parcours ; dans ce cas c’est
le probléme du temps minimal.

) T1 :I(T)

Fi1G. 1.7 — Probléme de controle optimal

Les théorémes suivants vont répondre & ces questions, et permettre en par-
ticulier de résoudre le probléme de I’oscillateur harmonique linéaire (ks = 0) vu
en introduction.



Chapitre 2

Controlabilité

2.1 Ensemble accessible

2.1.1 Définition
Considérons le systéme controlé (1.2),
Viel @(t)=A@)z(t) + B(t)u(t) + r(t),
x(0) = xo,

Définition 2.1.1. L’ensemble des points accessibles & partir de x¢ en un temps
T > 0 est défini par

Ace(wo, T) = {zu(T) | w e L2([0,T], )},
ol x,,(+) est la solution du systéme (1.2) associée au controle u.

Autrement dit Acc(xg, T) est ensemble des extrémités des solutions de (1.2)
au temps 7', lorsqu’on fait varier le controle u (voir figure 2.1). Pour la cohérence
on pose Acc(xg,0) = {zo}.

2.1.2 Topologie des ensembles accessibles
Théoréme 2.1.1. Considérons le systéme de contréle linéaire dans IR"
z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t)

ot Q C R™ est compact. Soient T > 0 et zg € R". Alors pour tout t € [0,T],
Acc(zg, t) est compact, conveze, et varie contindment avec t sur [0,T].

Remarque 2.1.1. La convexité de Acc(zg, t) est facile & établir si € est convexe.
En effet, dans ce cas, soient z1,23 € Acc(zo,t), et A € [0,1]. On veut montrer
que A\ri + (1 — N)ai € Acc(wg,t). Par définition, pour i = 1,2, il existe un
controle u; : [0,t] — Q tel que la trajectoire x;(-) associée & u; vérifie

z;(0) = o, z;(t) =}, zi(s) = A(s)z;i(s) + B(s)u(s) +r(s).

23
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Acc(zo,T)

F1G. 2.1 — Ensemble accessible

D’aprés la formule de variation de la constante,
t
o} = ai(t) = M(Oymo + [ MOM(s) ™ (B(s)us(s) + r(s))ds.
0

Pour tout s € [0, ¢], posons u(s) = Aui(s) 4+ (1 — N)uga(s). Le controle u est dans
L?, a valeurs dans Q car ) est convexe. Soit x(-) la trajectoire associée & u.
Alors, par définition de A(zg,t), on a

z(t) = M(t)xo + /Ot Mt)M(s)" (B(s)u(s) + r(s))ds € Acc(zo,t).
Or,
Azt 4+ (1= Nad = M)z + (1 — N)M(t)zo
+ Ot M (t)M(s)"H(B(s) (M (s) + (1 = Nua(s)) + Ar(s) + (1 — A)r(s))ds
= z(t)

donc Azt + (1 — \)zd € Ace(xg,t), ce qui prouve la convexité de Acc(xg,t).

Pourtant, et ce résultat est surprenant, la conclusion de ce théoréme est
encore vraie si 2 n’est pas convexe. Ceci implique en particulier le résultat
suivant.

Corollaire 2.1.2. Si on note Accq(zo,t) l’ensemble accessible depuis xo en
temps t pour des controles a valeurs dans (), alors on a

Accq ($O7t) - AccConv(Q) (x07 t)a

0% Conv(Q) est Uenveloppe conveze de Q2. En particulier, on a Accoq(zo,t) =
Accq (o, t), on O est la frontiere de Q.

Ce dernier résultat illustre le principe bang-bang (voir théoréme 3.2.1).
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Démonstration du théoréeme 2.1.1. La preuve de la convexité nécessite un lemme
de Lyapunov en théorie de la mesure.

Lemme 2.1.3. Soient T > 0 et f € L'([0,T],R"). L’ensemble

{/Af(s)ds | AC[0,T] mesumble}

est convezxe dans IR".

Soient alors z},z3 € Acc(zo,t), et A € [0,1]. On veut montrer que Arl +
(1 — Nzl € Acc(zo, t). Par définition, pour i = 1,2, il existe un controle u; :
[0,t] — T tel que
1 _ ok
z; = xi(t) = 27 + M(t)y;,

ou
x; = M(t)xg +/O M(t)M(s)"'r(s)ds, et y; :/0 M ()" B(s)u;(s)ds.

D’aprés le lemme, l’ensemble

M(s)"1B(s)uy(s)ds
C= {XA = <£‘: M(s)_lB(s)ug(s)ds) | AcClo,t mesurable}

est convexe dans R"™ x IR"™. Notons en particulier que

0
Xp = (0> , et X[O,t] = (z;) .

Par convexité, il existe un sous-ensemble A C [0, ¢] mesurable tel que

_ (A0
- ().
De plus, en notant A° le complémentaire de A dans [0,t], on a

XA+XACZ <y1>7
Y2

et donc 1
_ —A)Y
xa= (2 0m)

Par conséquent, si l’on pose, pour s € [0,t],

fw((t)sit e A,
u(t) = { us(t) sit € AC,

alors on a

/0 M(s)""B(s)u(s)ds = (/A —l—/c)(M(s)_ B(s)u(s)ds) = Ay1 + (1 — A)ya.



26 CHAPITRE 2. CONTROLABILITE

Bien entendu, le controle u est mesurable et & valeurs dans €2, ce qui prouve la
convexité de Acc(zo,t).

La preuve du corollaire est alors immédiate, et puisque I'on a Accq(xg,t) =
Accoonv(e)(20,t), on peut donc supposer, dans la suite de la preuve, que € est
convexe. Cela simplifie grandement la preuve de la compacité.

Montrons donc maintenant la compacité de Acc(xg,t). Cela revient & montrer
que toute suite (z)),en de points de Acc(zg,t) admet une sous-suite conver-
gente. Pour tout entier n, soit u,, un contréle reliant x & x' en temps ¢, et soit
Zn () la trajectoire correspondante. On a donc

xh = x,(t) = M(t)xo + /0 M ()M (s)"H(B(s)un(s) + r(s))ds. (2.1)

Par définition, les controles u,, sont & valeurs dans le compact €2, et par consé-
quent la suite (u,)nen est bornée dans L2([0,t],IR"™). Par réflexivité de cet
espace (voir [18]), on en déduit que, & sous-suite prés, la suite (u,),cN converge
faiblement vers un controle v € L%([0,¢], R™). Comme (2 est supposé convexe,
on a de plus u € L%([0,t],2). Par ailleurs, de la formule de représentation (2.1)
on déduit aisément que la suite (7,(-)),en est bornée dans L2([0,¢],R"™). De
plus, de l’égalité z,, = Ax,, + Bu, + v, et utilisant le fait que A, B et v sont
dans L sur [0,7], on conclut que la suite (i,(-))nen est également bornée
dans L%([0,¢], R"), autrement dit que cette suite est bornée dans H*([0,¢], R").
Mais comme cet espace de Sobolev est réflexif et se plonge de maniére compacte
dans C°([0,¢],R") muni de la topologie uniforme, on conclut que, & sous-suite
prés, la suite (2, (-))nen converge uniformément vers une application z(-) sur
[0, 1]
En passant & la limite dans (2.1) il vient alors

()= M@+ [ MM (Bls)uls) + 7o),
et en particulier
h+m Ty = 1131 T, (1) = 2(t) € Acc(zo,1),

ce qui prouve la compacité.

Montrons enfin la continuité par rapport a ¢ de Acc(xg,t). Soit € > 0. On va
chercher 6 > 0 tel que

th,tg S [O,T] |t1 — t2| <= d(ACC(t1), ACC(tQ)) <e

ou on note pour simplifier Acc(t) = Acc(zo,t), et ou

yEAcc(ta) yEAcc(t)

d(Acc(tl),Acc(tg))zsup< sup d(y,Acc(ty)), sup d(y,Acc(tg))>.

Par la suite, on suppose 0 < t; < t3 < 7. 1l suffit de montrer que
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1. Vy € Acc(ta) d(y, Ace(ty))
2. Vy € Acc(ty) d(y, Acc(ts))

Montrons juste le premier point (2. étant similaire). Soit y € Acc(ts). 1l suffit
de montrer que

<,
<e.

Jz € Ace(tr) | d(y,z) < e.

Par définition de Acc(ts), il existe un controle u € L2([0,T7], Q) tel que la trajec-
toire associée & u, partant de xg, vérifie x(t2) = y (voir figure 2.2). On va voir

Fic. 2.2 -

que z = z(t1) convient. En effet on a

.’E(tg) — m(tl) = M(tQ)l'O + | ’ M(tQ)M(s)fl(B(s)u(S) + T(S))ds

- (Mem+ [ " M ()M () (Bls)u(s) + r(s)as)

= M(t) : M(s)"Y(B(s)u(s) +r(s))ds

+ (M(t2) — M(t1)) <x0 + /0 1 M(s) 1 (B(s)u(s) + T(s))ds)

Si [t; — to] est petit, le premier terme de cette somme est petit par continuité
de Tintégrale ; le deuxiéme terme est petit par continuité de ¢t — M (t). D’otl
le résultat. OJ

Remarque 2.1.2. Si r = 0 et o = 0, la solution de & = Az + Bu,z(0) = 0,
s’écrit

t
2(t) = M(1) / M(s)~ B(s)u(s)ds,
0
et est linéaire en u.

Cette remarque nous méne & la proposition suivante.
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Proposition 2.1.4. On suppose que r = 0, xg = 0 et Q = R™. Alors, pour
tout t > 0, l’ensemble Acc(0,t) est un sous-espace vectoriel de IR". De plus,
pour tous 0 < t1 < t2, on a Acc(0,t1) C Acc(0,t2).

Démonstration. Soient x1, 21 € Acc(0,T), et A\, u € R. Pour i = 1,2, il existe

par définition un controle u; et une trajectoire associée x;(-) vérifiant x;(t) = x}.

D’ou .
sl = M) /O M(s)~" B(s)us(s)ds.

Pour tout s € [0, T}, posons u(s) = Auy(s) + pua(s). Alors
t
Aol ph = M) / M(s)" B(s)u(s)ds = 2(t) € Acc(0,1).
0

Pour la deuxiéme partie de la proposition, soit x1 € Ace(0, t;). Par définition,
il existe un contréle u; sur [0,¢1] tel que la trajectoire associée x1(-) vérifie
J?l(tl) = .I% D’ou

oL = M(t) /O C M(s)" B(s)us (s)ds.

Définissons ug sur [0, to] par

Ug(t):() si 0< t <t2—t1
UQ(t):’LL1(t1—t2+t) si tg—t1< t <t2

Soit x2(-) la trajectoire associée & uq sur [0, ¢2]. Alors

To(ty) = M(tg)/o : M ()" B(t)uo(t)dt
= M(ts) . M(t) "' B(t)ug(t)dt car ug|jg4,—¢, =0

= M(tQ) M(tg)_1M(t1)M(s)_1B(s)u2(t2 —tl +S)d8 sis :tl —tg +1

0
:M(tl)/o1M(s)_1B(s)u1(s)ds

Ainsi, z} € Acc(0,ts). O
Corollaire 2.1.5. Acc(0) = tL>JOAcc(O,t), lensemble des points accessibles (en
temps quelconque), est un sous-espace vectoriel de R".

Démonstration. Une union croissante de sous-espaces vectoriels de R™ est un
sous-espace vectoriel. O
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2.1.3 Définition de la controlabilité

Définition 2.1.2. Le systéme controlé &(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t) + r(t) est
dit controlable en temps T si Acc(xo,T) = R", i. e. , pour tous zp,z; € R", il
existe un controle u tel que la trajectoire associée relie xg & 21 en temps T (voir
figure 2.3).

- A/ 1

F1G. 2.3 — Controlabilité

2.2 Controlabilité des systémes linéaires autonomes
2.2.1 Cas sans contrainte sur le contréle : condition de
Kalman

Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de
controlabilité dans le cas ou A et B ne dépendent pas de t.

Théoréme 2.2.1. On suppose que = R™ (pas de contrainte sur le contréle).
Le systéme i(t) = Axz(t) + Bu(t) + r(t) est contrélable en temps T (quelconque)
si et seulement si la matrice

C=(B,AB,...,A" 'B)
est de rang n.

La matrice C est appelée matrice de Kalman, et la condition rg C = n est
appelée condition de Kalman.

Remarque 2.2.1. La condition de Kalman ne dépend ni de 7" ni de xy. Autrement
dit, si un systéme linéaire autonome est contrélable en temps 7" depuis x¢, alors
il est controlable en tout temps depuis tout point.

Démonstration. L’essentiel de la preuve est contenu dans le lemme suivant.

Lemme 2.2.2. La matrice C est de rang n si et seulement si lapplication
linéaire
o: L>(0,T],R") — R"
u fOT eT=YABy(t)dt

est surjective.
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Preuwve du lemme. Supposons tout d’abord que rg C' < n, et montrons qu’alors
® n’est pas surjective. L’application C' étant non surjective, il existe un vecteur
1 € R™\{0}, que 'on supposera étre un vecteur ligne, tel que ¥C = 0. Par
conséquent,

YB=¢yAB=...=¢yA""'B =0.

Or d’aprés le théoréme d’Hamilton-Cayley, il existe des réels ag,a1,...,an,_1
tels que
A" = Clo] + - (ln_lAn_l.

On en déduit par récurrence immédiate que, pour tout entier k,
PAFB =0,

et donc, pour tout ¢ € [0, 77,
Yet B = 0.

Par conséquent, pour tout contréle u, on a

T
w/ T4 By(t)dt =0,
0

i. e. Y®(u) = 0, ce qui montre que ® n’est pas surjective.
Réciproquement, si ¢ n’est pas surjective, alors il existe un vecteur ligne
¢ € R™\{0} tel que pour tout controle u on ait

T
¥ / e T=DABy(t)dt = 0.
0

Ceci implique que, pour tout ¢ € [0, T,
YeT=D4B = 0.

En ¢t = T on obtient B = 0. Ensuite, en dérivant par rapport & ¢, puis en
prenant ¢ = T, on obtient »AB = 0. Ainsi, par dérivations successives, on
obtient finalement

YB=9AB=---=9pA""'B =0,
donc yC = 0, et donc rg C' < n. O

Ce lemme permet maintenant de montrer facilement le théoréme.

Si la matrice C est de rang n, alors d’aprés le lemme 'application & est
surjective, i. e. ®(L>°) = IR". Or, pour tout controle u, 'extrémité au temps T’
de la trajectoire associée & u est donnée par

z(T) =Tz + / ' eT=D4(Bu(t) 4 r(t))dt,
0
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de sorte que ’ensemble accessible en temps T depuis un point zo € R™ est
T
Ace(T, xo) = eT o + / T4 (t)dt + ¢(L®) = R",
0

ce qui montre que le systéme est controlable.
Réciproquement si le systéme est controlable, alors il est en particulier
controélable depuis xy défini par

T
xo = —e_TA/ T4 (t)dt.
0

Or en ce point ’ensemble accessible en temps T' s’écrit
Ace(T, zg) = ¢(L™°),

et le systéme étant controlable cet ensemble est égal 4 IR"™. Cela prouve que ®
est surjective, et donc, d’aprés le lemme, que la matrice C est de rang n. O

Remarque 2.2.2. Si xyg = 0 et si r = 0, la démonstration précédente est un
peu simplifiée puisque dans ce cas, d’aprés le corollaire 2.1.5, Acc(0) est un
sous-espace vectoriel.

2.2.2 Cas avec contrainte sur le controle

Dans le théoréme 2.2.1, on n’a pas mis de contrainte sur le contréle. Cepen-
dant en adaptant la preuve on obtient aisément le résultat suivant.

Corollaire 2.2.3. Sous la condition de Kalman précédente, sir =0 et si 0 € Q,
alors Uensemble accessible Acc(xg,t) en temps t contient un voisinage du point
exp(tA)xg.

Remarque 2.2.3. Les propriétés de controlabilité globale sont reliées aux pro-
priétés de stabilité de la matrice A. Par exemple il est clair que si

1. la condition de Kalman est remplie,

2. r=0et0€Q,

3. toutes les valeurs propres de la matrice A sont de partie réelle strictement
négative (i. e. la matrice A est stable),

alors tout point de R™ peut étre conduit & ’origine en temps fini (éventuellement
grand).

Dans le cas mono-entrée m = 1, on a un résultat plus précis que nous
admettrons (voir [49]).

Théoréme 2.2.4. Soit b € R" et Q C IR un intervalle contenant 0 dans son
intérieur. Considérons le systéeme ©(t) = Ax(t) + bu(t), avec u(t) € Q. Alors
tout point de IR" peut étre conduit a l'origine en temps fini si et seulement si la
paire (A,b) vérifie la condition de Kalman et la partie réelle de chaque valeur
propre de A est inférieure ou égale a 0.
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2.2.3 Similitude de systémes, forme de Brunovski

Définition 2.2.1. Les systémes de controle linéaires &1 = Ajx1 + Biuy et &9 =
Asxo + Baus sont dits semblables s'il existe P € GL,,(R) tel que Ay = PA; P!
et BQ = PBl

Remarque 2.2.4. On a alors x5 = Px;.
Proposition 2.2.5. La propriété de Kalman est intrinséque, i. e.
(B2, A2Bs, ..., Ay 'By) = P(By,A1By,..., A7 ' By),
En particulier, le rang de la matrice de Kalman est invariant par similitude.
Considérons une paire (A4, B) ou A € M,,(R) et B € M, ,,(R).
Proposition 2.2.6. La paire (A, B) est semblable o une paire (A’,B’) de la

forme
Al Al B
r_ 1 3 [ 1
v=(0 %) 7= (0),
ou A} € M, (R), B] € M, ,(R), r étant le rang de la matrice de Kalman de
la paire (A, B). De plus, la paire (A}, B}) est controlable.

Démonstration. Supposons que le rang r de la matrice de Kalman C' de la
paire (A, B) soit strictement plus petit que n (sinon il n’y a rien & montrer). Le
sous-espace

F:ImC:ImB+ImAB++ImArL—lB

est de dimension r, et d’aprés le théoréme d’Hamilton-Cayley il est clairement

invariant par A. Soit G un supplémentaire de F' dans R", et soient (f1,..., f)
une base de F, et (f,11,..., fn) une base de G. Notons P la matrice de passage
de la base (f1,..., fn) & la base canonique de R". Alors, puisque F est invariant
par A, on a
Al AL
r_ -1_ (41 Az
wmpap (B4,

et d’autre part, puisque Im B C F, on a

Bj
r_ _ 1
B —PB—(O>.

Enfin, on voit facilement que le rang de la matrice de Kalman de la paire (A}, B})
est égal & celui de la paire (A, B). 0

Théoréme 2.2.7 (Forme de Brunovski). Si m = 1 et si la paire (A, B) est
controlable, alors elle est semblable d la paire (A, B), od

0 1 0 0

e
|
wol
|

e T — 1
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et o les coefficients a; sont ceux du polyndme caractéristique de A, 1. e.
XaX) =X"+a X"+ +an 1 X + ap.

Remarque 2.2.5. Dans ces nouvelles coordonnées, le systéme est alors équivalent
a I’équation différentielle scalaire d’ordre n

™) + a2V () + -+ anz(t) = ult).

Démonstration. Raisonnons par analyse et syntheése. S’il existe une base (f1, ..., fn)
dans laquelle la paire (A, B) prend la forme (A, B), alors on a nécessairement
fn = B & scalaire prés, et

Afn = fnfl - alfn; ceey Af2 = fl - anflfn; Afl = _anfn-
Définissons donc les vecteurs fi, ..., f, par les relations
fn = 37 fnfl = Afn + alfna ER) fl = Af2 +an71fn~

La famille (f1,..., fn) est bien une base de R" puisque

Vect {f.} = Vect {B},
Vect {fn, fn_1} = Vect {B, AB},

Vect {fn,...,f1i} = Vect {B,..., A" 1B} = R".
Il reste & vérifier que ’on a bien Af; = —a, f,- On a

Afy = A fo+ an—1Afn
= A2(Af3 + an72fn) + anflAfn
= A3f3 + an—2A2fn + an—lAfn

= Anfn + alAn_lfn +--+ anflAfn

= _anfn
puisque d’aprés le théoréme d’Hamilton-Cayley, on a A" = —a; At —q,l.
Dans la base (f1,..., fn), la paire (A, B) prend la forme (4, B). 0

Remarque 2.2.6. Lorsque m > 1, ce théoréme admet la généralisation suivante.
Si la paire (A, B) est controlable, alors on peut la conjuguer & une paire (A, B)
telle que
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ot les matrices A; sont des matrices compagnons (i.e., ayant la forme de Bru-
novski du théoréme précédent) ; par ailleurs, il existe une matrice G € M,, s(R)
telle que

ou tous les coefficients de chaque matrice B; sont nuls, sauf celui de la derniére
ligne, en i-éme colonne, qui est égal & 1.

Exercice 2.2.1. Tester la contrélabilité des systémes suivants.
— Wagon
— Oscillateur harmonique linéaire
mi(t) + kx(t) = u(t).
— Systémes de ressorts amortis
miiy = —ki(x1 — x2) — di (&1 — @2) + u,
Molo = k‘1($1 — 1‘2) — koxo + d1(j3‘1 — 1‘2) — dois.

— Amortisseurs d’une voiture

i‘1 = —klxl — dlil + llu,
To = —koxo — doZo + lou.

— Vitesse angulaire d’un rotor

Tw(t) = u(t)
— Circuit RLC i
3 .4
L— _— =
7 + Ri + c u,
ougq(t)=[ " est la charge du condensateur. Dot
dg _ .
— =1
dt ’
di R. 1 1

—_— = ——=1— /= —U.
@~ T Ie!tL
— Servomoteur 4 courant continu. On note R la résistance, L 'inductance, e
la force contre-électromotrice, k1, ko des constantes, .J le moment d’inertie
du moteur, f le coefficient de frottement du moteur, I' = ksi le couple
moteur, I'. le couple antagoniste,  ’angle moteur. On a
di

= Ri+ L—
U 1+ dt+e,

€ = k1<9,
JO = kloi — f6 — T,
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PP

g [ ~R/L 0 ki/L 1 0
Zle)={ 0o o 1 Jsfojutr| o0
6 ka)J O —f/J 0 -T,

— Systéme de ressorts couplés (train a deur wagons)
&= —kix+ ko(y — x),
= —ko(y—2x)+u.

Exercice 2.2.2. Pour quelles valeurs de a le systéme

(6)-C ") G) (et )

est-il controélable ?

2.3 Controlabilité des systémes linéaires insta-
tionnaires
Les deux théorémes suivants donnent une condition nécessaire et suffisante
de controlabilité dans le cas instationnaire.
Théoréme 2.3.1. Le systéme 2(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t) est contrélable

en temps T si et seulement si la matrice

o(T) = / " M) BOBO M)

dite matrice de controlabilité, est inversible.

Remarque 2.3.1. Cette condition dépend de T, mais ne dépend pas du point
initial xg. Autrement dit, si un systéme linéaire instationnaire est contrélable
en temps T depuis xg, alors il est controlable en temps 7" depuis tout point.

Remarque 2.3.2. On a C(T) = C(T)", et 2TC(T)z > 0 pour tout =z € R",
i. e. C(T) est une matrice carrée réelle symétrique positive.

Démonstration. Pour toute solution x(t), on a, d’aprés la formule de variation
de la constante,

z(T) =" + M(T) /T M(t) " B(t)u(t)dt,
0
ol "
¥ = M(T)xo + M(T)/ M (t) " r(t)dt.
0
Si C(T) est inversible, posons u(t) = B(t) M(t)~1 "4, avec 1 € R™. Alors
+(T) = &* + M(T)C(T),
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et il suffit de prendre ¢ = C(T)"*M(T) " (x1 — z*).
Réciproquement, si C'(T') n’est pas inversible, alors il existe v € R™\ {0} tel
que »TC(T)p = 0. On en déduit que

T
/ 1B M)~ ¢|2dt =0,
0

d’out T M (t)~1B(t) = 0 p.p. sur [0, 7). Ainsi, pour tout controle u, on a
T
;z;T/ M ()" B(t)u(t)dt = 0.
0

Posons ¢ = M(T)’qu/z; on a, pour tout contrdle u,

P (@u(T) —2*) =0,
i. e. 2,(T) € x* + 1)+, et donc le systéme n’est pas controlable. 0
Remarque 2.3.3. Ce théoréme peut se montrer beaucoup plus facilement en

controle optimal, le controle utilisé dans la preuve étant optimal pour un certain
critére.

Remarque 2.3.4. Si le systéme est autonome, on a M (t) = e*4, et donc
T T
c(T) = / e *ABBTe™4 ds.
0

Dans ce cas, C(T1) est inversible si et seulement si C(T5) est inversible, et en
particulier la condition de controlabilité ne dépend pas de T (ce qui est faux
dans le cas instationnaire).

Théoréme 2.3.2. Considérons le systéme

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(¢)
ot les applications A, B,r sont de classe C*° sur [0,T]. Définissons par récur-
rence

Bo(t) = Bt), Bia(t) = AWBi(t) — 24 (0)

1. Sl existe t € [0,T] tel que

Vect {B;(t)v | ve R",i € N} = R",

alors le systéeme est contrélable en temps T'.

2. Si de plus les applications A, B,r sont analytiques sur [0,T, alors le sys-
teme est controlable en temps T si et seulement si

Vt € [0,T] Vect {Bi(t)v | ve R",i e N} = R".
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Ce théoréme se montre aisément en théorie du contréle optimal, par I’appli-
cation du principe du maximum (voir plus loin).

Remarque 2.3.5. Dans le cas autonome, on retrouve la condition de Kalman.

Exercice 2.3.1. Montrer que le systéme &(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t), avec

t 1 0 0
Aty=(0 ¢ 0|, etBlt)=|1],
0 0 ¢ 1

est contrdlable en temps quelconque.

Exercice 2.3.2. Montrer que le systéme

n’est pas controlable.

Exercice 2.3.3. Soient m et n des entiers naturels non nuls, et soient A €
M, (R) et B € M,, ,,,(R). On suppose que le systéme de controle & (t) = Ax(t)+
Bu(t) est controlable. Soit f : R, — IR une fonction de classe C*°; on pose, pour
tout ¢t € R,

Aty = A+ f(t)1,

ot I est la matrice identité d’ordre n. Montrer que le systéme de controle &(t) =
A(t)z(t) + Bu(t) est controlable en temps quelconque.
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Chapitre 3

Temps-optimalité

3.1 Existence de trajectoires temps-optimales

1l faut tout d’abord formaliser, & ’aide de Acc(zo,t), la notion de temps
minimal. Considérons comme précédemment le systéme de controle dans R"

&(t) = A(t)x(t) + b(t)u(t) + r(t),

ot les controles u sont & valeurs dans un compact d’intérieur non vide Q C R™.
Soient z¢ et x1 deux points de IR". Supposons que x; soit accessible depuis z,
c’est-a-dire qu’il existe au moins une trajectoire reliant g & ;. Parmi toutes les
trajectoires reliant xy & x1, on aimerait caractériser celles qui le font en temps
minimal ¢* (voir figure 3.1).

ts) L1 :I(t*)

Fic. 3.1 -

Si t* est le temps minimal, alors pour tout ¢ < t*, z1 ¢ Acc(xo,t) (en
effet sinon z; serait accessible & partir de o en un temps inférieur a ¢*). Par
conséquent,

t* =inf{t > 0| 1 € Ace(zo,t)}.
Ce temps t* est bien défini car, d’aprés le théoréme 2.1.1, Acc(xg,t) varie conti-
ndment avec t, donc ’ensemble {t > 0 | z1 € Acc(xo,t)} est fermé dans R. En
particulier cette borne inférieure est atteinte.

Le temps t = ¢* est le premier temps pour lequel Acc(xg,t) contient 1 (voir
figure 3.2).

39
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o]

Ace(xo, t)

FiG. 3.2 — Temps minimal

D’autre part, on a nécessairement

x1 € OAcc(xo,t*) = A(zo,t™) \ Acc(zo,t").

En effet, si z; appartenait 3 Uintérieur de Acc(xo,t*), alors pour ¢ < t* proche
de t*, z1 appartiendrait encore & Acc(xg,t) car Acc(zo,t) varie contintiment
avec t. Mais ceci contredit le fait que ¢* soit le temps minimal.

En particulier on a prouvé le théoréme d’existence suivant.

Théoréme 3.1.1. Si le point 1 est accessible depuis xy alors il eriste une
trajectoire temps-minimale reliant xo & 1.

Remarque 3.1.1. On peut aussi se poser le probléme d’atteindre une cible non
réduite & un point. Ainsi, soit (M (¢))o<i<r une famille de sous-ensembles com-
pacts de IR"™ variant continiment en ¢. Tout comme précédemment, on voit que
8’il existe un controle u & valeurs dans ) joignant xg & M;(T), alors il existe un
controle temps-minimal défini sur [0, ¢*] joignant zo & M (t*).

Ces remarques donnent une vision géométrique de la notion de temps mini-
mal, et conduisent & la définition suivante.

Définition 3.1.1. Le controle u est dit extrémal sur [0,¢] si la trajectoire du
systéme (1.2) associée & u vérifie 2(t) € dAcc(xg, ).

En particulier, tout contréle temps-minimal est extrémal. La réciproque est
évidemment fausse car ’extrémalité ne fait pas la différence entre la minimalité
et la maximalité.

Dans le paragraphe suivant on donne une caractérisation de cette propriété.

3.2 Condition nécessaire d’optimalité : principe
du maximum dans le cas linéaire

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
controle soit extrémal.
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Théoréme 3.2.1. Considérons le systéme de controle linéaire
i(t) = A(D(t) + B(t)u(t) + r(t), (0) = 2o,

ot le domaine de contraintes Q C R™ sur le contréle est compact. Soit T > 0.
Le controle u est extrémal sur [0,T] si et seulement s’il existe une solution non
triviale p(t) de l’équation p(t) = —p(t)A(t) telle que

p(t)B(t)u(t) = maxp(t) B(t)v (3.1)
ve
pour presque tout t € [0,T]. Le vecteur ligne p(t) € IR" est appelé vecteur
adjoint.

Remarque 3.2.1. La condition initiale p(0) dépend en fait du point final x4,
comme on le voit dans la démonstration. Comme elle n’est pas directement
connue, l'usage de ce théoréme sera plutét indirect, comme on le verra dans les
exemples.

Remarque 3.2.2. Dans le cas mono-entrée (controle scalaire), et si de plus =
[—a,a] ou a > 0, la condition de maximisation implique immédiatement que
u(t) = a signe(p(t)B(t)). La fonction ¢(t) = p(t)B(t) est appelée fonction de
commutation, et un temps ¢. auquel le controle extrémal wu(t) change de signe
est appelé un temps de commutation. C’est en particulier un zéro de la fonction

®.

Démonstration. On a vu que Accq(wg,T) = Accoonv()(Zo,T), et par consé-
quent on peut supposer que {2 est convexe. Si u est extrémal sur [0, T, soit x la
trajectoire associée & u. On a z(T) € dAcc(xo, T). Par convexité de Acc(xo,T),
il existe d’aprés le théoréme du convexe (voir par exemple [18]) un hyperplan
séparant au sens large x(T) et Acc(xzo,T). Soit pr un vecteur normal 3 cet
hyperplan (voir figure 3.3).

FiG. 3.3 -
D’aprés le théoréme du convexe,

Yy € Ace(zo,T) pr(ya —«(T)) <0. (3.2)
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Par définition de Acc(xg, T), il existe un controle u; tel que la trajectoire associée
y(t) verifie y; = y(T). L’inégalité (3.2) se réécrit

pra(T) = pry(T).

D’ou
/0 prM(T)M (s)"H(B(s)u(s)+r(s))ds 2/0 prM(T)M(s) " (B(s)ui(s)4r(s))ds.

Appelons p(t) la solution sur [0,7] de p = —pA, telle que p(T) = pr. Alors il
est clair que p(t) = p(0)M (t)~! et pr = p(T) = p(0)M(T)~1. 1l s’ensuit que

Vs € [0,T] prM(T)M(s)™* = p(0)M(s)~* = p(s),
et donc que
T T
/ p(s)B(s)u1(s)ds < / p(s)B(s)u(s)ds (3.3)
0 0
Si (3.1) n’est pas vraie alors

p(t)B(t)u(t) < meaécp(t)B(t)v.
sur un sous-ensemble de [0,7] de mesure positive. Soit alors () sur [0,7] &
valeurs dans 2 tel que

p(t)B(t)ur(¢) = maxp(t) B(¢)v.
En appliquant un lemme de sélection mesurable de théorie de la mesure, on peut
montrer que 'application u;(-) peut étre choisie mesurable sur [0,7] (voir [49,
Lem. 2A, 3A p. 161)).

Comme u; est & valeurs dans 2, U'inégalité (3.3) est vraie, alors que par
ailleurs la définition de u; conduit immédiatement & l'inégalité stricte inverse,
d’ot la contradiction. Par conséquent (3.1) est vraie.

Réciproquement, supposons qu’il existe un vecteur adjoint tel que le controle
u vérifie (3.1). Notons z(-) la trajectoire associée & u. On voit facilement en
remontant le raisonnement précédent que

Yy € Ace(zo, T) p(T)(y1 —x(T)) <O0. (3.4)

Raisonnons alors par I’absurde, et supposons que x(T') € Int Acc(xg, T). Alors il
existerait un point y; de Acc(xo,T) qui serait sur la demi-droite d’origine x(T')
et de direction p(T) (voir figure 3.4). Mais alors p(T)(y; — z(T)) > 0, ce qui
contredirait (3.4). Donc z(T) € dAcc(xo,T), et u est extrémal. O

Remarque 3.2.3. Si u est extrémal sur [0, 7] alors u est aussi extrémal sur [0, ¢]
pour tout ¢ € [0,T], et de plus p(t) est un vecteur normal extérieur & Acc(zo,t).
Cela découle facilement de la preuve et de la propriété (3.1).
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z(T)

Y1 _

Fic. 3.4 -

Remarque 3.2.4. Puisque tout contrdole temps-minimal est extrémal, le théo-
réme précédent, qui est le principe du maximum dans le cas linéaire, donne une
condition nécessaire d’optimalité.

Remarque 3.2.5. Si u est un controle temps-minimal joignant en temps 7' une
cible M7, ou M; C R" est convexe, alors on peut de plus choisir le vecteur
adjoint pour que le vecteur p(7') soit unitaire et normal & un hyperplan séparant
(au sens large) Acc(xo,T) et M;. C’est une condition dite de transversalité,
obtenue facilement dans la preuve précédente.

Comme exemple théorique d’application, montrons le résultat suivant.
Proposition 3.2.2. Considérons dans R" le systéme linéaire autonome &(t) =
Ax(t) + Bu(t), avec B € R"™ et |u(t)] < 1, et oa la paire (A, B) vérifie la
condition de Kalman.

1. Si toute valeur propre de A est réelle, alors tout controle extrémal a au
plus n — 1 commutations sur R .

2. Si toute valeur propre de A a une partie imaginaire non nulle, alors tout
controle extrémal a un nombre infini de commutations sur R".

Démonstration. D’aprés le théoréme 2.2.7, le systéme peut s’écrire sous forme de
Brunovski, et il est alors équivalent & une équation différentielle scalaire d’ordre
n de la forme

2™ a2 4 b=, Jul <1

De plus, tout controle extrémal est de la forme wu(t) = signe A(t), ot A(¢) est la
derniére coordonnée du vecteur adjoint, qui vérifie I’équation différentielle

A g (=D (=1)"apA = 0.

En effet le vecteur adjoint vérifie p’(t) = —p(t) A(t).
1. Si toute valeur propre de A est réelle, alors A\(t) s’écrit sous la forme

At = 3 P (e,

ol P; est un polyndme de degré inférieur ou égal & n; —1, et ot A1,..., Ay,
sont les r valeurs propres distinctes de —A, de multiplicités respectives
ni,...,n,.. Notons que n = ny + - - - +n,. On montre alors facilement, par
récurrence, que A(t) admet au plus n — 1 zéros.
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2. Si toute valeur propre de A a une partie imaginaire non nulle, alors, comme

précédemment, on peut écrire

r

At) = Z(Pj(t) cos Bt + Q;(t) sin B;t)e*",

j=1

ol \j = a; +1if3;, et Pj,Q; sont des polynoémes réels non nuls. En mettant
en facteur un terme t*e®* de plus haut degré (i. e. dominant), on voit
facilement que A(¢) a un nombre infini de zéros.

O

3.3 Exemples

3.3.1 Synthése optimale pour le probléme de l’oscillateur

harmonique linéaire

Appliquons la théorie précédente a ’exemple de 'oscillateur harmonique pré-

senté en introduction, pour ks = 0, et répondons aux deux questions suivantes :

1. Pour toute condition initiale x(0) = zo,#(0) = yo, existe-t-il une force

extérieure horizontale (un controle), vérifiant la contrainte, qui permette
d’amener la masse ponctuelle & sa position d’équilibre z(T") = 0,%(T) =0
en un temps fini 77

. Si la premiére condition est remplie, peut-on de plus déterminer cette force

de maniére & minimiser le temps ?

Enfin, ces deux problémes résolus, nous représenterons dans le plan de phase la
trajectoire optimale obtenue.

Controélabilité du systéme

Le systéme s’écrit

X = AX + Bu (0 1 (0
{X(O) X, avec A_<—1 O)’B_(1>'

On a facilement rg(B, AB) = 2; par ailleurs les valeurs propres de A sont de
partie réelle nulle. Donc, d’aprés le théoréme 2.2.4, le systéme est controlable &
0, 7. e. il existe des controles u vérifiant la contrainte |u| < 1 tels que les trajec-
toires associées relient Xg & 0, ce qui répond & la premiére question.
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Interprétation physique

— Si 'on n’applique aucune force extérieure, i. e. u = 0, alors ’équation
du mouvement est & + x = 0. La masse ponctuelle oscille, et ne s’arréte
jamais, donc ne parvient pas & sa position d’équilibre en un temps fini.

— Sil’on applique certaines forces extérieures, on a tendance & amortir les os-
cillations. La théorie prévoit qu’on parvient & stopper l’objet en un temps
fini.

Calcul du contréle optimal

D’aprés le paragraphe précédent, il existe des controles permettant de relier
Xo & 0. On cherche maintenant & le faire en temps minimal. Pour cela, on
applique le théoréme 3.2.1, selon lequel

u(t) = signe(p(t)B),

ot p(t) € R? est solution de p = —pA. Posons p = (py,p2). Alors u(t) =
signe(pz(t)), et p1 = pa, P2 = —p1, Aot Pa+p2 = 0. Donc pa(t) = Acost+psint.
En particulier, la durée entre deux zéros consécutifs de ps(t) est exactement .
Par conséquent le controle optimal est constant par morceaux sur des intervalles
de longueur 7, et prend alternativement les valeurs +1.

— Si u = —1, on obtient le systéme différentiel

{ =y, (3.5)

y=—x—1.

— Siu=+1,
{x:y’ (3.6)

y=—x+1.

La trajectoire optimale finale, reliant X & 0, sera constituée d’arcs successifs,
solutions de (3.5) et (3.6).

Solutions de (3.5). On obtient facilement (z + 1)? + y* = cste = R?, donc
les courbes solutions de (3.5) sont des cercles centrés en (—1,0), et de période
27 (en fait, 2(t) = —1 4+ Rcost,y(t) = Rsint).

Solutions de (3.6). On obtient z(t) = 1 + Rcost et y(t) = Rsint. Les
solutions sont des cercles centrés en (1,0), de période 27.

La trajectoire optimale de Xy & 0 doit donc suivre alternativement un arc
de cercle centré en (—1,0), et un arc de cercle centré en (1,0).

Quitte & changer t en —t, nous allons raisonner en temps inverse, et construire
la trajectoire optimale menant de 0 & X. Pour cela, nous allons considérer toutes
les trajectoires optimales partant de 0, et nous sélectionnerons celle qui passe
par X().
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En faisant varier p(0), on fait varier la trajectoire optimale. En effet, d’aprés
le théoréme de Cauchy-Lipschitz, p(0) détermine p(t) pour tout ¢, ce qui définit
un contrdle optimal wu(t), et donc une trajectoire optimale.

Prenons des exemples pour commencer & représenter l’allure des trajectoires
optimales possibles.

— Si p1(0) = 1,p2(0) = 0, alors pa(t) = —sint, donc sur |0, 7] on a u(t) =
signe(pz(t)) = —1. La trajectoire optimale correspondante, partant de 0,
suit donc pendant un temps 7 l’arc de cercle I'_ solution de (3.5), passant
par 0 (voir figure 3.5).

FiG. 3.5 -

— Si p1(0) = —1,p2(0) = 0, alors pa(t) = sint, donc sur |0, 7] on a u(t) =
signe(p2(t)) = +1. La trajectoire optimale correspondante, partant de 0,
suit donc pendant un temps 7 l'arc de cercle 'y solution de (3.6), passant
par 0 (voir figure 3.6).

FiG. 3.6 -

— Pour tout autre choix de p(0) tel que p2(0) > 0, la trajectoire optimale
correspondante part de Porigine en suivant I'; jusqu’a ce que ps(t) = 0.
Au-dela de ce point, po(t) change de signe, donc le controle commute et
prend la valeur —1, pendant une durée 7 (i. e. jusqu’a ce que po(t) change
a nouveau de signe). La trajectoire optimale doit alors étre solution de
(3.5), en partant de ce point de commutation M, et doit donc suivre un
arc de cercle centré en (—1,0), pendant un temps 7. C’est donc un demi-
cercle, vu la paramétrisation des courbes de (3.5) (voir figure 3.7).

La trajectoire optimale rencontre un deuxiéme point de commutation N
lorsque & nouveau py(t) change de signe. On remarque que M et N sont sy-
meétriques par rapport au point (—1,0) (en effet ce sont les extrémités d’un
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Fic. 3.7 -

demi-cercle centré en ce point). Le point M appartenant au demi-cercle
T';, le point N appartient au demi-cercle image de I'; par la symétrie
par rapport au point (—1,0) qui est aussi, comme on le voit facilement, le
translaté & gauche de I'_ par la translation de vecteur (—2,0).
Poursuivons alors notre raisonnement. On se rend compte que les points de
commutation de cette trajectoire optimale partant de 0 sont situés sur la courbe
W construite de la maniére suivante : W est 'union de tous les translatés &
gauche de I'_ par la translation précédente, et aussi de tous les translatés a
droite de I'y (voir figure 3.8).

Y
r_
SRS R R
53 kA AC
Iy w

FiG. 3.8 — Ensemble W

Les trajectoires optimales sont alors construites de la maniére suivante : on
part de 0 et ’on suit un morceau de I'; ou I'_, jusqu’a un premier point de
commutation. Si par exemple on était sur I',, alors partant de ce point on suit
un arc de cercle centré en (—1,0), au-dessus de W, jusqu’a ce qu’on rencontre
W. De ce deuxiéme point de commutation, on suit un arc de cercle centré en
(1,0) jusqu’a rencontrer W en un troisiéme point de commutation, etc (voir
figure 3.9).

On est maintenant en mesure de répondre & la deuxiéme question, du moins
graphiquement. Le but est de relier 0 et Xy par une trajectoire optimale. La
théorie prévoit qu’on peut effectivement le faire. Une trajectoire partant de 0
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FiG. 3.9 -

est, comme on vient de le voir ci-dessus, déterminée par deux choix :

1. partant de 0, on peut suivre un morceau de I'; ou de I'_.

2. il faut choisir le premier point de commutation.

Si maintenant on se donne un point Xy = (xo, yo) du plan de phase, on peut
déterminer graphiquement ces deux choix, et obtenir un tracé de la trajectoire
optimale (voir figure 3.10). Dans la pratique il suffit d’inverser le temps, i. e. de
partir du point final et d’atteindre le point initial.

Fi1c. 3.10 — Synthése optimale

Remarque 3.3.1. L’implémentation numérique de cet exemple est trés facile &
faire. Nous la ferons plutot dans le cas non linéaire ou elle est plus intéressante.
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3.3.2 Autres exemples

Exemple 3.3.1. [49] Considérons le systéme de controle
t=y+u, y=-y+u Jul <L

Le but est de joindre en temps minimal la droite x = 0, puis de rester sur cette
droite.

Remarquons tout d’abord que si une trajectoire reste dans z = 0, cela im-
plique y(t) = —u(t), et donc |y| < 1. Réciproquement de tout point (0,y) avec
ly| < 1 part une trajectoire restant dans le lieu z = 0, |y| < 1; il suffit de choisir
u(t) = —ye~2t. Par conséquent la cible est

My = {(0,y) | |yl < 1}.

C’est un compact convexe.
Le systéme est du type X = AX + Bu avec

() ()

On vérifie facilement la condition de Kalman, et d’autre part les valeurs propres
de A sont 0 et —1. D’aprés le théoréme 2.2.4 le systéme est donc contrélable &
0, et donc la cible M; est atteignable de tout point.

Comme dans le cas précédent, raisonnons en temps inverse en calculant les
trajectoires optimales joignant M7 & tout point final. Le systéme extrémal s’écrit
alors

xz—y—u, y:y_ua pw:O7 py:pw_py7
ot u(t) = signe(p,(t) + py(t)). On intégre aisément p,(t) = cste = p, et py(t) =
P + (py(0) — py)e~t. En particulier p, + p, est strictement monotone et donc
le controle u admet au plus une commutation.

Par ailleurs la condition de transversalité (voir remarque 3.2.5) impose que
si 2(0) =0, |y(0)| < 1 alors p,(0) = £1 et p,(0) = 0. Mais alors p,(t) + p,(t) =
+(2 — e7"), et u ne commute pas sur R". Par exemple si p, = —1 on obtient
u(t) = —1 pour tout ¢t > 0, ce qui donne les courbes en pointillé sur la figure
3.11. La courbe limite est obtenue pour u = —1, partant du point z =0, y = 1,
et s’écrit

.= {(—2¢" +2t+2,2¢" —1) | t >0}

Calculons maintenant les extrémales partant du point (0,1). La condition
de transversalité s’écrit alors p,(0) = cosa, py(0) = —sina, avec 0 < a < 7.
Par conséquent

u(t) = signe(2 cos a — (sina + cos a)e "),
et ’on a une commutation si et seulement s’il existe ¢t > 0 tel que

— 2cos «
e =—.
sin & + CoS &
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-850 <a< 7 alors Slf;% > 1 donc I’équation ci-dessus n’a pas de

solution, et donc u(t) = +1 sur R™.

- Si 7 < a < F,’équation a une solution #(a) > 0, et 'on voit facilement
que t(o) est strictement croissante de [, 5] dans [0, +-00[. Le controle vaut
alors —1 sur [0,¢(«)[ et 41 ensuite.

- 8i § < a < w, Péquation n’a pas de solution dans R*, et on trouve
u(t) = —1 sur RT.

Ainsi dans le deuxiéme cas, I’extrémale partant du point (0, 1) suit pendant un
moment la courbe I'_, puis commute sur v = +1.

Enfin, on définit T}, symétrique de I'_ par rapport & lorigine (voir figure
3.11). Finalement, le lieu de commutation est I'_ UT';, et l'on peut exprimer
en fonction de z,y la loi de commande optimale u(z,y) = —1 (resp. +1) si
(x,y) est au-dessus de W ou sur I'_ (resp. en dessous de W ou sur I'}), o
W=T_UMUT..

u=-+1

Fi1G. 3.11 — Synthése optimale

Exemple 3.3.2. Considérons le systéme dans R?
&1 = To, T9 =29 +u, |ul <1

On se pose le probléme de relier en temps minimal le point origine (0,0) & tout
point (a,0), ot a € IR. Sans perte de généralité on peut supposer que a > 0.

On peut facilement vérifier que le systéme est controlable. Par ailleurs le
systéme adjoint s’écrit

p1 =0, P2 = —p1 — 2po,

et le controle extrémal est u = signe(p2). On a facilement p; = cste, puis
p2(t) = —3p1 + Ae 2", En particulier p(t) est strictement monotone donc le
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controdle a au plus une commutation. En posant u = ¢ = £1 on intégre aisément

€ 1 € t—to
w1(t) = =5 (t —to) + 5 (w2(to) + 5)(6% ) — 1) + z1(to),
22(t) = =5 + (zalto) + 5)e 1.

On peut alors représenter le flot extrémal (voir figure 3.12). Notons le change-
ment de monotonie en zp = +1.

T2

DO

T

[N

F1G. 3.12 — Extrémales de 'exemple 3.3.2

On note I' la courbe, en gras sur la figure, réunion des deux extrémales
passant par Dorigine et associées respectivement aux contrbles u = +1 et u =
—1. 11 est clair que T" est la courbe de commutation, et que v = +1 si on est
au-dessus de I', ou sur I' avec x5 > 0, et u = —1 si on est en dessous de I" ou sur
I' avec o < 0. Il est alors clair que, pour aller en temps minimal de ’origine 4 un
point (a,0) ot a > 0, il faut d’abord prendre u = +1, 7. e. suivre un morceau de
la courbe T', puis commuter (avant d’arriver & zo = %) et suivre un arc associé
4 u = —1. Par exemple si a > 0 est trés grand, le point de commutation doit

étre trés proche de la droite x5 = %
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Chapitre 4

Théorie linéaire-quadratique

Dans ce chapitre on s’intéresse aux systémes de controle linéaires avec un
cott quadratique. Ces systémes sont d’une grande importance dans la pratique,
comme on le verra en section 4.4. En effet un colit quadratique est souvent
trés naturel dans un probléme, par exemple lorsqu’on veut minimiser 1’écart
au carré par rapport & une trajectoire nominale (probléme de poursuite). Par
ailleurs méme si les systémes de controle sont en général non linéaires, on est
trés souvent amené a linéariser le systéme le long d’une trajectoire, par exemple
dans des problémes de stabilisation.

Nous allons donc considérer un systéme de controle linéaire dans R™

@(t) = At)z(t) + B(t)u(t), 2(0) = o, (4.1)

muni d’un cotit quadratique du type

Cu) = 2(T)" Qx(T) + /0 (m(t)TW(t)x(t)+u(t)TU(t)u(t)> dt,  (4.2)

ou T > 0 est fixé, et o, pour tout ¢t € [0,T], U(t) € M,,(R) est symétrique
définie positive, W (t) € M,,(R) est symétrique positive, et Q € M,,(IR) est une
matrice symétrique positive. On suppose que les dépendances en t de A, B, W
et U sont L sur [0,T]. Par ailleurs le cott étant quadratique, ’espace naturel
des controles est L2([0,T], R™).

Le probléme de contréle optimal est alors le suivant, que nous appellerons
probléme LQ (linéaire-quadratique).

Probléme LQ : Un point initial zy € R™ étant fixé, I'objectif est de détermi-
ner les trajectoires partant de o qui minimisent le cotit C(u).

Notons que I’on n’impose aucune contrainte sur le point final z(7'). Pour toute
la suite, on pose

lz(®)I[fy = =)W ()2 (@), lu@)llf = u®) UEu(t), et g(x) = 2" Q,

53
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de sorte que

T
Clu) = g(x(T)) +/0 (= @)1y + llu®)ll?) dt.

Les matrices @, W, U sont des matrices de pondération.

Remarque 4.0.2. Par hypothése les matrices @ et W(t) sont symétriques posi-
tives, mais pas nécessairement définies. Par exemple si Q = 0 et W = 0 alors le
colit est toujours minimal pour le controle v = 0.

Remarque 4.0.3. Comme dans le chapitre précédent, on suppose pour alléger
les notations que le temps initial est égal a 0. Cependant tous les résultats qui
suivent sont toujours valables si on considére le probléme LQ sur un intervalle
[to, T], avec des controles dans ’espace L*([to, T],IR"™).

Remarque 4.0.4. Les résultats des sections 4.1 et 4.2 seront en fait valables pour
des systémes linéaires perturbés # = Az + Bu+r, et avec une fonction g de R"
dans IR continue ou C'. Nous préciserons pour chaque résultat les extensions
possibles.

De méme nous envisagerons le cas ou 1" = 4oc0.

4.1 Existence de trajectoires optimales

Introduisons '’hypothése suivante sur U.

T T
Ja >0 | Vu € L2([0,T),R™) /0 lu(®) |3 dt > a/o u@®)Tult)dt.  (4.3)

Par exemple cette hypothése est vérifiée si I'application ¢ — U(t) est continue
sur [0,7] et T < +00, ou encore s’il existe une constante ¢ > 0 telle que pour
tout ¢ € [0, 7] et pour tout vecteur v € R™ on ait vTU(t)v > cvTw.

On a le théoréme d’existence suivant.

Théoréme 4.1.1. Sous l’hypothése (4.3), il existe une unique trajectoire mini-
misante pour le probléme LQ).

Démonstration. Montrons tout d’abord l'existence d’une telle trajectoire. Consi-
dérons une suite minimisante (u,),en de controles sur [0,7], i. e. la suite
C(uy) converge vers la borne inférieure des coits. En particulier cette suite
est bornée. Par hypothése, il existe une constante a > 0 telle que pour tout
u € L*([0,T],R™) on ait C(u) > a|jul/z2- On en déduit que la suite (u,)neN
est bornée dans L2([0,T],IR™). Par conséquent & sous-suite prés elle converge
faiblement vers un controle v de L?. Notons z, (resp. x) la trajectoire asso-
ciée au controle u,, (resp. u) sur [0,7]. D’aprés la formule de variation de la
constante, on a, pour tout ¢ € [0, 77,

Tn(t) = M(t)xo + M(t)/0 M(s) ' B(8)un(s)ds (4.4)
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(et la formule analogue pour z(¢)). On montre alors aisément que, & sous-suite
prés, la suite (x,,) converge simplement vers Papplication « sur [0, 7] (en fait on
peut méme montrer que la convergence est uniforme).

Passant maintenant a la limite dans (4.4), on obtient, pour tout ¢ € [0, 7],

2(t) = M(t)zo + M(t) /O M(s)" B(s)u(s)ds,

et donc x est une solution du systéme associée au controle u. Montrons qu’elle
est minimisante. Pour cela on utilise le fait que puisque u,, — u dans L?, on a
I'inégalité

T T
/ ||u(t)||?]dt<nminf/ un (8)| 2,
0 0

et donc C(u) < liminf C'(uy,). Mais comme (u,,) est une suite minimisante, C(u)
est égal & la borne inférieure des cofits, 4. e. le controle u est minimisant, ce qui
montre ’existence d’une trajectoire optimale.

Pour 'unicité on a besoin du lemme suivant.

Lemme 4.1.2. La fonction C est strictement conveze.

Preuve du lemme. Tout d’abord remarquons que pour tout ¢ € [0, 7], la fonction
f(u) = uTU (t)u définie sur R™ est strictement convexe puisque par hypothése la
matrice U (t) est symétrique définie positive. Ensuite, notons z,(-) la trajectoire
associée & un contréle u. On a pour tout t € [0, 7],

Xy (t) = M(t)xo + M(t)/o M(s)"'B(s)u(s)ds.

Par conséquent, comme dans la preuve du théoréme 2.1.1, ’application qui &
un contrdle u associe z,,(t) est convexe, ceci pour tout ¢t € [0,7]. La matrice
W (t) étant symétrique positive, ceci implique la convexité de l’application qui
A un controle u associe z(t) W (t)w(t). On raisonne de méme pour le terme
2(T)" Qxz(T). Enfin, 'intégration respectant la convexité, on en déduit que le
colit est strictement convexe en wu. O

L’unicité de la trajectoire optimale en résulte trivialement.
|

Remarque 4.1.1 (Extension du théoréme 4.1.1). Si la fonction g apparaissant
dans le colt est une fonction continue quelconque de R™ dans IR, et/ou si
le systéme de controle est perturbé par une fonction r(¢), alors le théoréme
précédent reste vrai.

Remarque 4.1.2 (Cas d’un intervalle infini). Le théoréme est encore valable si
T = 400, avec g = 0, pourvu que le systéme (4.1) soit controlable (en temps
quelconque).

En effet il suffit juste de montrer qu’il existe des trajectoires solutions du
systéme (4.1) sur [0, +o0[ et de coit fini. Or si le systéme est contrdlable, alors
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il existe un controéle u et un temps 7' > 0 tel que la trajectoire associée a u relie
xo & 0 sur [0,T]. On étend alors le controle u par 0 sur |7, +oo[, de sorte que la
trajectoire reste en 0. On a ainsi construit une trajectoire solution du systéme
sur [0, +oo[ et de cott fini. Ceci permet d’affirmer Iexistence d’une suite de
contréles minimisants. Les autres arguments de la preuve sont inchangés. On
obtient donc le résultat suivant.

Proposition 4.1.3. Considérons le probleme de déterminer une trajectoire so-
lution de
&(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(¢)

sur [0, +00[ et minimisant le codit

+oo
C(U)=/0 (=@l + lu(®)IZ) dt.

Si le systéme est controlable en un temps T > 0, et si hypothése (4.3) est
vérifiée sur [0,+o00], alors il existe une unique trajectoire minimisante.

Remarque 4.1.3. — Si l’'on suppose de plus que les applications A(-) et B(-)
sont L2 sur [0, +oc[, et si W (-) vérifie comme U une hypothése de coerci-
vité (4.3), alors la trajectoire minimisante tend vers 0 lorsque ¢ tend vers
I'infini.

En effet on montre facilement en utilisant ’inégalité de Cauchy-Schwarz
que Papplication i(-) est dans L, et par conséquent que xz(t) converge. Sa
limite est alors forcément nulle.

— Dans le cas autonome (A et B sont constantes), si W(-) vérifie comme
U une hypothése de coercivité (4.3), alors la trajectoire minimisante tend
vers 0 lorsque ¢ tend vers 'infini.

En effet il suffit d’écrire l'inégalité

le@)I < Az + 1Blllu@)] < Cste(lz@)II* + [lu(®)]I*),

puis en intégrant on montre de méme que l’application #(-) est dans L.

4.2 Condition nécessaire et suffisante d’optima-
lité : principe du maximum dans le cas LQ

Théoréme 4.2.1. La trajectoire x, associée au contrdle wu, est optimale pour
le probléme LQ si et seulement s’il existe un vecteur adjoint p(t) vérifiant pour
presque tout t € [0, T]

B(t) = =p(D)A(t) + () W (1) (4.5)

et la condition finale -
p(T) = —=(T)" Q. (4.6)
De plus le contréle optimal u s’écrit, pour presque tout t € [0,T],

u(t) = U~ B p()". (47)
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Démonstration. Soit u un controle optimal et x la trajectoire associée sur [0, T'.
Le colt est donc minimal parmi toutes les trajectoires solutions du systéme,
partant de x, le point final étant non fixé. Considérons alors des perturbations
du controle v dans L2([0,T],IR™) du type

Upert (1) = u(t) + du(t),
engendrant les trajectoires
Tpert(t) = x(t) + 0z (t) + o(||dul| =),

avec 0x(0) = 0. La trajectoire z,e,; devant étre solution du systéme &pe =
Azpert + Bupert, on en déduit que

0t = Adx + Bdu,

et par conséquent, pour tout ¢t € [0, 77,
t
dx(t) = M(t)/ M ()" B(s)0u(s)ds. (4.8)
0

Par ailleurs il est bien clair que le cotit C(-) est une fonction lisse sur L?([0, 7], R™)
(elle est méme analytique) au sens de Fréchet. Le controle u étant minimisant

on doit avoir
dC(u) =0.

Or .
C(upert) = g(@pert(T)) +/0 (”xpert(t)H%/V + ||upert(t)||?J)dtv

et comme Q, W(t) et U(t) sont symétriques, on en déduit que

%dC’(u).éu = 2(T)"Qéx(T) + /O T(x(t)TW(t)éx(t) +u(t) U (t)6u(t))dt = 0,

(4.9)
ceci étant valable pour toute perturbation du. Cette équation va nous conduire
a l’expression du controéle optimal w. Mais introduisons tout d’abord le vecteur
adjoint p(t) comme solution du probléme de Cauchy

B(t) = —p(t)A(t) + z(t) " W(t), p(T) = —2(T)" Q.

La formule de variation de la constante nous conduit &
t
p(t) = AM(D)~ + / ()W ()M (s)ds M(t)~!
0
pour tout ¢ € [0,77], oi

A=—2(T)"QM(T) — / 2(s) W (s)M(s)ds.
0
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Revenons alors a 1’équation (4.9). Tout d’abord, en tenant compte de (4.8) puis
en intégrant par parties, il vient

T T t
/ 2() W (1)62(8)dt = / 2(O) W ()M (1) / M(s)~ B(s)ou(s)ds dt
0 0 0
:/ x(s)TW(s)M(s)ds/ M(s)"'B(s)du(s)ds
0 0

T t
- /0 /O ()W ()M (s)ds M ()" B(t)5u(t) dt.
Or .
p(0) =AM = [ (o) WM (s M (1)

et d’aprés 'expression de A on arrive a

T T T
/ 2(t) "W (t)dz(t)dt = —2(T) QM (T) / M ()~ B(t)6u(t)dt— / p(t)B(t)du(t)dt.
0 0 0

Injectons cette égalité dans (4.9), en tenant compte du fait que
T
2(T)TQ52(T) = 2(T)TQM(T) / M6~ B(t)su(t)dt.
0

On trouve alors que

1 T T
5dC(u).éu = / (u(t) U(t) — p(t)B(t))du(t) dt =0,
0

ceci pour toute application éu € L2([0,T],IR™). Ceci implique donc 1’égalité
pour presque tout ¢ € [0, 7]

u(t) U(t) = p(t)B(t) = 0,

ce qui est la conclusion souhaitée. Réciproquement s’il existe un vecteur adjoint
p(t) vérifiant (4.5) et (4.6) et si le controle u est donné par (4.7), alors il est
bien clair d’aprés le raisonnement précédent que

dC(u) =0.

Or C étant strictement convexe ceci implique que u est un minimum global de
C. O

Remarque 4.2.1. Si le systéme de controle est perturbé par une fonction r(t),
alors le théoréme précédent reste vrai. Il le reste, de méme, si la fonction g
apparaissant dans le cotit est une fonction C! quelconque de R" dans R, sauf
que la condition finale sur le vecteur adjoint (4.6) devient

p(T) = =5 Vg(a(T)), (4.10)

comme on le voit facilement dans la démonstration. Cette condition s’appelle
condition de transversalité.
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Remarque 4.2.2. Dans le cas d’un intervalle infini (T" = +00) la condition devient

lim p(t) =0. (4.11)

t——4o0
Remarque 4.2.3. Définissons la fonction H : R" x R™ x R™ — IR par
= — 1 T T
H(z,p,u) = p(Az + Bu) = o (z' Wa +u'Uu),

en utilisant toujours la convention que p est un vecteur ligne de R". Alors les
équations données par le principe du maximum LQ s’écrivent

OH

OH
b=—7-=-pA+a"W,
ox
et O
o 0

puisque pB — v U = 0. Ceci annonce le principe du maximum général. Mais en
fait ici dans le cas LQ on peut dire mieux : d’une part le principe du maximum
LQ est une condition nécessaire et suffisante de minimalité (alors que dans le
cas général c’est une condition nécessaire seulement), d’autre part il est possible
d’exprimer le controle sous forme de boucle fermée, grace a la théorie de Riccati
(voir section suivante).

Exemple 4.2.1. Considérons, avec n = m = 1, le systéme de contrdle & = u,
2(0) = o, et le colt

Clu) = /0 (@(t)? + u(t)?)dt.

Si la trajectoire x associée au controle u est optimale alors d’aprés le théoréme
précédent on doit avoir

avec u = p. On en déduit que & = x, et donc
x(t) = zoch t + p(0)sh ¢, p(t) = zosh t + p(0)ch .

Or p(T') = 0, d’ou finalement

sh T
= ht — .
x(t) = zo (c t @ Tsh t)

Exemple 4.2.2. Considérons le probléme du véhicule se déplacant en ligne
droite, modélisé par le systéme de controle

¥ =wu, z(0) =%(0) =0.
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On souhaite, pendant un temps 7 fixé, maximiser la distance parcourue tout en
minimisant ’énergie fournie. On choisit donc le critére

T
C(u) = —x(T) +/ u(t)?dt.
0
En appliquant le théoréme 4.2.1 on obtient les équations

j“:y? y:u7 pwzoa py:_px,

et la condition (4.10) donne

1
px(T) = 57 py(T) =0.
En intégrant on trouve le controle
T—t
)= ——
u(t) = —
et la distance parcourue
1 .
T)=-T%
#(T) =

Remarque 4.2.4. Dans ’exemple précédent on aurait pu mettre des poids dif-
férents dans le colt, suivant qu’on accorde plus d’importance & maximiser la
distance parcourue ou minimiser I’énergie. On peut aussi choisir le cott

qui conduit & u(t) = 2(T)(T —t) et &(T) = 5.

Remarque 4.2.5. L’approche développée dans la démonstration du théoréme
4.2.1 est variationnelle. On trouvera une autre approche dans [49], qui permet
notamment une extension au cas ol on impose que le point final appartienne 3
une cible. Nous avons ici préféré ’approche du calcul des variations classique,
car elle permet une preuve plus rapide et élégante. L’autre approche est en fait
plus générale et sera privilégiée dans le cas général (non linéaire) ou elle conduit
au principe du maximum de Pontryagin général.

4.3 Fonction valeur et équation de Riccati

4.3.1 Définition de la fonction valeur

Soit T > 0 fixé, et soit x € R". Considérons le probléme LQ de trouver une
trajectoire solution de

#(t) = A)a(t) + B(t)u(t), =(0) = z, (4.12)

minimisant le cott quadratique

T
Cr(u) = 2(T)" Qu(T) +/0 (=@ 1y + llu®)ll?) dt. (4.13)
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Définition 4.3.1. La fonction valeur St au point z est la borne inférieure des
coiits pour le probléme LQ. Autrement dit

St(x) = inf{Cr(u) | ,(0) = x}.

Remarque 4.3.1. Sous 'hypothése (4.3) on a existence d’une unique trajectoire
optimale d’apreés le théoréme 4.1.1, et dans ce cas cette borne inférieure est un
minimum.

4.3.2 Equation de Riccati

Théoréme 4.3.1. Sous Uhypothése (4.3), pour tout x € IR™ il existe une unique
trajectoire optimale x associée au contréle u pour le probleme (4.12), (4.13). Le
controle optimal se met sous forme de boucle fermée

u(t) =U@) ' B)TE@®)x(t), (4.14)

ot E(t) € M, (IR) est solution sur [0,T] de l’équation matricielle de Riccati

E(t) = W(t) —A(t)TE(t) —E(t)A(t) —E(t)B(t)U(t)_1B(t)TE(t)7 E(T) =-Q.
(4.15)

De plus, pour tout t € [0,T], la matrice E(t) est symétrique, et
Sr(z) = —2TE(0)x. (4.16)

Remarque 4.3.2. En particulier le théoréme affirme que le contréle optimal u se
met sous forme de boucle fermée

ot K(t) = U(t)"'B(t)" E(t). Cette forme se préte bien aux problémes de stabi-
lisation, comme nous le verrons plus loin.

Démonstration. D’aprés le théoréme 4.1.1, il existe une unique trajectoire opti-
male qui, d’aprés le théoréme 4.2.1, est caractérisée par le systéme d’équations

&= Ax+ BU'BTpT,
p=—-pA+z"W,
avec 2(0) = z et p(T) = —(T)" Q. De plus le controle s’écrit
uw=U"1BTpT.
Tl faut donc montrer que I'on peut écrire p(t) = z(t)* E(t), out E(t) est solution
de (4.15). Notons que si p s’écrit ainsi, alors, d’aprés I’équation vérifiée par
le couple (z,p), on trouve facilement que E(t) doit étre solution de ’équation

(4.15). En utilisant I'unicité de la trajectoire optimale, on va maintenant montrer
que p s’écrit effectivement ainsi. Soit F(t) solution de I’équation

E=W - ATE-FEA—-EBU'BTE, E(T)=-Q.
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Tout d’abord FE(t) est symétrique car le second membre de ’équation différen-
tielle est, et la matrice () est symétrique. A priori on ne sait pas cependant
que la solution est bien définie sur [0, 7] tout entier. On montrera cela plus loin
(lemme 4.3.2).

Posons maintenant pi (t) = z1(t)" E(t), ot 21 est solution de
&1 = Az + Buq,
et uy = U 'BTEz;. On a alors
pr=itE+2,TE
— (A, + BU'B Exy) E+0,"(W — ATE — EA— EBU~'B"E)
= -—pA+a "W

Autrement dit le triplet (21, p1,u;) vérifie exactement les équations du théoréme
4.2.1. Par conséquent la trajectoire x; est optimale, et par unicité il vient z; = x,
w1 = u, puis p1 = p. En particulier on a donc p = zTE, et u = U 'BTEz.
Déduisons-en la formule (4.16). Pour cela calculons d’abord, le long de la tra-
jectoire x(t),

%x(t)TE(t)x@) = —p(t)(t) = pt)a(t) +p(t)i(?)
= (=p(A®) + (&) "W ()2 (t) + p(t) (A(t)a(t) + B(t)u(t))
= z(t) "W (®)x(t) + p(t) B(t)u(t).

Par ailleurs de 'expression de u on déduit
W Uu = (U'BEz) UU'B Ex = «"EBU~'B" Ex = pBu.

Finalement on a 1’égalité

d

%x(t)TE(t)x(t) =2(t)"W(®)z(t) + ut)"Ut)u(t),

et par conséquent
T Td T
St(x) =z(T) Qx(T) +/0 Ex(t) E(t)x(t) dt.

Or puisque E(T) = —Q et x(0) = =, il vient St (z) = —2TE(0)x.
Lemme 4.3.2. L’application t — E(t) est bien définie sur [0,T] tout entier.

Preuve du lemme. Silapplication E(t) n’est pas définie sur [0, T entier, alors il
existe 0 < t, < T tel que ||E(t)|| tend vers o0 lorsque ¢ tend vers ¢, par valeurs
supérieures. En particulier pour tout o > 0 il existe tg €]t., T] et zo € R", avec
lzol| = 1, tels que

|£C0TE(t())£C0| 2 Q. (417)
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D’aprés le théoréme 4.1.1, il existe une unique trajectoire optimale x(-) pour
le probléme LQ sur [to,T], telle que z(tg) = zo (voir remarque 4.0.3). Cette
trajectoire est caractérisée par le systéme d’équations

&= Az +BU'BTp", z(ty) = xo,
p=—pA+a"W, p(T) = —a(T)"Q.

1l résulte du théoréme de dépendance continue des solutions d’une équation dif-
férentielle par rapport & la condition initiale que les extrémités x(7T") au temps
T des trajectoires issues au temps tg de xg, sont uniformément bornées lorsque
0 <tg<T et ||xo| =1, et donc les solutions correspondantes xz(t), p(t) du sys-
téme différentiel précédent sont uniformément bornées sur [0, T']. En particulier
la quantité p(to)z(to) doit étre bornée indépendamment de ;. Or on sait que
p(t) = x(t) " B(t), donc

p(to)z(to) = zo" E(to)xo,
et on obtient une contradiction avec (4.17). O
Ceci achéve la preuve du théoréme. O

Remarque 4.3.3. 1 est clair d’aprés 'expression (4.16) du cott minimal que la
matrice E(0) est symétrique négative. On peut améliorer ce résultat si la matrice
Q est de plus définie (voir lemme suivant).

Lemme 4.3.3. Sila matrice Q est symétrique définie positive, ou bien si pour
tout t € [0,T] la matrice W (t) est symétrique définie positive, alors la matrice
E(0) est symétrique définie négative.

Preuve du lemme 4.3.3. Soit x tel que xoT E(0)zg = 0, et montrons que 2o = 0.
Pour cela on considére le probléme LQ

& = Az + Bu, z(0) = z,
T
min ()" Qx(T) + / (I3 + [u(t)|3) dt,

pour lequel, d’aprés le théoréme 4.3.1, le cotit minimal vaut —zoT E(0)zg = 0.
Par conséquent, puisque pour tout ¢ la matrices U(¢) est définie positive, on a
u(t) = O sur [0, T]. Si par ailleurs Q est définie positive on a aussi 2(7T') = 0. Donc
la trajectoire x(-) est solution du probléme de Cauchy & = Ax,x(T) = 0, et par
unicité z(-) est identiquement nulle. En particulier (0) = zg = 0, ce qui achéve
la preuve. Dans le deuxiéme cas ou W (t) est définie positive, la conclusion est
immeédiate. |

Exercice 4.3.1. Considérons le probléme LQ pour le systéme & = %:v +u
(n=m=1) et le cout
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Montrer que I’on obtient les résultats suivants :

1—ete T *) 11—ete T 1—e T,
—_———, U = - = —F= X .
et +e2te=T 2et +ete=T 1+e T

Exercice 4.3.2 (Contrainte finale imposée). Montrer que le probléme LQ avec
le cotit modifié

T
Ctw) = [ (Il + lu(@l) dt + tim_nla(D)]?

E(t) = a(t), Sr(z)

conduit & une trajectoire minimisante telle que z(7") = 0. Montrer que F(t) =
E(t)~! existe et est solution sur I'intervalle [0, 7] entier d’une équation de Ric-
cati, avec F(T) = 0.

Variante du probléme précédent. Soit 7' > 0 fixé. Pour tout ¢ € [0,7] et
tout z € R"™, considérons le probléme LQ de trouver une trajectoire solution de

& = Az + Bu, z(t) =z, (4.18)

minimisant le cott quadratique

T
Cr(t,u) = g(a(T)) + / (2 + [u(®)]3) dt. (4.19)

Définition 4.3.2. La fonction valeur S au point (¢,x) est la borne inférieure
des cotits pour ce probléme LQ. Autrement dit

St(t,z) = inf{Cr(t,u) | z,(t) = z}.

Théoréme 4.3.4. Sous l’hypothése (4.8), pour tout x € R" et tout t € [0,T] il
eziste une unique trajectoire optimale x associée au contrdle u pour le probléme
(4.18), (4.19). Le contréle optimal se met sous forme de boucle fermée

u(s) = U(s) " B(s) E(s)x(s), (4.20)

pour tout s € [t,T], et ot E(s) € My(IR) est solution sur [t,T] de ’équation
matricielle de Riccati

E=W - A"E-FEA—-EBU'BYE, E(T) = -Q. (4.21)

De plus pour tout s € [t,T] la matrice E(s) est symétrique, et pour tout t € [0,T)
on a
Sr(t,z) = —aTE(t)x. (4.22)

Démonstration. La différence par rapport au cas précédent est que ’on para-
meétrise le temps initial. Le seul changement est donc la formule (4.22). Comme
dans la démonstration précédente, on a

Sr(t,x) = 2(T) " Qx(T) —l—/t %x(s)TE(s)x(s) ds.

Or puisque E(T) = —Q et z(t) = =, il vient Sr(t,z) = —zT E(t)z. O



4.3. FONCTION VALEUR ET EQUATION DE RICCATI 65

Remarque 4.3.4. L’équation de Riccati étant fondamentale, notamment dans les
problémes de régulateur (voir section suivante), la question de son implémen-
tation numérique se pose naturellement. On peut procéder de maniére directe :
il s’agit alors, en tenant compte du fait que F(t) est symétrique, d’intégrer un
systéme différentiel non linéaire de n(n + 1)/2 équations. Dans le paragraphe
suivant on donne une alternative & cette méthode. Ci-dessous, nous traitons en
Matlab un exemple implémentant directement 1’équation de Riccati.

Exemple 4.3.1. Considérons le probléme LQ pour le systéme dans R3
j":y7 y:Za 23:”7
et le cott

Cor(u) = /O (@(1)? + y(t)® + 2(1)* + u(t)?)dt.

Notons que pour implémenter ’équation de Riccati (4.21), une condition finale
étant donnée, on inverse le temps de facon & se ramener & une condition initiale.
Pour rétablir le bon sens du temps, on utilise la fonction flipud, cf programme
ci-dessous.

function riccatil

% Systeme dx/dt=y, dy/dt=z, dz/dt=u
% min int_0"T (x~2+y~2+z~2+u~2)

clc ; clear all ;
range = [0 : 0.01 : 10 ];

global tricca ricca ;

minit=[0 ; 0 ; 0 ;0 ;0 ;01 ;

[tricca,riccal = odel13(@matriccati,range,minit);
ricca=flipud(ricca); % on remet le temps dans le bon sens

xinit=[1; 2 ; 3] ;
[t,X] odel113(@systriccati,range,xinit);

plot(t,X(:,1))

function dXdt = systriccati(t,X)
global tricca ricca ;

x=X(1) ; y=X(2) ; z=X(3) ;
[bla,k]=min(abs(tricca-t));

e=ricca(k,5) ; f=ricca(k,6) ; c=ricca(k,3) ;
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u=e*xx+f*xy+cxz ; ¥ controle feedback u=U~{-1}B’EX

dXdt= [ y
V4
ul ;

function dXdt = matriccati(t,X)

% Eq de Riccati dE/dt=W-A’E-EA-EBU"{-1}B’E, E(T)=-Q, en temps inverse
a=X(1) ; b=X(2) ; c=X(3) ; d=X(4) ; e=X(5) ; £=X(6) ;

dXdt= - [ 1-e~2
-2xd-f~2+1
-2*%f-c~2+1
-a-exf
-d-e*c
-e-b-fxc ] ;

4.3.3 Représentation linéaire de I’équation de Riccati

On a la propriété suivante.

Proposition 4.3.5. Placons-nous dans le cadre du théoréme 4.3.1. Soit

_ [(Ri(t) Ra(t)
R(t)_(RP,(t) Ri(t))

la résolvante du systéme linéaire
i = Az + BU'BTpT,
pt=—ATp" + Wa,
telle que R(T) = Id. Alors pour tout t € [0,T] on a
E(t) = (Rs(t) — Ra(t)Q) (Ra(t) — Ra(t)Q) ™" .
Démonstration. Par définition de la résolvante on a
2(t) = Ra(8)a(T) + Ro(t)p(T) ",
p(0)" = Ra(t)a(T) + Ra(t)p(T) "
Or on sait que p(T)" = —Qx(T), donc
#(t) = (R () — Re()Q)a(T) et p(t)" = (Rs(t) — Ra(t)Q)a(T).

On conclut en remarquant que p(t)" = E(t)z(t). Notons que la matrice Ry (t) —
R»(t)Q est inversible sur [0, 7] car le probléme LQ est bien posé, comme nous
I’avons vu précédemment. O
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Par conséquent pour résoudre ’équation de Riccati (4.15), il suffit d’intégrer
un systéme linéaire (il faut calculer une résolvante), ce qui est trés facile a
programmer. Cette méthode (due & Kalman-Englar) est notamment préférable
a la méthode directe dans le cas stationnaire (voir [44]).

4.4 Applications de la théorie LQ

4.4.1 Problémes de régulation

Le probléme du régulateur d’état (ou “probléme d’asservissement”,
ou “probléme de poursuite”, en anglais “tracking problem”)

Considérons le systéme de controle linéaire perturbé
z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t), =(0) = zo, (4.23)

et soit £(t) une certaine trajectoire de R" sur [0, 7], partant d’un point &y (et
qui n’est pas forcément solution du systéme (4.23)). Le but est de déterminer un
controle tel que la trajectoire associée, solution de (4.23), suive le mieux possible
la trajectoire de référence £(¢) (voir figure 4.1).

£(T)

€o

Fic. 4.1 — Probléme du régulateur

On introduit alors I’erreur sur [0, 7]

2(t) = a(t) — £(1),
qui est solution du systéme de controle

5(8) = AW@)2(8) + Bu(t) +r1(t), 2(0) = 20, (4.24)
ol zg = xg — & et r1(t) = A(H)E(E) — () + r(¢). T est alors raisonnable de
vouloir minimiser le cofit

Clu) = 2(T) " Q=(T) +/0 (=1 + lu®F) dt,
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ou Q, W, U sont des matrices de pondération. Pour absorber la perturbation rq,
on augmente le systéme d’une dimension, en posant

Z1=(i),1‘11=<61 761),31:(?)7@1:(%) 8),W1=<V(I)/ 8>,

de sorte que 'on se raméne & minimiser le colt

T
T
C(u) =21(T) Q1za(T) + /0 (= @y, + llu@®F) dt,
pour le systéme de controle
21 = A121 + Blu,

partant du point z(0).
La théorie LQ faite précédemment prévoit alors que le contrdle optimal
existe, est unique, et s’écrit

u(t) = U6) " Bu()" Ba(t)z1 (1),
ol F(t) est solution de I’équation de Riccati
E,=W,-A"TE, —EA —E\BiU'B,"Ey, E\(T) = Q.
Posons

BE(t)  h(t)
()= (h(t)T a(t)) '

En remplacant dans ’équation précédente, on établit facilement les équations
différentielles de F, h, « :

E =W -ATE—-EA—-EBU'BYE, E(T)=-Q,
h =—-ATh— Er, — EBU 'BTh, hT) =0, (4.25)
& =-2mTh—-hT"BU'BTh, a(T)=0.

Résumons tout ceci dans la proposition suivante.

Proposition 4.4.1. Soit £ une trajectoire de R" sur [0,T]. Considérons le
probléme de poursuite pour le systéeme de contréle

z(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t), x(0) = o,
ou l'on veut minimiser le coit
T
C(u) = (x(T) = &(T)) " Q(x(T) — &(T)) +/0 (=) = @)y + lu@®)F) dt.
Alors il existe un unique controle optimal, qui s’écrit

u(t) = U(8) " B(t) E@)(x(t) = £(1) + U 1) B(t) "h(1),
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o E(t) € M, (R) et h(t) € R" sont solutions sur [0,T] de

E =W -A"E—-EA-EBU'B"E, E(T) = —Q,
h =—ATh — BE(A¢ =€+ 7) — EBU'BTh, WT)=0,

et de plus E(t) est symétrique. Par ailleurs le codit minimal est alors égal
— ((0) = £(0)) " E(0)((0) — £(0)) — 2h(0) " ((0) — £(0))
T
- /0 (2(4()¢(t) = £t) + (1) () + O BOU®) " BEO) b)) de.

Remarque 4.4.1. Notons que le controle optimal s’écrit bien sous forme de boucle
fermée

u(t) = K(t)(x(t) - £(t) + H(D).

Remarque 4.4.2. Si € = AS + r, i. e. la trajectoire de référence est solution
du systéme sans controle, alors dans les notations précédentes on a r; = 0, et
d’aprés les équations (4.25) on en déduit que h(t) et a(t) sont identiquement
nuls. On retrouve alors le cadre L.Q de la section précédente. En fait,

— si £ =0 et r =0, le probléme est un probléme LQ standard;

— si r =0, il s’agit d’un probléme de poursuite de la trajectoire ¢ ;

— si & =0, c’est un probléme de régulation avec la perturbation r.

Exercice 4.4.1. Résoudre le probléme de poursuite sur [0, 5] pour le systéme
& =2+ u,2(0) = 0, la fonction £(t) = ¢, et des poids tous égaux a 1.

Exercice 4.4.2. Considérons Ioscillateur harmonique
&+ x=u, £(0)=0,4(0) = 1.

On désire asservir le mouvement de cet oscillateur & la courbe (cost,sint) sur
[0, 27], 4. e. décaler la phase de 7/2. Ecrire les équations permettant de résoudre
le probléme, puis réaliser I'implémentation numérique.

Variante : le probléme de poursuite d’une sortie (ou “output tra-
cking”)
On ajoute au probléme précédent une variable de sortie :
o(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) +r(t), z(0) = o,
y(t) = Ct)x(t),

et étant donné un signal de référence £(t) on cherche un controle tel que, le long
de la trajectoire associée, I’observable z(-) soit proche de £(-). Notons qu’on
retrouve le cas précédent si y(t) = z(t).

Posant z(t) = y(t) — £(t), on cherche & minimiser le cott

Clu) = 2(T) " Q=(T) +/0 (=% + @) dt.
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Posons alors

e _(cmrte(m) —C(T)TQE(T) _(Cc'wC  —CTw¢
e <1> 0= <—€T(T)QC(T) €T (T)QE(T) ) A <£TWC §TWe ) ’

et Ay, B; comme précédemment (avec r; = r). Alors on cherche un controle u,
associé a la trajectoire x; solution de &1 = Aix1 + Bju, minimisant le cout

T
Cu) = 21(T)" Qua (T) +/O (IO, + llu®)?) dt.

En raisonnant comme précédemment, on arrive au résultat suivant.

Proposition 4.4.2. Soit & une trajectoire de R? sur [0,T]. Considérons le
probléme de poursuite de la sortie r pour le systéme de contrdle avec sortie

x(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t), x(0) = =0,
y(t) = C(t)z(b),

ot l'on veut minimiser le codt
T

Clu) = (y(T) = &(T) " Qy(T) — &(T)) + /O (ly(t) = DIy + lu®lF) dt.
Alors il existe un unique contrédle optimal, qui s’écrit
u(t) = U#) "' B(t) Bz (t) + U(t)""B(t) "h(),

ot E(t) € M, (IR) et h(t) € IRP sont solutions sur [0,T] de

E =C"WC - ATE - EA—- EBU'BTE, E(T)=-C(T)" QC(T),

h =—-CTW¢— ATh — Er — EBU'BTh, h(T) = —C(T)"Q¢(T),
et de plus E(t) est symétrique. Par ailleurs le codt minimal est alors égal a

—2(0)" E(0)z(0) — 2h(0) " z(0) — «(0),
ot «(t) est solution de
a=E"We—2r"h — KTBU'BTh, o(T) = &(T)" Q&(T).

Remarque 4.4.3. On trouvera dans [61] d’autres variantes de ce probléme, no-
tamment le méme probléme que ci-dessus, sauf que le coit s’écrit

T
Clu) =x(T)TQx(T)+/O (ly(®) = €D + lu®lE) dt.

Le seul changement est dans la matrice augmentée ()1, et donc dans les condi-
tions aux limites de E et h, qui deviennent dans ce cas E(T) = —Q et h(T) = 0.

On trouvera aussi dans [49, ex. 9, p. 203] une autre variante du probléme
LQ, ou la fonction g apparaissant dans le coit est linéaire en x. Nous laissons
Iécriture de toutes ces variantes au lecteur, la méthode étant de toute fagon la
méme que précédemment.
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Exercice 4.4.3. On considére le systéme proies-prédateurs controlé

t=x+y+u, z(0)=1
j=r—y+uz y0) =1

Trouver ’expression des controles permettant d’asservir la variable x(¢) a la
valeur 1 sur l'intervalle [0, 10].

4.4.2 Filtre de Kalman déterministe

Ce probléme célébre est le suivant. Connaissant un signal de référence &(¢)
sur [0,T], on cherche une trajectoire solution sur [0, 7] de

#(t) = A)a(t) + B(t)u(t),

minimisant le coft

C(u) = 2(0)" Qz(0) +/0 (IC®=(t) — @)y + lu®)ll?) dt.

Il s’agit d’une variante des problémes de poursuite précédents, sauf que 1’on
n’impose aucune condition sur z(0) et 2(T), et de plus le cotit pénalise le point
initial x(0). En revanche dans ce probléme on suppose que la matrice () est
symétrique définie positive.

Pour se ramener aux cas précédents, il convient donc tout d’abord d’inverser
le temps, de facon & ce que le cotit pénalise, comme avant, le point final. On
pose donc, pour tout t € [0, 7],

i(t) = x(T —t), a(t) =u(T —t), A(t) = —A(T —t), B(t) = —B(T —t),

Et)=E&(T —t), W(t)=W(T —t), U(t) =U(T —t), C(t) = C(T 1),

de sorte que ’on se raméne au probléme de déterminer une trajectoire solution
de & = AZ + B, minimisant le cott

C(a) = #(1)"Qi(T) + / (IC®a@ — D)% + a3 ) d.

Notons que, par construction, on a C(i1) = C/(u).
Fixons une donnée initiale Z(0), et appliquons, pour cette donnée initiale, le
méme raisonnement que dans les cas précédents. On obtient alors

a(t)=U"'BTEz + U 'B"h,
ou o o S )
= C"WC - A"E—-EA-EBU'BTE, E(T)=-Q,
~C™Wé — ATh — EBU'BTh, h(T) =0,
ETWE - hTBU'BTh, a(T)=0

O - e
\
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et le colit minimal pour cette donnée initiale fixée #(0) vaut
—#(0)T E(0)Z(0) — 22(0) "h(0) — &(0).
Tl faut maintenant trouver Z(0) tel que ce coit soit minimal. Posons donc
f(z) = =T E(0)z — 22Th(0) — a(0).

Il faut donc déterminer un minimum de f. Notons tout d’abord que, la matrice
(@ étant par hypothése définie positive, la matrice E(O) est d’aprés le lemme
4.3.3 symétrique définie négative. En particulier la fonction f est strictement
convexe et de ce fait admet un unique minimum. En un tel point on doit avoir
f'(z) =0, dou z = —E(0)~ A (0).

Finalement, en reprenant le cours positif du temps, et en posant pour tout
t€0,T]

E(t) = —E(T —t), h(t) = —h(T — ),
on arrive au résultat suivant.

Proposition 4.4.3. Soit £(-) une trajectoire définie sur [0,T] & valeurs dans
IR?. On considére le probléme de déterminer une trajectoire solution sur [0, T
de

#(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t),

minimisant le codt

T
C(u) = 2(0)" Qu(0) +/0 (e (t) = @Iy + llu®)ll?) dt,

ot la matrice Q) est de plus supposée définie positive. Alors il existe une unique
trajectoire minimisante, associée au controle

w(t) =U @) ' Bt)TE(t)z(t) + U®t) " B(t) " h(t),
et a la condition finale
2(T) = —B(T)~'W(T),

ot )
E = C™"WC—-ATE—-FEA—-EBU'BTE, E(0)=Q,
h = —-C™W¢— ATh — EBU'B"h, h(0) =0,

et le codt minimal vaut alors
T
—h(T) E(T) T h(T) + /O (¢ W) - he " BOU® T BE) A(E)) dt.

L’état final 2(T) = —E(T)~'h(T) est la donnée qui nous intéresse principa-
lement dans le probléme du filtre de Kalman, qui est un probléme d’estimation,
comme nous le verrons dans les exemples 4 suivre. L’estimation de cet état final
peut étre simplifiée de la maniére suivante.
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Posons F(t) = E(t)~'. On trouve facilement, puisque F' = —FEF,
F=BU'BT + AF + FATY - FCT"WCF, F(0)=Q L.
Par ailleurs si on pose z(t) = —F(t)h(t), on trouve que
i =(A—FC"WCQC)z+ FC™WE¢, 2(0) = 0.
Finalement on arrive au résultat suivant.

Proposition 4.4.4. Sous les hypotheéses de la proposition 4.4.3, état final x(T)
de la solution optimale est égal o 2(T), ou

i = (A-FC"WC)z+ FCTWE, 2(0) =0,
F = BU'B"+ AF+FAT —FCTWCF, F(0)=Q '

Application au filtrage. Le probléme est d’estimer, d’aprés une observation,
un signal bruité. Le modéle est

x(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t), z(0) = zo,
y(t) = C@)x(t) +v(1),

ou les fonctions u et v sont des bruits, i. e. des perturbations affectant le sys-
téme. La donnée initiale o est inconnue. Le signal £(t) représente une observa-
tion de la variable y(t), et & partir de cette observation on veut construire une
estimation de I’état final z:(T"). On cherche une estimation optimale dans le sens
que les perturbations u et v, ainsi que la donnée initiale z, doivent étre aussi
petites que possible. On cherche donc & minimiser un cott de la forme

T
2(0)" Qx(0) +/0 (lw @y + lu(®)lI)dt.
1l s’agit donc exactement du probléme LQ

(t) = A(t)z(t) + B(t)u(t),
y(t) = C(t)z(t),

C(u) = 2(0)" Qx(0) +/O (ly(®) = €Dy + lul®)E)dt,

i. e. le probléme que l'on vient d’étudier (x(0) non fixé).
L’estimation optimale de 1’état est donc égale & z(T") (voir proposition 4.4.4).

Remarque 4.4.4. La bonne maniére d’interpréter le filtre de Kalman est sta-
tistique, ce qui dépasse le cadre de cet ouvrage. En fait il faut interpréter les
perturbations u et b comme des bruits blancs gaussiens, et o comme une va-
riable aléatoire gaussienne, tous supposés centrés en 0 (pour simplifier). Les
matrices Q, W (t),U(t) sont alors les matrices de variance de g, v(t), u(t), et
le probléme de minimisation s’interpréte comme le probléme d’estimer 1’état
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final de variance minimale, connaissant 'observation £(t) (& ce sujet, voir par
exemple [3]).

Par ailleurs les pondérations doivent étre choisies en fonction de I'importance
des bruits. Par exemple si le bruit v est trés important comparé au bruit v et &
Pincertitude sur la condition initiale alors on choisit une matrice W (t) petite.

Exemple 4.4.1. On veut estimer z(7") pour le systéme bruité
T=u, y=x+wv,
d’aprés I'observation &(t).
Les équations de la proposition 4.4.4 donnent
2=—FWz+ FW¢, 2(0) =0,
F=U"'-FWF, F(0)=Q L.
Choisissons les poids Q = 1,U(t) = 1, W (t) = w?. On trouve

—wt
Py = L LR )
w w

En particulier si le bruit v est petit alors on peut choisir le paramétre w trés
grand, de sorte que pour tout ¢ > 0 on a F(¢) ~ 1. On montre alors facilement,
avec I’équation de z, que z(t) =~ £(t), ce qui est bien cohérent : en effet s’il n’y
a pas de bruit alors on observe directement 1’état que ’on cherche & estimer!

Dans le cas général, on calcule (numériquement) z(7), ce qui fournit l’esti-
mation de z(T") souhaitée.

4.4.3 Reégulation sur un intervalle infini et rapport avec la
stabilisation

Considérons le probléme LQ sur Vintervalle [0, +oo[. Il s’agit d’un probléme
de régulation ou ’on cherche & rendre ’erreur petite pour tout temps. Nous
nous restreignons au cas de systémes stationnaires. Le cadre est le suivant.

On cherche & déterminer une trajectoire solution de

&(t) = Ax(t) + Bu(t), =(0) = zo,

minimisant le coft
Clu) = / (B + lu(t)]3) dt,

ol de méme les matrices W et U sont constantes.
On a la résultat suivant.
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Théoréme 4.4.5. On suppose que les matrices W et U sont symétriques dé-
finies positives, et que le systéme est contrdlable. Alors il existe une unique
trajectoire minimisante pour ce probléeme, associée sur [0, +oo[ au contréle op-
timal

u(t) = U 'BTEx(t), (4.26)

ot E € M, (IR) est l'unique matrice symétrique définie négative solution de
l’équation de Riccati stationnaire

ATE+ EA+EBU'BYE=W. (4.27)

De plus le codt minimal vaut —zoT Exg.
Par ailleurs le systéme bouclé

i=(A+BU'BTE)x

est globalement asymptotiquement stable, et la fonction V(x) = —2TEx est une
fonction de Lyapunov stricte pour ce systéme.

Remarque 4.4.5. En particulier, la trajectoire minimisante associée & ce pro-
bléme en horizon infini tend vers 0 lorsque ¢ tend vers Uinfini.

Démonstration. On sait déja (voir proposition 4.1.3 et remarque 4.2.2) qu’il
existe une unique trajectoire optimale, vérifiant les équations

= Az + Bu, p=—pA+z"W, lim p(t) =0,
t——+o0
avec u = U~'BTpT. De maniére tout & fait similaire & la preuve du théoréme
4.2.1 on montre, par un argument d’unicité, que p(t) = x(t)TE, ou E est solu-

tion, pourvu qu’elle existe, de I’équation (4.27). Il faut donc montrer Pexistence
d’une telle solution. C’est ’objet du lemme suivant.

Lemme 4.4.6. Il existe une unique matrice E symétrique définie négative so-
lution de ’équation (4.27).

Preuve du lemme. 11 est bien clair que si z(-) est minimisante pour le probléme
LQ sur [0, +o0[, alors elle l’est aussi sur chaque intervalle [0,7], T' > 0. Consi-
dérons donc le probléme LQ sur [0, 7]

& = Az + Bu, z(0) = zo,
T
crw = [ (1=l + lute)I3) d.
et appelons E(T,t) la solution de ’équation de Riccati associée
E=W - A"E - EA- EBU'BTE, E(T,T) =0.

On sait que de plus le cotit minimal est C(T,u) = —x¢ E(T,0)zo . Posons
alors D(T,t) = —E(T,T —t). Il est bien clair que

D=W+ATD+DA—-DBU'BTD, D(T,0) =0.
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Cette équation étant en fait indépendante de T, on peut poser D(t) = D(T,t),
et D(t) est solution de ’équation de Riccati ci-dessus sur R™. De plus pour tout
T >0ona D(T) =—E(T,0), et comme la matrice W est symétrique définie
positive on déduit du lemme 4.3.3 que D(T") est symétrique définie positive.

Par ailleurs on a, pour tout 7' > 0, C(T,u) = 2T D(T)xo. Il est clair que si
0 < t1 <ty alors C’(tl,u) < O(tg,u), et donc $OTD(t1)J?0 < Z‘OTD(tQ)JZo. Ceci
est en fait indépendant de x(, car ’équation de Riccati ne dépend nullement
de la donnée initiale. Ainsi pour tout z € R" la fonction ¢t — zTD(t)x est
croissante.

Montrons qu’elle est également majorée. Le systéme étant contrélable, 1’ar-
gument de la remarque 4.1.2 montre qu’il existe au moins un controle v sur
[0, +00[ de cott fini. Comme le controle u est optimal, on en déduit que la
fonction ¢t — C(t,u) est majorée (par C(v)).

Pour tout € R", la fonction ¢ — 2T D(t)x étant croissante et majorée, on
en déduit qu’elle converge. En appliquant cette conclusion aux éléments d’une
base (e;) de R"™, on en déduit que chaque élément d;;(t) de la matrice D(¢)
converge, car en effet

1
dw(t) = eiTD(t)ej = 567; + ejTD(t)(el- + 6]') — eiTD(t)ei — ejTD(t)ej.

Ainsi la matrice D(t) converge vers une matrice —F, qui est nécessairement
symétrique définie négative d’aprés la croissance de la fonction ¢ +— T D(t)x.

Par ailleurs, de ’équation différentielle vérifiée par D, on déduit que D(t)
converge, et cette limite est alors nécessairement nulle. En passant a la limite
dans cette équation différentielle on obtient finalement 1’équation de Riccati
stationnaire (4.27).

Enfin, en passant & la limite on a C(u) = —z0 " Exg, d’ott on déduit aisément
I’unicité de la solution. O

Pour montrer la deuxiéme partie du théoréme, il suffit de voir que la fonction
V(r) = —2TEx est une fonction de Lyapunov pour le systéme bouclé & =
(A4+ BU'BTE)x. La forme quadratique V est bien définie positive puisque F
est symétrique définie négative. Par ailleurs on calcule facilement le long d’une
trajectoire x(t) solution du systéme bouclé

d

V() = —z(t)" (W + EBUT'BYE) x(t).

Or la matrice W est par hypothése définie positive, et la matrice EBU'BTE
est positive, donc cette quantité est strictement négative si (¢) # 0. On a donc
bien une fonction de Lyapunov stricte, ce qui prouve que le systéme bouclé est
asymptotiquement stable. O

Remarque 4.4.6. Le controle optimal s’écrit sous forme de boucle fermée u =
Kz, avec K = U"'BTE. On retrouve le fait que si le systéme est contrélable
alors il est stabilisable par feedback linéaire (voir le théoréme 13.1.5 de place-
ment de poles). Cependant, alors que la méthode de stabilisation décrite par le
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théoréme 13.1.5 consiste & réaliser un placement de poéles, ici la matrice K est
choisie de maniére & minimiser un certain critére. On parle de stabilisation par
retour d’état optimal. C’est donc une méthode (parmi beaucoup d’autres) de
stabilisation.

Remarque 4.4.7. En général I’équation (4.27) admet plusieurs solutions, mais
elle n’admet qu’une seule solution symétrique définie négative.

Exemple 4.4.2. Considérons le systéme scalaire &£ = —x + u, x(0) = z¢ et le
cotit C(u) = [, (z(t)* + u(t)?)dt. L’équation de Riccati stationnaire est —2F +
E? =1, et conduit & £ =1 — /2 < 0, d’ou1 la trajectoire optimale

u(t) = (1 —V2)x(t), z(t) = zge V.

Exemple 4.4.3. On considére le systéme controlé

t=x+y+u, z(0)=1
=z —y+us, y0) =1

On désire stabiliser la solution de ce systéme vers l'origine, en minimisant le
cotit

+oo
C(u) = /0 (z(t)? 4+ y(t)? + ui(t)? + ua(t)?)dt.

Pour cela, écrivons ’équation de Riccati stationnaire, avec les matrices
1 -1

a c
e-(3)

on arrive au systéme d’équations

A:(l 1), B=U=W = Id.

En posant

2a—|—20+a2—|—c2:1,
2e—2b+ 2 +b% =1,
a+b+ac+cb=0.

En particulier la troisiéme équation conduit a

(a+b)(1+c) =0,

et par conséquent a = —bou ¢ = —1. Si a = —b, les valeurs propres de la matrice
E sont alors ++v/a2 + ¢2, ce qui est exclu puisque la matrice E doit étre définie
négative. Par conséquent ¢ = —1, et on trouve alors

a=-1++V3, b=1++3.
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Parmi ces 4 possibilités, la seule facon d’obtenir une matrice E définie négative
est de prendre a = —1 — /3 et b = 1 — /3. Donc finalement

(57,2
—1 1-v3)’
et le systéme bouclé est alors
i=—V3z, £(0)=1,
§=—V3y, y(0) =1
Exercice 4.4.4. On considére le systéme controlé :
Z4+z=u, 2(0)=0, £(0) = 1.
1. Quel est le comportement de la solution en I’absence de controle ?

2. On désire stabiliser la solution de ce systéme vers l'origine par la méthode
de Riccati stationnaire, en minimisant le cotit

—+oo
C(u) :/ (@(t)? + #(0)2 + u(t)?)dt.
0
(a) Montrer que la solution de I’équation de Riccati stationnaire est

E— —av2 1-V2
T \01-Vv2  —a )
ot a = 2v2—1.
(b) Donner ’expression du controle optimal.
(¢) Montrer que la solution du systéme bouclé est

z(t) = %e‘gtsin §t7
ot f=+2V2+1.

(d) Commenter briévement les résultats et la méthode.

Exercice 4.4.5. Montrer que la solution de ’équation de Riccati stationnaire
pour le probléme LQ

+oo
b=y i Ol = [ a0 +u(0F +ule)?

p=( )

Exercice 4.4.6. Résoudre le probléme LQ

est la matrice

+oo
E=y+4u, §=us, min/ z(t)? 4+ y(t)? + u1(t)? 4+ uz(t)? dt.
0

Exercice 4.4.7. Déterminer la solution de # = —x + v minimisant le cofit
IS ((t)? + au(t)?)dt, avec a > 0. Que se passe-t-il lorsque o — +00?
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Solution numérique de ’équation de Riccati stationnaire On peut cal-
culer numériquement la solution de 1’équation de Riccati algébrique (4.27) en
employant une méthode de Schur (voir [47, 48]). Ceci est implémenté en Matlab
dans la fonction Ilgr.m (voir aussi care.m).

Ci-dessous, voici un exemple d’utilisation de lqr, en reprenant ’exemple
4.3.1.

function riccati2

% Systeme dx/dt=y, dy/dt=z, dz/dt=u
% min int_0"T (x~2+y~2+z~2+u~2)

clc ; clear all ;

global A B W invU ;

% Systeme
A=[010
001
0001 ;
B=[0
0
11

% Matrices de ponderation
W = eye(3) ;
U=1; invU = inv(U) ;

range = [0 : 0.01 : 10 ];
%% Utilisation de 1lqr

global K ;

[K,S,e] = 1qr(A,B,W,U) ;

xinit=[1; 2 ; 31 ;

[t,X] ode45(@systriccati,range,xinit) ;
plot(t,X(:,1));

function dXdt = systriccati(t,X)
global K ; u = -K*X ;
dxdt = [ X(2)

X(3)
u ]
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Le résultat est tracé sur la figure 4.2.
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L’objectif de cette partie est de présenter des techniques d’analyse de pro-
blémes de controle optimal non linéaires. On présente notamment le principe
du maximum de Pontryagin et la théorie d’Hamilton-Jacobi. Un chapitre est
consacré aux méthodes numériques en controle optimal.

D’un point de vue global, un probléme de contréle optimal se formule sur
une variété M, mais notre point de vue est local et on travaille sur un ouvert
V petit de R". La problématique générale du controle optimal est la suivante.
Considérons un systéme de controle général

&(t) = f(tx(t), u(t), z(to) = o, (4.28)

oll f est une application de classe C' de I x V x U dans R", I est un intervalle
de R, V ouvert de R", U un ouvert de R™, (tg,x9) € I x V. Par ailleurs on
suppose que les controles u(-) appartiennent & un sous-ensemble de LS (I, R™).

Ces hypothéses assurent, pour tout contrble u, ’existence et 'unicité sur
d’une solution maximale x,(¢) sur un intervalle J C I, du probléme de Cauchy
(4.28) (voir section 11.3 en annexe).

Par commodité d’écriture on suppose dans toute la suite que ty = 0.
Pour tout controle u € L2 (I,R™), la trajectoire associée z,(-) est définie
sur un intervalle maximal [0,¢.(u)[, ot t.(u) € R U {+o00}. Par exemple si
t.(u) < +oo alors la trajectoire explose en t.(u) (théoréme d’échappement, ou
d’explosion). Pour tout T > 0, T € I, on note Ur I'ensemble des controles
admissibles sur [0, T, ¢’est-a-dire I’ensemble des controles tels que la trajectoire
associée soit bien définie sur [0, 7], autrement dit T < ¢.(u).

Soient fY une fonction de classe C! sur I x V x U, et g une fonction continue
sur V. Pour tout controle u € Ur on définit le colt de la trajectoire associée
24 (+) sur Vintervalle [0, 7]

T
(T u) = / POt 2a(t), u(t))di + g(T, 2 (T)). (4.29)

Soient My et M; deux sous-ensembles de V. Le probléme de controle optimal
est de déterminer les trajectoires x,(-) solutions de

iu(t) = f(ta zu(t)7 U(t)),

telles que x,,(0) € My, z,(T) € M, et minimisant le cott C(T,u). On dit que
le probléme de controle optimal est a temps final non fizé si le temps final T’
est libre, sinon on parle de probléme a temps final fixé.
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Chapitre 5
Définitions et préliminaires

Un probléme de controle optimal se décompose en deux parties : pour dé-
terminer une trajectoire optimale joignant un ensemble initial & une cible, il
faut d’abord savoir si cette cible est atteignable. C’est le probléme de contro-
labilité. Ensuite, une fois ce probléme résolu, il faut chercher parmi toutes ces
trajectoires possibles celles qui le font en codt minimal.

Dans ce chapitre nous étudions le probléme de contrélabilité et rappelons
quelques faits.

5.1 Application entrée-sortie

5.1.1 Définition

Considérons pour le systéme (4.28) le probléme de contréle suivant : étant
donné un point 21 € R", trouver un temps T et un controle u sur [0, 7] tel que
la trajectoire x, associée & u, solution de (4.28), vérifie

24(0) =20, x(T) = 1.
Ceci conduit & la définition suivante.

Définition 5.1.1. Soit 7" > 0. L’application entrée-sortie en temps T du sys-
téme controlé (4.28) initialisé & o est ’application

Er-U4 — R"
u +— xz,(T)

ou U est I’ensemble des controles admissibles, 4. e. ’ensemble de controles u tels
que la trajectoire associée est bien définie sur [0, T7.

Autrement dit, ’application entrée-sortie en temps 7" associe & un controle u
le point final de la trajectoire associée & u. Une question importante en théorie du
controle est d’étudier cette application en décrivant son image, ses singularités,
etc.
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5.1.2 Reégularité de I’application entrée-sortie

La régularité de Er dépend bien entendu de I’'espace de départ et de la forme
du systéme.

Pour un systéme général
En toute généralité on a le résultat suivant (voir par exemple [12, 40, 61]).

Proposition 5.1.1. Considérons le systéme (4.28) ou [ est C?, p > 1, et soit
U C L>=([0,T], R™) le domaine de définition de Er, c’est-a-dire l’ensemble des
controles dont la trajectoire associée est bien définie sur [0,T]. Alors U est un
ouvert de L>°([0,T],R™), et Er est C? au sens L.

De plus la différentielle (au sens de Fréchet) de ET en un point u € U est
donnée par le systéme linéarisé en u de la maniére suivante. Posons, pour tout
te€0,T7],

of of

A) = Sh(twa(0),0) o B) = S (6 wat),u®).

Le systéme de controle linéaire

Uo(t) = A(t)yu () + B(t)v(t)
Y»(0) =0

est appelé systéme linéarisé le long de la trajectoire x,. La différentielle de
Fréchet de Ep en u est alors Uapplication dEp(u) telle que, pour tout v €
L>([0,T], R™),

ABr(u)v = yo(T) = M(T) /O M~Y(s)B(s)v(s)ds (5.1)

ot M est la résolvante du systéme linéarisé, i. e. la solution matricielle de
M =AM, M(0) = Id.

Démonstration. Pour la démonstration du fait que U est ouvert, voir [61, 68, 69].
Par hypothése u(-) et sa trajectoire associée x(.,xo,u) sont définis sur [0, 7.
L’ensemble des controles étant les applications mesurables et bornées muni de
la norme L°°, V’application Er est de classe CP sur un voisinage de u(-) en
vertu des théorémes de dépendance par rapport & un paramétre. Exprimons sa
différentielle au sens de Fréchet. Soit v(-) un controle fixé, on note x(-) + dz(+)
la trajectoire associée & u(:) + v(+), issue en t = 0 de z¢. Par un développement
de Taylor, on obtient

i(x +0x)(t) = f(t,x(t) + dz(t),u(t) + v(t))

dt
= S0, u(0) + 92 (1,20, u(0)dn(0) + (1 (1), w00
o2 f

+ Bbn (t,x(t),u(t))(6x(t),v(t)) + -
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Par ailleurs, %(t) = f(¢, z(t), u(t)), donc

d _of of

7 02)(t) = 5= (6 (), u(?))dz(t) + Z-(t, 2 (t), u(t))v(t) + -

En écrivant dx = 12 + Jox + ... ou d1x est la partie linéaire en v, dox la partie
quadratique, etc, et en identifiant, il vient

d of of

—(012)(t) = o= (t, 2 (t), u(t))dr2(t)+ 5= (8, (1), u(t))v(t) = A(t)d12(t)+B(t)v(t).
dt ox ou

Or z(0) + d2(0) = 2o = z(0), donc dz(0) = 0 et la condition initiale de cette
équation différentielle est §,2(0) = 0. En intégrant, on obtient

512(T) = M(T) /0 M~1(s)B(s)v(s)ds

ot M est la résolvante du systéme homogéne %(5195)@) = g—f (t, z(t), u(t))o1x(t),
x
cest-a-dire M(t) = A(t)M(t) avec A(t) = %(t,m(t),u(t)) et M(0) = I,. On

observe que 01x(7T) est linéaire et continu par rapport & v(-) en topologie L°°.
C’est donc la différentielle de Fréchet en u(-) de Er. O

Remarque 5.1.1. En général Er n’est pas définie sur L>°([0, 7], R™) tout entier
a cause de phénoménes d’explosion. Par exemple si on considére le systéme
scalaire & = x? + u,x(0) = 0, on voit que pour v = 1 la trajectoire associée
explose en t = 7, et donc n’est pas définie sur [0,7] si T' > 7.

Pour un systéme affine

Définition 5.1.2. On appelle systéme affine contrélé un systéme de la forme

m

@(t) = fo(z(t)) + Z wi(t) fi(=z(t)),

ot les f; sont des champs de vecteurs de R".

Pour un systéme affine on peut améliorer le résultat précédent (voir [61, 68,
69)).

Proposition 5.1.2. Considérons un systéme affine lisse, et soit U le domaine
de définition de Er Alors U est un ouwvert de L*([0,T],R™), et l’application
entrée-sortie Ep est lisse au sens L2, et est analytique si les champs de vecteurs
sont analytiques.

11 est trés intéressant de considérer L? comme espace de controles. En effet
dans cet espace on bénéficie d’une structure hilbertienne qui permet de faire
une théorie spectrale de I'application entrée-sortie, et on bénéficie d’autre part
de bonnes propriétés de compacité faible (voir [68, 69)]).
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5.2 Controlabilité

On veut répondre a la question suivante : étant donné le systéme (4.28), ou
peut-on aller en temps T en faisant varier le controle v ? On est tout d’abord
amené & définir la notion d’ensemble accessible.

5.2.1 Ensemble accessible

Définition 5.2.1. L’ensemble accessible en temps T pour le systéme (4.28),
noté Acc(xg,T), est ’ensemble des extrémités au temps T des solutions du sys-
téme partant de zy au temps t = 0. Autrement dit, c’est I'image de ’application
entrée-sortie en temps 7'.

Théoréme 5.2.1. Considérons le systéme de controle

T = f(t,fE,'LL), (L’(O) = Zo,

ot la fonction f est C* sur R'™™ ™ et les controles u appartiennent a V’en-

semble U des fonctions mesurables a valeurs dans un compact Q@ C R™. On
suppose que
— il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée est uniformément
bornée par b sur [0,T], i. e.

Bb>0|Vueld Vte[0,T] |zu(t)] <D, (5.2)
— pour tout (t,x), ’ensemble des vecteurs vitesses
V(t,x) ={f(t,z,u) | ueQ} (5.3)

est convere.
Alors Uensemble Acc(xo,t) est compact et varie contindment en t sur [0,T).

Démonstration. Notons tout d’abord que puisque 2 est compact alors V (¢, x) est
également compact. Montrons la compacité de Acc(xo, t). Cela revient & montrer
que toute suite (z,) de points de Acc(x,t) admet une sous-suite convergente.
Pour tout entier n soit w, un contrdle reliant xy & x,, en temps t, et soit 2, (-)
la trajectoire correspondante. On a donc

t
Ty = Tp(t) = 20 —|—/ f(s,2n(8), un(s))ds.
0
Posons, pour tout entier n et tout s € [0, ],

gn(s) = f(s,2n(s), un(s)).

La suite de fonctions (g, (+))new est d’aprés les hypothéses bornée dans L ([0, t], R"),

et par conséquent & sous-suite prés elle converge vers une fonction g(s) pour la
topologie faible-* de L>°([0,¢], R"™). Posons alors, pour tout 7 € [0, ¢],

(1) =z + /OT g(s)ds,
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ce qui construit une fonction z(-) absolument continue sur [0, ¢]. De plus on a,
pour tout s € [0, ],
lim z,(s) = z(s),
n—-+o0o
i. e. la suite de fonctions (x,())nen converge simplement vers z(-). Le but est
de montrer que la trajectoire z(-) est associée & un controle u & valeurs dans €2, ce
qui revient & montrer que pour presque tout s € [0,t] on a g(s) = f(s, z(s), u(s)).
Pour cela, définissons, pour tout entier n et tout s € [0, ],

hn(s) = f(s,2(s),un(s)),
et introduisons ’ensemble
V = {h(:) € L*([0,t],R") | h(s) € V(s,x(s)) pour presque tout s € [0,¢]},

de sorte que h, € V pour tout entier n. Pour tout (¢,z) l'ensemble V' (¢,x)
est compact convexe, et par conséquent V est convexe fermé dans L ([0, ¢], R")
muni de sa topologie standard (topologie dite forte). Donc il est également fermé
dans L>°([0,¢], R"™) muni de la topologie faible-* (voir [18]). Or, similairement
a (gn), la suite de fonctions (h,) est bornée dans L, et donc a sous-suite prés
converge en topologie faible-* vers une fonction h, qui appartient nécessairement
a V puisque ce sous-ensemble est fermé faible-*.

Enfin, montrons que g = h presque partout. Pour cela, écrivons, pour toute
fonction ¢ € L(]0,t],R),

Aw@%@MZAw@%@%+Aﬂ@%®—M®M& (5.4)

D’aprés les hypothéses, la fonction f est globalement lipschitzienne en z sur
[0,T] x B(0,b) x Q, et donc d’aprés le théoréme des accroissements finis, il
existe une constante C' > 0 telle que pour presque tout s € [0, ¢]

1gn(8) = hn(s)|| < Cllzn(s) — z(s)]-

La suite de fonctions (x,,) converge simplement vers z(-), donc d’apreés le théo-
réme de convergence dominée

Aﬂﬁ%@—M@Msa 0.

n—-+oo

Finalement en passant & la limite dans (5.4), il vient

[ﬂ%@wfﬂwmm,

pour toute fonction ¢ € L'([0,t],IR), et par conséquent g = h presque partout
sur [0, ¢].
En particulier g € V, et donc pour presque tout s € [0,¢] il existe u(s) € Q

tel que
9(s) = f(s,2(s), u(s)).
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En appliquant un lemme de sélection mesurable de théorie de la mesure, on peut
montrer que application u(-) peut étre choisie mesurable sur [0, 7] (voir [49,
Lem. 2A, 3A p. 161)).

Ainsi, la trajectoire z(-) est associée sur [0,¢] au controle u & valeurs dans
Q, et x(t) est la limite des points z,,. Ceci montre la compacité de Acc(x,t).

Il reste & établir 1a continuité par rapport a ¢t de ’ensemble accessible. Soient
t1,t2 deux réels tels que 0 < t; < to < T, et 2o un point de Ace(xg,ta). Par
définition il existe un contrdle u & valeurs dans (2, de trajectoire associée z(-),

tel que
to

xo = x(te) = xp + ; ft,x(t),u(t))dt.

11 est bien clair que le point

1 =x(t1) = 70 +/O 1 Ft,x(t),u(t))dt

appartient & Acc(xg,t1), et de plus d’aprés les hypothéses sur f on a
[z2 — 21| < Clt2 — ta-
On conclut alors facilement. O

Remarque 5.2.1. L’hypothése (5.2) est indispensable, elle n’est pas une consé-
quence des autres hypothéses. En effet considérons de nouveau le systéme de la
remarque 5.1.1, i. e. & = 2% + u,2(0) = 0, ot on suppose que |u| < 1 et que
le temps final est 7' = 7. Alors pour tout controle u constant égal & c, avec
0 < ¢ < 1, la trajectoire associée est z.(t) = y/ctan/ct, donc est bien définie
sur [0, 7], mais lorsque ¢ tend vers 1 alors z.(T) tend vers +oco. Par ailleurs il est
facile de voir que sur cet exemple ’ensemble des controles admissibles, & valeurs

dans [—1, 1], est I'ensemble des fonctions mesurables telles que u(t) € [—1, 1].

Remarque 5.2.2. De méme, ’hypothése de convexité (5.3) est nécessaire (voir
[49, Exemple 2 page 244]).

5.2.2 Résultats de controdlabilité

Définition 5.2.2. Le systéme (4.28) est dit contrélable (en temps quelconque)
depuis xg si
R" = U Acce(zo,T).

T>0

1l est dit controlable en temps T si R"™ = Acc(xo, T).

Par des arguments du type théoréme des fonctions implicites, ’étude de
la controlabilité du systéme linéarisé (qui est plus simple), permet de déduire
des résultats de controlabilité locale du systéme de départ (voir [12, 49]). Par
exemple on déduit du théoréme de contrélabilité dans le cas linéaire la proposi-
tion suivante.
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Proposition 5.2.2. Considérons le systéeme (4.28) ow f(xg,uo) = 0. Notons
A= %(zo,uo) et B= %(Io,ﬂo). On suppose que

rg (B|AB|---|A""'B) =n.

Alors le systéme est localement contrélable en xg.

F1G. 5.1 — Pendule inversé.

Exemple 5.2.1 (Pendule inversé). Considérons un pendule inversé, de masse
m, fixé & un chariot de masse M dont on controle accélération u(t) (voir figure
5.1). Ecrivons les équations du mouvement en utilisant les équations d’Euler-
Lagrange. L’énergie cinétique et ’énergie potentielle sont

[
E.= §M§2 + im(fg +@G), Ep =mglo.

Par ailleurs, on a (o =l cosf et & = £ 4 Isinf. Donc le Lagrangien du systéme
est
1 . .. 1 .
L=E.—E,= §(M +m)E% 4+ miléf cos O + §m1292 — mgl cos 6.

D’aprés les équations d’Euler-Lagrange,

i@_L = 3_L + Fegt
dt i ox
on obtient . . )
(M +m)& +mifcos — mlh*sinf = u,
{ mlécos@ + mil?0 — mglsinf = 0,
d’ou )
: mif?sin @ — mgcosfsinf + u
&= M + msin® ’
i —mlf?sin @ cos 0 + (M +m)gsin 6 — ucos

M + msin? 0
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On établit facilement que le systéme linéarisé au point d’équilibre &= 50,5 =
0,0 = 0,0 = 0) est donné par les matrices

0 1 0 0 0

0 0 —ng 0 L

_ M _ M
A= 00 0 1 , et B = 0
M+m 1
0 0 ( IM i 0 M

On vérifie aisément la condition de Kalman, ce qui établit que le pendule inversé
est localement controlable en ce point d’équilibre (instable).

Le théoréme de Chow relie la contrélabilité & des propriétés de crochets de
Lie du systéme. On a par exemple la conséquence suivante sur les systémes dits
sous-Riemanniens.

Proposition 5.2.3. Considérons dans IR" le systéme sous-Riemannien lisse
m
&= Zuzfl('r) , 2(0) = zo.
i=1
On suppose que l’algébre de Lie engendrée par les champs de vecteurs f; est de

dimension n. Alors le systéme est contrélable.

Démonstration. Pour simplifier, faisons la démonstration dans le cas m = 2 et
n = 3. On suppose que rg(f1, f2, [f1, fo])(x) = 3, Yz € R". Soit A € R. On
considére ’application

©x : (t1,t2,t3) — (exp Af1exptsfaexp — Af1)(exptafa)(expty fi)(zo).

On a ¢,(0) = zo. Montrons que pour A # 0 assez petit, ¢, est une immersion
en 0. En utilisant la formule de Campbell-Hausdorff, on obtient

oa(ti,ta,t3) = exp(ty fi + (t2 + t3) fo + M3[f1, fo] + ..),

d’oi
200 0) = Ji(w0)s S2(0) = faw). SE2(0) = fala) + Al o) + 0.

Par hypothése, les champs de vecteurs fi, fa, [f1, f2] sont linéairement indé-
pendants, donc la jacobienne de @) est de rang 3 en 0. Le théoréme d’inversion
locale et un argument de connexité nous permettent de conclure. O

Remarque 5.2.3. En général, le probléme de contrdlabilité est difficile. Il est lié
4 la question de savoir quand un semi-groupe opére transitivement. Il existe
cependant des techniques pour montrer, dans certains cas, la controlabilité glo-
bale. L’une d’entre elles, importante, s’appelle la technique d’élargissement (voir
[12, 40]).
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5.3 Controles singuliers

5.3.1 Définition

Définition 5.3.1. Soit u un contrdle défini sur [0,7] tel que sa trajectoire
associée x,, issue de z(0) = zg est définie sur [0, 7]. On dit que le controle u (ou
la trajectoire x,,) est singulier sur [0, 7] si la différentielle de Fréchet dEr(u) de
I’application entrée-sortie au point u n’est pas surjective. Sinon on dit qu’il est
régulier.

Proposition 5.3.1. Soient o et T fixés. Si u est un controle régulier, alors
Er est ouverte dans un voisinage de u.

Démonstration. Par hypothése, il existe n controles v; tels que dEr(u).v; = ¢;
ou (e1,...,e,) est la base canonique de R". On considére 'application

n
()\1, ey )\n> cER" — ET(U + Z )\ivi)~
i=1
Par construction, c’est un difféeomorphisme local, et le résultat s’ensuit. O
Autrement dit en un point x; atteignable en temps T depuis zy par une
trajectoire réguliére x(-), ’ensemble accessible Acc(zo,T) est localement ouvert,
i. e. est un voisinage du point x;. En particulier cela implique que le systéme

est localement contrélable autour du point z;. On parle aussi de contrélabilité
le long de la trajectoire x(-). On obtient ainsi la proposition suivante.

Proposition 5.3.2. Siu est un contréle régulier sur [0,T], alors le systéme est
localement controlable le long de la trajectoire associée a ce contréle.

Le corollaire suivant est immeédiat.

Corollaire 5.3.3. Soit u un contréle défini sur [0,T] tel que sa trajectoire
associée x,, issue de x(0) = xo est définie sur [0,T) et vérifie au temps T

x(T) € 0Acc(xo, T).
Alors le controle u est singulier sur [0,T].

Remarque 5.3.1. Le systéme peut étre localement contrélable le long d’une tra-
jectoire singuliére. C’est le cas du systéme scalaire & = u>, oi1 le controle u = 0
est singulier.

5.3.2 Caractérisation hamiltonienne des contréles singu-
liers

Montrons qu’une trajectoire singuliére peut se paramétrer comme la projec-
tion d’une solution d’un systéme hamiltonien contraint. Considérons de nouveau
le systéme de controle général

.Z‘(t) = f(tv l‘(t)7 u(t))7 (5'5)

ot f est une application de classe C' de R dans R".
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Définition 5.3.2. Le Hamiltonien du systéme (5.5) est la fonction

H:-RxR"x (R"\{0}) xR — R
(t,z,p,u) +—— H(t,z,p,u) = (p, f(t,z,u))

ou (, ) est le produit scalaire usuel de R".

Remarque 5.3.2. 1l est souvent commode de considérer p comme un vecteur
ligne, et alors avec des notations matricielles on peut écrire

H(t,x,p,u) = pf(t,z,u).

Nous ferons toujours par la suite cette confusion, et le vecteur adjoint sera
tantot un vecteur ligne, tantdt un vecteur colonne, pour alléger les notations.
Nous laissons au lecteur le soin de s’accommoder de cette volontaire ambiguité.

Proposition 5.3.4. Soit u un contréle singulier sur [0,T] pour le systéme de
contréle (5.5), et soit x(-) la trajectoire singuliére associée. Alors il existe une
application absolument continue p : [0,T] — IR™\ {0}, appelée vecteur adjoint,
telle que les équations suivantes sont vérifiées pour presque tout t € [0,T)

() = S (4,20, p(0), 1), (5.
5(0) = = L (1,2(0) (), (), (5.7
2 .20, plt), u(t)) =, 9

ou H est le hamiltonien du systéme.
L’équation (5.8) est appelée équation de contrainte.

Démonstration. Par définition, le couple (x, u) est singulier sur [0, 7] si dET(u)
n’est pas surjective. Donc il existe un vecteur ligne ¢» € R™ \ {0} tel que pour
tout controle v dans L on ait

T
Y.dE7r(u).v = zp/ M(T)M~*(s)B(s)v(s)ds =0
0
Par conséquent
YM(T)M~*(s)B(s) =0 p.p. sur [0,T].

On pose p(t) = Y M(T)M~1(t) pour tout t € [0,T]. C’est un vecteur ligne de
R™\ {0}, et p(T) = %. On a par dérivation

5(0) = ~plt) 92, (1), ).
En introduisant le Hamiltonien H (¢, z,p,u) = pf (¢, z,u), on obtient

£t (), u(t)) = %—f(t,mt),p(t),u(t»,
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et
~p(0) oL (1,20, () = — B (0),p(0), (1)
La derniére relation vient de p(t)B(t) = 0 car B(t) = %(t, x(t), u(t)). O

Remarque 5.3.3 (Interprétation géométrique du vecteur adjoint). Si u est un
controle singulier sur [0, 7] alors u est aussi singulier sur [0, t] pour tout ¢ €]0, 7],
et de plus p(t) est orthogonal a ’image de l’application linéaire dF;(u). En
particulier Im dF;(u) est un sous-espace de R" de codimension supérieure ou
égale & 1.

En effet, on a pour tout controle v € L>°([0,¢], R"™)

p(t)dE:(w).0 = p(t) M (1) / M(s) " B(s)u(s)ds,

or p(t) =y M(T)M(t)~1, d’oit en prolongeant v(s) par 0 sur ]¢, 7],

T
p(t)dE(u).v = wM(T)/ M(s) ' B(s)v(s)ds = dEr(u).v = 0.
0
Remarque 5.3.4. La proposition 5.3.4 et les remarques précédentes sont les pré-
misses du principe du maximum de Pontryagin.
5.3.3 Calcul des controles singuliers

Considérons un point (to, g, po, uo) appartenant a I’ensemble des contraintes

OH
Z: {(t,x,p7u) ERXRn XRn\{O} XRm | a—u(t,x,p,u) :0}
2

8u18uj
des fonctions implicites le controle singulier peut se calculer comme une fonction
de (¢, x,p) au voisinage de (to, Zo, po)-

Si la Hessienne ( ) est inversible en ce point, alors d’aprés le théoréme

Exercice 5.3.1. Calculer les contréles singuliers du systéme
t=y+u, §=—x+u’

Si le Hamiltonien est linéaire en le controle, la méthode consiste & dériver
par rapport a t la contrainte (5.8). Considérons par exemple un systéme affine
mono-entrée lisse

&= fo(x) + ufi(z).
T convient d’utiliser le formalisme Hamiltonien. Posons h;(z,p) = (p, fi(x)),i =
0,1, et 2(t) = (z(t),p(t)). En dérivant deux fois la contrainte on obtient

{{h1,ho}, ho}(2(t)) + u(®){{h, ho}, 1 }(2(t)) =0,

ou { , } désigne le crochet de Poisson, et on en déduit donc le controle singulier
pourvu que {{h1,ho}, h1}(z(t)) ne s’annule pas (voir [15] pour plus de détails).
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Chapitre 6

Controle optimal

6.1 Présentation du probléme

Maintenant, en plus d’un probléme de contréle, on se donne un probléme
de minimisation : parmi toutes les solutions du systéme (4.28) reliant xg &
x1, trouver une trajectoire qui minimise une certaine fonction codt C(T,u).
Une telle trajectoire, si elle existe, est dite optimale pour ce colt. L'existence
de trajectoires optimales dépend de la régularité du systéme et du cott (pour
un énoncé général, voir [12, 40, 49]). Il se peut aussi qu'un controle optimal
n’existe pas dans la classe de controles considérés, mais existe dans un espace
plus gros : c’est le phénomeéne de Lavrentiev (voir [59]). En particulier on a
intérét & travailler dans un espace de controles complet et qui ait de bonnes
propriétés de compacité : voild pourquoi & nouveau ’espace L? est intéressant.

6.2 Existence de trajectoires optimales

6.2.1 Pour des systémes généraux
Théoréme 6.2.1. Considérons le systéme de controle
o(t) = f(t x(t),u(t)),

ot f est C1 de R dans IR", les controles u sont & valeurs dans un compact
Q C R™, et o éventuellement on a des contraintes sur l’état

ca(z) <0,...,¢.(z) <0,

ol c1,...c. sont des fonctions continues sur IR". Soient My et M, deux com-
pacts de IR™ tels que M, est accessible depuis My. Soit U I’ensemble des controles
@ valeurs dans Q joignant My & M. Soient f° une fonction de classe C' sur
R ™ et g une fonction continue sur R™. On considére le codt

t(u)
Clu) = / £t 2 (8), u(t))d -+ g(t(as), 2(E(w)),

97
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ot t(u) = 0 est tel que x(t(u)) € My. On suppose que
— il existe un réel positif b tel que toute trajectoire associée 4 un controle
u € U est uniformément bornée par b sur [0,t(u)], i. e.

B>0|Vueld Vtel0,t(uw)] |z (0)| <0, (6.1)
— pour tout (t,x) € R'™, I’ensemble des vecteurs vitesse augmenté

f/(t,x) ={(f°%t,z,u), f(t,z,u)) | u € Q} (6.2)

est convere.
Alors il existe un contréle optimal v sur [0,t(u)] tel que la trajectoire associée
joint My a My en temps t(u) et en codt minimal.

Bien entendu pour un probléme de contrdle optimal & temps final fixé on
impose t(u) = T (et en particulier on suppose que la cible M; est accessible
depuis My en temps T).

Démonstration. La preuve est strictement semblable & celle du théoréme 5.2.1,
il suffit de raisonner sur le systéme augmenté

20(t) = fO(t a(t), u(t)),
(

en considérant une suite minimisante (z,(-),u,(-)). La prise en compte de
contraintes sur 1’état ne pose aucun probléme. O

Remarque 6.2.1. On peut montrer un résultat plus général ou ’ensemble de
départ My et la cible M; dépendent du temps ¢, ainsi que le domaine des
contraintes  sur le controle (voir [49]).

6.2.2 Pour des systémes affines

On a pour les systémes affines le résultat suivant.

Proposition 6.2.2. Considérons le systéme affine dans R"
&= folx)+ Y uifi(x) , 2(0) =0, x(T) = z1, (6.3)
i=1

avec le coit

Cr(u) = /0 >, (6.4)

ot T > 0 est fixé et la classe U des controles admissibles est le sous-ensemble
de L*([0,T], R™) tel que

1. YuelU =z, estbien définie sur [0,T];
2. 3By |[Yu el Vte[0,T] ||lz.(¢)| < Br.
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Si x1 est accessible depuis xo en temps T, alors il existe un contréle optimal
reliant T a 1.

Démonstration. Considérons une suite de controles (u§”> (t))nen transférant zg
en x1, telle que leur colt tend vers la borne inférieure des cotts des controles
reliant 2o & x1. Soit (") la trajectoire associée au controle u(™), i. e.

T m
2™ (t) = 2o + /O ( Fo(z™ (1)) + Z u$™ (t) fi (2™ (t))) dt.

(n)

Les u;"” sont bornés dans L*([0,7],IR™), et par compacité faible,

3(nn)pen | ul™ = ue L2([0,T],R™).

k——+

T est par ailleurs facile de voir que la suite #("*) est bornée dans L?([0, T],R"),
et par conséquent x("*) est bornée dans H'([0,T],R™), et par réflexivité,

1
3(nk, )pen | zmp) B e H([0,T],R")

Or H' < C° | dong x(m) 2iformément, o oy 0, 7. On conclut alors aisément
par passage & la limite que

z(t) = 2o +/0 (fo(fﬂ(t)) + sz’(t)fi(l”(t))) dt

et que z(T) = ;. O
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Chapitre 7

Principe du Maximum de
Pontryagin

Dans cette section on donne une version générale du principe du maximum
de Pontryagin. Ce théoréme est difficile & démontrer. En revanche lorsqu’il n’y
a pas de contrainte sur le controle, la preuve est simple, et on arrive au principe
du maximum dit faible. C’est & cette version plus simple que nous allons d’abord
nous intéresser. Puis nous passerons au cas général.

7.1 Cas sans contrainte sur le controle : principe
du maximum faible

7.1.1 Le probléme de Lagrange

Ce probléme simplifié est le suivant. On cherche des conditions nécessaires
d’optimalité pour le systéme

&(t) = f(t,z(t), u(t)), (7.1)

ot les controles u(-) € U sont définis sur [0, T] et les trajectoires associées doivent
vérifier (0) = g et (T') = 1 ; le probléme est de minimiser un cott de la forme

Clu) = / POt (t), u(t)) dt, (7.2)

ou T est fixé.
Associons au systéme (7.1) le systéme augmenté suivant
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et notons & = (x,2°), f = (f, f°). Le probléme revient donc & chercher une
trajectoire solution de (7.3) joignant les points & = (0, 0) et ¥, = (z1,2°(T)),
et minimisant la derniére coordonnée x°(T).
_ L’ensemble des états accessibles & partir de Zo pour le systéme (7.3) est
Ace(zg,T) = L(J)f(T, To, ).
e
Le lemme crucial est alors le suivant.

Lemme 7.1.1. Sile contréle u associé au systéme de contréle (7.1) est optimal
pour le cott (7.2), alors il est singulier sur [0,T] pour le systéme augmenté

(1.3).

Démonstration. Notons T la trajectoire associée, solution du systéme augmenté
(7.3), issue de o = (x9,0). Le controle u étant optimal pour le codt (7.2), il en
résulte que le point Z(T') appartient a la frontiére de ’ensemble Acc(Zo, T) (voir
figure 7.1). En effet sinon, il existerait un voisinage du point #(T) = (x1,2°(T))
dans Acc(Zg, T') contenant un point (7" solution du systéme (7.3) et tel que on
ait y°(T) < 2°(T), ce qui contredirait ’optimalité du controle u. Par conséquent,
d’aprés la proposition 5.3.1, le controle u est un controle singulier pour le systéme
augmenté (7.3) sur [0,7]. O

I T
FiG. 7.1 — Ensemble accessible augmenté.
Dans la situation du lemme, d’aprés la proposition 5.3.4, il existe une ap-

plication p : [0,7] — R™™ \ {0} telle que (Z,p, @) soit solution du systéme
hamiltonien

B0 = S8 (0. 50,5(0,u(0). 50 =~ (130,50 u(0), (74
e b3(6),5(0) (1) = 0 (1.5
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En écrivant p = (p,p°) € (R" x R) \ {0}, ot p° est appelée variable duale
du cott, on obtient

d
o
®:p") = —(p,p") ;
or
ox
d’oti en particulier p°(t) = 0, c’est-a-dire que p°(¢) est constant sur [0, 7]

Comme le vecteur p(t) est défini & scalaire multiplicatif prés, on choisit p° < 0.

Par ailleurs, H = (p, f(t,x,u)) = pf + p°f, donc

of _ o5 . ,0f
ou  ~ Pau TP au
Finalement on a obtenu 1’énoncé suivant.

Théoréme 7.1.2 (Principe du maximum faible). Si le contréle u associé au
systéme de controle (7.1) est optimal pour le codt (7.2), alors il existe une appli-
cation p(-) absolument continue sur [0,T], 4 valeurs dans IR", appelée vecteur
adjoint, et un réel p° < 0, tels que le couple (p(-),p°) est non trivial, et les
équations suivantes sont vérifiées pour presque tout t € [0,T

(0) = S (1 (0), (0.0, 1), (7.6
(0 = =2 (0,0, 1, ), &
o t2(0), (0,1, ) =0, (7.9

ot H est le Hamiltonien associé au systéeme (7.1) et au codt (7.2)

H(t,x,p,p’ u) = (p, f(t,x,u)) + p° fOt, 2, u). (7.9)

7.1.2 Le probléme de Mayer-Lagrange

On modifie le probléme précédent en introduisant le cott

Cl(tu) = / £0(5, 20 (3), u(s))ds + g(t, zu(1)), (7.10)

et ou le temps final ¢ n’est pas fixé. Soit M7 une variété de R". Le probléme de
controle optimal est alors de déterminer une trajectoire solution de

&(t) = f(t,x(t), u(t), z(0) = zo,

ot les controles u(-) sont dans ’ensemble U des controles admissibles sur [0, ¢ (u)],
telle que z(T) € My, et de plus z(-) minimise sur [0,7] le cott (7.10).
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Supposons que la variété M7 est donnée par
M, ={xeR" | F(z) =0},

ol F est une fonction de classe C* de R" dans R”. En écrivant F = (Fy,..., F})
ou les fonctions F; sont & valeurs réelles, il vient

Mi={zeR" | Fi(z)="---= Fy(x) =0},
et de plus ’espace tangent & M; en un point x € M; est
T.My ={veR" | VF(z)v=0,i=1,...,p}
Introduisons alors ’application
h(t,u) = (F o E(t,u),C(t,u)).

Remarque 7.1.1. L’application h n’est pas forcément différentiable au sens de
Fréchet. Cela dépend en effet de la régularité du controle u. Si par exemple u

est continu en ¢, alors

oE

o () = F(t.a(t) u(t).

Dans les calculs qui suivent, on oublie cette difficulté et on suppose que h est
différentiable.

Le fait suivant est une conséquence immédiate du théoréme des fonctions
implicites.

Lemme 7.1.3. Si un contréle u est optimal sur [0,T] alors Uapplication h n’est
pas submersive au point (T, u).

Par conséquent dans ce cas Iapplication dh(T', u) n’est pas surjective, et donc
il existe un vecteur non trivial 1/, = (¢1,9") € R" x R qui est orthogonal dans
R & Tm dh(T,u), i. e.
U1dh(T,u) = 0.

Ceci implique les deux égalités au point (T, u)

) 00C
wlaFoE—Hﬁ 5 = Y (7.11)
z/)lgFoE—i—z/JO@ =0. (7.12)
ou ou

Posons .
C’o(t,u):/ (s, 2 (s), u(s))ds,
0
de sorte que

C(t,u) = Co(t,u) + g(t,zu(t) = Co(t,u) + g(t, E(t,u)).
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Avec cette notation il vient, compte-tenu de % = fOet %—If =f,

oC _ o 99 99
ot~ T tah

et
oC _ 9Cy  0g OE

ou " ou Torou
au point (7,u). En reportant dans les relations (7.11) et (7.12) on obtient

pF 90+ ) =0, (713)
OE  ,0C,
Ju + e 0, (7.14)

au point (7,u), ot par définition
0
Y =Y. VF + 4027
Ox

En particulier si on pose 91 = (A1,...,)p), on obtient ¢1.VF =>2 | \,;VF;.

Remarque 7.1.2. Si on envisage le probléme de Mayer-Lagrange d temps final
fixé T, alors on considére le cott

T
Cr(u) = / £0(5, 20 (3), u(s))ds + g(zu(T)).

Le raisonnement précédent est quasiment inchangé, sauf que ’on raisonne sur
I’application & temps fixé T

hr(u) = (F o Ex(u), Cr(u)),

et on obtient de méme la relation (7.14). En revanche on n’a plus ’équation
(7.13).

Ainsi I’équation (7.13) traduit-elle le fait que le temps final n’est pas fixé.

Remarque 7.1.3. La relation (7.14) affirme exactement que le controle u est sin-
gulier sur [0, T] pour le systéme & = f(¢, z,u) affecté du cotit Cp(u). Autrement
dit on s’est ramené & un probléme de Lagrange & temps non fixé.

En particulier en appliquant la proposition 5.3.4, on obtient, similairement
au paragraphe précédent, le résultat suivant.

Théoréme 7.1.4 (Principe du Maximum faible, cas de Mayer-Lagrange). Si
le contréle u est optimal sur [0,T] alors il existe une application p : [0,T] —
R"\ {0} absolument continue, et un réel p° < 0, tels que le couple (p(-),p°) est
non trivial, et

x(t) - a—p(t,x(t),p(t),po,u(t)), p(t) - —%—Z(t,x(t),p(t),po,u(t)), (715)
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o (1) (0). 0 u(1) = 0, (716

0,’)’ H(t7 xﬂp7p07u) = <p’ f(t7x7u)> +p0f0(t7 x’ u)'
Si de plus la cible My est une sous-variété de IR" alors il existe des réels
AL, .., Ap, tels que lon ait au point final (T, x1)

P

9

p(T) =3 NVE, + poa—z. (7.17)
=1

De plus si le temps final n'est pas fixé dans le probléme de contréle optimal,
et si u est continu au temps T, alors on a au temps final T
09y

H(T,2(T),p(T),p", u(T)) = —p 5 (L 2(D).

7.2 Principe du maximum de Pontryagin

La version forte suivante, beaucoup plus difficile & montrer, du théoréme
précédent (voir [57] pour une démonstration, voir aussi [12, 36, 49]), prend
en compte les contraintes sur le controle, et affirme que cet extremum est un
maximum. On a I’énoncé général suivant.

7.2.1 Enoncé général

Théoréme 7.2.1. On considére le systéme de contréle dans IR"
i(t) = f(t,2(t),u(t)), (7.18)

ot f : Rx R" x R" — IR" est de classe C' et ot les controles sont des
applications mesurables et bornées définies sur un intervalle [0,t.(u)[ de RT et
a valeurs dans Q C IR™. Soient My et M, deux sous-ensembles de IR". On note
U lUensemble des contrdles admissibles u dont les trajectoires associées relient
un point initial de My & un point final de My en temps t(u) < t.(u).

Par ailleurs on définit le codt d’un contréle u sur [0, 1]

C@M=AWQM$MM®+WJ@L

ot fO: RxR'"xR" — Retg: Rx R"— R sont C', et z(-) est la
trajectoire solution de (7.18) associée au controle u.

On considére le probleme de contréole optimal suivant : déterminer une tra-
jectoire reliant My a My et minimisant le cott. Le temps final peut étre fixé ou
non.

Si le controle uw € U associé a la trajectoire x(-) est optimal sur [0,T], alors il
existe une application p(-) : [0,T] — RR" absolument continue appelée vecteur
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adjoint, et un réel p® < 0, tels que le couple (p(-),p°) est non trivial, et tels que,
pour presque tout t € [0,T],

(1) = %—f(t,x(w,p@),p%u(t»,
- (7.19)
50 = =21, 2(0),p(0). 2, ult)),

ot H(t,x,p,p°,u) = (p, f(t,x,u)) +p°fO(t,z,u) est le Hamiltonien du systéme,
et on a la condition de mazimisation presque partout sur [0,T)
H{(t,z(t), p(t), p°, u(t)) = max H(t, x(t), p(t), p", v). (7.20)
ve

Si de plus le temps final pour joindre la cible M, n’est pas fizé, on a la
condition au temps final T

e H(T, a(T),p(T), 1, v) = —p 2

ve —Pp E(T’ z(T)). (7.21)

Si de plus My et My (ou juste l'un des deur ensembles) sont des variétés
de R" ayant des espaces tangents en x(0) € My et x(T) € My, alors le vecteur
adjoint peut étre construit de maniére a vérifier les conditions de transversalité
auzx deur extrémités (ou juste l'une des deuz)

p(0) L Ty0)Mo (7.22)
et
00y
p(T) =p 5 (T,(T)) L To(r) M. (7.23)

Remarque 7.2.1. Si le contrdle u est continu au temps T, la condition (7.21)
peut s’écrire

dg
_ _ 079
R

Remarque 7.2.2. Si la variété M; s’écrit sous la forme

H(T,x(T),p(T),p°, w(T)) (T, 2(T)). (7.24)

My ={zeR" | Fi(z) = = F,(x) = 0},

ot les F; sont des fonctions de classe C'! sur R", alors la condition (7.23) se met
sous la forme

%(T, 2(T)). (7.25)

p
Wi €R | p(T) = Y NVE (D) +p5
=1

Remarque 7.2.3. Dans les conditions du théoréme, on a de plus pour presque
tout ¢t € [0, 7]

@ H (1, 2(0),p(0), 0, ul0) = 02 (1, 2(0),p(0), 1, (1), (720
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En particulier si le systéme augmenté est autonome, i. e. si f et f° ne dépendent
pas de t, alors H ne dépend pas de t, et on a

Vit € [0,T) max H(z(t),p(t), p°,v) = Cste.
ve
Notons que cette égalité est alors valable partout sur [0, T'] (en effet cette fonction
de t est lipschitzienne).

Remarque 7.2.4. La convention p° < 0 conduit au principe du mazimum. La
convention p° > 0 conduirait au principe du minimum, i. e. la condition (7.20)
serait une condition de minimum.

Remarque 7.2.5. Dans le cas ou 2 = R™, 4. e. lorsqu’il n’y a pas de contrainte
sur le controle, la condition de maximum (7.20) devient %—Ij =0, et on retrouve
le principe du maximum faible (théoréme 7.1.2).

Définition 7.2.1. Une extrémale du probléme de contrdle optimal est un qua-
druplet (z(-),p(-),p°, u(-)) solution des équations (7.19) et (7.20). Si po = 0, on
dit que l’extrémale est anormale, et si p° # 0 Pextrémale est dite normale.

Remarque 7.2.6. Lorsque Q = IR, i. e. lorsqu’il n’y a pas de contrainte sur le
controle, alors la trajectoire x(-), associée au controle u(-), est une trajectoire
singuliére du systéme (7.1), si et seulement si elle est projection d’une extrémale
anormale (z(-),p(-), 0, u(-)).

Ceci résulte en effet de la caractérisation hamiltonienne des trajectoires sin-
guliéres, cf proposition 5.3.4. Remarquons que puisque p° = 0, ces trajectoires
ne dépendent pas du cott. Elles sont intrinséques au systéme. Le fait qu’elles
puissent pourtant étre optimales s’explique de la maniére suivante : en général,
une trajectoire singuliére a une propriété de rigidité, i. e. c’est la seule tra-
jectoire joignant ses extrémités, et donc en particulier elle est optimale, ceci
indépendamment du critére d’optimisation choisi.

Ce lien entre extrémales anormales et trajectoires singuliéres, pour Q = R,
montre bien la difficulté liée & D'existence éventuelle de telles trajectoires.

Définition 7.2.2. Les conditions (7.22) et (7.23) sont appelées conditions de
transversalité sur le vecteur adjoint. La condition (7.21) est appelée condition de
transversalité sur le Hamiltonien. Elles sont ici écrites de maniére trés générale,
et dans les deux paragraphes suivants nous allons les réécrire dans des cas plus
simples.

Remarque 7.2.7. Le probléme important du temps minimal correspond & f0 =1
et g = 0, ou bien & f¥ = 0 et g(t,z) = t. Dans les deux cas les conditions de
transversalité obtenues sont bien les mémes.

Remarque 7.2.8. 1l existe des versions plus générales du principe du maximum,
pour des dynamiques non lisses ou hybrides (voir par exemple [21, 66, 67] et leurs
références, voir aussi plus loin pour le principe du maximum avec contraintes
sur l’état).
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7.2.2 Conditions de transversalité
Conditions de transversalité sur le vecteur adjoint

Dans ce paragraphe le temps final pour atteindre la cible peut étre fixé ou
non. Réécrivons les conditions (7.22) et (7.23) dans les deux cas importants
suivants.

— Probléme de Lagrange. Dans ce cas le cott s’écrit

C(t,u):/o FO(s,2(s),u(s))ds,

i. e. g = 0. Les conditions de transversalité (7.22) et (7.23) sur le vecteur
adjoint s’écrivent alors

p(0) L TyoyMo, p(T) L TyryMy. (7.27)

Remarque 7.2.9. Si par exemple My = {x¢}, la condition (7.22) devient
vide. Si au contraire My = R", i. e. si le point initial n’est pas fixé, on
obtient p(0) = 0.

De méme, si M; = R", on obtient p(T) = 0. Autrement dit si le point
final est libre alors le vecteur adjoint au temps final est nul.

— Probléme de Mayer. Dans ce cas le coit s’écrit

C(t,u) = g(t, x(1)),

i. e. fO = 0. Les conditions de transversalité (7.22) et (7.23) (ou (7.25))
ne se simplifient pas a priori.
Mais dans le cas particulier important ou M; = R", autrement dit le point
final x(T) est libre, la condition (7.23) devient
00y
p(T) =p 5 (T,a(T)). (7.28)
x
Si de plus g ne dépend pas du temps, on a coutume d’écrire p(T) =
p°Vg(z(T)), autrement dit le vecteur adjoint au temps final est égal, & la
constante p? prés, au gradient de g pris au point final.

Condition de transversalité sur le Hamiltonien

La condition (7.21) n’est valable que si le temps final pour atteindre la cible
n’est pas fixé. Dans ce paragraphe nous nous plagons donc dans ce cas.

La seule simplification notable de cette condition est le cas ou la fonction
g ne dépend pas du temps t (ce qui est vrai par exemple pour un probléme de
Lagrange), et la condition de transversalité (7.21) sur le Hamiltonien devient
alors

max H(T, «(T),p(T),p",v) =0, (7:29)
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ou encore, si u est continu au temps 7',
H(T,z(T),p(T),p°, w(T)) = 0. (7.30)

Autrement dit le Hamiltonien s’annule au temps final.

Remarque 7.2.10. Si le systéme augmenté est de plus autonome, i. e. si f et
f° ne dépendent pas de t, alors d’aprés la remarque 7.2.3 on a le long d’une
extrémale

vt € [0,T) meaé(H(x(t),p(t),pO,v) =0.

Généralisation des conditions de transversalité

Pour écrire les conditions de transversalité associées & un probléme de controle
plus général, il faut écrire les relations adéquates en termes de multiplicateurs
de Lagrange.

Par exemple considérons un probléme de Lagrange avec des conditions aux
limites mélangées, i. e. on cherche une trajectoire solution de

@(t) = f(t,2(t), u(t)),
minimisant le cott
o= [ e,
et vérifiant les conditions aux limites
(2(0),2(T)) € M,
ol M est une sous-variété de R" x R".

On peut alors montrer (voir [2]) que dans ce cas les conditions de transver-
salité (7.22) et (7.23) sur le vecteur adjoint s’écrivent

(=p(0),p(T)) L Ta(0).a(r))M.

Un cas important de conditions mélangées est le cas des trajectoires pério-
diques, 4. e. 2(0) = 2(7T') non fixé. Dans ce cas on a

M ={(z,z) [z € R"},

et la condition de transversalité donne

Autrement dit, non seulement la trajectoire est périodique, mais aussi son relé-
vement extrémal.
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7.2.3 Contraintes sur 1’état

Principe du maximum avec contrainte sur 1’état. Le principe du maxi-
mum tel qu’il vient d’étre énoncé prend en compte des contraintes sur le controle,
mais ne prend pas en compte d’éventuelles contraintes sur ’état. Ce probléme
est en effet beaucoup plus difficile. Il existe plusieurs versions du principe du
maximum avec contraintes sur l’état (voir a ce sujet [20, 21, 34, 39, 52, 53]).
La théorie est cependant beaucoup plus compliquée, et nous ne ’abordons pas
dans cet ouvrage. Une différence fondamentale avec le principe du maximum
classique est que la présence de contraintes sur 1’état peut rendre le vecteur
adjoint discontinu. On rajoute alors des conditions de saut, ou de jonction.

En fait, lorsqu’il existe des contraintes sur 1’état de la forme ¢;(z) < 0,
i=1,...,p, ot les fonctions ¢; : R” — IR sont de classe C', alors le vecteur
adjoint p(-) est solution de I’équation intégrale

T oH = [T Oc
P =p) ¢ [ a3 [ G,

ou les u; sont des mesures positives ou nulles dont le support est contenu dans
{t €[0,T] | ci(x(t)) = 0}.

Dans la section 7.4, on traite complétement un exemple (simplifié¢) de pro-
bléme de controle optimal ou apparaissent des contraintes sur I’état (probléme
de rentrée atmosphérique d’une navette). Cependant on arrive a éviter 'usage
d’un principe du maximum avec contraintes.

Méthode de pénalisation. Un moyen simple de manipuler des contraintes
sur I’état est de résoudre un probléme de controle optimal modifié, o, comme
dans la théorie LQ, on pondére cette contrainte, de maniére & la forcer & étre
vérifiée. Le principe général de cette méthode est le suivant. Supposons qu’on
veuille imposer & ’état d’appartenir & un sous-ensemble C' C IR". Donnons-nous
une fonction g sur R"”, nulle sur C et strictement positive ailleurs (il faut étre
capable de construire une telle fonction). Alors, en ajoutant au cott C(¢,u) le
scalaire A fOT g(z(t))dt, ot A > 0 est un poids que l’on peut choisir assez grand,
on espére que la résolution de ce probléme de controle optimal modifié va forcer
la trajectoire & rester dans ’ensemble C. En effet si z(¢) sort de ’ensemble C,
et si A est grand, alors le colt correspondant est grand, et probablement la
trajectoire ne sera pas optimale.

La justification théorique de ce procédé réside dans la proposition générale
suivante.

Proposition 7.2.2. Soit (E,d) un espace métriqgue, C un sous-ensemble de
E, et f une fonction k-lipschitzienne sur E. Pour tout x € E, posons g(x) =
d(xz,C). Supposons que la fonction f restreinte o C atteint son minimum en
zo € C, i e

f(zo) = min f(x).

zeC
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Alors, pour tout réel X >k, on a
f(@o) + Ag(wo) = min f(z) + Ag(x),

i. e. xg est aussi un point ot f + \g atteint son minimum sur C. La réciproque
est vraie si de plus A > k et si C' est fermé.

Démonstration. Raisonnons par ’absurde, et supposons qu’il existe y € E et
e > 0 tels que f(y) + Ad(y,C) < f(xo) — Ae. Soit alors z € E tel que d(y, z) <
d(y,C)+e.Ona

f(2) < fy) + kd(y, 2) < f(y) + Ad(y, C) + Ae < f(x),

ce qui est une contradiction.

Pour la réciproque, supposons que A > k et que C est fermé. Soit zg € C un
point ot f + Ag atteint son minimum sur C, et soit € > 0. Il existe z € C tel
que d(zg,2) < d(zo,C) +¢e/\. On a

f(2) < (o) + kd(zo, 2)
< (o) + hd(w0,C) + 32
< fzo) + Ad(zo,C) — (A — k)d(z0,C) + ¢
< f(z) = (A= k)d(zo,C) + ¢

et donc (A — k)d(zo,C) < e. Le réel € > 0 étant arbitraire, on en déduit que
d(zo,C) = 0, et donc z¢ € C puisque C est fermé. On conclut que pour tout
ze€Cona f(z) = f(xog)- O

7.3 Exemples et exercices

7.3.1 Controéle optimal d’un ressort non linéaire

Reprenons ’exemple, leitmotiv de ce livre, du ressort non linéaire vu en
introduction, modélisé par le systéme de controle

{i(t) =y(t),
y(t) = —a(t) — 22(t)° + u(t),

ol on autorise comme controles toutes les fonctions u(t) continues par morceaux
telles que |u(t)| < 1. L’objectif est d’amener le ressort d’une position initiale
quelconque (zg,yo = o) & sa position d’équilibre (0,0) en temps minimal t..

Application du Principe du Maximum

Le Hamiltonien du systéme précédent s’écrit

H(z,p,u) = ppy + py(—z — 22° + ),
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et si (z,p,u) est une extrémale alors on doit avoir

. oH 9 . OH

Dy = s =p,(1+62%), et p, = _5_y = Pz
Notons que puisque le vecteur adjoint (ps,p,) doit étre non trivial, p, ne peut
s’annuler sur un intervalle (sinon on aurait également p, = —p, = 0). Par
ailleurs la condition la condition de maximisation nous donne

PyU = Max p,v.
U it

Comme p, ne s’annule sur aucun intervalle, on en déduit que, presque partout,

u(t) = signe py(t).

En particulier les controles optimaux sont successivement égaux a +1, c’est le
principe bang-bang (voir [49]). Plus précisément, le vecteur adjoint au temps
final t, étant défini & scalaire multiplicatif prés, on peut affirmer

by (t) + py (t) (1 + 62(£)%) = 0,
u(t) = signe(py(t)) ou p, est la solution de By() +py(D)( . ®°) )
i Py(ts) = cosay, Py(te) = —sine,
le paramétre o € [0, 27| étant indéterminé.
En inversant le temps (¢ — —t), il est clair que notre probléme est équivalent
au probléme du temps minimal pour le systéme

(1) = (1)

y(t) = z(t) + 22(t)% — signe(py(t))
3a(0) = Pt (731
Pa(t) = —py (£)(1 + 62(t)%)

z(0) = y(0) =0, x(ts) = o, y(t+) = Yo, py(0) = cosc, p;(0) =sina,

ot « € [0,27[ est & déterminer.

Résolution numérique a ’aide de Maple

On suppose désormais que xo = 0 et £¢ = 6.
Pour résoudre le probléme on procéde en 5 étapes.

Premiére étape. On saisit le systéme différentiel (7.31), puis on trace dans
le plan de phase (z,y) les deux solutions respectivement associées & o = 1 et
a = 2.5, avec t € [0, 10] (voir figure 7.2).
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> eql := D(x) (t)=-y(t) :
eq2 := D(y) (£)=x(t)+2*x(t)~3-signum(z(t)) :
eq3 := D(z) (t)=w(t) :
eq4 := D(w) (£)=-z (L) *(1+6*x(t)"2) :
sys := eql,eq2,eq3,eqd :
> idicl := [x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(1),w(0)=sin(1)] :
ic2 := [x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(2.5),w(0)=sin(2.5)] :
ic := icl,ic2 :
> DEplot([sys], [x(t),y(t),z(t),w(t)], t=0..10, [ic],
stepsize=0.05, scene=[x(t),y(t)],linecolor=[blue,red]);

[
i)

|

Fic. 7.2 -

Deuxiéme étape. Onpose T = 10, N =100, h =T /N et t, =nh,n=0...N.
Pour a = 1, puis pour a = 2.5, on écrit une boucle qui calcule le plus petit entier
k tel que

(E(tk)l'(thrl) <0 et |y(tk+1) — 6| < 0.5.

On affiche alors les valeurs de la solution aux temps t; et tx1.

> soll := dsolve({sys,x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(1),w(0)=sin(1)},
{x(®),y(t),z(t),w(t)}, type=numeric) :
T:=10.0 : N:=100 : h:=T/N :
xk:=0 :
for k from 1 to N do
solk := soll(kx*h) :
xknew := subs(solk,x(t)) :
yknew := subs(solk,y(t)) :
if xk*xknew<=0 and abs(yknew-6)<0.5 then break fi:
xk := xknew :
od: soll(kxh);
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Troisiéme étape. On écrit une procédure temps :=proc(alpha,eps) qui calcule
une approximation du temps ¢ tel que z(t) = 0 et |y(t) — 6] < 0.5. Pour cela on
localise tout d’abord ce temps comme & I’étape précédente, puis on effectue une
dichotomie sur ¢ entre t; et ;1 pour calculer le temps ou z(t) s’annule & eps
prés (c’est-a-dire |z(t)| < eps).

> temps := proc(alpha,eps)

local sol,solk,T,N,h,k,xk,xknew,yknew,t0,t1,tm,x0,x1,xm :
sol := dsolve({sys,x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(alpha),

w(0)=sin(alpha)}, {x(t),y(t),z(t),w(t)}, type=numeric)
T:=10.0 : N:=100 : h:=T/N :
xk:=0 :
for k from 1 to N do

solk:=sol(k*h)

xknew := subs(solk,x(t))

yknew := subs(solk,y(t))

if xk*xknew<=0 and abs(yknew-6)<0.5 then break fi:

xk := xknew :
od:
t0:=(k-1)*h : tl:=kxh :
x0:=subs(s0l(t0),x(t)) : xl:=subs(sol(tl),x(t))

# remarque : x0 et x1 sont forcement de signes contraires
while abs(x1-x0)>eps do

tm:=(t0+t1)/2 :

xm:=subs (sol (tm) ,x(t)) :

if xm*x0<0 then x1:=xm : tl:=tm :

else x0:=xm : tO0:=tm :

fi:
od:
RETURN (t0) ;
end :

Quatriéme étape. On écrit une procédure dicho=proc(eps) qui calcule par
dichotomie sur «, entre a = 1 et o = 2.5, une approximation du réel « tel que
la solution de (7.31) associée vérifie

e | w(te) =0, y(ts) =6,

le réel eps étant la précision, i. e. |x(t.)| < eps, |y(t.) — 6] < eps.
Plus précisément, on cherche le réel a par dichotomie de sorte que

|y(a, temps(a, eps) ) — 6| < eps

ou (z(a,"),y(a,-), 2(a, ), w(a,-)) est la solution de (7.31) (notons que la procé-
dure temps assure déja que |z(a, temps(a, eps))| < eps).

> dicho := proc(eps)
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local a,b,m,sola,solb,solm,ta,tb,tm,ya,yb,ym :
a:=1 : b:=2.5 :
sola := dsolve({sys,x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(a),w(0)=sin(a)},
{x(t),y(t),z(t),w(t)}, type=numeric)
solb := dsolve({sys,x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(b),w(0)=sin(b)},
{x),y®),z() ,w(t)}, type=numeric)
ta:=temps(a,eps) : tb:=temps(b,eps)
ya:=subs(sola(ta),y(t)) : yb:=subs(solb(tb),y(t)) :
while abs(yb-ya)>eps do
m:=evalf ((a+b)/2)
solm := dsolve({sys,x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(m) ,w(0)=sin(m)},
{x(),y®),z(t),w(t)}, type=numeric)
tm:=temps (m, eps)
ym := subs(solm(tm),y(t))
if (ym-6)*(ya-6)<0 then b:=m : yb:=ym :
else a:=m : ya:=ym :
fi:
od:
RETURN(a) ;
end:

Cinquiéme étape. On calcule une approximation de « pour eps = 0.01, et on
trace dans le plan de phase la solution obtenue (voir figure 7.3).

> dicho(0.01);
2.136718750
> temps(2.136718750,0.01);
8.737500000
> DEplot([sys], [x(t),y(t),z(t),w(t)],t=0..8.7375,
[[x(0)=0,y(0)=0,z(0)=cos(2.136718750) ,w(0)=sin(2.136718750)1],
stepsize=0.05, scene=[x(t),y(t)],linecolor=[bluel);

Le temps minimal pour amener le ressort de la position (0,6) a 1’équilibre
(0,0) est donc de 8.7375 s.

Remarque 7.3.1. Considérons le controle
u(t) = signe (y(t) —0.1)/1.33.

On constate numériquement que la solution du systéme associée & ce controle
passe bien par le point (0,6) au temps ¢ = 10.92. Le temps qu’il faut a cette
trajectoire pour aller de (0, 0) au point (0, 6) est bien supérieur au temps minimal
calculé.

7.3.2 Exercices

Exercice 7.3.1 (Probléme du temps minimal pour une fusée & mouvement
rectiligne). Considérons une modélisation simplifié¢e du mouvement rectiligne
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d’une fusée, i. e.

(t) = u(t), () = u(t)?,

117

ou z(t) représente la vitesse et y(t) est inversement proportionnelle & la masse

de I’engin. Le controle u(t) est la poussée et vérifie la contrainte |u(t)| < 1.
Résoudre le probléme du temps minimal pour atteindre le point final (x4, y1),

en partant de l'origine.

Indications : Le Hamiltonien est H = p,u + pyu + p°, ol p, et p,

sont constantes. Quelle que soit la valeur de pY, il faut maximiser

P+ pyu?, pour —1 < u < 1. Montrer que, selon les signes de p, et
Pa

Py, le controle u est constant, et prend ses valeurs dans {—1,1, — s }.

Montrer que, pour aller en un point (z1,2) tel que

-0 < zy < =z, il existe un seul contréle optimal, singulier et
constant ;

— x9 = |x1], il existe un seul controle optimal, constant, égal & 1 ou
a—1;

— 9 > x1, il existe une infinité de controles optimaux, qui sont des
successions d’arcs +=1. Remarquer aussi que le temps minimal est
ty = x2. Noter qu’il n’y a pas unicité de la trajectoire optimale
dans cette zone.

Exercice 7.3.2 (Probléme de Zermelo). Le mouvement d’une barque se dépla-
cant 3 vitesse constante sur une riviére ou il y a un courant c(y) est modélisé

par

&(t) = veosu(t) + c(y(t)), z(0) =0,
y(t) = vsinu(t), y(0) =0,

ol v est la vitesse et u(t), ’angle de la barque par rapport a 'axe (0zx), est le
controle.
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1. Supposons que pour tout y on ait ¢(y) > v. Quelle est la loi optimale
permettant de minimiser le déport z(¢;) pour atteindre la berge opposée ?

2. Résoudre le probléme de temps minimal pour atteindre la berge opposée.
3. Résoudre le probléme de temps minimal pour atteindre un point M de la
berge opposée.

Indications : Dans les trois cas, le Hamiltonien est
H =py(vcosu+c(y)) + pyvsinu.

Seules les conditions de transversalité changent.
1. On a alors p, = —1 et H(t;) = 0. On trouve

u = Arccos (_ﬁ) .

2. Onap,=0et H(ty) =0, puis u = 3.
3. On a p, = Cste, H(ty) = 0, puis

PaV

u = Arccos —————,
1- pxc(y)

ol p, doit étre choisi de maniére & atteindre M (cf méthode de

tir).
Exercice 7.3.3 (Transfert optimal de fichiers informatiques). Un fichier de zg
Mo doit étre transféré par le réseau. A chaque temps ¢ on peut choisir le taux
de transmission u(t) € [0,1] Mo/s, mais il en cotte u(t)f(t), ot f(-) est une
fonction connue. De plus au temps final on a un codt supplémentaire fyt?, ol
v > 0. Le systéme est donc

&= —u, 2(0) =z, z(ty) =0,

et on veut minimiser le cott
ty
Cltgou) = / w(t) f(t)dt + 12,
0

Quelle est la politique optimale ?

Indications : 1l est clair qu’il n’y a pas de trajectoire singuliére, on
peut donc supposer p° = —1. On pose f° = uf et g = yt2. Le
Hamiltonien est donc H = —pu — fu.
Puisque p = 0, on a p(t) = Cste, et de plus au temps final
99

H(ty) = —p° =2 =27t
d’ott

—u(ty)(p+ f(tr)) = 2ty
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Par la condition de maximisation, u(t) dépend du signe de p + f(¢),
et est soit égal & 0, soit égal & 1. Il est clair qu’au temps final ¢; on
a u(ty) =1 (sinon u ne serait pas optimal, & cause du terme 'yt?c),
et donc p = —2vt; — f(ts). Finalement

[0S0 >
u(t) = { 1 si f(t) < —p.

Noter qu’on aurait pu mettre le cotit sous la forme

Cltyu) = /O ") F(t) + 2vt)dt.

Exercice 7.3.4 (Controle optimal du niveau d’un réservoir). On veut ajouter de
I’eau dans un réservoir, de facon & atteindre le niveau d’eau h1, en tenant compte
du fait qu’il faut compenser une perte d’eau linéaire en temps. La modélisation
est )
h(t) = u(t) —t, h(0) =0,
ou u(t) est le controle. Quelle est la loi optimale permettant d’atteindre 'objectif
en minimisant fotf u(t)?dt, le temps final ¢; n’étant pas fixé?
Indications : on trouve u(t) = 2 %
Exercice 7.3.5. Le mouvement d’un missile, décrit comme une particule de
masse m soumise & la gravitation et & la résistance de l’air, est donné par les
équations
T1 = X3, To = X4, L3 = @COSU, T4 = asinu,
ot u(t) € IR est le controle. Le but est de minimiser la quantité t; + g(z(ts)),
ol g est une fonction de classe C''. Montrer que le contréle doit vérifier

c1 + cot
tan u(t) = ¥,
c3 + cqt
ol c1,co,c3,¢c4 € R.
Indications : les équations donnent tanu = L22, p3 = —p1, ps = —po,

avec p1, p2 constantes.

Exercice 7.3.6 (Un probléme de Bolzano en économie). Un individu dispose
d’un revenu r(t), 0 < t < T, qu’il peut dépenser ou placer & la banque avec
un taux d’intérét 7. Il veut réaliser un programme de dépense u(t) sur [0,7] de
maniére & maximiser la quantité

T
/ Inu(t)e *dt.
0
L’évolution de son avoir x(t) est alors donnée par
() =r(t) + Tx(t) — u(t),

et de plus on impose x(T) > 0, i. e. Pavoir de l'individu est positif au temps
final T'. Quelle est la loi optimale ?
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Remarque 7.3.2. De maniére générale, on appelle probléme de Bolzano un pro-
bléme de controle optimal ot on veut maximiser un cott du type

Cr(u) =Y ciai(T).
=1

Indications : Pour avoir 'existence de trajectoires optimales, il faut
relaxer la contrainte (7T) > 0 en z(T) > 0. Le cas z(T) = 0 est
alors vu comme un cas limite. On distingue deux cas :

— si 2(T) > 0, puisqu’il est non fixé, alors p(T') = 0. Or p = —pr,
d’ott p(t) = 0, et H = p°Ilnu e~*'. La condition de maximisation
sur H conduit alors & une absurdité.

— si (T) = 0, on n’a aucune condition sur p(T"). On peut prendre

o—(atr)t

p° = 1 (pas de singuliére), et on trouve u(t) = “y - La condi-

tion initiale p(0) est déterminée en calculant z(t), et en imposant
x(T) = 0 (cf méthode de tir).

Exercice 7.3.7 (Politique optimale de péche). L’évolution d’une population de
poissons z(t) est modélisée par

@(t) = 0.08z(t)(1 — 10~ 52(t)) — u(t), =(0) = o,

ou u(t), le controle, représente le nombre de poissons péchés. Déterminer une
politique optimale de péche, de maniére & maximiser la quantité

T
/ e 003 Inw(t) dt,
0
et & avoir au temps final (7)) > 0.

Indications : méme raisonnement qu’a ’exercice précédent.

Exercice 7.3.8 (Investissement optimal). L’évolution du revenu r(t) d’une en-
treprise est modélisée par le systéme controlé

3
r(t) = —2r(t) + §u(t)7 r(0) = ro,
ot u(t), le controle, représente 'investissement au temps ¢, et vérifie la contrainte
0 < u(t) <a. Soit T > %1113 un réel. Déterminer la politique optimale permet-
tant de minimiser la quantité

T
—r(T) —|—/O (u(t) — r(t))dt.

Indications : Montrer qu’il n’y a pas de singuliére, puis que u dépend
du signe de ¢ = 2p—1, ot p = 2p— 1, et p(T) = 1. Par intégration,
montrer que ¢(t) s’annule en t. = T'— 3 In3, et en déduire que la
politique optimale est u = 0 sur [0, ¢.[, puis v = a sur |t., T].
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Exercice 7.3.9 (Controle optimal de population dans une ruche). Considérons
une population d’abeilles constituée au temps ¢ de w(t) travailleuses et de ¢(t)
reines. Soit u(t) le contrdle, qui représente P'effort des abeilles pour fournir des
reines & la ruche. La modélisation est

w(t) = au(t)w(t) — dbw(t), ¢(t) = c(1 —u(t))w(t), 0 < wu(t) <1,

ol a,b,c sont des constantes telles que a > b. Quel doit étre le controle u(t)
pour maximiser au temps 7' le nombre de reines ?

Indications : Le Hamiltonien est H = py (auw — bw) + pac(l — u)w,
ou
p1 = —pi(au —b) — pac(l —u), p2 = 0.

Les conditions de transversalité donnent pi(T) = 0 et po(T) = 1
(donc po(t) = Cste = 1), et selon la condition de maximisation on
a, puisque w > 0,

0 sipi(t)a — pac <0,
u(t) = .
1 sipi(t)a — pac > 0.

Au temps final T on a donc u(T) = 0 puisque p1(T)a — p2(T)c =
—c < 0. Par continuité de la fonction de commutation, le controle
w est nul sur un intervalle [t1,T]. Sur cet intervalle, on a alors p; =
p1b — ¢, d’ou

c _
pilt) = (1= ),

et p; est décroissant. En raisonnant en temps inverse, on a une com-
mutation au temps t; tel que p;(t1)a — ¢ = 0, soit

t1=T—%1n(1—c+%).

Pourt < t1,onap; = —pi(a—b) < 0, donc p; est encore décroissant.
Il n’y a donc pas d’autre commutation.

Conclusion : la politique optimale est u(t) = 1 sur [0, ¢1], puis u(t) =
0.

Exercice 7.3.10 (Controle optimal d’une réaction chimique). Une réaction
chimique est modélisée par

& = —uxy +ulze, x1(0) =1,

&o = uxq — 3ulx, z2(0) =0,
ol 1, xo sont les concentrations des réactifs, et le controle u(t) vérifie la contrainte

0 < u(t) < 1. Quelle est la politique optimale permettant de maximiser la quan-
tité finale x2(1) du second réactif ?
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Indications : Le Hamiltonien s’écrit H = py (—uxzy +u?xs) +po(uz —
3u’xs), et

p1 = (p1 — p2)u, Po = (—p1 + 3p2)u®, p1(1) =0, po(1) = 1.

Il faut maximiser sur ]0,1] la fonction ¢ = (p1 — p1)z1u + (p1 —
3p2)ou?.

Montrer que, compte-tenu des conditions initiales, x2(t) ne reste pas
nul pour t > 0 petit.

Montrer que le controle singulier s’écrit

_ (pl —Pz)xl
* 7 2(p1 — 3pa)ws’

avec ) 5 o
Py = (p1 —p2)?z1 . B (p1 — p2)°xf

= y P2 = .

2(p1 — 3p2) 2 ? 4(p1 — 3pa)x3
En déduire que forcément p;(0) # p2(0), et que us(t) ~ 400 pour
t > 0 petit.
En déduire que la politique optimale consiste & prendre u = +1 au
début, puis u = us.

Exercice 7.3.11 (Controle optimal d’une épidémie). Considérons une popula-
tion touchée par une épidémie que ’on cherche & enrayer par une vaccination.
On note

— I(t), le nombre d’individus infectieux, qui peuvent contaminer les autres;

— S(t), le nombre d’individus non infectieux, mais contaminables;

— R(t), le nombre d’individus infectés, et disparus, ou isolés du reste de la

population.

Soit > 0 le taux d’infection, v > 0 le taux de disparition, et u(t) le taux de
vaccination. Le controle u(t) vérifie la contrainte 0 < u(t) < a. La modélisation
est

S(t)
I(t)

—rS(OI(t) = u(t),
SOI(t) —~I(),

|
<

et le but est de déterminer une loi optimale de vaccination, de maniére & mini-
miser, en un temps 7', le coat

Montrer que la politique optimale est bang-bang, avec u = 0 & la fin.

Indications : Le Hamiltonien est H = pg(—rSI—u)+pr(rSI—~I)+
prYI + pPu, et

ps =psrl —prrl, pr = psrS —pr(rS —~) —pRy, pr =0.
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En remarquant que ps = 0 = p;y = 0 = pr = 0, montrer qu’il
n’y a pas de singuliére, et en déduire que la politique optimale est
bang-bang.

La fonction de commutation est p(t) = —pg(t) — 1. En remarquant
qu’on doit avoir pg(T) = 0 a la fin, montrer que ¢(T) < 0 et en
déduire que v = 0 4 la fin.

Exercice 7.3.12. Considérons le systéme de controle dans R>
Ty = xe, T3 = T3, T3 = U,

ou u(t) € R. Déterminer la trajectoire optimale conduisant le point initial
(0,0,5) & la sphére unité S? de IR?, pour le cott C(u) = fol u(t)?dt.

Indications : On impose & la fin p(1) L T,1)S?. Les calculs sont
fastidieux.

Exercice 7.3.13 (Controle optimal d’un procédé de fermentation). Considé-
rons le procédé de fermentation

i(t) = —x(t) +u(t)(1 — z(t)), z(0) = zo,
y(t) = z(t) —u(t)y(t), y(0) = yo,

ou x(t) représente la concentration de sucre, y(t) la concentration d’éthanol, et
u(t), le controle, est le taux d’évaporation. On suppose 0 < u(t) < M, et

0<zg<1, yo>0.

Montrer que la politique en temps minimal pour rejoindre y(ts) = y; est bang-
bang, et consiste & prendre soit u = M puis u = 0, soit toujours u = 0.

Indications : Le Hamiltonien est H = p,(—z + u(1 — z)) + py(z —
uy) + p, et

Dy = px(l + u) — Py> py = UPy-
La fonction de commutation s’écrit ¢ = p,(1 — z) — p,y. Montrer
que u(t) =0 si @(t) <0, et u(t) = M si p(t) > 0.
En t = ¢f, montrer qu'on a p,(t5) = 0, et py(ty) > 0 (faire un dessin
représentant, dans le plan (z,y), la cible, et ’ensemble accessible en
temps ).
Montrer que, le long d’une singuliére, on a p,(1 —z) —p,y = 0, puis,
par dérivation, p, = p,. En remarquant que p,(t;) # py,(ts), en
déduire qu’il n’y a pas de singuliére, puis que la politique optimale
est bang-bang.
En remarquant que ¢(tf) < 0, montrer que v = 0 sur un intervalle
du type [ty —e, t¢]. En intégrant le systéme sur cet intervalle, montrer
que

p(t) = —py(ts) (L — e ype )N

En raisonnant sur le signe de ¢(0), discuter alors en fonction des
données la structure de la trajectoire optimale.
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Exercice 7.3.14 (Controle optimal d’un avion). Considérons le mouvement
d’un avion, modélisé par

(6) = vlt), 5(0) = s — g = o (0)

ou z(t) est la distance au sol parcourue, v(t) est le module de la vitesse, le
controle u(t) est Papport d’énergie, m est la masse, et p,c sont des coefficients
aérodynamiques. Le controle vérifie la contrainte

0<a<u(t) <b,

et le but est de déterminer une trajectoire menant du point initial x(0) =
;vo,v(O) = ’U(), au point final x(ty) = zy,v(ty) = vy, et minimisant le cott
fo t)dt, le temps final ¢y n’étant pas fixé.
Montrer qu 11 n’existe aucune trajectoire singuliére, puis expliquer comment
mettre en oeuvre une méthode numérique pour résoudre ce probléme.

Exercice 7.3.15 (Probléme de Goddard simplifié). Le décollage d’une fusée
est modélisé par les équations

h(t) = v(t), h(0) =0,
a(t) = 4O

) Y v(0) =0,
m(t) = —bu(t), m(0) = mo,
ou h(t) est l'altitude, v(t) le module de la vitesse, m(t) la masse, g ’accélération
de la pesanteur, et b > 0 un réel. Le controle est la poussée u(t), qui vérifie la
contrainte 0 < u(t) < Umaqe- Par ailleurs la masse de la fusée en ’absence de
carburant est my, si bien que la masse m(t) vérifie la contrainte m; < m(t) <
mg. Enfin, on suppose que uy,q: > gmo.

Montrer que la politique optimale permettant de maximiser 1’altitude finale
est bang-bang, avec au plus une commutation, du type u = Up,q, puis s’il y a
commutation u = 0.

Indications : Montrer que les conditions de transversalité sont p,,(t;) =
1, py(ty) = 0et H(ty) = 0. En déduire que la fonction de commuta-
tion s’écrit p(t) = Z(t)t bpm (t).

Noter que, au début, on doit avoir © > 0, i. e. u > mg, ce qui est
possible puisque Uyq > gmg- En déduire que, au début, on a u > 0,
et soit ¢ > 0, soit ¢ = 0. Calculer ¢’(¢t), montrer que ¢’(¢) < 0, et
conclure que 'alternative ¢ = 0 est impossible. En déduire que la
politique optimale est bang-bang, avec au plus une commutation, du
type U = Umqe puis s’il y a commutation v = 0.

Exercice 7.3.16 (Guidage d’un engin spatial). Considérons le mouvement d’un
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engin spatial, modélisé par le systéme de controle (normalisé)

(1) = v(t),

} 70(t)2 o U ° sinu
U(t) - T(t) T(t)2 + 1(t)m(t) Q(t)a
o u(t)o(t) c

0(t) = — @) u(t) ) cos ua(t),
m(t) = —uq(t),

ol r(t) représente la distance de ’engin au centre de la Terre, v(¢) la vitesse
radiale, 0(t) la vitesse angulaire, m(t) la masse de l’engin. Les controles sont
uq(t), la poussée, et ua(t), angle de gite. Le controle u; vérifie la contrainte
0 < uy < B. On considére les conditions aux limites

r(0) =1, r(ty) =1y,
v(0) =0, v(ty) =0,

1
0(0) =1, 0(ty) = N
m(0) = 1.

Déterminer une trajectoire vérifiant ces conditions aux limites, et maximisant
la masse finale m(ts), le temps final n’étant pas fixé.

Indications : raisonnement similaire & ’exercice 7.3.17.

Exercice 7.3.17 (Sujet d’examen). Le probléme est de maximiser le déport
latéral d’une fusée dont le mouvement est plan et la poussée est limitée. Au
temps ¢, on note z(t) = (z1(¢), z2(¢)) la position de la fusée, v(t) = (v1(t), v2(t))
sa vitesse, m(t) sa masse, 6(t) ’angle de la direction de poussée, et u(t) la varia-
tion de masse (proportionnelle & la force de poussée). Pour simplifier, on néglige
les forces aérodynamiques et on suppose que 1’accélération de la pesanteur g est
constante. Le systéme modélisant le mouvement de la fusée est alors le suivant :

Ty =
Ty = U2
c
U1 = —ucosf
m
, c .
Uy = —usinf —g
m
m= —u
ol ¢ > 0 est constante. Les controles sont 6(t) et u(t). On suppose que
feR et 0<u<A
Les données initiales sont :

21(0) = 27, 22(0) = 29, v1(0) =0, v2(0) =23, m(0) = m.
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La masse de la fusée lorsqu’il n’y a pas de carburant est m;. Autrement dit m(t)
doit vérifier :

my < m(t) < mo.

On désire mener la fusée du point initial précédent & la variété terminale

x2<tf) = x%? m(tf) =my,

le temps final ¢y étant libre, et on veut maximiser la quantité

z1(ty).

1. Application du principe du maximum.
On introduit les variables adjointes p., , Puys Doy s Py Pm, €t p°. On pose de
plus A = pg, (tf).

()

(b)
(c)
(d)

Ecrire le Hamiltonien associé & ce probléme de controle optimal, ainsi
que le systéme différentiel extrémal.

Ecrire les conditions de transversalité sur le vecteur adjoint.
Montrer que le Hamiltonien est nul le long de toute extrémale.
Calculer p, (), pz, (t), Do, () et py,(t) en fonction de X et p°.

2. Calcul des contréles extrémaux.

(a)

(b)

Montrer que l’on ne peut pas avoir simultanément p° = 0 et A\ = 0.
En déduire P’expression des controles extrémaux 6(t), montrer qu’ils
sont constants, et préciser leur valeur 6, en fonction de X et p°.

On introduit la fonction ¢ sur [0, ]

o(t) = —— /(O + X2(t5 — t) — pm(t).

m(t)

Montrer par ’absurde que la fonction ¢ ne s’annule sur aucun sous-
intervalle de [0,t]. Préciser la monotonie de ¢. En déduire que les
controles extrémaux u(t) commutent au plus une fois sur [0,%y], et
passent dans ce cas de la valeur A & la valeur 0.
On suppose que

Aty > mo —my.
Montrer que u© commute exactement une fois au temps

mo — m
te= ——,
A

passe de la valeur A a la valeur 0 en ce temps t., et de plus m(t.) =
mq.

3. Calcul des controles en boucle fermée.

(a)

Montrer que

vi(ty)

0y = — arctan .
va(ty)
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(b) Montrer que
va(tp)? = va(te)? — 2g(x3 — wa(te)) ,
et en déduire que

V1 (tc)2
va(te)? = 29(w5 — wa(te))

tan® 6y =

(¢) Montrer les trois formules suivantes :

m
v1(te) = 0¥ + ccos By In —2,
my

va(t.) = vy + csinfyIn Mo _ gte,
mi

m mo ., m
To(te) = 29 4+ vit, — gtf — csinfy <tclnm—; —te — 70111 m_(1)> .

En déduire que ’on peut exprimer 6y en fonction des données

0,0 .0
Zg,V1,Vg,Mo, M1, Aa ¢ g

(on ne cherchera pas une expression explicite). Montrer que l'on a
ainsi exprimé les controles 6 et u en boucle fermée. Quel est ’avantage
de ce procédé?

Exercice 7.3.18 (Projet : transfert orbital d’un satellite en temps minimal.).
Un probléme important en mécanique spatiale est de transférer un engin spatial
soumis 4 ’attraction terrestre sur une ellipse Keplerienne ou en un point de cet
ellipse, pour le probléme de rendez-vous avec un autre engin. Ce type de pro-
bléme classique a été réactualisé avec la technologie des moteurs a poussée faible
et continue. L’objectif de ce projet est d’appliquer des techniques de controle op-
timal pour réaliser numériquement un probléme de transfert en temps minimal,
avec poussée faible, sur une orbite géostationnaire.

Modélisation du probléme. Le satellite est assimilé & un point matériel de masse
m, soumis & lattraction terrestre et a une force de propulsion F. En premiére
approximation, le systéme s’écrit

) ¢ F
§=—pm + —,
gl m

ol ¢ désigne le vecteur position du satellite dans un référentiel dont I’origine
est le centre de la terre, u la constante de gravitation de la planéte. Le systéme
libre F' = 0 correspond aux équations de Kepler. Pratiquement, la poussée est
limitée, . e. ||F|| < Fmax €t on peut changer son orientation. La propulsion se
fait par éjection de matiére, & vitesse v, et il faut rajouter au systéme 1’équation

o=——,
Ve
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et dans le probléme & poussée faible, la force de poussée est petite comparée
a la force d’attraction. L’état du systéme est (g, q) et le probléme de transfert
orbital & résoudre est de transférer le systéme d’un état initial & une orbite
géostationnaire en temps minimal. On controle la poussée de ’engin.

Ici, on considére le probléme de transfert orbital & masse variable dans le
plan, que lon représente dans des coordonnées dites équinoxiales (p, ez, €y, L),
ou p est appelé le paramétre, (e, e,) est appelé vecteur excentricité et L est la
longitude. Le controle est décomposé dans le repére radial-orthoradial, ce qui
conduit aux équations suivantes

3 p_3 Tmax U
W /J m or

xr L Tmax . Tmax
ey = P (ﬂ—i—COSL) uor—i—\/gsmL Uy
\V u w m o m
i L Tmax Tmax
€y = P (m + SinL> Upy — \/Ecos L—u,
\V 1 w m W m
. w?2
L - — \/E
p p

m = —0Tmax|ul

oW =1+ezcosL +eysinL, o |u] = y/u2, +u2, et o0l Tax est la valeur
maximale du module de poussée. Le probléme consiste donc, en respectant la
contrainte u2 + u2. < 1, & minimiser le temps de transfert d’une orbite basse
définie par p(0) = 11625 km, e,(0) = 0.75, e,(0) = 0, L(0) = 7, & une or-
bite géostationnaire définie par p(t;) = 42165 km, e, (ty) = 0, e,(tf) = 0, la
longitude finale étant libre.

Questions.

1. Pour des raisons numériques évidentes il est préférable de normaliser la va-

riable p en posant p = P En introduisant les constantes o = , /- et

p(ty) Py
€=, /ﬂTmax, montrer que les équations s’écrivent
n

¢ = Folq) +ur-Fr(q) + uor For(q),
m = - 5Tmax l u| )

avec ¢ = (D, es, €y, 1) et o les champs de vecteurs Fy, F, et F,, sont définis par

0 : - Lot
- e _{ey+cos
FO _ 0 Fr — %@SIHL For — E\/ﬁ W - + cos L>
w2 ——/pcosL ey + si

€ in L
m N I st i
p3/2 0 m VP ( W +sin L)
0
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et écrire le Hamiltonien de ce systéme sous la forme
H = <)‘7 Iy + UTFT(Q) + uorFor(Q)> - )\m(STmax|u|7

ou (A, Am) = (g, Aeas Aeys Aty Am) est le vecteur adjoint.
2. Montrer que les controles extrémaux vérifient u? + u2, = 1 (pour cela, on
essaiera de montrer que A, (¢) est toujours négatif). En déduire en particulier

que m(t) = mo — 0Tast, €t montrer que les contrdles extrémaux s’écrivent

</\aF7‘> _ <)‘7For>

T JINER N Fo)E T N O For )

3. En remarquant que I’on peut oublier la variable adjoint A,,, écrire les équa-
tions du systéme extrémal données par le principe du maximum (faire les calculs
a laide de Maple).

4 (application numeérique). En utilisant une méthode de tir multiple, dé-
terminer numériquement un vecteur adjoint initial (A;(0), A¢, (0), Ae, (0), AL(0))
pour lequel la trajectoire extrémale vérifie les conditions initiales et finales im-
posées.

Comme données numériques, on prendra,

mo = 1500 kg, § = 0.05112 km™'.s, p1 = 398600.47 km?®.s72,

et on choisira une valeur 7T,,,, de plus en plus petite (probléme & faible poussée).
Par exemple on pourra prendre successivement

Toas = 60, 24, 12, 9, 6, 3, 2, 1.4, 1, 0.7, 0.5, 0.3 N.

5. Pour T},4, = 0.3, on se propose de stabiliser le systéme autour de la trajec-
toire construite dans la question précédente. Pour tenir compte de la contrainte
sur le controle, on modifie la trajectoire obtenue selon la nouvelle contrainte
|u| <1 —¢, ol € est un petit paramétre. On choisit par exemple £ = 0.1.

5.1. Modifier la trajectoire précédente en tenant compte de cette nouvelle
contrainte sur le controle.

5.2. Linéariser le systéme le long de la nouvelle trajectoire obtenue, et pro-
poser une méthode de stabilisation LQ. Effectuer les simulations numériques.

7.4 Controle optimal et stabilisation d’une na-
vette spatiale

Dans cette section, on traite en totalité un exemple d’application de la théorie
du controle optimal.
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On s’intéresse au probléme de controle optimal d’une navette spatiale en
phase de rentrée atmosphérique, ot le contrdle est ’angle de gite, et le cott
est le flux thermique total (facteur d’usure de la navette). L’objectif est de
déterminer une trajectoire optimale jusqu’a une cible donnée, puis de stabiliser
le systéme autour de cette trajectoire nominale, sachant que la navette est de
plus soumise & des contraintes sur 1’état.

Le probléme de rentrée atmosphérique présenté ici est simplifié. Le probléme
complet est difficile et a été complétement résolu dans une série d’articles [13,
14, 16].

On présente d’abord une modélisation du probléme de rentrée atmosphérique
et on pose un probléme de controle optimal. Ensuite, on résout numériquement
ce probléme de controle optimal, et on détermine ainsi une trajectoire nominale
(trajectoire de référence) pour la navette. Enfin, on utilise la théorie LQ pour
stabiliser la navette autour de la trajectoire nominale précédemment déterminée.

7.4.1 Modélisation du probléme de rentrée atmosphérique
Présentation du projet

Ce projet a été posé par le CNES, et est motivé par I’importance croissante de
la théorie du controle, et du controle optimal, dans les techniques d’aérocapture :

— problémes de guidage, transferts d’orbites aéroassistés,

— développement de lanceurs de satellites récupérables ('enjeu financier trés
important),

— problémes de rentrée atmosphérique : c’est I’'objet du fameux projet Mars
Sample Return développé par le CNES, qui consiste & envoyer une navette
spatiale habitée vers la planéte Mars, dans le but de ramener sur Terre
des échantillons martiens.

En gros, le role de ’arc atmosphérique est

— de réduire suffisamment 1’énergie cinétique, par frottement dans ’atmo-
sphére ;

— d’amener l'engin spatial d’une position initiale précise & une cible donnée;

— de plus il faut prendre en compte certaines contraintes sur I’état : contrainte
sur le flux thermique (car il y a des gens & lintérieur de la navette!),
sur laccélération normale (confort de vol), et sur la pression dynamique
(contrainte technique de structure),

— enfin, on cherche de plus & minimiser un critére d’optimisation : le flux
thermique total de la navette.

Une trajectoire optimale étant ainsi déterminée, il faut ensuite stabiliser la
navette autour de cette trajectoire, de facon a prendre en compte de possibles
perturbations.

Le controle est la configuration aérodynamique de la navette. La premiére
question qui se pose est la suivante : les forces aérodynamiques peuvent-elles
contribuer & freiner la navette de maniére adéquate ? En fait si I’altitude est trop
élevée (supérieure & 120 km), alors la densité atmosphérique est trop faible, et
il est physiquement impossible de générer des forces aérodynamiques suffisam-
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manent intenses. Au contraire, si l’altitude est trop basse (moins de 20 km), la
densité atmosphérique est trop grande, et le seul emploi des forces aérodyna-
miques conduirait & un dépassement du seuil autorisé pour le flux thermique
ou la pression dynamique. En effet la rentrée atmosphérique s’effectue a des
vitesses trés élevées. En revanche si 'altitude est comprise entre 20 et 120 km,
on peut trouver un compromis. C’est ce qu’on appelle la phase atmosphérique.

Durant cette phase atmosphérique, la navette se comporte comme un pla-
neur, c’est-a-dire que les moteurs sont coupés : il n’y a pas de force de poussée.
L’engin est donc soumis uniquement 3 la force de gravité et aux forces aérody-
namiques. Le controle est I’angle de gite qui représente ’angle entre les ailes et
un plan contenant la navette. Enfin, on choisit comme critére d’optimisation le
flux thermique total de la navette.

La modélisation précise du probléme a été effectuée dans [16]. Nous la rap-
pelons maintenant.

Modélisation du probléme

On utilise les lois de la mécanique classique, un modéle de densité atmo-
sphérique et un modéle pour les forces s’exercant sur la navette, la force gravi-
tationnelle et la force aérodynamique qui se décompose en une composante dite
de tratnée et une composante dite de portance. Le systéme est mono-entrée et
le controle est la gite cinématique (angle d’attaque est fixé).

On donne un modéle général tenant compte de la rotation (uniforme) de
la Terre autour le 'axe K = NS, a vitesse angulaire de module 2. On note
E = (e1,e2,e3) un repére galiléen dont lorigine est le centre O de la Terre,
R; = (I,J,K) un repére d’origine O en rotation a la vitesse ) autour de ’axe
K, et I l'intersection avec le méridien de Greenwich.

Soit R le rayon de la Terre et G le centre de masse de la navette. On note

" = (er,er,er) le repére associé aux coordonnées sphériques de G = (r,[, L),
r > R étant la distance OG, [ la longitude et L la latitude (voir figure 7.4, (i)).

Le systéme de coordonnées sphériques présente une singularité au po6le Nord
et au pole Sud. Pour écrire la dynamique sous forme plus simple on introduit
le repére mobile Ry = (i, 7, k) dont l'origine est G de la maniére suivante. Soit
¢t (x(t),y(t),2(t) la trajectoire de G mesurée dans le repére Ry et ¥ la
vitesse relative ¢ = &I + yJ + 2K. Pour définir i on pose ¥ = |v|i. Le vecteur j
est un vecteur unitaire du plan (i, e,.) perpendiculaire & i et orienté par j.e, > 0.
On pose k = i A j. La direction de la vitesse est paramétrisée dans le repére
R} = (ey,e1,er) par deux angles (voir figure 7.4, (ii)) :

— la pente ~, aussi appelée angle de vol, qui représente ’angle entre un plan

horizontal et un plan contenant la navette,

— lazimut y, qui est 'angle entre la projection de ¢ dans un plan horizontal

et le vecteur ey, (voir figure 7.4).
L’équation fondamentale de la mécanique, qui est une équation différentielle du
second ordre sur R?, se traduit par un systéme dans les coordonnées (r, 1, L, v, 7, x).
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Par ailleurs on fait les hypothéses suivantes, le long de I’arc atmosphérique.

Hypothése 1 : la navette est un planeur, c’est-a-dire que la poussée de la na-
vette est nulle.

Hypothése 2 : on suppose que la vitesse de I’atmosphére est la vitesse de la
Terre. La vitesse relative de la navette par rapport a la Terre est donc la vitesse
relative v.

Les forces

Les forces agissant sur la navette sont de deux types :
— force de gravité : pour simplifier on suppose que la Terre est sphérique
et que la force de gravité est orientée selon e,.. Dans le repére R, elle s’écrit

P= —mg(isiny + j cos?y),
ol g = go/r?.
— force aérodynamique : la force fluide due & ’atmosphére est une force

F' qui se décompose en
— une composante dite de trainée opposée a la vitesse de la forme

. 1
D= (ipSCDUQ)i, (7.32)
— une force dite de portance perpendiculaire & ¢ donnée par
o1
L= §pSCLv2(jcosu+ksinu), (7.33)

ou p est angle de gite, p = p(r) est la densité de 'atmosphére, et
Cp, Cy, sont respectivement les coefficients de trainée et de portance.
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Hypothése 3 : les coefficients Cp et C dépendent de ’angle d’attaque o qui
est 'angle entre axe du planeur et le vecteur vitesse. C’est a priori un controle
mais on suppose que durant ’arc atmosphérique il est fixé.

Notre seul controle est donc I'angle de gite p dont leffet est double : modifier
I’altitude mais aussi tourner & droite ou & gauche.

On choisit pour la densité atmosphérique un modéle exponentiel du type

p(r) = poe™ ", (7.34)
et par ailleurs on suppose que
g
g(r) = 72 (7.35)

Le repére n’étant pas absolu, la navette est également soumise 3 la force de
— — —
Coriolis 2m ) A ¢ et & la force d’entrainement mQ A (Q A q).

Finalement, ’arc atmosphérique est décrit par le systéme

dr .
— =wsin
dt 7
d 1 SC
d—qtj = —gsiny — §p—Dv2 + Q27 cos L(siny cos L — cosysin L cos )
m
d 1 SC
l:cosy(—g+2)+—p L v cos i + 29 cos L sin x
dt v 2" m
+ 02" cos L(cos~y cos L + sin v sin L cos x)

v
dL v
— = — COS"yCos
dt r TEBX

dl  wcosysiny
dt r cosL
dxy 1 5Cy
dt 2'0 m COoS7Yy
+QQfsinLcosLsinX

sin p + Y cos v tan Lsin x + 2Q(sin L — tan ~y cos L cos )
r

v cosy ( |
7.36

ou l’état est ¢ = (r,v,v,1, L, x) et le controle est angle de gite p.
Dans la suite on pose 7 = rp + h, ou r est le rayon de la Terre, et h est
I’altitude de la navette.

Le probléme de contréle optimal

Le probléme est d’amener ’engin spatial d’une variété initiale My & une
variété finale M1, ol le temps terminal ¢ est libre, et les conditions aux limites
sont données dans la table 7.1.

La navette est, au cours de la phase de rentrée atmosphérique, soumise &
trois contraintes :
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Conditions initiales Conditions finales
altitude () 119.82 km 15 km
vitesse (v) 7404.95 m/s 445 m/s
angle de vol (7) | -1.84 deg libre
latitude (L) 0 10.99 deg
longitude (1) libre ou fixée 4 116.59 deg | 166.48 deg
azimut () libre libre

TAB. 7.1 — Conditions aux limites

— Contrainte sur le fluz thermique

= Cq\/ﬁy?’ < cpmaav’ (737)
— Contrainte sur l’accélération normale

max

Y = Yno(@) pv® <A, (7.38)

— Contrainte sur la pression dynamique

1
§p’u2 < pmor, (7.39)
Elles sont représentées sur la figure 7.5 dans le domaine de vol, en fonction
de Vaccélération d = 1592 pv? et de v.

P dcceleration nofmale |
pression oo
dynapifque .

H H lue

Fic. 7.5 — Contraintes sur I’état, et stratégie de Harpold-Graves.

Le probléme de controle optimal est de minimiser le flux thermique total

C(u) = /0 fC’q\/ﬁv3dt. (7.40)
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Remarque 7.4.1. Concernant ce critére d’optimisation, plusieurs choix sont en
fait possibles et les critéres & prendre en compte sont le facteur d’usure lié &
I'intégrale du flux thermique et le confort de vol lié 4 ’intégrale de ’accélération
normale. On choisit le premier critére, le temps final ¢ étant libre.

Stratégie d’Harpold et Graves [33]

Si on fait I’approximation © ~ —d, le colt peut étre écrit

vf ,02
C(,LL):K/ —d’l},K>07
vo \/8

et la stratégie optimale consiste alors & maximiser ’accélération d pendant toute
la durée du vol. C’est la politique décrite dans [33], qui réduit le probléme
a trouver une trajectoire suivant le bord du domaine d’états autorisés, dans
I’ordre suivant : flux thermique maximal, puis accélération normale maximale,
puis pression dynamique maximale (voir figure 7.5).

L’avantage de cette méthode est que le long d’un arc frontiére le controle
s’exprime sous forme de boucle fermée, c’est-a-dire en fonction de I’état. Cette
forme est bien adaptée aux problémes en temps réel, et se préte bien aux pro-
blémes de stabilisation.

Cependant cette méthode n’est pas optimale pour notre critére, et notre but
est tout d’abord de chercher une trajectoire optimale, puis de la stabiliser.

Données numériques

— Données générales :
Rayon de la Terre : r = 6378139 m.
Vitesse de rotation de la Terre : = 7.292115853608596.10° rad.s~*.
Modéle de gravité : g(r) = f—g avec g = 3.9800047.10' m?.s~2.

— Modéle de densité atmosphérique :

p(r) = poexp( — hi(r —rr))

avec po = 1.225 kg.m ™3 et h, = 7143 m.

5
— Modéle de vitesse du son : vson(r) = E a;r", avec
1=0

as = —1.880235969632294.107%2, a4 = 6.074073670669046.107 15,
as = —7.848681398343154.1078, ay = 5.070751841994340.107 ¢,
a; = —1.637974278710277.10°, ag = 2.116366606415128.10*2.

— Nombre de Mach : Mach(v,r) = v/vson (7).
— Données sur la navette :
Masse : m = 7169.602 kg.
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Surface de référence : S = 15.05 m?.

Coefficient de trainée : k = - —2.
m
15C

Coefficient de portance : k' = §—L.

m

— Coeflicients aérodynamiques :

Table de Cp(Mach, incidence)

0.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00 40.00 45.00 50.00 55.00 deg
0.00 0.231 0.231 0.269 0.326 0.404 0.500 0.613 0.738 0.868 0.994 1.245
2.00 0.231 0.231 0.269 0.326 0.404 0.500 0.613 0.738 0.868 0.994 1.245
2.30 0.199 0.199 0.236 0.292 0.366 0.458 0.566 0.688 0.818 0.948 1.220
2.96 0.159 0.159 0.195 0.248 0.318 0.405 0.509 0.628 0.757 0.892 1.019
3.95 0.133 0.133 0.169 0.220 0.288 0.373 0.475 0.592 0.721 0.857 0.990
4.62 0.125 0.125 0.160 0.211 0.279 0.363 0.465 0.581 0.710 0.846 0.981
10.00 0.105 0.105 0.148 0.200 0.269 0.355 0.458 0.576 0.704 0.838 0.968
20.00 0.101 0.101 0.144 0.205 0.275 0.363 0.467 0.586 0.714 0.846 0.970
30.00 0.101 0.101 0.144 0.208 0.278 0.367 0.472 0.591 0.719 0.849 0.972
50.00 0.101 0.101 0.144 0.208 0.278 0.367 0.472 0.591 0.719 0.849 0.972
Mach
Table de Cr(Mach,incidence)
0.00 0.00 10.00 15.00 20.00 25.00 30.00 35.00 40.00 45.00 50.00 55.00 deg
0.00 0.000 0.185 0.291 0.394 0.491 0.578 0.649 0.700 0.729 0.734 0.756
2.00 0.000 0.185 0.291 0.394 0.491 0.578 0.649 0.700 0.729 0.734 0.756
2.30 0.000 0.172 0.269 0.363 0.454 0.535 0.604 0.657 0.689 0.698 0.723
2.96 0.000 0.154 0.238 0.322 0.404 0.481 0.549 0.603 0.639 0.655 0.649
3.95 0.000 0.139 0.215 0.292 0.370 0.445 0.513 0.569 0.609 0.628 0.626
4.62 0.000 0.133 0.206 0.281 0.358 0.433 0.502 0.559 0.600 0.620 0.618
10.00 0.000 0.103 0.184 0.259 0.337 0.414 0.487 0.547 0.591 0.612 0.609

20.00 0.000 0.091 0.172 0.257 0.336 0.416 0.490 0.552 0.596 0.616 0.612
30.00 0.000 0.087 0.169 0.258 0.338 0.418 0.493 0.555 0.598 0.619 0.613
50.00 0.000 0.087 0.169 0.258 0.338 0.418 0.493 0.555 0.598 0.619 0.613
Mach

— Profil d’incidence imposé : si le nombre de Mach est plus grand que 10
alors l'incidence est égale a 40. Si le nombre de Mach est compris entre 2 et
10 alors I'incidence est une fonction linéaire du nombre de Mach, entre les
valeurs 12 et 40. Si le nombre de Mach est plus petit que 2 alors I'incidence
est égale a 12 (voir figure 7.6).

incidence
40

12 Mach number

2 10

Fi1c. 7.6 — Profil d’incidence imposé en fonction du nombre de Mach.

— Contraintes sur ’état :
Contrainte sur le flux thermique : ¢ = Cy/pv® < ¢™, ou

C,=1.705.10"* SI et ™ =717300 W.m 2.
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Contrainte sur ’accélération normale :

S 2 CL ? max -2
Yo ==—pv°Cpt|/1+ | 5= < 7 =2934 ms™ .
2m CD

1
Contrainte sur la pression dynamique : P = —pv? < P™3 = 25000 kPa.
— Conditions initiale et terminale : voir table 7.1.

Modéle simplifié en dimension 3

Ici, on se limite & un modéle simplifié en (r, v,~), o le controdle est u = cos y,
et ol on suppose la force de Coriolis constante, ce qui conduit au modéle

ﬂ = vsin

dt 7

d

d—: = —gsiny — kpv? (7.41)
dy LAY

A —Z 4 -2 20

o cosy( v—i-r)—i-k:pvu—i—

ou le controle u vérifie la contrainte |u| < 1.
Par ailleurs on prendra comme coefficients Cp et C, les modéles simplifiés
suivants, en fonction de la, vitesse v :

0.585 si v > 3000,
Cp(v) =14 0.075+1.7107% si 1000 < v < 3000,
0.245 si v <1000,

Culv) = 0.55 si v > 3000,
EX 70 01732 41.256.107 % si v < 3000,
(voir figure 7.7).

Coefficient Cd en fonction de v Coefficient Cl en fonction de v
0.6 06

05f

0.4t

03t

02t

L L L L L L o1 L L L L L L
] 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
v v

FiG. 7.7 — Modéle simplifié des coefficients aérodynamiques.

Enfin, pour simplifier ’étude, on ne prend en compte que la contrainte sur
le flux thermique

0= Cq\/E’UB g (pmam.
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7.4.2 Controle optimal de la navette spatiale

Dans cette section on résout numériquement le probléme de controle optimal
pour le systéme simplifié en dimension 3, d’abord en ne tenant pas compte de
la contrainte sur le flux thermique, puis en la prenant en compte.

Le probléme sans contrainte

Le systéme simplifié (7.41) en dimension 3 peut s’écrire comme un systéme
de controle affine mono-entrée

&(t) = X(2(t) + u(®)Y (2(t), ul <1, (7.42)

ouz = (r,v,7), et

0 0 0
X = vsiny s~ (gsiny k) +cosn(-4 + ) 2
0
Y = ko,
me
ot k= $5€n " = 159 Te cott est toujours le flux thermique total

ty
cw= [t
0
avec p = Cyy/p(r)v?

Proposition 7.4.1. Toute trajectoire optimale est bang-bang, i. e. est une suc-
cesston d’arcs associés au controle u = £1.

Démonstration. Dans notre cas le Hamiltonien s’écrit

H(z,p,p°,u) = (p, X (z) + uY (z)) + p° (),

et la condition de maximisation implique que u = signe({p,Y)) si (p,Y) # 0.
11 suffit donc de montrer que la fonction ¢ — (p(t),Y (z(t))), appelée fonction
de commutation, ne s’annule sur aucun sous-intervalle, le long d’une extrémale.
Supposons le contraire, i. e.

(p(t), Y (2(t))) =0,

sur un intervalle I. En dérivant deux fois par rapport & ¢ il vient

(p(t), [X,Y](z(t))) = 0,
{p(t), [X, [X, Y](2(8))) + u(@®) (p(@), [V, [X, Y]|(2(2))) = 0,
ou [.,.] est le crochet de Lie de champs de vecteurs. Par conséquent sur l'in-

tervalle I le vecteur p(t) est orthogonal aux vecteurs Y (x(t)), [X,Y](x(t)), et
(X, [ X, Y](2(®) + u(@®)[Y, [X,Y]](z(t)). Or on a le résultat suivant.
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Lemme 7.4.2.
det(Y (), [X,Y](z), [X, [X, Y]](z) + u[Y, [X, Y]](z)) # 0.

Preuve du lemme. A Daide d’un logiciel de calcul formel comme Maple, on
montre que [Y, [X, Y]] € Vect(Y, [X,Y]). Par ailleurs la quantité det(Y, [ X, Y], [X, [X, Y]]),
calculée également avec Maple, n’est jamais nulle dans le domaine de vol. [

1l s’ensuit que p(t) = 0 sur I. Par ailleurs le Hamiltonien est identiquement
nul le long de I’extrémale, et par conséquent p°¢(z(t)) = 0 sur I. Comme ¢ # 0,
on en déduit p° = 0. Donc le couple (p(.), p°) est nul sur I, ce qui est exclu par
le principe du maximum. 0

Le controle optimal u(t) est donc une succession d’arcs v = +1. Nous ad-
mettons le résultat suivant, qui découle d’une étude géométrique détaillée dans
[14, 16].

Proposition 7.4.3. La trajectoire optimale vérifiant les conditions initiale et
finale (voir table 7.1) est constituée des deuxr arcs consécutifs v = —1 puis
u=+1.

Remarque 7.4.2. Cette stratégie consiste & faire tout d’abord “piquer” le plus
possible la navette, puis & “redresser” au maximum.

Simulations numériques La trajectoire optimale est donc de la forme v_~,
ol v_ (resp. 74 ) représente un arc solution du systéme (7.41) associé au controle
u = —1 (resp. u = +1). Il S’agit donc de déterminer numériquement le temps
de commutation ¢, i. e. le temps auquel le controle u(t) passe de la valeur —1
a la valeur +1.

Pour cela, on utilise le logiciel Matlab, et on détermine ¢, par dichotomie,
de la maniére suivante. Etant donné un temps de commutation ¢., on intégre le
systéme en (r,v,7), jusqu’a ce que la vitesse v atteigne la valeur requise, soit
445 m/s (pour cela on utilise 'option "events” de Matlab, qui permet de stop-
per lintégration numérique lorsqu’une fonction calculée le long de la solution
s’annule). On effectue alors une dichotomie sur ¢. de maniére & ajuster l’altitude
finale r(t;) = rr + h(ts) & la valeur souhaitée, soit 15 km.

Remarque 7.4.3. 1l s’agit d’un cas particulier de méthode de tir, qui se raméne
ici & une dichotomie, car le probléme, rappelons-le, a été simplifié. Dans le cas
général traité dans [13, 14], la mise en oeuvre d’une méthode de tir (multiple)
est nécessaire.

Le programme permettant cette dichotomie, puis le tracé de la solution, sont
donnés ci-dessous.

function [t,x]=simudim3

%% Fonction permettant le calcul du temps de commutation tc
%% et le tracé de la solution, pour le cas sans contrainte
%% sur 1’état.
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clc ;

global g0 hs rt Cq Omega;

Omega=7.292115853608596e-005 ; g0=39800047e7 ; hs=7143 ;
rt=6378139 ; Cq = 1.705e-4 ;

range = [0 ; inf ];

% Début de la trajectoire (altitude 120 km)
r0 = 0.64979590000E+07 ; vO = 0.74049501953E+04 ;
gamO = -0.32114058733E-01 ; flux0=0;

%% Dichotomie pour trouver le temps de commutation de sorte
%% que vf=445 ("events") et hf=15000.
global tc ; tc = -5 ; hf=0 ;
while hf<15000
global tc ; tc = tc+b
xinit = [ r0 ; vO ; gamO ; flux0 ] ;
options = odeset(’events’,Qevents);
[t,x] = odel13(@systdim3,range,xinit,options);
hf=x(length(t),1)-rt ;
end
a=tc-10 ; b=tc ; hfm=hf ;
while abs(hfm-15000)>1
global tc ; tc=a;
xinit = [ r0 ; vO ; gamO ; flux0 ] ;
options = odeset(’events’,@events,’RelTol’,le-6);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);
hfa=x(length(t),1)-rt;

global tc ; tc=b;

xinit = [ r0O ; vO ; gamO ; flux0 ] ;

options = odeset(’events’,@events,’RelTol’,1le-6);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);
hfb=x(length(t),1)-rt;

global tc ; tc=(a+b)/2 ;

xinit = [ r0 ; vO ; gamO ; flux0 ] ;

options = odeset(’events’,@events,’RelTol’,le-6);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);
hfm=x(length(t),1)-rt ;

if (hfa-15000)* (hfm-15000) <=0
b=(a+b) /2

else a=(a+b)/2

end
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end

hhhhhhhhhhhl Resultats %hikthhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhlelelslstotstolstststotse
% tc pour le probleme sans contrainte : tc=242 %
h (\ie passage de -1 a +1) %

hlototototototoloTolo oo loto o ootetototoatatototooto fotoote tototototo oo o oo oo ote o o o totoato oot fo o tote e

global tc ; tc = 242 ;

xinit = [ r0 ; v0 ; gam0 ; flux0 ] ;

options = odeset(’events’,@events,’RelTol’,le-6);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);

disp([’altitude finale : ’> num2str(x(length(t),1)-rt) ’ m’])
disp([’vitesse finale : ’ num2str(x(length(t),2)) ’ m/s’])
disp([’gamma final : ’ num2str(x(length(t),3)/pi*180) ’ deg’])
disp([’flux total : ’ num2str(x(length(t),4)) ’ UI’])

for i=1:length(t)
gee=g(x(i,1)) ; densite(i)=rho(x(i,1)) ;
ck(i)=coef_k(x(i,2));
cd(i1)=CDsimple(x(i,2)) ; cl(i)=CLsimple(x(i,2)) ;
end

flux_thermique = Cq.*sqrt(densite(:)).*(x(:,2))."3 ;
plot(t,flux_thermique)

hold on ; plot(t,717300,’red’)

title(’Flux thermique’)

figure

subplot(311) ; plot(t,x(:,1)-rt) ; title(’Altitude’) ;
subplot(312) ; plot(t,x(:,2)) ; title(’Vitesse’) ;
subplot(313) ; plot(t,x(:,3)) ; title(’Angle de vol’) ;

function [value,isterminal,direction]=events(t,x)

global g0 hs Omega rt Cq;

%% Arret a vitesse 445 ou altitude 10000 (en cas d’accident...) :
value = (x(2)-445) * (x(1)-rt-10000) ;

isterminal=1;

direction=0;

function dXdt = systdim3(t,X,events)
% Systéme simplifié de la navette en r,v,gamma (dim 3 + flux)
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global Omega g0 hs rt Cq ;

r=X(1) ; v=X(2) ; gam=X(3) ;

dXdt=[v*sin(gam)
-g(r)*sin(gam) -coef _k(v)*rho (r)*(v)~2
cos (gam) * (-g(r) /v+v/r)+2*0mega+coef _kp (v) *rho(r)*v*u(t,r,v,gam)
Ca*sqrt (rho(r))*v~3] ;

Y o .
function controle=u(t,r,v,gam)

% Contrdle pour le probléme sans contrainte : -1 puis +1.

global tc ;

if t<tc

controle = -1
else controle = 1 ;

function locdensite = rho(r)

global hs rt ;
locdensite = 1.225*%\mathrm{exp}(-1/hs.*(r-rt)) ;

function ge=g(r)

global g0 ;
ge = g0./r.”2 ;

function k = coef_k (v)

k = 0.5%15.05* CDsimple(v) /7169.602 ;

function kp = coef_kp (v)

kp = 0.5%15.05% CLsimple(v) /7169.602 ;
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function cd=CDsimple(v)

if v > 3000
cd=0.585 ;
elseif v>1000
cd = 0.075+1.7e-4%v ;
else cd= 0.245 ;
end

function cl=CLsimple(v)

if v > 3000

cl1=0.55 ;
else cl = 0.1732+1.256e-4*v ;
end

Les résultats obtenus sont tracés sur les figures 7.8 et 7.9. On se rend compte
que cette stratégie ne permet pas de respecter la contrainte sur le flux thermique,
et n’est donc pas adaptée au probléme. La prise en compte de cette contrainte
sur ’état est donc indispensable

x 10* Altitude
15 T
10+ 7
5+ 4
0 . . . . . . .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Vitesse
8000 T
6000 - T
4000 i
2000 T
0 L L L L L L L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
Angle de vol
0.4 T
0.2 4
(0] = 4
-0.2[ T
-0.4 L 1 1 I I I |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Fi1G. 7.8 — Coordonnées d’état pour le probléme sans contrainte.
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x10° Flux thermique (W/m?) Angle de gite (rad)
T T T T

L L ! L L L L L L
4 500 1000 1500 200 400 600 800 1000 1200 1400

Fi1G. 7.9 — Flux thermique, et angle de gite (controle).

Le probléme avec contrainte sur 1’état

On tient maintenant compte de la contrainte sur le flux thermique. On admet
le résultat suivant (voir [13, 14]).

Proposition 7.4.4. La trajectoire optimale vérifiant les conditions initiale et
finale requises est constituée des quatre arcs consécutifs : uw = —1, u = +1, un
arc frontiére correspondant a un flux thermique mazximal, puis v = +1.

Comme pour le probléme sans contrainte, on a trois temps de commutation
a calculer numériquement :
— le temps de commutation ¢; de —1 & +1,
— le temps de commutation to de +1 & us, ol us est ’expression du controle
permettant un flux thermique maximal,
— le temps de commutation t3 de us & +1.

Calcul du contréle iso-flux u; Le long d’un arc frontiére restant & flux
thermique maximal, on doit avoir ¢ = ¢™**. Par dérivation, on obtient

1 3
o= @(—5}% siny — rng siny — 3kpv),

¢ = A+ Bu,

ou les coefficients A et B sont calculés & ’aide de Maple. Le long de ’arc frontiére
iso-flux, on doit avoir

d’ot1 'on déduit
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L’expression obtenue pour us(t) est

Ug = ( gor2v? + Tkpv*risiny — r3v? cos? v — 2Qr*v3 cos v — 18gohrv? cos? 7
— 6gahs + 12g2h, cos® y + 12gohsrv? — 12Qgohsr?v cosy + 6k2h5p2r4v4)
/(K'r%0° p(r2v? + 6gohs) cos ).

Remarque 7.4.4. Les simulations & venir nous permettront de vérifier a posteriori
que ce controle us est bien admissible, i. e. vérifie la contrainte |uy| < 1, pendant
la phase iso-flux.

Simulations numériques Le temps de commutation ¢; est calculé de la ma-
niére suivante. On intégre le systéme (7.41) jusqu’a ce que ¢ = 0 (en utilisant
Poption "events"). On calcule alors t; par dichotomie de fagon & ajuster ¢ a sa
valeur maximale ©"%* en ce temps d’arrét.

La boucle de dichotomie, qu’il faut insérer & la fonction "simudim3.m" du
paragraphe précédent, est la suivante.

global t1 ; t1 = -5 ; flux=0 ;
while £1lux<717300
global t1; t1 = t1+5
xinit = [ r0 ; vO ; gamO ; flux0 ] ;
options = odeset(’events’,Qevents);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);
flux=Cq*sqrt (rho(x(end,1)))*x(end,2) "3 ;
end
a=t1-10 ; b=t1 ; fluxm=flux ;
while abs(fluxm-717300)>50
global t1; til=a;
xinit = [ r0 ; vO ; gamO ; flux0 ] ;
options = odeset(’events’,@events,’RelTol’,le-6);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);
fluxa=Cq*sqrt(rho(x(end,1)))*x(end,2)"3 ;

global t1; tl=b;

xinit = [ r0 ; vO ; gamO ; flux0 ] ;

options = odeset(’events’,@events,’RelTol’,1le-6);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);
fluxb=Cq*sqrt(rho(x(end,1)))*x(end,2)"3 ;

global t1; ti=(a+b)/2 ;

xinit = [ r0 ; vO ; gamO ; flux0 ] ;

options = odeset(’events’,@events,’RelTol’,le-6);
[t,x] = odel113(@systdim3,range,xinit,options);
fluxm=Cq*sqrt(rho(x(end,1)))*x(end,2)"3 ;
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if (fluxa-717300)*(fluxm-717300)<=0
b=(a+b) /2
else a=(at+b)/2
end
end

Par ailleurs, la fonction events doit étre modifiée ainsi.

function [value,isterminal,direction]=events(t,x)

global g0 hs Omega rt Cq;

%% Arret a derivee(flux)=0 :

value = -1/2*x(2)/hs*sin(x(3))-3/x(2)/x(1)~2*%g0*sin(x(3))-...
3*x(2) *coef_k(x(2))*rho(x(1)) ;

isterminal=1;

direction=0;

On détermine ainsi numériquement le premier temps de commutation ¢; =
153.5.

Le temps de sortie de la phase iso-flux est déterminé de maniére compléte-
ment analogue. Finalement, on arrive aux résultats représentés sur les figures
7.10 et 7.11.
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4000 i
2000 T
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0 200 400 600 800 1000 1200 1400
Angle de vol
0.4 T T
0.2 4
()= 4
-0.2[ -
—0.4 L L L L L L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

FiG. 7.10 — Coordonnées d’état pour le probléme avec contraintes.

On a donc ainsi déterminé numériquement une trajectoire optimale vérifiant
les conditions aux limites souhaitées, et respectant les contraintes sur 1’état.
Remarque 7.4.5. Pour le modéle non simplifié¢ en dimension 6, ce n’est pas le
cas : les contraintes sur le facteur de charge et sur la pression dynamique ne

sont pas respectées, et il faut envisager une phase iso-accélération normale (voir
[13, 14]).
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x10° Flux thermique (Wim?) Angle de gite (rad)
T T T T T T T
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F1a. 7.11 — Flux thermique et controle u(t).

7.4.3 Stabilisation autour de la trajectoire nominale

On se propose maintenant de stabiliser le systéme simplifié autour de la tra-
jectoire construite dans le paragraphe précédent, de fagon a prendre en compte
d’éventuelles perturbations, dues aux erreurs de modéles, aux perturbations at-
mosphériques, etc. Pour cela, on va utiliser la théorie linéaire-quadratique traitée
précédemment dans cet ouvrage, qui permet d’exprimer le contréle sous forme
de boucle fermée, au voisinage de la trajectoire nomimale, de fagon 4 la rendre
stable.

Le systéme étudié est un systéme de contrdle non linéaire dans IR™, du type

ot f :R"xR™ — R" est C, et les contrdles admissibles u sont & valeurs dans
Q C R™. Soit (z¢(.),ue(.)) une trajectoire solution sur [0,77], telle que pour

tout ¢ € [0, ] on ait u(t) € Q.

Supposons que le systéme soit légérement perturbé, ou bien que 'on parte
d’une condition initiale proche de z.(0), et que I’on veuille suivre le plus possible
la trajectoire nominale z,(-). Posons alors y(-) = x(-)—z.(-) et v(-) = u(-) —ue(-).
Au premier ordre, y(-) est solution du systéme linéarisé

y(t) = A@)y(t) + B(t)v(t),

ou
af of

A(t) = %(xe(t)’ue(t))a B(t) = %(xe(t)’ue(t))'

Le but est alors de rendre ’erreur y(-) la plus petite possible, ce qui nous améne
a considérer, pour ce systéme linéaire, un coit quadratique du type (4.2), ou
les matrices de pondération Q, W, U sont & choisir en fonction des données du
probléme. Il s’agit, au premier ordre, d’'un probléme de poursuite avec £ = ..
En particulier on a h = 0 pour ce probléme.
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C’est cette stratégie que 'on adopte pour stabiliser la navette vers sa tra-
jectoire de référence.

Pour tenir compte de la contrainte sur le controle, il faut d’abord modifier la
trajectoire nominale z.(-) obtenue précédemment de fagon & ce qu’elle respecte
la nouvelle contrainte sur le controle |u.| < 1 — &, ol € est un petit paramétre.
On choisit par exemple ¢ = 0.05. On trouve alors de nouveaux temps de com-
mutation, qui sont

t1 = 143.59, ¢, = 272.05, t3 = 613.37.

Dans le programme suivant, on implémente 1’équation de Riccati. Celle-ci
est intégrée en temps inverse puisqu’on se donne une condition finale. Il faut
donc ensuite rétablir le cours normal du temps en symétrisant la matrice de
discrétisation obtenue. Enfin, le controle bouclé obtenu est réinjecté dans le
systéme initial. Les simulations sont effectuées en prenant des conditions initiales
proches, mais différentes, de celles de la table 7.1.

function stabdim3
% Stabilisation de la navette, en dimension 3, par Riccati.

clc ;

global g0 hs rt Cq Omega S m;
Omega=7.292115853608596e-005 ; g0=39800047e7 ; hs=7143 ;
rt=6378139 ; Cq = 1.705e-4 ; S5=15.05 ; m=7169.602 ;

range = [0 ; inf ] ;

%% Debut de la trajectoire (alt. 120000 km)

r0 = 0.64979590000E+07 ; vO = 0.74049501953E+04 ;
gamO = -0.32114058733E-01 ; flux0 = 0 ;

%% Entree dans la phase iso-flux :
r0=6.443919913623549e+06 ; v0=7.243006878621867e+03 ;
gam0=-0.00319355995196 ;

global t1 t2 t3 ;

%tl=-1 ; t2=t1 ; t3=533.75-268.9198 ;

%t1=143.5908945796609 ; t2=272.0484928785223 ; t3=613.3766178785223 ;
t1=-1 ; t2=t1 ; t3=613.376617878522-272.0484928785223 ;

xinit = [ r0 ; v0 ; gam0 ; flux0 ] ;

options = odeset(’events’,@events,’RelTol’,le-6) ;

global te xe ;

%% trajectoire nominale

[te,xe] = odel13(@systdim3,range,xinit,options) ;

%% Definition des poids
global W invU ;
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W= eye(3) ; W(l,1)=1e-6 ; W(2,2)=1e-3 ; W(3,3)=10 ;
invU = 1le-10 ;

global tricca ricca ;

minit = - [ 1le-6 ; 0 ; 0 ; 0; 0 ;01 ; % E(M=-Q
rangericca = fliplr(te) ;

[tricca,riccal] = odel13(@matriccati,rangericca,minit) ;
ricca = flipud(ricca);

xinit=[ r0 ; v0 ; gam0 ] ;
[t,x] = odel13(@systboucle,te,xinit+[ 1500 ; 40 ; -0.004 ] ) ;
close all
x(end,1) -rt
plot(t,x(:,1)-xe(:,1)) ;
figure ; plot(t,x(:,2)-xe(:,2)) ;
figure ; plot(t,x(:,3)-xe(:,3)) ;
for k=1:length(te)
contfeed (k)=uboucle(t(k)) ;
conte(k)=u(t (k) ,xe(k,1) ,xe(k,2),xe(k,3));
end
figure ; plot(t,contfeed-conte)

function [value,isterminal,direction]=events(t,x)

global g0 hs Omega rt Cq;

%% Arret a vitesse 445 ou altitude 10000 :

value = (x(2)-445) * (x(1)-rt-10000) ;

%% Arret a derivee(flux)=0 :

% value = -1/2%x(2) /hs*sin(x(3))-3/x(2)/x(1) ~2xg0*sin(x(3))-...
% 3*x(2) *xcoef _k(x(2),x(1)) *rho(x(1)) ;

isterminal=1;

direction=0;

function dXdt = matriccati(t,X)
% Eq de Riccati dE/dt=W-A’E-EA-EBU~{-1}B’E, E(T)=-Q,
% en temps inverse

global W invU ;

E=[ X(1) X(2) X(3)
X(2) X(4) X(5) %% matrice de Riccati (symetrique)
X(3) X(5) X(6) 1;

[A,B] = matlinear(t) ;

mat = -W+A’*E+ExA+ExB*invU*B’*E ;

dXdt = [mat(1,1);mat(1,2);mat(1,3);mat(2,2);mat(2,3);mat(3,3) 1 ;
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function [matA,matB] = matlinear(t)

global te xe g0 hs S m ;
[val,k]=min(abs(te-t)) ; r=xe(k,1) ; v=xe(k,2) ; gam=xe(k,3) ;

if ((v<=1000) | (v>3000))
derCD=0;
else
derCD=1.7e-4;
end
if (v>3000)
derCL=0;
else
derCL=1.256e-4;
end

matA=zeros(3,3);

matA(1,2) = sin(gam) ;

matA(1,3) = vxcos(gam) ;

matA(2,1) = 2%g0/r~3*sin(gam)+coef_k(v)*v~2+rho(r)/hs ;

matA(2,2) = -rho(r)/(2*m)*S*xderCD*v~2-coef_k(v)*rho(r)*2xv ;

matA(2,3) = -g(r)*cos(gam) ;

matA(3,1) = cos(gam)*(2xg0/(r~3*v)-v/r~2)-...
coef_kp(v)*rho(r)/hs*v*u(t,r,v,gam) ;

matA(3,2) = cos(gam)*(g(r)/v™2+1/r)+rho(r)*u(t,r,v,gam)*. ..
S/ (2*m) * (derCL*v+CLsimple(v)) ;

matA(3,3) = -sin(gam)*(-g(r)/v+v/T) ;

matB = [ 0 ; 0 ; coef_kp(v)*rho(r)*v ] ;

function dXdt = systboucle(t,X)

% systeme tronque de la navette en r,v,gamma (dim 3 + flux)
global Omega g0 hs rt Cq ;

r=X(1) ; v=X(2) ; gam=X(3) ;

dXdt= [ v*sin(gam)

-g(r)*sin(gam) -coef _k(v)*rho(xr)*(v)~2
cos(gam) *(-g(r) /v+v/r)+2*0mega+. . .
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coef _kp (v) *rho (r) *v*¥uboucle(t) ] ;

function contfeedback = uboucle(t)

global te xe invU S m ricca ;

[A,B] = matlinear(t) ;

[val,k] = min(abs(te-t)) ; r=xe(k,1) ; v=xe(k,2) ; gam=xe(k,3) ;

contfeedback = u(te(k),r,v,gam)+invU*coef _kp (v)*rho(r)*v*. ..
(ricca(k,3)*r+ricca(k,5)*v+ricca(k,6)*gam) ;

Quelques commentaires sur le programme. On effectue la procédure de
stabilisation de Riccati a partir de 'entrée dans la phase iso-flux seulement, soit
environ A une altitude de 65 km, une vitesse de 7200 m/s, et un angle de vol de
—0.003 rad. En effet la phase iso-flux (flux thermique maximal) est la phase la
plus dangereuse de la rentrée atmosphérique. Notons d’ailleurs que, récemment,
la navette Columbia a explosé & une altitude d’environ 62 km, en pleine phase
iso-flux (ce drame a eu lieu en mars 2003). C’est la phase ou l’engin spatial
s’échauffe le plus : les frottements avec ’atmosphére sont trés intenses. Cette
phase iso-flux est aussi assez longue, environ 350 secondes (la durée totale de la
phase de rentrée atmosphérique est d’environ 1300 secondes).

Tout ceci justifie 'intérét porté & la procédure de stabilisation de la navette,
a partir du point d’entrée dans la phase iso-flux. Dans les simulations suivantes
ce point d’entrée est donc notre condition initiale.

Notons z.(:) = (re(+), ve(+), 7e(+)) la trajectoire nominale et u.(-) son controle
associé. Il vérifie |u.| < 0.95. Notons par ailleurs = (r,v,v) la trajectoire du
systéme (7.41), partant d’un point z(0) et associée au contrdle u = u. + v, le
controle v étant le correctif calculé par la procédure de Riccati. Il doit vérifier
la contrainte |v| < 0.05. Aussi, dans le programme ci-dessus, on a forcé v a
respecter cette contrainte.

Par ailleurs le choix des poids est trés important. On obtient des poids adap-
tés par tdtonnements, et en tenant compte de I'ordre respectif des variables du
systéme. Ici on a pris

0% 0 0 1079 0 0
W= 0 102 0|, Q= 0 0 0| et U=10".
0 0 10 0 0 0

Bien entendu d’autres choix sont possibles. Ici notre choix de @ force ’altitude
finale & étre proche de laltitude souhaitée. En revanche on laisse plus de liberté
a la vitesse finale et & ’angle de vol final.

La trajectoire x(-) part d’un point x(0) différent de x.(0). On a pris les
données numériques suivantes :

— écart sur I'altitude initiale : 1500 m,
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— écart sur la vitesse initiale : 40 m/s,

— écart sur 'angle de vol initial : -0.004 rad, soit -0.2292 deg.

Les résultats numériques obtenus sont assez satisfaisants : 1’altitude finale
obtenue est 15359 km, et la vitesse finale est 458 m/s. L’écart par rapport aux
données souhaitées (altitude 15 km, vitesse 440 m/s) est donc assez faible.

Notons que ’écart sur ’angle de vol initial que nous avons pris ici est assez
important. Cette pente initiale est en effet un paramétre trés sensible dans les
équations : si & U'entrée de la phase atmosphérique ’angle de vol est trop faible,
alors la navette va rebondir sur 'atmosphére (phénomeéne bien connu, dit de
rebond), et si au contraire il est trop important il sera impossible de redresser
Pengin, qui va s’écraser au sol.

Les figures suivantes sont le résultat des simulations numériques. La figure
7.12 représente I’écart entre I’état nominal et I’état réel, et la figure 7.13 ’écart
entre le controle nominal et le controle réel (contréle bouclé, ou contréle feed-
back). La figure 7.14 représente ’état, et la figure 7.15 le flux thermique. On
constate que la contrainte sur le flux thermique est & peu prés respectée. On
peut conclure que la procédure de stabilisation ainsi réalisée est satisfaisante.

ecart d'altitude
2000 T T
1000 1
or i
-1000 1
_2000 | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
ecart de vitesse
100 T T
50 1
or i
=50 1
_1 00 | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
ecart sur I'angle de vol
0.02 T T
0.01 1
or i
_001 | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

F1G. 7.12 — Ecart entre ’état nominal et 1’état réel.
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ecart sur le controle
0.08 F T T =

0.06 - b
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-0.02
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FiG. 7.13 — Controle bouclé, et correction par rapport au controle nominal.
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F1G. 7.14 — Etat avec le controle feedback.
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X 10° Flux thermique (W/m?)
T T T

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

F1G. 7.15 — Flux thermique avec le controle feedback.



Chapitre 8

Théorie d’Hamilton-Jacobi

8.1 Introduction

La théorie d’Hamilton-Jacobi est une branche du calcul des variations et de la
mécanique analytique, dans laquelle trouver des extrémales se réduit & résoudre
une équation aux dérivées partielles du premier ordre : ’équation d’Hamilton-
Jacobi. Les fondements de la théorie ont été posé par Hamilton en 1820, concer-
nant des problémes d’optique ondulatoire et géométrique. En 1834, il étend ses
idées & des problémes de dynamique. Jacobi en 1837 applique la méthode & des
problémes généraux de calcul variationnel.

Le point de départ remonte cependant au 17é siécle, avec Fermat et Huygens
en optique géométrique. Le principe de Fermat stipule que la lumiére se propage
d’un point & un autre dans un milieu inhomogéne en temps minimal. Soit x¢ un
point de départ, et S(z) le temps minimal que met la lumiére pour aller de z & .
Cette fonction temps minimal est appelée fonction Eikonal, ou longueur optique
du chemin. Soit v(z) le module de la vitesse de la lumiére en x. Supposons
que la lumiére parcourt la distance dx pendant la durée dt. Selon le principe
d’Huygens, la lumiére voyage le long de la normale & la surface de niveau de S.
On obtient donc, au premier ordre,

T _V5(z) v(x =S(x
(= + ) = S+

d’ou ’équation
1
v(x)?’
qui est ’équation d’Hamilton-Jacobi de l'optique géométrique, ou équation ei-
konale.

IVS(2)]* =

En mécanique analytique, on remplace la fonction Eikonal par ’action
S(t.) = [ Lsia(s),i(s)ds,
gl

155



156 CHAPITRE 8. THEORIE D’HAMILTON-JACOBI

ol v est un chemin joignant (g, xo) & (¢,x), et L est le Lagrangien du systéme.
Le principe de moindre action conduit aux équations d’Euler-Lagrange

d oL 0L

§0: = or
Si la transformation de Legendre 7 (z,%) = (x,p), ou p = g—é, est un difféo-
morphisme, on définit le Hamiltonien du systéme H(t,z,p) = pt — L(t, x, 2).
Alors, le long d’une extrémale (i. e. une courbe vérifiant les équations d’Euler-
Lagrange), on a S(t, z(t), z(t)) = ftto L(s,z(s),%(s))ds, et par dérivation par

rapport & t, on obtient %—f + g—ix' =L, d’ou
oS aS
—+H|t,z,— | =0
o+ ( & 830) !

qui est I’équation d’Hamilton-Jacobi.

8.2 Solutions de viscosité

De maniére générale, on étudie le probléme de Dirichlet pour 1’équation
d’Hamilton-Jacobi

H(z,S(x),VS(x)) =0 dans Q,

8.1
S = g sur 01, (8:1)
ot § est un ouvert de R", et H est une fonction sur R" x R x R".
Remarque 8.2.1. Le cas d’une équation d’Hamilton-Jacobi d’évolution
oS oS
— + H(z,=—)=0dans R x R"
g T H@ 5;) =0 dans R xR, (8.2)

S(0,z) = g(z) sur R",

est un cas particulier de (8.1). En effet il suffit de poser & = (¢,x), p = (po,p),
et H(jv 275) =po+ H(Jf,p)

Le but de cette section est de donner un cadre mathématique rigoureux a
la définition d'une solution du probléme (8.1). On va montrer que la notion
classique de solution est insuffisante : la méthode des caractéristiques met en
évidence l'apparition de singularités. On introduit alors la notion de solution de
viscosité.

8.2.1 Meéthode des caractéristiques

On introduit des chemins z(s) dans €, partant de 02, appelés caractéris-
tiques, le long desquels on résout ’équation et on obtient les valeurs de S.

Posons z(s) = S(z(s)) et p(s) = VS(z(s)), et cherchons une équation diffé-
rentielle ordinaire décrivant I’évolution de z et p. On a

2(s) = VS(x(s)).i(s) = pls).i(s), (s) = d*S(x(s)).i(s).
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Or, en différentiant I’équation d’Hamilton-Jacobi H(z,S(x),VS(z)) = 0 par
rapport & x, on obtient

O0H OH 0H , _
%Jr%vera—pd S =0.

Choisissons alors le chemin z(s) tel que & = %—g. Il vient alors z = p.%—g, et

y— _0H _ OH
D="%: 9z P

Finalement, les équations

#(s) = %—f<x<s>,z<s>,p<s>>, 2(0) = 7 € 99,
i) = p<s>.%—f<x<s>,z<s>,p<s>>, p(0) = 5(z) = 9(),
58) = = (a(s), 2(5),p(5)) — D (a(5), 2(5), l5)) p(s), p(0) = VS(a),

sont appelées équations caractéristiques.

Remarque 8.2.2. Dans le cas d’évolution (8.2), on obtient en particulier % =1,
donc t = s, et po = 0. On a également

. OH OH
0=

= Bip’ p= T o
qui sont les équations de Hamilton. Enfin, on retrouve aussi

. oH .
z :p-a—p + Po = px + po,

avec po+H = H = 0, d’ou 2 = pi—H = L, et donc z est I’action. Autrement dit,
les caractéristiques sont les extrémales du probléme de minimisation de l’action
(en tout cas si la transformation de Legrendre est un difféomorphisme).

Appliquons la méthode des caractéristiques a la construction d’une solution
de (8.1) au voisinage de la frontiére.

Pour tout z € 09, notons (x(z, s), 2(Z, s), p(Z, s)) la solution des équations
caractéristiques. Notons n la normale & 9. Sous I’hypothése %—IZ # 0, on montre
facilement que, localement en (Z, s), application ¢(Z, s) = x(Z, s) est inversible.
On en déduit donc, localement, que

S(z) = 2(¢™ ' (2)).
fI:l%emarque 8.2.3. Dans le cas d’évolution, ’hypothése % # 0 est toujours véri-
ée.

Remarque 8.2.4. Si g et H sont de classe C?, alors localement la solution S est
de classe C?.
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Fic. 8.1 — Croisement des caractéristiques

En faisant cette construction au voisinage de tout point de OS2, puis en
recollant les voisinages, on obtient une solution S de (8.1) sur un voisinage de
00 dans Q. Dans le cas d’évolution (8.2), on obtient une solution pour ¢ petit.

Mais en général, on ne peut pas prolonger S sur 2 tout entier, car des
singularités se produisent lorsque des caractéristiques se croisent (voir figure
8.1).

Exemple 8.2.1. Un exemple simple de cette situation est donné par le probléme
de Dirichlet pour ’équation eikonale

|S(x)||* = 1 dans €,

(8.3)
S = 0 sur 0f2.

Les équations caractéristiques sont
T=2p, p=0, Z2=p.a=2.

Si z(0) = z, 2(0) = 0, et p(0) = n normal & 02, alors z(s) = T + 2sn, et
z(s) = ||z(s) — Z||. Finalement, on trouve que la solution de (8.3) est

S(z) = d(z,00Q),

comme on pouvait s’y attendre. La fonction S n’est pas différentiable sur la
courbe C' ot des caractéristiques se croisent, appelée cut-locus.

Par conséquent, en général il n’existe pas de solution globale de classe C!
sur Q. II faut donc chercher un concept de solution généralisée.

On pense d’abord au théoréme de Rademacher, selon lequel toute fonction
lipschitzienne est différentiable presque partout. Il est donc tentant de définir
une solution généralisée de (8.1) comme étant une fonction S lipschitzienne sur
Q, solution de I’équation d’Hamilton-Jacobi presque partout. Malheureusement
ce concept est (de loin) trop faible pour avoir unicité et stabilité par passage a
la limite dans L°°, comme on peut le voir sur les deux exemples suivants.



8.2. SOLUTIONS DE VISCOSITE 159

Exemple 8.2.2. Le probléme

S [0S\?
n + <%> =0 p.p. sur Rx]0,4o0],
S(Oa ) = 07
a au moins deux solutions
1. S(t,z) =0,
_ 0 si |z >t
2. S(t’x)_{ —t+ x| si |z <t
Exemple 8.2.3. Le probléme
‘g—i =1 p.p.sur]0,1[, S(0)=S(1)=0,

admet une infinité de solutions généralisées (voir figure 8.2).

F1G. 8.2 — Infinité de solutions

En particulier, il existe une suite (S,,) de solutions convergeant uniformément
vers 0, et pourtant 0 n’est pas solution.

Ce concept de solution est donc insuffisant.

8.2.2 Définition d’une solution de viscosité

On cherche un concept de solution ayant les propriétés suivantes :

1. il existe une unique solution S de (8.1), dépendant contintiment de g et
H;
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2. on a stabilité par passage a la limite évanescente, . e. si H(x,S:,VS:) =
e/\S. pour tout € > 0 petit, alors S. — S lorsque ¢ tend vers 0;

3. si (8.1) est I’équation d’Hamilton-Jacobi d’une fonction valeur d’un pro-
bléme de controle optimal, alors la fonction valeur est 'unique solution de
(8.1).

L’idée de départ est en fait de régulariser I’équation (8.1) en lui ajoutant le
terme e/AS (méthode de viscosité évanescente), car pour une EDP quasi-linéaire
du second ordre on sait montrer qu’une solution réguliére S, existe, et de plus
on dispose d’estimations uniformes sur tout compact, ce qui permet les passages
A la limite.

Le concept de solution qui convient est celui de solution de viscosité, introduit
par [22] au début des années 80, et que I’on rappelle ici dans le cadre d’équations
d’Hamilton-Jacobi du premier ordre.

Soit  un ouvert de R", H une fonction continue sur Q x R x R", ap-
pelée Hamiltonien, et g une fonction continue sur 0f). Considérons ’équation
d’Hamilton-Jacobi du premier ordre sur )

H(z,S(x),VS(z)) =0. (8.4)
On rappelle tout d’abord la notion de sous- et sur-différentiel.

Définition 8.2.1. Soit S une fonction sur Q. Le sur-différentiel en un point
x €  est défini par

Sy)—S(x) - (py—x)

DT S(z) = {p € R™ | limsup < 0}.
@)= e Rt lv—a
De méme, le sous-différentiel en x est
S(y) — S(x) — —
D-S(x) = {p e R | liminf SW=S@ =y =2) oy
y—e ly — ||

Remarque 8.2.5. On a les propriétés suivantes.
— Soit S une fonction continue sur (2.
1. pe DS(z) & FpeCl Q) | ¢ 28, ¢(@)=S(x), Ve(z)=p.
2 pe D S(x) & IpeCl(Q)| <5, plz) = S(), Volx) = p.
— Si S est différentiable en x alors DT S(z) = D~ S(z) = {VS(x)}.
~ Si D*S(z) et D~ S(x) sont non vides, alors S est différentiable en .
- L’ensemble des points de {2 tels que DTS(x) (resp. D~S(z)) soit non vide
est dense dans 2.

2
<

Définition 8.2.2. Soit S une fonction continue sur €2. La fonction S est dite
sur-solution de viscosité de I’équation (8.4) si

VzeQ Vpe DVtv(x) H(x,v(z),p)<O0.
De méme, S est une sous-solution de viscosité de (8.4) si

VeeQ Vpe D v(x) H(zx,v(z),p)>=0.
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Finalement, S est une solution de viscosité de (8.4) si elle est & la fois sous-
solution et sur-solution.

Remarque 8.2.6. Si S est une solution de viscosité nulle part différentiable, on
impose des conditions 14 ott D*S(x) # (), 4. e. sur un ensemble dense.

Remarque 8.2.7. — Si S est une solution de classe C, alors S est aussi so-
lution de viscosité.
— Réciproquement, si S est solution de viscosité, alors en tout point z de €2
ou S est différentiable, on a H(z, S(x),VS(z)) = 0.
Ceci assure la cohérence avec la notion classique de solution. En particulier,
si S est lipschitzienne, alors ’équation d’Hamilton-Jacobi (8.4) est vraie presque
partout.

Exemple 8.2.4. La solution de viscosité du probléme

g—i —1=0 sur]0,1[, S(0)=.S(1)=0,
est )
sw={,_7 % 5st
Remarquons toutefois que S n’est pas solution de viscosité de 1 — ‘%‘ = 0.

Notons aussi que cette solution est bien S(z) = d(x, 9Q). Enfin, remarquons que,
parmi 'infinité de solutions de ce probléme, S est la seule & pouvoir étre obtenue
comme limite de viscosité évanescente. En effet, toute autre solution admet au
moins un minimum local strict dans 0, 1[. Or si S, converge uniformément vers
S, avec |[VSc| —1 =eAS,, et si on note z. un minimum local strict de S., alors
VSe(xz:) =0 et ASc(z:) > 0, ce qui est absurde.

On a les résultats suivants (voir [22, 7, 8]).

Théoréme 8.2.1. Soient Q un ouvert borné de R", g une fonction continue
sur 02, et H : Q x R"™ — IR une fonction continue, uniformément continue en
x au sens ol il existe une fonction w : R™ — IRT continue et croissante, avec
w(0) =0 telle que

[H (z,p) — H(y,p)| < w(llz =yl (1 + [p]))-
Alors le probléeme de Dirichlet
S(z) + H(x,VS(z)) =0 dans Q,
Sjoa = 9,
admet au plus une solution de viscosité.

Théoréme 8.2.2. Soient g une fonction continue sur R", et H : [0,T] x R" x
R" — IR telle que

|H(t,x,p) - H(57y7p)
|H(ta $7p) - H(twrv(I)

C(lt = sl +llz =y +pl),

| <
| < Cllp—qll-
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Alors le probleme de Cauchy

95 + H(t,z, g—i) =0 dans |0, T[x R",

ot
admet au plus une solution de viscosité bornée et uniformément continue.

1l existe beaucoup de théorémes de ce type. Ce sont des résultats d’unicité,
sous des conditions fortes.

Une méthode pour prouver ’existence d’une solution de viscosité est de
régulariser par une viscosité évanescente, de prouver l’existence d’une solution
réguliére Se, puis de faire des estimations uniformes pour passer & la limite (voir
[22]). Un autre moyen de prouver d’obtenir des résultats d’existence (moins
général cependant) et d’utiliser la théorie du controle optimal, en montrant que
la fonction valeur associée & un probléme de contréle optimal est solution de
viscosité d’une équation d’Hamilton-Jacobi. C’est ’objet de la section suivante.

Exercice 8.2.1. Soient g une fonction continue sur R", et H : R" — IR une
fonction convexe telle que

H(p)
_— —
ol lpl—+o0

En montrant que les caractéristiques sont des droites, montrer que la solution
de viscosité du probléme de Cauchy

oS oS "
E +H(a—x) = 0 dans ]R, X}O, +OO[,
5(0,-) = g(:) sur R",
est, pour tout t # 0,
S(t,x) = min <tL(xt_y) +g(y)) ,

yeR"™

ot L est le Lagrangien associé au Hamiltonien H, i. e. L(v) = sup,eg~((p,v) —
H(p)). Cette formule s’appelle formule de Hopf-Lax.

8.3 Equations d’Hamilton-Jacobi en contréle op-
timal

8.3.1 Equations d’Hamilton-Jacobi d’évolution
Définition de la fonction valeur

Soit T > 0 fixé et U C R™ un compact non vide. Pour tout ¢ €]0,7] et
tout x € R", considérons le probléme de contrdle optimal général suivant :
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déterminer une trajectoire solution sur [0,¢] du systéme de controle

iy (s) = fzu(s),u(s)), u(s) €U,

rult) = 1, (8.5)

qui minimise le cott

Ot u) = / £O(u(s), u(s))ds + gz (0)), (3.6)

le point initial (0) étant libre, et le temps final ¢ étant fixé.

Définition 8.3.1. Soit € R". Définissons la fonction valeur S sur [0,T] x R"
par
S(t,z) = inf{C(t,u) | 2,(-) solution de (8.5)}.
La fonction valeur est la généralisation du concept de distance. Par exemple
en géométrie Riemannienne elle généralise le concept de distance Riemannienne.

Remarque 8.3.1. Tl est bien clair que S(0,z) = g(z).

L’équation d’Hamilton-Jacobi

Etablissons tout d’abord formellement ’équation d’Hamilton-Jacobi. Sup-
posons que pour tout ¢ €]0, 7] et tout = € IR™ il existe une trajectoire optimale
24 (+) solution du probléme de controle optimal (8.5), (8.6) (voir théoréme 6.2.1).
On a alors z = z,(t), et donc

S(t,x) = St xu(t)) = Ct,u) = /O FO(@u(s), u(s))ds + g(2.(0)).

En dérivant formellement par rapport & ¢, on obtient

a8 08

S b zu(®) + o=t zu(®) f(2u(t), u(t) = £ (za(t), u(t),

et donc
a5 oS

57 (t2) + o (@) fw,u(t)) = O, u(t) = 0.

Introduisons par ailleurs le Hamiltonien du probléme de contréle optimal
H(z,p,p°,u) = (p, f(,u)) + p° [ (2, u).
D’aprés le principe du maximum, le contréle optimal wu(-) doit vérifier

H(z(t),p(t),p", u(t)) = ma H(z(t),p(t),p",v).

On obtient par conséquent

a8 oS
P (t,z) + max H(z,—p . (t,x),p",v) =0. (8.7)
L’équation (8.7) est I’équation générale dite de Hamilton-Jacobi-Bellman en

controle optimal.
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Remarque 8.3.2. S’il n’y a pas d’extrémale anormale, on peut supposer dans le

calcul formel précédent que p° = —1, et on obtient alors I’équation usuelle
oS oS
—+H —)=0
ot + (@, 890) ’

ot Hi(z,p) = maxycy H(z,p, —1,v).

Le calcul précédent est formel. En utilisant la notion de solution de viscosité,
on a le résultat rigoureux suivant (voir [22, 7, 8]).

Théoréme 8.3.1. On suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour
tous x,y € R" et tout u € U, on ait

I (@ w)ll < C, £z, w)] < C, llg@@)ll < C,
1f (z,u) = fy, )l < Cllz = yl|,

179 (@, u) = £y, )|l < Cllz —yll,

l9(z) = g(w)|| < Cllz = yll.

Alors la fonction valeur S est bornée, lipschitzienne en (t,x), et est l'unique
solution de viscosité du probléme de Dirichlet

o8 + Hy(z, g—i) =0 dans]0,T[xR",

ot (8.8)
S(0,) =g(-) sur R",

ot Hl(xap) = MaXyeU H(‘Tvpa -1, U) = MaXyeU (<pa f(l‘,’l)» - fo(z,v)).

Remarque 8.3.3. En controle optimal, si on est capable de résoudre I’équa-
tion d’Hamilton-Jacobi alors on est capable d’exprimer les controles optimaux
comme des feedbacks. En effet, rappelons que le principe du maximum permet
d’exprimer les controles optimaux comme fonctions de (x,p). Or on vient de
voir précédemment que p(t) = —po%(t,x(t)) (au moins si S est différentiable
en ce point). La connaissance de la solution S donne donc beaucoup plus que
le principe du maximum, mais bien entendu cette équation d’Hamilton-Jacobi
est aussi beaucoup plus difficile & résoudre. Pour les aspects numériques, voir le
chapitre 9.

Remarque 8.3.4. Dans le cas de systémes linéaires avec un colt quadratique,
on retrouve 1’équation de Riccati. En liaison avec la remarque précédente, on
retrouve donc le fait que, dans le cadre LQ, ’équation de Riccati permet d’ex-
primer les contrdles optimaux comme des feedbacks.

Faisons enfin une derniére remarque qui fait le lien entre la théorie d’Hamilton-
Jacobi et le principe du maximum.

Remarque 8.3.5. Au moins dans le cas ou 2 = R™, 4. e. s’il n'y a pas de
contrainte sur le controle, et si le contréole s’exprime, par le PMP, comme une
fonction lisse de (z,p), alors les extrémales du principe du maximum sont les
courbes caractéristiques de ’équation d’Hamilton-Jacobi (8.8).
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En effet, la méthode des caractéristiques consiste a résoudre, pour trouver
une solution lisse de (8.8), le systéme d’équations

. _OHy .  0H; . _ _
x—a—p, p= e z(0) =z € Q, p(0) = Vg(z).

Notons (z(t,Z),p(t,Z)) la solution correspondante. Par construction, on a

_, 0S _
p(t, ) = %(t’x(tvx))’
d’ot, en utilisant (8.8),
8p N\ 8H1 _

Par ailleurs, par hypothése Hy (z,p) = H(x,p, —1,u(z, p)), avec de plus %—f(m,p, -1, u(x,p)) =
0 puisqu’il n’y a pas de contrainte sur le controle. Par conséquent

OH, 0H  OHOu _0H

r  or  dudr or’

et de méme
0H, OH

p  op
On retrouve donc les équations du principe du maximum
dr OH 0p  OH
ot  op’ ot Oz’
Variante, 4 point initial fixé

Dans le probléme précédent, le point initial était libre, ce qui a permis de
résoudre un probléme de Dirichlet. Fixons maintenant le point initial xg, et
considérons donc le probléme de controle optimal

du(s) = f(zu(s), u(s)), u(s) €U,
24, (0) = xo, x4(t) =z,

. (8.9)
C(t,u)z/o O (zu(s),u(s))ds,

le temps final ¢ étant fixé. Pour tout ¢ € [0, 7] et tout € R", la fonction valeur
est définie par

S(t,z) = inf{C(t,u) | 2,(-) solution de (8.9)}.

La différence par rapport au cas précédent réside dans la donnée initiale. Ici, il
est clair que S(0,z0) = 0, et par convention on pose S(0,z) = +o00 si & # xo.
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Théoréme 8.3.2. On suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour
tous v,y € IR" et tout u € U, on ait

If(z,w)]| < C, [|f%x,u)]| <C,
Il f(z,u) — fy,w)| < Cllz —yll,
[£° (2, u) — fO(y,w)|| < Cllz —yl|.

Alors la fonction valeur S est bornée, lipschitzienne en (t,x), et est solution de
viscosité de

oS oS
a + Hl(x, %

S(0,z9) =0, S(0,z) = 400 si x # xq,

) =0 dans |0, T[xR", (8.10)

ot Hy(z,p) = max,cy H(z,p, —1,v) = max,ecy ((p,f(xm)) — fo(x,v)).

8.3.2 Equations d’Hamilton-Jacobi stationnaires

On obtient des équations d’Hamilton-Jacobi stationnaires en laissant le temps
final libre. Pour simplifier, on se limite ici au probléme du temps minimal (voir
[7] pour une généralisation). Considérons le probléme de temps minimal

Ty (8) = f(zu(s),u(s)), u(s) €U,
(8) = f(zu(s),u(s)), u(s) (.11)
24,(0) = zo, @y, (t) = .
Pour tout x € R", la fonction valeur, appelée fonction temps minimal, est définie
par
T(z) = inf{t | z,(-) solution de (8.11)}.

Comme précédemment, on a T'(zg) = 0, et T'(x) = 400 si x # xo.

Etablissons tout d’abord formellement 1’équation d’Hamilton-Jacobi vérifiée
par T'. Supposons que pour tout z € R" il existe une trajectoire temps minimale
2, () reliant 29 & x. On a alors © = x,(t), et donc T(z) = T(x,(t)) = t. En
dérivant formellement par rapport & ¢, on obtient

(VT (z4(t)), f(zu(t), u(?))) = 1.

On en déduit
max H(z,—p°VT(x),p°, v) =0, (8.12)

ot H(x,p,p°,u) = (p, f(z,u)) + p° est le Hamiltonien du probléme de temps
minimal. S’il n’y a pas d’extrémale anormale, on peut supposer que p® = —1,
et on obtient ’équation usuelle d’Hamilton-Jacobi pour le temps minimal.

En utilisant la notion de solution de viscosité, on a le résultat suivant (voir
[22, 7, 8]).
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Théoréme 8.3.3. On suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que, pour
tous v,y € IR" et tout u € U, on ait

1f (@, )| < C, [ f (2, u) = fy, w)l| < Clle —yll.

Alors la fonction temps minimal T est bornée, lipschitzienne, et est solution de
viscosité de

max(VT(x), f(z,v)) =1 dans R",
vet (8.13)
T(x9) =0, T(x) =400 six # xp.

Remarque 8.3.6. Si f(x,u) = u et U est la boule unité de R", on retrouve
I’équation Eikonale de I'introduction.

Exemple 8.3.1. Considérons le systéme de controle
T=vy, y==z, Z=u, avec |u| < 1.

La fonction temps minimal & partir d’un point fixé vérifie ’équation d’Hamilton-
Jacobi
oT

yax

S Lk
Z@y oz|
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Chapitre 9

Méthodes numériques en
controle optimal

On distingue deux types de méthodes numériques en contréle optimal : les
méthodes directes et les méthodes indirectes. Les méthodes directes consistent &
discrétiser 1’état et le controle, et réduisent le probléme & un probléme d’optimi-
sation non linéaire (programmation non linéaire, ou "nonlinear programming").
Les méthodes indirectes consistent & résoudre numériquement, par une méthode
de tir ("shooting method"), un probléme aux valeurs limites obtenu par appli-
cation du principe du maximum. Dans ce chapitre, on s’intéresse d’abord aux
méthodes indirectes, puis aux méthodes directes. Dans une derniére section, on
compare les méthodes, et on décrit les méthodes hybrides qui sont un mélange
des deux approches.

9.1 Meéthodes indirectes

9.1.1 Meéthode de tir simple

Le principe est le suivant. Considérons le probléme de controle optimal
(4.28), (4.29), et supposons dans un premier temps que le temps final ¢, est fixé.
Le principe du maximum donne une condition nécessaire d’optimalité et affirme
que toute trajectoire optimale est la projection d’une extrémale. Si 'on est ca-
pable, & partir de la condition de maximum, d’exprimer le controle extrémal en
fonction de (x(t), p(t)), alors le systéme extrémal est un systéme différentiel de la
forme 2(t) = F(t,2(t)), ot z(t) = (x(¢),p(t)), et les conditions initiales, finales,
et les conditions de transversalité, se mettent sous la forme R(z(0),z(ts)) = 0.
Finalement, on obtient le probléme aux valeurs limites

(9.1)
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Notons z(t, zo) la solution du probléme de Cauchy
i(t) = F(t,2(t)), 2(0) = z,

et posons G(z9) = R(zo,2(ty,20)). Le probléme (9.1) aux valeurs limites est
alors équivalent 3
G(Zo) = 0,

i. e. il s’agit de déterminer un zéro de la fonction G.
Ceci peut se résoudre par une méthode de Newton (voir section 9.1.3).

Remarque 9.1.1. Sile temps final ¢ est libre, on peut se ramener & la formulation
précédente en considérant ¢; comme une inconnue auxiliaire. On augmente alors
la dimension de I’état en considérant ’équation supplémentaire % = 0. On peut
utiliser le méme artifice si le contréle est bang-bang, pour déterminer les temps
de commutation.

Il peut cependant s’avérer préférable, lorsque le temps final est libre, d’uti-
liser la condition de transversalité sur le Hamiltonien.

9.1.2 Meéthode de tir multiple

Par rapport & la méthode de tir simple, la méthode de tir multiple découpe
lintervalle [0,¢f] en N intervalles [t;,¢;11], et se donne comme inconnues les
valeurs z(t;) au début de chaque sous-intervalle. Il faut prendre en compte des
conditions de recollement en chaque temps ¢; (conditions de continuité). L’in-
térét est d’améliorer la stabilité de la méthode. Une référence classique pour
lalgorithme de tir multiple est [62].

De maniére plus précise, considérons un probléme de contréle optimal géné-
ral. L’application du principe du maximum réduit le probléme & un probléme
aux valeurs limites du type

H0) = F(t=(0)) = (9.2)
Fy(t, 2(t)) si t, <t <ty

ot z = (z,p) € R*" (p est le vecteur adjoint), et ty,ts,...,ts € [to, tr] peuvent
étre des temps de commutation ; dans le cas ou le probléme inclut des contraintes
sur I’état, ce peut étre des temps de jonction avec un arc frontiére, ou bien des
temps de contact avec la frontiére. On a de plus des conditions de continuité sur
I’état et le vecteur adjoint aux points de commutation. Dans le cas de contraintes
sur I’état, on a des conditions de saut sur le vecteur adjoint, et des conditions
sur la contrainte ¢ en des points de jonction ou de contact (voir a ce sujet
[39, 52, 20, 53, 14, 13]). De plus on a des conditions aux limites sur I’état, le
vecteur adjoint (conditions de transversalité), et sur le Hamiltonien si le temps
final est libre.
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Remarque 9.1.2. A priori le temps final ¢ est inconnu. Par ailleurs dans la
méthode de tir multiple le nombre s de commutations doit étre fixé; on le
détermine lorsque c’est possible par une analyse géométrique du probléme.

La méthode de tir multiple consiste & subdiviser I'intervalle [t,¢] en N sous-
intervalles, la valeur de z(t) au début de chaque sous-intervalle étant inconnue.
Plus précisément, soit tyg < 01 < --- < 0} < ty une subdivision fizée de l'inter-
valle [to,tf]. En tout point o; la fonction z est continue. On peut considérer o;
comme un point de commutation fixe, en lequel on a

{ (o)) = 2(0;),

% 4
oj=0; fixé.

On définit maintenant les noeuds
{7’1, e ,Tm} = {to,tf} @] {01, N ,O’k} @] {tl, e ,ts}. (93)
Finalement on est conduit au probléme auz valeurs limites

Fl(t,z(t)) si T1
Fg(t,Z(t)) si T2

<t <71y
<t< T3
o i(t) = F(tz(t) =
: (9.4)
mel(t,z(t)) si Tm—1 g t < Tm

e Vje{2,..., m—1} ’I‘j(Tj,Z(Tj_),Z(T;_)) =0

o (T, 2(11), 2(7Tim)) =0

ol T = %o est fixé, 7, = ty, et les r; représentent les conditions intérieures ou
limites précédentes.

Remarque 9.1.3. On améliore la stabilité de la méthode en augmentant le nombre
de noeuds. C’est 14 en effet le principe de la méthode de tir multiple, par opposi-
tion & la méthode de tir simple ol les erreurs par rapport a la condition initiale
évoluent exponentiellement en fonction de t¢-to (voir [62]). Bien str dans la mé-
thode de tir multiple il y a beaucoup plus d’inconnues que dans la méthode de tir
simple, mais éventuellement l'intégration du systéme (9.2) peut se paralléliser.

Posons z;“ = z(7'j+), et soit z(t, 7,_1, z;[l) la solution du probléme de Cauchy
i(t) = F(t,2(t), 2(rj-1) = 2],
On a

- _ — +
Z(Tj )= Z(Tj ,Tj_l,Zj_l).
Les conditions intérieures et frontiéres s’écrivent
. - + +y
vje {27 s, M — 1} Tj(TjﬂZ(Tj 7Tj—1vzj—1)ﬂzj ) =0,
0

rm(Tma Zfa Z<Tma7—m*17 Z;rLlfl)) =
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Posons maintenant

_ + + + T 2n+1)(m—1
Z = (21, Tms 23 s T2y ooy 2o 1, Tm—1)" € R )(m—1)

(ot z € R*™). Alors les conditions (9.5) sont vérifiées si
Tm(va Zi‘r7 Z('T,,;, Tm—1, Z’;tl—l))
ro(T2,2(75 5 1, Z;—)a Z;_)

G(Z) = : — 0. (9.6)

Tm—l(Tma Z(Tm_lv Tm—2, er_L—Q)’ er_L—l)

On s’est donc ramené & déterminer un zéro de la fonction G, qui est définie sur
un espace vectoriel dont la dimension est proportionnelle au nombre de points
de commutation et de points de la subdivision. L’équation G = 0 peut alors
étre résolue itérativement par une méthode de type Newton (voir la section
suivante).

9.1.3 Rappels sur les méthodes de Newton

Il s’agit de résoudre numériquement G(z) = 0, ot G : R? — RP? est une
fonction de classe C'. L’idée de base est la suivante. Si zj est proche d’un zéro
z de G, alors

0=G(z) = G(z) + dG(zx).(z — zi) + o(z — z).
On est alors amené & considérer la suite définie par récurrence
zky1 = 2k — (dG(z)) "1 .G(21),

un point initial zg € IRP étant choisi, et on espére que z;, converge vers le zéro
z. Ceci suppose donc le calcul de I'inverse de la matrice jacobienne de G, ce
qui doit étre évité numériquement. Il s’agit alors, & chaque étape, de résoudre
I’équation

G(Zk) + dG(Zk)dk =0,

ou dj, est appelé direction de descente, et on pose zp+1 = 2 + dy.

Sous des hypothéses générales, I’algorithme de Newton converge, et la conver-
gence est quadratique (voir par exemple [6, 58, 62]). Il existe de nombreuses
variantes de la méthode Newton : méthode de descente, de quasi-Newton, de
Newton quadratique, de Broyden, ... Cette méthode permet, en général, une
détermination trés précise d’un zéro. Son inconvénient principal est la petitesse
du domaine de convergence. Pour faire converger la méthode, il faut que le point
initial zq soit suffisamment proche de la solution recherchée z. Ceci suppose donc
que pour déterminer le zéro z il faut avoir au préalable une idée approximative
de la valeur de z.

Du point de vue du contrdle optimal, cela signifie que, pour appliquer une
méthode de tir, il faut avoir une idée a priori de la trajectoire optimale cherchée.
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Ceci peut sembler paradoxal, mais il existe des moyens de se donner une approxi-
mation, méme grossiére, de cette trajectoire optimale. Il s’agit 14 en tout cas
d’une caractéristique majeure des méthodes de tir : elles sont trés précises mais
requiérent une connaissance a priori (plus ou moins grossiére) de la trajectoire
optimale cherchée.

9.2 Meéthodes directes

Les méthodes directes consistent & transformer le probléme de controle op-
timal en un probléme d’optimisation non linéaire en dimension finie.

9.2.1 Discrétisation totale : tir direct

C’est 1la méthode la plus évidente lorsqu’on aborde un probléme de controle
optimal. En discrétisant 1’état et le controle, on se raméne & un probléme d’op-
timisation non linéaire en dimension finie (ou probléme de programmation non
linéaire) de la forme

min F(2), (9.7)

OU Z = (T1,. oy TN, UL, -, Up), €t

C={Z]¢g(Z)=0,i€el,...,r,

9.8
g;(Z)<0, jer+1,...,m}. (9:8)

Plus précisément, la méthode consiste & choisir les controles dans un espace de
dimension finie, et & utiliser une méthode d’intégration numérique des équations
différentielles. Considérons donc une subdivision 0 =ty < t; < --- <ty =ty de
l'intervalle [0, t /). Réduisons 'espace des controles en considérant (par exemple)
des controéles constants par morceaux selon cette subdivision. Par ailleurs, choi-
sissons une discrétisation de 1’équation différentielle, par exemple choisissons
ici (pour simplifier) la méthode d’Euler explicite. On obtient alors, en posant
hi=ti11 — 1,
Tit1 = T + h,‘f(ti, Zi, ui).

Remarque 9.2.1. Il existe une infinité de variantes. D’une part, on peut dis-
crétiser ’ensemble des controles admissibles par des contrbles constants par
morceaux, ou affines par morceaux, ou des splines, etc. D’autre part, il existe de
nombreuses méthodes pour discrétiser une équation différentielle ordinaire : mé-
thode d’Euler (explicite ou implicite), point milieu, Heun, Runge-Kutta, Adams-
Moulton, etc (voir par exemple [23, 46, 58, 62]). Le choix de la méthode dépend
du probléme abordé.

La discrétisation précédente conduit donc au probléme de programmation
non linéaire

Ti+1 :xz+h1f(tlaxlaul)a 7::07"'7N715
min C(zg, ..., TN, UQ,s -« -, UN),
wEQ, i=0,... N—1,
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i. e. un probléme du type (9.7).

Remarque 9.2.2. Cette méthode est trés simple & mettre en oeuvre. De plus
I'introduction d’éventuelles contraintes sur 1’état ne pose aucun probléme.

D’un point de vue plus général, cela revient & choisir une discrétisation des
controles, ainsi que de I’état, dans certains espaces de dimension finie :

N
u € Vect(Uy, ..., Uy), i e. u(t) =Y wlU(t), u; € R,
=1

N
x € Vect(Xyq,...,Xy), 6. e. z(t) = inXi(t), z; € R,
i=1

ou les U;(t) et X;(t) représentent une base de Galerkin. Typiquement, on peut
choisir des approximations polynomiales par morceaux. L’équation différentielle,
ainsi que les éventuelles contraintes sur I’état ou le controle, ne sont vérifiées
que sur les points de la discrétisation. On se raméne bien & un probléme d’op-
timisation non linéaire en dimension finie de la forme (9.7).

La résolution numérique d’'un probléme de programmation non linéaire du
type (9.7) est standard. Elle peut étre effectuée, par exemple, par une méthode
de pénalisation, ou par une méthode SQP (sequential quadratic programming).
Dans ces méthodes, le but est de se ramener & des sous-problémes plus simples,
sans contraintes, en utilisant des fonctions de pénalisation pour les contraintes,
ou bien d’appliquer les conditions nécessaires de Kuhn-Tucker pour des pro-
blémes d’optimisation avec contraintes. Pour le probléme (9.7), (9.8), les condi-
tions de Kuhn-Tucker s’écrivent

VF(Z)+ > \iVgi(Z) =0,
i=1

ou les multiplicateurs de Lagrange A, vérifient
)\lgl(Z) =0, 1€ {1,...,7“}, et \; 20, i€ {T+1,...,m}.

Les méthodes SQP consistent a calculer de maniére itérative ces multiplicateurs
de Lagrange, en utilisant des méthodes de Newton ou quasi-Newton. A chaque
itération, on utilise une méthode de quasi-Newton pour estimer le Hessien du
Lagrangien associé au probléme de programmation non linéaire, et on résout
un sous-probléme de programmation quadratique basé sur une approximation
quadratique du Lagrangien. Pour plus de détails sur cette méthode, voir [27, 31].

9.2.2 Reésolution numérique de I’équation d’Hamilton-Jacobi

Il existe de nombreuses méthodes numériques pour résoudre I’équation d’Hamilton-

Jacobi o5 o9
E + Hl(a:? %) = Oa
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ou Hi(z,p) = maxuey (p, f(z,u)) — f%(x,u). Commengons par décrire une
discrétisation simple de cette équation par différences finies. I1 convient de re-
marquer, similairement aux équations de transport, que pour assurer la stabilité
il faut décentrer le schéma. Ainsi, pour discrétiser

08 N
(ot} =30 52 o),

= Oz,

on est amené & discrétiser g—i par une différence divisée & droite ou & gauche,
selon le signe de f,(z, u).

Considérons un maillage de ’espace (z;), ou 1 = (i1,...,4,) € Z™, SUpposé
régulier pour simplifier, et une discrétisation réguliére (¢;) de lintervalle de
temps. Notons h = (h1,...,hy) le pas d’espace, et et k = t; 11 —t; le pas de
temps. Soit S ; la valeur approchée de S(t;, x;). Il convient d’approcher g—i(x;)
par une différence divisée & gauche (resp. & droite) si f,(zr, u) est positif (resp.
négatif). Pour tout réel a, on pose

a4+ = max(a,0) = LW, _ = min(a,0) = ala
2 2
Pour tout p € {1,...,n}, on note e, = (0,...,1,...,0), le "1" étant en p-éme
position. On obtient donc le schéma explicite
Sik+1 — Stk
0 — ) I’
k
- Stk — Si—epk Stre,k — Stk
+ max (Z (fp(x,u)+7 + fp(m,u)_i) — fo(mf, u) ).
uelU | hp hp

Il existe de nombreuses méthodes de discrétisation. Le schéma de discréti-
sation par différences finies proposé ci-dessus est le plus simple, mais on peut
adopter des schémas d’ordre supérieur.

Tl existe aussi les méthodes de front d’onde (voir [60]), qui consistent & cal-
culer les ensembles de niveau de la fonction valeur S solution de ’équation
d’Hamilton-Jacobi. Particuliérement efficaces en petite dimension, ces méthodes
consistent & faire évoluer le front d’onde de la fonction valeur en partant d’un
point ou d’un ensemble initial donné. La complexité algorithmique est linéaire
en fonction du nombre de points de discrétisation. Ces méthodes ont été im-
plémentées de maniére trés efficace sur des problémes de dimension moyenne
(typiquement 3). La construction de tels schémas n’est cependant pas immé-
diate, et en fonction de ’équation il faut étre capable d’élaborer un schéma
stable et consistant (voir [60] pour des exemples).

Remarque 9.2.3. Notons que, de méme que précédemment, 'introduction de
contraintes sur I’état ne pose aucun probléme : il suffit en effet d’imposer a la
fonction valeur d’étre égale 4 +oco sur le domaine interdit. Numériquement, cela
signifie qu’on impose une valeur assez grande 4 la fonction valeur, en les points
du maillage qui sont dans le domaine interdit.
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Remarque 9.2.4. Lorsqu’on a localisé les courbes de commutations, on peut
éventuellement raffiner le maillage autour de ces courbes pour obtenir une
meilleure précision.

9.3

Quelle méthode choisir ?

Les méthodes directes présentent les avantages suivants sur les méthodes
indirectes :

leur mise en oeuvre est plus simple car elles ne nécessitent pas une étude
théorique préalable comme les méthodes indirectes ; en particulier, on n’a
pas & étudier les variables adjointes, ou bien & connaitre & ’avance la
structure des commutations;

elles sont plus robustes;

elles sont peu sensibles au choix de la condition initiale (contrairement
aux méthodes indirectes, cf ci-dessous) ;

il est facile de tenir compte d’éventuelles contraintes sur 1’état ;

elles permettent de calculer les controles optimaux sous forme de feedback,
i. e. en boucle fermée, ce qui est particuliérement adapté aux problémes
de stabilisation, et/ou & la mise en oeuvre de systémes embarqués.

En revanche,

les méthodes directes sont moins précises que les méthodes indirectes ; par
exemple dans les problémes de controle optimal issus de ’aéronautique,
la précision des méthodes directes s’avére en général insuffisante, malgré
I’augmentation du nombre de pas de la discrétisation ;

la discrétisation directe d’un probléme de contrdle optimal comporte sou-
vent plusieurs minima (locaux), et les méthodes directes peuvent converger
vers ces minima,; pourtant la solution ainsi déterminée peut s’avérer étre
trés éloignée de la vraie solution optimale;

les méthodes directes sont gourmandes en mémoire, et de ce fait peuvent
devenir inefficaces si la dimension d’espace est trop grande.

Remarque 9.3.1. Si la dynamique du systéme de controle est compliquée, le cal-
cul du systéme extrémal, notamment des équations adjointes, peut étre effectué
avec un logiciel de calcul formel comme Maple.

Les avantages des méthodes indirectes sont

I’extréme précision numeérique;;

la méthode de tir multiple est, par construction, parallélisable, et son im-
plémentation peut donc étre envisagée sur un réseau d’ordinateurs montés
en paralléle.

Les inconvénients des méthodes indirectes sont les suivants :

elles calculent les controles optimaux sous forme de boucle ouverte ;

elles sont basées sur le principe du maximum qui est une condition né-
cessaire d’optimalité seulement, et donc il faut étre capable de vérifier a
posteriori ’optimalité de la trajectoire calculée;

rigidité de la méthode : la structure des commutations doit étre connue a
Pavance (par exemple par une étude géométrique du probléme). De méme,
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il n’est pas facile d’introduire des contraintes sur I’état, car d’une part
cela requiert d’appliquer un principe du maximum tenant compte de ces
contraintes (qui est beaucoup plus compliqué que le principe du maximum
standard), d’autre part la présence de contraintes sur ’état peut rendre
compliquée la structure de la trajectoire optimale, notamment la structure
de ses commutations.

— Deuxiémement, il faut étre capable de deviner de bonnes conditions ini-
tiales pour I’état et le vecteur adjoint, pour espérer faire converger la mé-
thode de tir. En effet le domaine de convergence de la méthode de Newton
peut étre assez petit en fonction du probléme de controle optimal.

Remarque 9.3.2. Que l'on ait utilisé une méthode directe ou une méthode in-
directe, il faut étre capable de vérifier, a posteriori, que ’on a bien obtenu la
trajectoire optimale. Les causes sont cependant différentes selon la méthode.

— Si on a utilisé une méthode directe, il se peut qu’elle ait convergé vers

un (pseudo)-minimum local, da & la discrétisation du probléme. Notons
toutefois que I’équation d’Hamilton-Jacobi donne une condition nécessaire
et suffisante d’optimalité, et conduit donc & des trajectoires globalement
optimales.

— Les méthodes indirectes sont basées sur le principe du maximum qui donne
une condition nécessaire d’optimalité locale. Une fois ces trajectoires déter-
minées, la théorie des points conjugués permet d’établir qu’une extrémale
est localement optimale avant son premier temps conjugué (voir [12]).
L’optimalité globale est beaucoup plus difficile & établir en général, et sur

des exemples spécifiques on I’établit numériquement.

Remarque 9.3.3. Les méthodes directes donnent les controles extrémaux sous
forme de boucle fermée, et les méthodes indirectes sous forme de boucle ouverte
seulement. Cependant, une trajectoire optimale ayant été déterminée par une
méthode indirecte, on peut stabiliser cette trajectoire en calculant, par une mé-
thode LQ par exemple, un controle feedback localement autour ce la trajectoire.

Le tableau suivant résume les caractéristiques des méthodes directes et in-

directes.

Méthodes directes

Meéthodes indirectes

mise en oeuvre simple,
sans connaissance a priori

connaissance a priori de la structure
de la trajectoire optimale

peu sensibles au choix de la
condition initiale

trés sensibles au choix de la
condition initiale

facilité de la prise en compte
de contraintes sur 1’état

difficulté théorique de la prise en compte
de contraintes sur 1’état

controles (globalement) optimaux
en boucle fermée

controles (localement) optimaux
en boucle ouverte

précision numérique basse ou moyenne

trés grande précision numérique

efficaces en basse dimension

efficaces en toute dimension

gourmandise en mémoire

calculs parallélisables

probléme des minima locaux

petit domaine de convergence
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Pour pallier 'inconvénient majeur des méthodes indirectes, & savoir la sensi-
bilité extréme par rapport & la condition initiale, on propose plusieurs solutions.

Une premiére solution raisonnable consiste & combiner les deux approches :
méthodes directes et indirectes, de fagon & obtenir ce qu’on appelle une méthode
hybride. Quand on aborde un probléme de contréle optimal, on peut d’abord
essayer de mettre en oeuvre une méthode directe. On peut ainsi espérer obtenir
une idée assez précise de la structure des commutations, ainsi qu’une bonne
approximation de la trajectoire optimale, et du vecteur adjoint associé. Si on
souhaite plus de précision numérique, on met alors en oeuvre une méthode
de tir, en espérant que le résultat fourni par la méthode directe donne une
approximation suffisante de la trajectoire optimale cherchée, fournissant ainsi
un point de départ appartenant au domaine de convergence de la méthode de
tir. En combinant ainsi les deux approches (méthodes directes puis indirectes),
on peut bénéficier de ’excellente précision numérique fournie par la méthode de
tir tout en réduisant considérablement le désavantage da & la petitesse de son
domaine de convergence.

En appliquant d’abord une méthode directe, on peut obtenir une approxi-
mation de I’état adjoint. En effet, on a vu qu’'une méthode directe consiste
a résoudre numériquement un probléme de programmation non linéaire avec
contraintes. Les multiplicateurs de Lagrange associés au Lagrangien de ce pro-
bléme de programmation non linéaire donnent une approximation de I’état ad-
joint (on a déja vu que le vecteur adjoint n’est rien d’autre qu’un multiplicateur
de Lagrange). A ce sujet, voir [20, 63, 32].

Une deuxiéme solution consiste & utiliser une méthode d’homotopie (ou mé-
thode de continuation). Il s’agit de construire une famille de problémes de
controle optimal (Pu)aco,1) dépendant d’un parameétre a € [0,1], ot le pro-
bléme initial correspond & Py. On doit s’arranger pour que le probléme P; soit
plus simple & résoudre que Py. Une telle famille ne peut étre construite que si
P’on posséde une bonne intuition et une bonne connaissance de la physique du
probléme. Par la méthode de tir, chaque probléme de contréle optimal P, se
rameéne 3 la détermination d’un zéro d’une fonction. On obtient donc une famille
4 un paramétre d’équations non linéaires

Ga(Z) =0, a € 0,1].

Supposons avoir résolu numériquement le probléme P;, et considérons une sub-
division 0 = a9 < oy < -+ < o = 1 de l'intervalle [0,1]. La solution de P;
peut alors étre utilisée comme point de départ de la méthode de tir appliquée
au probléme P, _,. Puis, par une procédure inductive finie, la solution du pro-
bléme P, , constitue une condition initiale pour appliquer la méthode de tir au
probléme P,,. Bien entendu il faut choisir judicieusement la subdivision («;),
et éventuellement la raffiner.

Pour faciliter 'intuition, il est important que le paramétre « soit un pa-
ramétre naturel du probléme. Par exemple si le probléme de contréle optimal
comporte une contrainte forte sur 1’état, du type c¢(z) < 1, une méthode d’ho-
motopie peut consister & relaxer cette contrainte, en résolvant d’abord des pro-
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blémes ou ¢(z) < A, avec A > 0 grand. Cela revient donc a résoudre une série
de problémes de controle optimal ot I’on introduit petit & petit la contrainte sur
I’état. Mathématiquement, pour pouvoir espérer la convergence de la méthode
en passant d’un pas & un autre, il faut que la chaine de problémes de controle
optimal introduite dépende contintiment du paramétre a.

On peut généraliser cette approche par homotopie :

— chaque probléme P, peut lui-méme étre résolu par homotopie, i. e. par
la résolution de sous-problémes (ce peut étre le cas si par exemple le pro-
bléme de controle optimal initial comporte plusieurs contraintes sur 1’état
fortement actives) ;

— la classe de problémes considérés peut dépendre de plusieurs paramétres.
Dans ce cas il faut choisir un chemin dans ’espace des paramétres, reliant
le probléme initial au probléme plus simple & résoudre.

En conclusion, on utilisera plutét une méthode directe si

— on n’a pas besoin d’une grande précision de calcul ;

— la dimension d’espace est assez petite;

— on n’a aucune idée a priori de la trajectoire optimale recherchée, par

exemple on ne sait rien sur la structure des commutations;

— on veut introduire facilement des contraintes sur 1’état.

On utilisera plutot une méthode indirecte

— si la dimension d’espace est assez grande;

— si on a besoin de calculer la trajectoire optimale de maniére trés précise;

— dans un deuxiéme temps, aprés avoir appliqué une méthode directe qui a

donné une premiére approximation de la solution optimale.

Cependant, pour des problémes de controle optimal ot le systéme de controle
est raide (en anglais stiff system), en aéronautique notamment, lapplication
d’une méthode directe peut s’avérer insuffisante pour obtenir une bonne ap-
proximation de la solution optimale et du vecteur adjoint, i. e. cette approxi-
mation ne constitue pas une condition initiale assez précise pour faire converger
la méthode de tir. En effet, le probléme aux valeurs limites sous-jacent est mal
conditionné, si bien que le domaine de convergence de la méthode est trés petit,
inaccessible par une méthode directe. Dans ce cas, on a recours & une méthode
d’homotopie pour tenter de faire converger la méthode de tir.

Par ailleurs, pour des problémes de contréle optimal complexes, comme par
exemple des mission interstellaires, ol la trajectoire optimale a une structure trés
compliquée, une précision extréme est requise pour calculer numériquement cette
trajectoire. Dans ce cas ’application d’une méthode de tir s’avére indispensable.

En revanche, si le systéme extrémal est lui-méme trés complexe (c’est le cas
dans certains problémes de controle optimal de robots industriels, ot I’écriture
des équations adjointes peut requérir des centaines, voire des milliers de lignes),
une méthode directe peut étre préférable a la méthode de tir, avec toutefois les
limitations précédemment décrites.

Exemple 9.3.1. Comparons les méthodes décrites sur un exemple simple.
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Considérons le probléme du temps minimal pour le systéme de controle

#(t) = y(t), =(0) =0,
§(t) = u(t), y(0) =0,

(9.9)

avec |u(t)] < 1.

Solution exacte.
Commencons par calculer la solution exacte de ce probléme. Le Hamiltonien est
H = p,y + pyu+ p°, et les équations adjointes sont

Pz =0, py = —Pz-

On en déduit que p,(t) = cste = A, et donc py(t) = —At + p. Par ailleurs la
condition de maximum du principe du maximum donne u(t) = signe(p,(t)). En
particulier les contréles extrémaux ont au plus une commutation.

Décrivons la trajectoire obtenue en prenant u(t) = 1 sur [0,¢1], puis u(t) =
—1 sur Jt1, T]. D’aprés les équations (9.9), on obtient

~ 810 <t <ty,alors z(t) = & et y(t) = t;

~sit) <t <T,alors x(t) = —5 + 261t — {3 et y(t) = —t + 2t.
Les trajectoires obtenues en prenant d’abord v = —1, puis u = 1, sont les
symétriques des précédentes par rapport & origine (voir figure 9.1).

3

u=+1 r

FiG. 9.1 — Synthése optimale

Il est clair que la courbe I' définie par

P = {(@,y) € R* | 2 = Lsigne(y)}

est la courbe de commutation. Plus précisément, le controle temps minimal est
donné par
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- six> yz—zsigne(y) ousixz= %, alors u(z,y) = +1;

-siz< 7’2—2signe(y) ousixz= —y;, alors u(z,y) = —1.

Calculons la fonction temps minimal T'(x,y) pour aller de (0,0) & (z,y).
Supposons que le point (z,y) est en dessous de la courbe T'. Ce point est atteint
par la succession d’un arc u = +1, puis © = —1. On en déduit qu’il existe un
unique couple (¢1,T) tel que x = 7%2+2t1T—t%, et y = —T+2t;. La résolution

de ce systéme conduit facilement & T' = 24/x + %yQ — y. De méme, si le point

(z,y) est au-dessus de la courbe I', on calcule T = 24/ + 3y2+y. Enfin, le long

de la courbe T, on a clairement T' = |y|. Finalement, la fonction temps minimal

est donnée par la formule
1 : v .
2z + §y2 —y st x> 551gne(y),
1 : v .
2z + 53/2 +y siz< 5s1gne(y).

Remarque 9.3.4. Notons que la fonction temps minimal (9.10) vérifie bien I’équa-
tion d’Hamilton-Jacobi associée au probléme de controle optimal (9.9)

or |orT

= +1=| =1, T(0,0)=0.
Yow * ’ Oy ’ (0.0)

Les ensembles de niveau de la fonction temps minimal, i. e. les ensembles

T-(r) = {(x,y) € R* | T(z,y) = 7}, ot > 0, sont représentés sur la figure
9.2. Notons que T~ 1(r) est aussi le bord de I’ensemble accessible en temps r.

: %

T(x,y) = (9.10)

_0.6/
-08F

. , . . f . . .
4 08 06 -04 -02 0 02 04 06 08 1
X

F1G. 9.2 — Ensembles de niveau de la fonction temps minimal

Sur cet exemple, nous proposons trois méthodes numériques. Tout d’abord,
nous résolvons numériquement ’équation d’Hamilton-Jacobi. Ensuite, nous met-
tons en oeuvre une méthode directe, puis une méthode indirecte, pour aller en
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temps minimal de (0,0) & (0, —1). Par commodité les programmes sont effectués
sous Matlab, en utilisant certaines routines spécifiques.

Reésolution numeérique de 1’équation d’Hamilton-Jacobi.
Notons h, (resp. hy) le pas de discrétisation en = (resp. en y). On discrétise de
la maniere suivante :

— si y(j) < 0 alors

y(4) A +max(0,

hy ’ hy

)=1.

— si y(j) > 0 alors

. T(Z7.7) _T(i — 1’.])

y(j) " T(i,5) —T@,5+1) T35 —T35—1)

hy 7 h‘y

+max(0, )=1.

Notons que, en posant m = min(7'(é,j — 1),7T(i,j + 1)), on a :

max(0 T-T(,57+1) T—-T(,5—1) 0 si T <m,
X = —m

' hy, ’ hy T,Ly si. T >m.
Avec des pas h, = hy = 0.01, et 200 itérations, on obtient le résultat de la figure
9.3.
Le programme est le suivant.

function hjb2

%% Discretisation de 1l’equation d’HJB :

Wi y dS/dx + |dS/dyl = 1, $(0,0)=0.
%% On discretise de la maniere suivante :

%h si y(3)<0 : y(3)*(S(i+1,3)-S(i,3))/hx

%% + max(O,(S(l,J)—S(l,J"'l))/hy,(S(l,J)—S(l,J—l))/hy) = 1
hh 51 y(3)>0 = y(3I*(S(1,j)-S(i-1,3))/hx
T + max(0, (S(i,j)-8(i,j+1)) /hy, (S(i,j)-S(i,j-1))/hy) = 1

%% et on remarque que, si m=min(S(i,j-1),S(i,j+1))
h% max(0,(S-S(i,j+1))/hy,(S-S(i,j-1))/hy) = 0 si S<m
Wi (S-m)/hy si S>m

clear all ; close all ; clc ;

hx = 0.01 ; hy = 0.01 ; big=1e6 ; Nit=200 ;
=1

xmin = -1 ; xmax ; ymin = -1 ; ymax = 1 ;
x = [ xmin : hx : xmax ] ; y = [ ymin : hy : ymax ] ;
S = ones(length(x),length(y))*big ; Snew = S ;

i0 = find(x==0) ; jO = find(y==0) ;
S(i0,j0) = 0 ;
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for it=1:Nit
for i=2:length(x)-1
for j=2:length(y)-1
m = min( S(i,j-1) , S(i,j+1) ) ;
if y(j)>0
if y(3)*(m-S(i-1,3)) > hx
Snew(i,j) = S(i-1,j)+hx/y(j) ;
else
Snew(i,j) = (hx*hy+hx*m+hy*y(j)*S(i-1,3j))/ (hx+hy*y(j)) ;
end
else
if y(j)*(S(i+1,j)-m) > hx
Snew(i,j) = S(i+1,j)-hx/y(j) ;
else
Snew(i,j) = (hxxhy+hx*m-hy*y(j)*S(i+1,j))/(hx-hy*y(j)) ;
end
end
end
end
S = Snew ;
S(i0,j0) = 0 ;
end

[X,Y] = meshgrid(x,y) ; Nx = size(X,1)-2 ; Ny = size(X,2)-2 ;
figure ; contour(S(Nx/4:3*Nx/4,Ny/4:3*Ny/4),[0:0.1:1]) ;

Les résultats sont donnés sur la figure 9.3.

Fic. 9.3 — Ensembles de niveau de la fonction temps minimal
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Le probléme est la lenteur de la convergence de cet algorithme. Ici, la conver-
gence est en max(h,, hy)l/ 4. Les valeurs prises dans le programme précédent ne
sont donc pas bonnes, et il faut prendre des valeurs h, h, beaucoup plus pe-
tites. Mais alors le temps d’exécution du programme est trés long. Il faut donc
absolument avoir recours & un langage de programmation compilé comme le
C-++ pour implémenter cet algorithme, et avoir ainsi un temps d’exécution rai-
sonnable. Ceci a été effectué, les résultats sont sur la figure 9.4. Notons qu’il
faudrait en fait, vu la lenteur de la convergence, prendre h, = h, = 107°, mais
dans ce cas méme en C++ ’algorithme n’est pas efficace. Il faut donc envisager
un algorithme plus fin, ou une méthode de front d’onde (voir [60]).
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Fi1c. 9.4 — Comparaison des résultats numériques

Mise en oeuvre d’une méthode directe. On se raméne & un probléme de
programmation non linéaire. Un tel probléme se résout a l'aide d’une méthode
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SQP. Cet algorithme est implémenté dans la ToolBox optim de Matlab, il s’agit
de la routine fmincon.m, que ’on utilise ici.

function direct

%% Discretisation directe (en utilisant fmincon.m)

%% du probleme de temps minimal

%% xdot=y, ydot=u, |ul<=1,

%% le probleme etant de joindre (0,0) a (0,-1) en temps minimal.

clear all ; close all ; clc ;

N = 20 ; % nombre de pas de discretisation

uinit = 2*rand(N,1)-1 ; % initialisation aleatoire du controle
tfinit = 1 ; xinit = [uinit ; tfinit] ;

% point de depart pour fmincon

1b = -ones(N+1,1) ; 1b(N+1) = 0 ; ub = ones(N+1,1) ; ub(N+1) = 20 ;
% contrainte sur le controle |u|l <= 1, et 0 <= tf <= 20

[rep,Fval,exitflag] = fmincon(@tempsfinal,xinit,[],[],[],[],1b,ub,@cond) ;
exitflag

tf = rep(end) ; x(1)=0 ; y(1) = 0 ;
for i=1:N
x(i+1) = x(i) + tf/Nxy(i) ;
y(i+1) = y(i) + tf/N*xrep(i) ;
end % calcul de la trajectoire optimale

subplot(121) ; plot(x,y) ; axis square ; title(’Trajectoire’) ;
subplot(122) ; plot(linspace(0,tf,N),rep(1:N)) ;
axis square ; title(’Controle’) ;

e
function [c,ceq] = cond(x)
= length(x)-1 ;
c=20;
tf = x(end) ; xf =0 ; yf =0 ;
for i=1:N
xf = xf + tf/Nxyf ; )i calcul du point final au temps tf
yf = yf + tf/N*x(i) ; /% avec la methode d’Euler explicite
end
ceq = [ xf ; yf+1 ] ; % on impose la condition finale xf=0, yf=-1
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function val = tempsfinal(x)

val = x(end) ; % x=[u;tf], ou u est le discretise du controle,
% et tf est le temps final

Les résultats sont tracés sur la figure 9.5.

Trajectoire Controle
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-0.2
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-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0 05 1 15 2 25

F1G. 9.5 — Résultats de la méthode directe

Mise en oeuvre d’une méthode indirecte. On se raméne ici 4 un probléme
de tir simple. On utilise une méthode de Newton, implémentée dans la ToolBox
optim de Matlab, & savoir la routine fsolve.m.

function tirsimple

% Methode de tir simple, en utilisant fsolve.m,

% pour le systeme de controle

% xdot=y, ydot=u, |ul<=1.

% On veut aller de (0,0) & (0,-1) en temps minimal.

clear all ; clf ; clc ; format long ;

global x0 ; x0=[0;0] ;
PO=[1;1] ; tf=5 ;

% Calcul de PO,tf
options=optimset(’Display’,’iter’,’LargeScale’,’on’);

[POtf,FVAL,EXITFLAG] =fsolve(@F, [PO;tf],options);

EXITFLAG % 1 si la methode converge, -1 sinon
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% Trace de la trajectoire optimale
options = odeset(’AbsTol’,1le-9,’RelTol’,1e-9) ;
[t,z] = ode45(@sys, [0;POtf(3)], [x0;POtf(1);POtf(2)],options) ;
subplot(121) ; plot(z(:,1),z(:,2)) ;
axis square ; title(’Trajectoire’) ;
subplot(122) ; plot(t,sign(z(:,4))) ;
axis square ; title(’Controle’)

function Xzero=F (X)
% Definition de la fonction dont on cherche un zero

global x0 ;

options = odeset(’AbsTol’,1le-9,’RelTol’,1e-9) ;

[t,z] = odel13(@sys,[0;X(3)],[x0;X(1);X(2)],0options) ;
HamEnd = z(end,3)*z(end,2)+abs(z(end,4))-1 ;

Xzero = [ z(end,1) % on impose xf=0
z(end,2)+1 % on impose yf=-1
HamEnd ] ; % tf libre donc H(tf)=0

function zdot=sys(t,z)

u=sign(z(4)) ;
zdot = [ z(2)
u
0
-z(3) 1 ; % systeme extremal

Les résultats sont tracés sur la figure 9.6.
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Trajectoire Controle
1 1
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F1G. 9.6 — Résultats de la méthode indirecte
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Chapitre 10

Rappels d’algébre linéaire

10.1 Exponentielle de matrice

Soit K = IR ou C, et soit ||-|| une norme multiplicative sur M,,(K) (i. e. ||[AB|| <
|A]| || B|| pour toutes matrices A, B € M, (K); par exemple les normes d’opé-
rateurs sont multiplicatives).

Définition 10.1.1. Soit A € M,,(K). On définit ’exponentielle de la matrice
A par
400
Ak
— A
exp(A) =e” = T
k=1

C’est une série normalement convergente dans le Banach M,,(K), vu que

q k q k q k
A A Al lA]
Yol <Gl < 2 T <M
k=p k=p k=p
Proposition 10.1.1. - Pour tout A € M, (K), on a e € GL,(K), et

(eA)™! =e 4,

— L’application exponentielle est K-analytique (et donc en particulier est de
classe C* sur le corps K).

— La différentielle de Fréchet dexp(0) de l’application exponentielle en 0 est
égale o Uidentité sur M, (K).

— Pour toutes matrices A, B € M,,(K) qui commutent, i. e. AB = BA, on
a

- Si P € GL,(K), alors PeAP~! = ¢PAP™",
- Pour A € M, (K), Uapplication f(t) = e' est dérivable, et f'(t) =
Aetd = et A,

191
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10.2 Reéduction des endomorphismes

2 sur K, donc les éléments

L’espace vectoriel M,,(K) est de dimension n
1A, ... ,A"2 sont linéairement dépendants. Par conséquent il existe des po-
lynomes P annulateurs de A, i. e. tels que P(A) = 0. L’anneau K[X] étant
principal, I'idéal des polyndomes annulateurs de A admet un unique générateur
normalisé, 4. e. un unique polynéme de plus petit degré, dont le coefficient do-
minant est égal 4 1, annulant A; on 'appelle polynéme minimal de la matrice
A, noté m4.

Par ailleurs, le polyndéme caractéristique de A, noté x 4, est défini par

xa(X) =det (XI— A).
Théoréme 10.2.1 (Théoréme de Hamilton-Cayley). xa(A) = 0.

En particulier, le polynéme minimal 74 divise le polynéme caractéristique
xA- Notons que deg x4 =n et deg m4 < n.

Exemple 10.2.1. Pour une matrice N € M,,(K) nilpotente, i. e. il existe un
entier p > 1 tel que NP = 0, on a nécessairement p < n, 7y(X) = X? et
XN (X) = Xn

Exemple 10.2.2. Pour une matrice compagnon, i. e. une matrice de la forme

0 1 0 0
0
A:
: : . - 0|
0 0 -0 1
—0p  —0an-1 T —Ga2 —a1

on a
ma(X) =xa(X)=X" +ar X" Pt a1 X +an.

Le scalaire A € K est dit valeur propre s’il existe un vecteur non nul v € K",
appelé vecteur propre, tel que Av = Av. L’espace propre associé & la valeur
propre A est défini par

E(\) =ker(A—\);

c’est ’ensemble des vecteurs propres de A pour la valeur propre .
Lorsque K = C, les valeurs propres de A sont exactement les racines du
polynéme caractéristique y 4. En particulier on a

T T

xa(X) =[x =x)™ et ma(X)=]J(x =)™,
i=1 i=1

avec s; < m;. L’entier s; (resp. m;) est appelé ordre de nilpotence (resp. mul-
tiplicité) de la valeur propre )\;. L’espace caractéristique de la valeur propre \;
est défini par

N(Az) = ker(X — )\Z)g’
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Théoréme 10.2.2 (Théoréme de décomposition des noyaux). Soient A €
M, (K) et P € K[X]| un polynéme tel que

P(x) =[] P(X),
i=1
ot les polyndomes P; sont premiers entre eux deux o deuz. Alors
ker P(A) = @ ker P;(A).
i=1

De plus, chagque sous-espace ker P;(A) est invariant par A, et la projection p;
sur ker P;(A) parallelement a €D, ker P;(A) est un polynome en A.

En appliquant ce théoréme au polynéme minimal de A, on obtient, lorsque
K =C,

cr = ééw(xi).

Notons que N(\;) = ker(X — A;)% = ker(X — \;)™.

La restriction de A & N();) est de la forme \;I + N;, ou N; est une matrice
nilpotente d’ordre s;. On peut alors montrer que toute matrice A € M, (K)
admet une unique décomposition A = D + N, out D est diagonalisable sur C, N
est nilpotente, et de plus DN = ND (décomposition D + N).

On peut préciser ce résultat avec la théorie de Jordan.

Théoréme 10.2.3 (Décomposition de Jordan). Soit A € M,,(K) ; on suppose
que w4 est scindé sur K (ce qui est toujours le cas sur C) tel que mo(X) =
[T, (X — Xi)%. Alors il eziste P € GL,(K) telle que
Aq 0
pltAp=1| : .. |,
0 A,

ot les matrices A; sont diagonales par blocs

Ji,l 0
0 Jie;

et ot les matrices J; i, 1 <i <7, 1 <k < ey, sont des blocs de Jordan, i. e. des
matrices carrées de la forme
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nayant pas forcément toutes le méme ordre |J; i|. Pour tout i € {1,...,r}, on
ae; =dimE()\;), et max |J; x| = s;.
1<k<e;



Chapitre 11

Théoréme de
Cauchy-Lipschitz

Dans cette section nous rappelons une version générale du théoréme de
Cauchy-Lipschitz, adaptée & la théorie du contrdle, qui établit sous certaines
conditions l’existence et 'unicité d’une solution d’une équation différentielle.
Une bonne référence a ce sujet est [61, Appendix C].

11.1 Un énoncé général

Soit I un intervalle de R et V un ouvert de R". Considérons le probléme de
Cauchy

&(t) = f(t,x(t), z(to) = wo, (1L.1)

ol f est une application de I x V dans R", et xg € V. Le théoréme de Cauchy-
Lipschitz usuel affirme ’existence et ’unicité d’une solution maximale pourvu
que f soit continue, et localement lipschitzienne par rapport & x. Mais en théorie
du controle ces hypothéses doivent étre affaiblies car on est amené & considérer
des controles non continus (au mieux, continus par morceaux), et par conséquent
la continuité du second membre n’est plus assurée. En particulier la solution,
si elle existe, n’est pas en général dérivable partout et il faut donc redéfinir de
maniére adéquate le concept de solution.

Définition 11.1.1. On suppose que pour tout ¢ € I la fonction = — f(¢,x)
est mesurable, et que pour tout z € U la fonction ¢t — f(¢,x) est continue. On
appelle solution du probléme de Cauchy (11.1) tout couple (J,z(:)), o J est
un intervalle tel que J C I et ¢ty € J, et ou z(-) est une fonction absolument
continue de J dans V telle que, pour tout t € J,

x(t) = x0 + t f(s,z(s))ds,

195
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ce qui est équivalent &

x(t) = f(t,x(t)) p.p- sur J,
.’I,'(to) = Xo.

Une solution (J,z(-)) est dite mazimale si, pour toute autre solution (.J,Z(-)),
onaJCJetaz()=2z()sur J.

On a alors le théoréme suivant.

Théoréme 11.1.1 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz). On suppose que la fonc-
tion f: I xV — V wvérifie les deux hypothéses suivantes :

1. f est localement lipschitzienne par rapport ¢ x au sens suivant :

VeeV Ir>0, Blx,r)CV, 3aclL. (I,R")
viel Vy,zeB(x,r) [f(ty)—f(t2)] <o)y -z,

2. f est localement intégrable par rapport a t, i. e.
VeeV 3BeL,.(I,RY) Vtel |f(tz)|<B().

Alors pour toute donnée initiale (to,xg) € I x V, il existe une unique solution
mazximale (J,z(-)) du probléme de Cauchy (11.1).

Remarque 11.1.1. On n’a pas forcément J = [; par exemple considérons le
probléme de Cauchy @(t) = z(t)?, (0) = zo. Alors
—sizg=0,onaJ=Retz(-)=0;
—sixzg>0,0naJ=]—o00,1/xg] et x(t) = zo/(1 — zot);
- sizo <0,o0naJ=|1/z,+oo| et z(t) = x0/(1 — zot).
Remarque 11.1.2. Si f est seulement continue on n’a pas unicité en général;

par exemple considérons le probléme de Cauchy z(t) = +/|z(¢)|, 2(0) = 0. La
fonction nulle est solution, ainsi que

0 sit <0,
f”(t){ £2/4 sit>0,

Théoréme 11.1.2 (Théoréme d’explosion). Sous les hypothéses du théoréme
de Cauchy-Lipschitz, soit (|a,b[, z(-)) une solution maximale. Sib < sup I, alors
pour tout compact K contenu dans V, il existe un réel n > 0 tel que x(t) ¢ K,
pour tout ¢t €]b — n, b[.

Remarque 11.1.3. En particulier si V' = R", alors ||z(t)]| P +00.
t—
t<b

Remarque 11.1.4. On a une propriété semblable si a > inf I.

Enoncons maintenant une version globale du théoréme de Cauchy-Lipschitz.
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Théoréme 11.1.3. Sous les hypothéses du théoréme de Cauchy-Lipschitz, on
suppose de plus que V = IR" et que | est globalement lipschitzienne par rapport
acx, i e

Jo € Li, (I, RY) |[VteI Vy,zeR" |f(t,y)— f(t 2)] <alt)y—z].
Alors J = 1.

Exercice 11.1.1 (Lemme de Gronwall). Soient ¢ et y : [to,t1] — RT deux
fonctions continues vérifiant

Je>0/ Ve [to,t1] y(t) < ch/t P(s)y(s)ds.

Montrer que

Vt € [to,t1] y(t) <c exp< t:zb(s)ds) .

¢ ¢
Indication : poser F'(t) = [ (s)y(s)ds, puis G(t) = F(t)exp (— w(s)ds>.
to tO

Exercice 11.1.2. 1. Soit yo € R. Justifier qu’il existe une solution maxi-
male y(.) sur un intervalle ]a, b[ du probléme de Cauchy

y(t)*
].Er)tQ’ y(o) = Yo-

2. Montrer que pout tout ¢ €]a, b :

t 4
_ -t s—t y(S)
y(t)=e yo—i-/o e 1+32d8

3. Soit T tel que 0 < T < b. Supposons que pour tout ¢t € [0,7] on ait
ly(¢)| < 1. A Paide du lemme de Gronwall, montrer que

vte[0,T] |yt < lyol-

4. Supposons que |yg| < 1. Montrer que |y(t)| < 1 pour tout ¢ € [0,d], puis
que b = +oo.

Indication : utiliser le lemme de Gronwall, et le théoréme d’ex-
plosion.

Exercice 11.1.3. Soit ¢ : R — IR une fonction de classe C!, strictement
positive et croissante. Montrer l’existence et 1’unicité d’une solution maximale
définie sur un intervalle contenant [0, +o00[, pour le probléme de Cauchy y" (t) +
q(®)y(t) = 0, y(0) = yo, ¥'(0) = y{,, puis que toutes les solutions de ’équation
différentielle 4 () + q(t)y(t) = 0 sont bornées sur R™.

y/
q

(O
t

Indication : dériver la fonction V (t) = y(t)? + OR
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Exercice 11.1.4 (Méthode des entonnoirs). Soit (E) : 2/(t) = f(¢t,z(t)) une
équation différentielle, ot1 f : IR x R — IR est de classe C*.

On dit que « (resp. B) est une barriére inférieure (resp. une barriére su-
périeure), si c’est une fonction de classe C! telle que pour tout t € R on ait
o/ (t) < ft,a(t)) (resp. B'(t) > f(t,5(t))). On appelle entonnoir '’ensemble

E={{t,y) eRxR | a(t) <y < B(1)}.
Montrer que si ¢t — x(t) est une solution de (F) sur un intervalle J C R telle
que z(ty) = xo avec (to,x0) € &, alors (¢,x(t)) € € pour tout ¢ > to,t € J.
Indication : raisonner par ’absurde, et poser t; = inf{t > to / (¢, z(t)) ¢
E}. Montrer que z(t1) = a(t1) ou G(t1), et conclure.
Exercice 11.1.5 (Loi de Hubble). Une des théories actuelles de I"univers (théo-
rie du big-bang) admet que lorigine de I'univers est une gigantesque explosion
a partir de laquelle la matiére de 'univers a commencé & diverger & partir du
point 0.

On considére que cette expansion est homogéne et isotrope; les positions
successives se déduisent les unes des autres par une homothétie de centre O :

OM(t) = A(t, 1) OM (to).

1. Montrer que la vitesse du point M se met sous la forme

V(M) = H(t)OM(t)  (loi de Hubble)
ol on explicitera H(t).

2. Montrer que la loi de Hubble est incompatible avec une valeur constante
de H.

3. La valeur actuelle de H est H ~ 2,5.107'® s~!. En prenant comme

modele H(t) = ¢ (ou a est & déterminer), trouver l'ordre de grandeur

du rayon maximum de 'univers (on rappelle la vitesse de la lumiére ¢ =
3.10% m.s71).
En déduire ’age de l'univers selon cette théorie.

11.2 Systémes différentiels linéaires

Considérons le probléme de Cauchy dans R"

z(t) = A(t)x(t) + B(t), z(to) = xo, (11.2)
ou les applications ¢t — A(t) € M,(R) et t — B(t) € R" sont localement
intégrables sur l'intervalle I considéré.

Définition 11.2.1. On appelle résolvante du probléme (11.2) la solution du
probléme de Cauchy

OR

E(t’to) = A(t)R(t, to), R(to,to) = 1d,
ol R(t,t()) S Mn(R)
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Proposition 11.2.1. La résolvante posséde les propriétés suivantes :
— R(ta,to) = R(ta,t1)R(t1,1t0)-
- Si A(t,t0) = det R(t,to), on a
0A
E(t,to) =tr A(f).é(t,to), A(to,to) =1.
— La solution du probléeme de Cauchy (11.2) est donnée par

x(t) = R(t,to)xo + | R(t,s)B(s)ds

to
(formule de variation de la constante).

Remarque 11.2.1. Lorsque ty = 0, on note plutot M (t) = R(t,0). La formule de
variation de la constante s’écrit alors

x(t) = M(t)xo + M(t) /0 M (s)"*B(s)ds.

Remarque 11.2.2 (Expression de la résolvante). La résolvante admet le dévelop-
pement en série

R(b,a)z[—i—/

a<s1<b

A(Sl)d81+/ A(SQ)A(S1)d51d82 + 4

a<s1<82<b
/ A(sp) - A(s1)dsy - -dsp, + -+ .
a<s1 < Ssn <

De plus cette série est normalement convergente. C’est un développement en
série chronologique.

Cas des systémes autonomes. Considérons le probléme de Cauchy dans R"
z(t) = Ax(t), =(0) = xo,

ott A € M, (R). Alors, dans ce cas, la résolvante est M : t — e*, et la solution
de ce probléme est

T :t— etAxo.

La décomposition de Jordan permet de préciser ce résultat. En effet, on a

etleel 0
et=p - P
0 elIier
On calcule facilement
A, _tl7o kIt
Lot S (A
etJi’k _ €t>\7; O
: etrit
0 0 etXi

On obtient donc le résultat suivant.
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Proposition 11.2.2. Toute solution du systéeme x(t) = Axz(t) est de la forme

z(t) = Z etk

1<isr
0k |JI;

0l v, € N(X\;) (voir chapitre précédent pour la définition de l’espace caracté-
ristiqgue N();)).

Exercice 11.2.1. Résoudre le systéme différentiel

{x” = 2z -3y,
/!

Yy = -2y

Indication : exprimer ce systéme comme un systéme différentiel
d’ordre 1.

Exercice 11.2.2. On pose

SO O
N O = O
O = O N
= o N O

Résoudre le systéme différentie]l X’ = AX. En déduire e”.

Exercice 11.2.3. Soit A : |0, +oo[— M, (R) une application continue. On
considére le systéme différentiel z'(¢) = A(t)xz(t) et 'on note R(¢,tg) sa résol-
vante.

1. Montrer que la résolvante S(t,to) du systéme g(t) = —A(t) y(t) est
S(t,to) = R(t,t0)".
2. On pose
2t+1 0 1t
Aty=| t—1 3t t—1
2_92t 0 24¢

Montrer que A(t) posséde une base de vecteurs propres indépendante de
t. En déduire la résolvante R(t,1o).

Exercice 11.2.4. On suppose que ’équation différentielle
X'(t) = AX(t) + B(t),

ott A€ M, (R) et t — B(t) est une application continue de R* dans R", admet
une solution X sur R qui vérifie

/OOO(IIX(t)II2 +IB®)|*)dt < +oc.

Montrer que X (¢) tend vers 0 lorsque ¢ tend vers +oo.
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Indication : montrer que X (-) est de Cauchy en +oo.

Exercice 11.2.5. Soit A une matrice carrée réelle d’ordre n dont les valeurs
propres (dans C) sont distinctes de 2ikw, k € Z. Soit d’autre part B : R — R"
une application continue et 1-périodique. Montrer que le systéme différentiel
z' = Az + B(t) admet une et une seule solution 1-périodique.

Exercice 11.2.6. Soit A : R™ — M, (IR) une application continue et pério-
dique de période T. On considére le systéme différentiel dans R"™

' (t) = A(t)x(t), =(0) = xo.

Soit M (t) € M,(R) la résolvante du systéme, c’est-a-dire la solution du pro-
bléme de Cauchy M'(t) = A(t)M(t), M(0) = Id. Montrer pour tout ¢ > 0 la
relation

M@t+T)=M@E)M(T).

En déduire que l’origine est asymptotiquement stable pour le systéme si et
seulement si les valeurs propres complexes de la matrice M (T") (appelée matrice
de monodromie) sont de module strictement plus petit que 1.

11.3 Applications en théorie du controéle

11.3.1 Systémes de contrdle linéaires

Considérons le systéme de controle linéaire
z(t) = A(t)x(t) + Bt)u(t) + r(t), z(to) = zo.

Les hypothéses du théoréme 11.1.1 sont clairement vérifiées si les applications
t— A(t), B(t)u(t), r(t), sont localement intégrables sur l'intervalle I considéré.
Supposons donc

B A() € Llloc(I’Mn(R))7

—r() € LL(IR").
Par ailleurs, les hypothéses assurant 'intégrabilité locale de B(-)u(-) dépendent
de ’ensemble des controles considérés.

— Siu(-) € L2 (I, R™), alors on suppose que B(-) € L}, (I, My, (R)).

— Siu(-) € L} .(I,R™), alors on suppose que B(-) € L7 (I, My, (R)).

— De maniére générale, si u(-) € LY (I,R™), alors on suppose que B(-) €

Lio (I, My (R)) o1t & 4 o = 1.

— Si les controles sont des fonctions mesurables & valeurs dans un compact
Q c R™, alors on suppose que B(:) € Li, (I, M, m(R)).

11.3.2 Systémes de contrdle généraux

Considérons le systéme de controle

&(t) = f(t,x(t), u(t), z(to) = o,
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ou f est une fonction de I x V' x U, I est un intervalle de R, V' un ouvert de
R"” et U un ouvert de R™.

Pour rester dans un cadre trés général, il suffit de supposer que pour chaque
controle u considéré, la fonction F : (¢,x) — f(t, x, u(t)) vérifie les hypothéses du
théoréme 11.1.1. Bien entendu, en fonction de la classe de controles considérée,
ces hypothéses peuvent étre plus ou moins difficiles & vérifier.

On peut donner des hypothéses certes moins générales, mais qui suffisent
dans la grande majorité des cas. Ces hypothéses sont les suivantes :

1. L’ensemble des controles considérés est inclus dans LyS. (I, R™).
2. La fonction f est de classe C! sur I x V x U.

11 est facile de montrer qu’alors les hypothéses du théoréme 11.1.1 sont vérifiées,
et donc que, pour chaque controle fixé, il existe une unique solution maximale
(J,z(+)) du probléme de Cauchy

(t) = f(t,x(t),u(t)) p-p. sur J,
ZZZ(to) = Z9-



Chapitre 12

Modélisation d’un systéme de
controle linéaire

12.1 Représentation interne des systémes de controle
linéaires

Considérons le systéme linéaire observé

&(t) = Ax(t) + Bu(t),
{ o(t) = C(), (21
ou z(t) € R", u(t) € R™, y(t) € R?, A ¢ M,(R), B € M,, ,(R), et C €

My (R).
On appelle représentation interne ou représentation d’état continue ’ex-
pression de la sortie y(¢) sous la forme

t
y(t) = CetAz(0) + C’etA/ e *ABu(s)ds, (12.2)
0

appelée en anglais input-output relation.

12.2 Représentation externe des systémes de controdle
linéaires

Définition 12.2.1. La réponse impulsionnelle d’un systéme linéaire est la sortie

de ce systéme (& conditions initiales nulles) quand on ’excite en entrée par une

impulsion de Dirac.
Ici, la réponse impulsionnelle est donc la matrice

Ce"B  sit>0,
wit) = { 0 sit<O0. (12.3)

203
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En effet, posons, pour tout ¢ € [0, ],

et u(t) = 0 sinon. Alors

1 €
y(t) = CetA—/ e *"Be;ds — Ce'” Be;.
€Jo e—0

Remarque 12.2.1. Puisque 2(0) =0, on a, pour ¢t > 0,
—+oo

y(t) = /0 W(t — s)u(s)ds = W (t — s)u(s)ds.

0

Autrement dit (on rappelle que f * g(z) = [i f(z —y)g(y)dy), on a le résultat
suivant.

Proposition 12.2.1. V¢ >0 y(t) = (W xu)(t).

Cela incite & utiliser la transformation de Laplace, qui transforme un produit
de convolution en un produit.

Définition 12.2.2. Soit f € L}, ([0, +oo[, R). Il existe a € R U {=£o0} tel que,
pour tout complexe s, on ait
— si Re s > a alors f0+°° e S f(t)|dt < +oo,

— si Re s < a alors f0+oo e f(t)|dt = +oc.
Pour tout complexe s tel que Re s > a, on définit la transformée de Laplace de

[ par .
£(f)(s) = / e f(t)dt.

Remarque 12.2.2. La transformation de Laplace est linéaire (en faisant attention
toutefois au probléme du domaine de définition). De plus, on a

L(f+g) = L(f)L(g)-
Enfin, pour toute fonction f de classe C', on a
L(f")(s) = sL(f)(s) — f(0).

Posons alors Y (s) = L(y)(s) et U(s) = L(u)(s) (o1, par convention, y(t) = 0
et u(t) =0sit<0).
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Définition 12.2.3. La matrice de transfert H est la transformée de Laplace de
la matrice de réponse impulsionnelle, <. e.

H(s)=L(W)(s) = o W (t)e *'dt. (12.4)
Proposition 12.2.2. Y(s) = H(s)U(s).

Par ailleurs, en appliquant la transformation de Laplace au systéme (12.1),
avec 2(0) =0 et X(s) = L(x)(s), on a

sX(s) = AX(s)+ BU(s), Y(s) = CX(s),

d’ou
Y (s) = C(sI — A)"'BU(s).

La proposition suivante s’ensuit.
Proposition 12.2.3. H(s) = C(s — A)"'B.
Remargue 12.2.3. En particulier, on a £(Ce!AB)(s) = C(sI — A)~'B.

Proposition 12.2.4. Les coefficients de la matrice de transfert H(s) sont des
fractions rationnelles en s, avec un numérateur de degré strictement inférieur
au degré du dénominateur.

Démonstration. 1l suffit de remarquer que

(s —A)7! com(sI — A)T.

1
~ det(sI — A)

Remarque 12.2.4. Si le systéme s’écrit

Cx(t) + Du(t),

<

—~
~+

~
I

alors
H(s)=C(sI — A)"'B+D.

Dans ce cas, il est clair que les coefficients de la matrice H(s) sont des fractions
rationnelles dont le numérateur et le dénominateur ont méme degré.

Réciproquement, lorsqu’on dispose d’une matrice de transfert H(s) pour
représenter un systéme linéaire continu, on peut chercher & calculer un modéle
d’état (i. e. déterminer des matrices A, B,C) tel que H(s) = C(sI — A)~'B.
Un tel triplet (A, B,C) est appelé réalisation d’état continue de la matrice de
transfert H(s).
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Proposition 12.2.5. La fonction de transfert (i. e m=p=1)

bis" 4. 4 b,
s"+aps"t - 4a,

H(S):bo‘i’

admet la réalisation

0 1 0 0 0
0 0 1 '
A= ’ B = ’
.. 1 0
0 0 1 0
—Qn —Qp—1 - e —a2 —an ]_

C=(b, - b)), D=by.

La démonstration se fait par un calcul facile. On peut de méme montrer que
tout matrice de transfert dont les coefficients sont des fractions rationnelles (le
degré du numérateur étant inférieur ou égal a celui du dénominateur) admet
une réalisation (voir par exemple [49]).

Remarque 12.2.5. Il n’y a pas unicité de la réalisation. En effet si (A, B, C) est
une réalisation de H(s), alors il est bien clair que (A1, B1,C1) est aussi une
réalisation de H(s) avec

A1<:1 S) Bl<f>, Cr = (C 0).

Il existe un théoréme d’unicité d’une réalisation minimale sous forme d’un
systéme linéaire contrélable et observable (voir par exemple [49]).

Exercice 12.2.1. Déterminer une réalisation de la matrice de transfert
1/(s? = 1)
H(s)= | s/(s®+5s)
5/(s% — 5)



Chapitre 13

Stabilisation des systémes de
controle

13.1 Systémes linéaires autonomes

13.1.1 Rappels

Considérons le systéme différentiel @(t) = Az(t), ot A € M, (R) et x(t) €
R"™. On note z(-, zo) la solution telle que z(0, zg) = xo. On rappelle que le point
origine 0, qui est un point d’équilibre, est stable si

Ve>0 dn>0 VageR" |z <0 = VE=>0 |z(t,z0)| <e.

Le point 0 est asymptotiquement stable s’il est stable et de plus xz(t,z9) — 0.

t——+o0

Pour un systéme linéaire, la stabilité locale est équivalente & la stabilité globale.

Théoréme 13.1.1. — S'il existe une valeur propre A de A telle que Re A >
0, alors le point d’équilibre O est instable.
— Si toutes les valeurs propres de A sont a partie réelle strictement négative,
alors le point d’équilibre 0 est asymptotiquement stable.
— Le point d’équilibre 0 est stable si et seulement si toute valeur propre de
A est 4 partie réelle négative ou nulle, et si toute valeur propre & partie
réelle nulle est simple.

Remarque 13.1.1. Une valeur propre A de A est simple si et seulement si \ est
racine simple du polyndéme minimal 7 4. Ceci équivaut a dire que N(\) = E()),
ou bien que ker(A — A\I) = ker(A — AI)?, ou encore que la décomposition de
Jordan de A n’a pas de bloc de Jordan strict en .

La démonstration de ce théoréme est claire d’aprés la proposition 11.2.2.

Définition 13.1.1. La matrice A est dite de Hurwitz si toutes ses valeurs
propres sont & partie réelle strictement négative.

207
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13.1.2 Critére de Routh, critére de Hurwitz

Dans cette section, on considére le polynéme complexe
P(z) =apz" + a2 V4 4 an_12 + ag,

et on cherche des conditions pour que ce polyndme ait toutes ses racines & partie
réelle strictement négative, . e. soit de Hurwitz.

Critére de Routh

Définition 13.1.2. La table de Routh est construite de la maniére suivante :

ag as a4 ag --- éventuellement complété par des 0
a; az as a7y --- éventuellement complété par des 0
N a1a2 — apds 104 — Apas
b1 b2 b3 b4 oub1: ,b2: yeen
a1 a1
N biaz — aibs bias — a1b3
€l €3 €3 ¢4 - OUC=——""",C=—"T

b by Yo

Le processus continue tant que le premier élément de la ligne est non nul.
La table de Routh est dit compléte si elle posséde n+1 lignes dont le premier
coefficient est non nul.

Théoréme 13.1.2. Tous les zéros de P sont a partie réelle strictement négative
si et seulement si la table compléte existe, et les éléments de la premiére colonne
sont de méme signe.

Théoréme 13.1.3. Si la table compléte existe, alors P n’a aucun zéro imagi-
naire pur, et le nombre de zéros a partie réelle strictement positive est égal au
nombre de changements de signes dans la premiére colonne.

Critére de Hurwitz

On pose an+1 = Gpiz2 = -+ = agp—1 = 0. On définit la matrice carrée
d’ordre n
al a3 a5 PR PR a,2n71
ag Gz G4 - o A2p—2
0 a; az -+ - Qo3
g0 a a - - asm 7

0 0 a - - ao;s
0O 0 O * e an

ol * = ag ou ap selon la parité de n.
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Soient (H;);e{1,...,n} les mineurs principaux de H, i. e.

a; as as
ay as
Hi =ay, Hy = a a , Hy=1|ay ax aq |, ..., H, =det H.
2
0 0 a1 as

Théoréme 13.1.4. Si ag > 0, tout zéro de P est de partie réelle strictement
négative si et seulement si H; > 0, pour tout i € {1,...,n}.

Remarque 13.1.2. Supposons ag > 0.
— Si pour toute racine A de P, on a Re A <0, alors a; > 0 et H, > 0, pour
tout k € {1,...,n}.
— Sin<3etsiag >0et Hy >0, pour tout k € {1,2,3}, alors toute racine
A de P vérifie Re A < 0.

Remarque 13.1.3. Une condition nécessaire de stabilité est donc, si ag > 0,
Vke{l,...,n} ar>=0.
Mais cette condition n’est pas suffisante (poser P(z) = 2% + 22 + 1).

Exercice 13.1.1. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un polyndéme
de degré inférieur ou égal & 4, avec ag > 0, ait toutes ses racines & partie réelle
strictement négative, est

aoz'2 + a1z + as

a1,a2 > 0

aoz3 + alz2 +asz 4+ as

ai,az > 0 et ajas > agas

a0z4 + a123 + a222 “+ a3z + aq

ai,as,as > 0 et az(ajaz — apas) > alay

13.1.3 Stabilisation des systémes de contréle linéaires au-
tonomes

Définition 13.1.3. Le systéme @(t) = Az(t) + Bu(t), avec z(t) € R", u(t) €
R™, A e M,R, B € M, ,,R, est dit stabilisable (par retour d’état linéaire,
ou feedback linéaire), s’il existe K € M,, ,R tel que le systéme bouclé par le
feedback u(t) = Kx(t), i. e.

i(t) = (A+ BK)x(t),
soit asymptotiquement stable, i. e.

VA € Spec(A+ BK) ReA <0.

Remarque 13.1.4. Ce concept est invariant par similitude
A, = PAP™!, B, =PB, K, = KP~ ..

Théoréme 13.1.5 (Théoréme de placement de poles (pole-shifting theorem)).
Si la paire (A, B) vérifie la condition de Kalman, alors pour tout polynéme réel P
unitaire de degré n, il existe K € M, ,IR tel que xa+Bx = P, i. e. le polynome
caractéristigue de A + BK est égal a P.
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Corollaire 13.1.6. Si le systéme de contréle i(t) = Ax(t) + Bu(t) est contro-
lable alors il est stabilisable.

Démonstration du corollaire. 1l suffit de prendre P(X) = (X + 1)" et d’appli-
quer le théoréme de placement de poles. O

Démonstration du théoréme de placement de péles. Faisons d’abord la démons-
tration dans le cas m = 1 (on se raménera ensuite a ce cas). Par théoréme on
sait que le systéme est semblable & la forme de Brunovski

0 1 0 0
A= : - ~ |, B2
0 0 1 0
—an —Qp—-1 - —a1 1

Posons alors K = (k; -+ k,) et u= Kz. On a
0 1 0

A+ BK = 7
kl_an k2_an71 kn_al

et donc
Xa+BE(X) = X"+ (a1 — k) X" 4+ (an — k1).

Donc, pour tout polynéme P(X) = X"+ a; X"~ + .- + ay,, il suffit de choisir
ki =anp—ap,... .k, =a1 —as.
Dans le cas général ot m > 1, montrons le lemme fondamental suivant.

Lemme 13.1.7. Si la paire (A, B) vérifie la condition de Kalman, alors il existe
y € R™ et C € M, ,(RR) tels que la paire (A+ BC, By) vérifie la condition de
Kalman.

D’aprés ce lemme, pour tout polyndéme P unitaire de degré n, il existe
K, € My ,(R) tel que xat+BC+ByK, = P, et donc en posant K = C + yK; €
M n(R), on a xa+prx = P, ce qui prouve le théoréme.

Preuve du lemme. Soit y € R™ tel que By # 0. On pose x1 = By. On a le fait
suivant.
Fait 1 : 1l existe zo € Az; + Im B (et donc il existe y; € R™ tel que
x9 = Azx1 + By1) tel que dim Vect{z1,z2} = 2.
En effet sinon, on a Az; +Im B C Rz, donc Az € Rz et Im B C Raz;.
D’ou
Im AB = Alm B C RAz; C Raq,

et par récurrence immédiate

vk e N Im A*B c Rz;.
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On en déduit que
Im (B,AB,..., A" 'B)=Tm B+TIm AB +---4+TIm A" 'B C Ru;,

ce qui contredit la condition de Kalman.

Fait 2 : Pour tout k& < n, il existe xp € Az,_1 +Im B (et donc il existe
yr—1 € R™ tel que zp, = Axp_1 + Byg—1) tel que dim E, = k, od Ey =
Vect{ml, e ,ij}.

En effet sinon, on a Azxy_1 +Im B C Ey_1, d’ott Axy_1 C Fx_1 et Im B C
Ei_1. On en déduit que

AE,_ 1 C Ey_q.

En effet, on remarque que Ax; = 2 — By; € Ex_1 +Im B C Ey_1, de méme
pour Axg, etc, Ari_o = xp_1 — Byr—1 € Ey—1 +Im B C Ej_y, et enfin,
Axp_q1 € Ey_1.
Par conséquent

Im AB = Alm B C AEy_1 C Ey_1,

et de méme '
VieIN Im A'BC Ej_1.

D’ou
Im (B,AB,...,A""'B) C E)_;,

ce qui contredit la condition de Kalman.
On a donc ainsi construit une base (x1,...,2,) de R". On définit alors
C € My, (R) par les relations

Cri =y, Cxo=9ys,..., Cxp_1 =yYn—1, Cx, quelconque.
Alors la paire (A + BC, x1) vérifie la condition de Kalman, car
(A+ BC)x1 = Azy + Byy = 29,...,(A+ BC)xp—1 = Axp—1 + BYn—1 = Zp.
O
Le théoréme est prouvé. O

Remarque 13.1.5. Pour la mise en oeuvre numérique du placement de poles, une
premiére solution est, si la dimension d’espace n’est pas trop grande, d’appliquer
les critéres de Routh ou de Hurwitz de fagon & déterminer une condition néces-
saire et suffisante sur K pour stabiliser le systéme. En effet il suffit de calculer,
par exemple & I'aide d’un logiciel de calcul formel comme Maple, le polynome
caractéristique de la matrice A + BK.

Une deuxiéme solution consiste & implémenter une méthode systématique
réalisant un placement de poles. Ce probléme est essentiellement un probléme
inverse aux valeurs propres. Il existe beaucoup d’algorithmes mettant en oeuvre
une méthode de placement de poles. Parmi celles-ci, citons-en qui sont implé-
mentées dans la Control Toolbox de Matlab. La premiére, acker.m, est basée sur
la formule d’Ackermann (voir [41]), est limitée aux systémes mono-entrée, mais
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n’est pas fiable numériquement. Il vaut mieux utiliser place.m, qui est une mé-
thode de placement de poles robuste (voir [42]), basée sur des décompositions
aux valeurs propres.

Dans ’exemple 13.3.1 traité plus loin, nous donnons un exemple d’utilisation
de cette procédure.

Enfin, une troisiéme solution consiste & appliquer la théorie LQ (voir section
4.4.3).

13.2 Interprétation en termes de matrice de trans-
fert

Tout d’abord, remarquons que les poles de la matrice de transfert H(s) sont
exactement les valeurs propres de A. C’est pourquoi on parle des péles de A
(ou modes propres). Ainsi, le systéme est naturellement stable si les poles sont
a partie réelle strictement négative.

Définition 13.2.1. Le systéme est dit EBSB-stable (Entrée Bornée, Sortie
Bornée) si pour toute entrée bornée, la sortie est bornée.

Proposition 13.2.1. Si les pdles de A sont a partie réelle strictement négative
alors le systéme est EBSB-stable (la réciproque est fausse).

Remarque 13.2.1. La EBSB-stabilité peut donc se tester par les critéres de
Routh-Hurwitz.

Un feedback s’interpréte de la maniére suivante. Posons C' = I. On a H(s) =
(sI —A)"'B et X(s) = H(s)U(s). Onprend u = Kz + v, i. e. U =KX +V,
d’ou

X(s)=(I—H(s)K) "H(s)V(s).
Proposition 13.2.2. Si les poles de I — H(s)K sont a partie réelle strictement
négative, alors le systéeme est EBSB-stable.

Dans cette interprétation, la matrice de feedback K s’appelle le gain.

Remarque 13.2.2. La réponse impulsionnelle est W (t) = e*4 B, donc
- si W(t) M 0, alors le systéme est asymptotiquement stable;
— T 00

— si ||IW(t)]] est bornée quand ¢ — +oo, alors le systéme est stable;
— si ||W(t)|| diverge, alors le systéme est instable.

13.3 Stabilisation des systémes non linéaires

13.3.1 Rappels

Considérons le systéme différentiel dans R™
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ou f: R" — R" est C'. On note z(-,7¢) la solution de ce systéme telle que
2(0,20) = zo.

Définition 13.3.1. — Le point Z est un point d’équilibre si f(z) = 0.
— Le point d’équilibre Z est dit stable si

Ye>0 In>0|Ve€ B(@,n) Yt=0 |a(t,z0)—z|| <e.

— Le point d’équilibre T est dit localement asymptotiquement stable (LAS)
si Z est stable et si de plus z(t,x9) — Z.
t——+oo
Théoréme 13.3.1 (Théoréme de linéarisation). Soit A la matrice jacobienne
de f au point d’équilibre T.
1. Si toutes les valeurs propres de A sont 4 partie réelle strictement négative,
alors le point d’équilibre T est localement asymptotiquement stable.

2. S’il existe une valeur propre de A a partie réelle strictement positive, alors
le point d’équilibre T est instable.

Définition 13.3.2. Soit Q un ouvert de R contenant le point d’équilibre z.
La fonction V : © — R est une fonction de Lyapunov en T sur € si
~ Vest C! sur Q,
- V(@) =0,et Yz e Q\ {Z} V(z) >0,
- Vo e Q (VV(x), f(x)) <0 (si V'inégalité est stricte, on dit que la fonction
de Lyapunov est stricte).

Remarque 13.3.1. LV (z(t)) = (VV (x(t)), f(2(1))).

Théoréme 13.3.2 (Théoréme de Lyapunov). S’ ezxiste une fonction de Lya-
punov au point d’équilibre T sur 2, alors le point T est stable. Si la fonction de
Lyapunov est stricte alors T est LAS. Si de plus V est propre sur ) alors T est
globalement asymptotiquement stable (GAS) sur Q.

Théoréme 13.3.3 (Principe de Lasalle). Soit V : Q — R™ une fonction de
classe C' telle que

- V est propre, i. e. VL € V(Q) V[0, L]) est compact dans ,

-VzreQ (VV(z),f(z))<O0.
Soit T le plus grand sous-ensemble de {x € Q | (VV(x), f(x)) = 0} invariant
par le flot (en tempst > 0) de & = f(z). Alors toute solution z(t) de & = f(x)
tend vers I, i. e.

d(z(t),T) e 0.

Remarque 13.3.2. On peut énoncer le principe de Lasalle dans le cas particulier
ol l'ensemble invariant 7 se réduit au point Z. L’énoncé est alors le suivant.

Soit € Q un point d’équilibre, et V : O — R une fonction de classe C*
telle que

- V(@) =0etvVzeQ\{z} V(z)>0,

— V est propre,
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-V eQ (VV(x),f(z)) <0, et de plus si z(t) est une solution du systéme
telle que (VV (x(t)), f(z(t))) = 0 pour tout ¢t > 0, alors z(t) = Z.
Alors z est GAS dans (.

Exercice 13.3.1. Déterminer les points d’équilibre du systéme différentiel

2’ (t) = sin (x(t) +y(t))
y(t) = e® — 1,

puis étudier leur stabilité.

Exercice 13.3.2. Soit le systéme différentiel

{ o (t) = y(t) (1 + =(t) —y(t)?),
y'(t) = 2(t) (1 +y(t) — z(t)?).

Trouver les points d’équilibre de ce systéme, et voir s’ils sont asymptotiquement
stables (resp. instables).

Exercice 13.3.3. On considére le mouvement d’un solide rigide en rotation
soumis & une force extérieure,

Loy = (I — I3)waws — wi

Ly = (Is — I )wswi — wa

Lyws = (Iy — Ir)wiws — w3
ou Iy, I, I3 sont les moments d’inertie du solide, i. e. des constantes données.

Construire une fonction de Lyapunov permettant de montrer que I’équilibre est
asymptotiquement stable.
Exercice 13.3.4. Soit g : R — R de classe C! telle que g(0) = 0 et zg(z) >0
si z # 0. Montrer que le point d’équilibre x = 0,2’ = 0 est asymptotiquement
stable pour I’équation différentielle =" + 2’ + g( )=0.

Indication : on étudiera la fonction F(z fo y)dy au vmsmage

de 0 et on introduira la fonction de Lyapunov V(z,y) = F(z)+ %
Exercice 13.3.5. Soit f : R" — R" une fonction continue telle que toute
solution de ’équation y' = f(y), y(0) = yo, reste sur une sphére de R", i. e.

vt=0 ly@l = lly(0)]-

1. Montrer que f(0) =0
2. Montrer que ’origine est asymptotiquement stable pour le systéme 2z’ =
f(z) — .

Exercice 13.3.6 (Lemme de Lyapunov et applications). 1. (a) Soit A € M, (R)
dont les valeurs propres sont de partie réelle strictement négative.
Montrer qu’il existe B € M,,(R) symétrique définie positive telle
que ATB + BA = —Id.

+oo
(Indication : poser B = / etA” etAdt)
0
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(b) En déduire que V(z) = (x, Bx) est une fonction de Lyapunov pour
I’équation différentielle ' = Az, et que l'origine est asymptotique-
ment stable.

2. (a) Soit ¢ : R" — R" une fonction continue telle que ¢(z) = o(|z]).
Montrer que la fonction V précédente est encore une fonction de
Lyapunov pour le systéme 2’ = Az + ¢(x), et que I’équilibre 0 est
asymptotiquement stable.

(b) Quel résultat peut-on en déduire sur la stabilité des points fixes d’un
systéme autonome x’ = F(x), ou F' : R” — IR" est de classe C'?

13.3.2 Stabilisation locale d’un systéme de contréle non
linéaire

Considérons le systéme de controle non linéaire

#(t) = f(2(t), u(t)),

et soit (z.,u.) un point d’équilibre, i. e. f(z.,u.) = 0. Le systéme linéarisé en
ce point est

y(t) = Ay(t) + Bu(t),
ou

_of _9f
A= ax(:ce,ue), B = au(glce,ue).

Théoréme 13.3.4. Si le systeme linéarisé est stabilisable par le feedback v =
Ky, alors le point d’équilibre (., u.) est LAS pour le systéme bouclé

@(t) = f(a(t), K(x(t) - we) + ue).

Exemple 13.3.1. On établit qu’une condition nécessaire et suffisante sur K
pour stabiliser le pendule inversé (cf exemple 5.2.1) localement autour du point
d’équilibre (£ =¢.,£=0,0 =0,0 =0) est

ko — koL > 0, ks — k1L — (m+M)g > 0, k1 >0,
ko((ks — koL)(ks — k1L — (m + M)g) — M Lgky) > k1 (ks — koL)?.

Mettons en oeuvre, en Matlab, sur cet exemple, différentes méthodes de
stabilisation.

function placementpole

% L’exercice consiste a stabiliser le systeme de controle suivant
% (pendule inversé)

% xiddot = (m*L*thetadot~2+*sin(theta)-m*g*cos(theta)*sin(theta)+u)/...

% (M+m*sin(theta) ~2)
% thetaddot = (-m*Lx*thetadot~2*sin(theta)*cos(theta)+...



216 CHAPITRE 13. STABILISATION DES SYSTEMES DE CONTROLE
% (M+m) *g*sin(theta)-u*cos(theta))/(L* (M+m*sin(theta) ~2))
% avec M masse du chariot,

% m masse du pendule (tige sans masse),

% L longueur de la tige,

% au voisinage de sa position d’equilibre instable

% xi = xidot = theta =thetadot = 0.

% Le systeme linearise en ce point est Xdot=AX+Bv avec

h (01 0 0) ( 0 )

%“A=(00 -mxg/M 0) et B=( 1/M )

/A (oo 0 1) ( 0 )

h (00 (Mm)*g/(L*xM) 0 ) ¢ -1/(1*M) )

% Pour cela on va poser u=KxX, oi K = ( k1 k2 k3 k4 ), et tester
% plusieurs méthodes.

h

% 1. Méthode directe : calculer & 1l’aide de Maple le polynome

% caractéristique de la matrice A+B*K, puis en appliquant

% le critére de Routh déterminer une CNS sur K

% pour que la matrice A+B*K soit Hurwitz.

% Tester différents feedbacks K.

% Par identification des coefficients, déterminer un feedback
% K permettant de placer

% les poles exactement aux valeurs (-1,-1,-1,-1).

% Tester tous les feedbacks ainsi déterminés sur le systéme non
% linéaire initial.

h

% 2. Utilisation des outils Matlab (Control Toolbox).

% 2.a. Utiliser la fonction Matlab "acker" pour placer les poles
% exactement aux valeurs (-1,-1,-1,-1).

% 2.b. Utiliser la fonction Matlab "place" pour placer les poles
% exactement aux valeurs (-1,-2,-3,-4).

% (attention : il faut forcément prendre des poles distincts,
% voir 1’aide sur place)

% 2.c. Utiliser la fonction Matlab "lqr" pour stabiliser le systéme.
% Tester ces différents outils pour stabiliser le systéme non

% linéaire initial.

% On prendra les valeurs numériques suivantes :

%M=10;m=1;L=1;g-=10 ;

clear all ; close all ; clc ;
global MmLg ; M=10 ; m=1;L=1; g=10 ;

% 1. Méthode directe. On calcule avec Maple :
% PolyCaract (A+B*K) (X) = X~4 + (k4-k2*L)/(M*L)*X"3 +

h
h

(k3-k1*L- (m+M) *g) / (MxL) *X~2
+ k2xg/ (M*L)*X + kilxg/ (ML)
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% et d’aprés le critére de Routh on obtient la CNS suivante :

% k4-k2*%L>0, k3-k1*L-(m+M)*g>0, k1>0,

% k2% ((k4-k2*L) * (k3-k1xL- (m+M) *g) -M*L*g*k2) > kilx*(k4-k2*L)"2.

% (on peut remarquer que nécessairement k2>0)

% Avec les valeurs numériques, cela donne :

% k1>0, k3>k1+110, k4>k2, k2*((k4-k2)*(k3-k1-110)-100%k2) > ki1 (k4-k2)"2.
% Par exemple g¢a marche si ki1=1, k2=1, k3=300, k4=2

% (on peut fixer kl=1, k2=1, k4=2, et donner une inégalité sur k3...)

k1=1 ; k2=1 ; k3=300 ; k4=2 ;

xinit = [0.5 0.2 0.4 1 ] ;

[t,x] = ode4b5(@systeme, [0 100],xinit, [],k1,k2,k3,k4) ;

figure ; subplot(2,2,1) ; plot(t,x(:,1)) ; title(’xi’) ;
subplot(2,2,2) ; plot(t,x(:,2)) ; title(’xidot’) ;
subplot(2,2,3) ; plot(t,x(:,3)) ; title(’theta’) ;
subplot(2,2,4) ; plot(t,x(:,4)) ; title(’thetadot’) ;

% Pour avoir les poles exactement aux valeurs (-1,-1,-1,-1),
% on résout le systéme linéaire

% (k4-k2)/10 = 4
% (k3-k1-110)/10 = 6
% k2 = 4
% k1 =1

% d’ou ki1=1, k2=4, k3=171, k4=44.

ki1=1 ; k2=4 ; k3=171 ; k4=44 ;

xinit = [0.5 0.2 0.4 1] ;

[t,x] = ode45(@systeme, [0 20],xinit, [],k1,k2,k3,k4) ;

figure ; subplot(2,2,1) ; plot(t,x(:,1)) ; title(’xi’) ;
subplot(2,2,2) ; plot(t,x(:,2)) ; title(’xidot’) ;
subplot(2,2,3) ; plot(t,x(:,3)) ; title(’theta’) ;
subplot(2,2,4) ; plot(t,x(:,4)) ; title(’thetadot’)

% 2. Utilisation des outils Matlab

% Définition des matrices A et B
A=[01 0 0
00 -m*xg/M 0
00 0 1
0 0 (M+m)*g/(L*M) 0 ] ;
B=[0; 1/M; 0 ; -1/(LxM) ] ;
% 2.a. Utilisation de acker
acker(A,B,[-1 -1 -1 -1]) ;
k1=-K(1) ; k2=-K(2) ; k3=-K(3) ; k4=-K(4) ;

=~
I
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xinit [0.5 0.2 0.411] ;

[t,x] ode45(@systeme, [0 20] ,xinit, []1,k1,k2,k3,k4) ;

figure ; subplot(2,2,1) ; plot(t,x(:,1)) ; title(’xi’) ;
subplot(2,2,2) ; plot(t,x(:,2)) ; title(’xidot’) ;
subplot(2,2,3) ; plot(t,x(:,3)) ; title(’theta’) ;
subplot(2,2,4) ; plot(t,x(:,4)) ; title(’thetadot’) ;

% 2.b. Utilisation de place
= place(4,B,[-1 -2 -3 -4]) ;
=-K(1) ; k2=-K(2) ; k3=-K(3) ; k4=-K(4) ;
xinit = [0.5 0.2 0.4 1 ] ;
[t,x] = ode45(@systeme, [0 20],xinit, [],k1,k2,k3,k4) ;
figure ; subplot(2,2,1) ; plot(t,x(:,1)) ; title(’xi’) ;
subplot(2,2,2) ; plot(t,x(:,2)) ; title(’xidot’) ;
subplot(2,2,3) ; plot(t,x(:,3)) ; title(’theta’) ;
subplot(2,2,4) ; plot(t,x(:,4)) ; title(’thetadot’) ;

% 2.c. Utilisation de lar

[X,S,e] = 1qr(A,B,eye(4),1) ;

k1=-K(1) ; k2=-K(2) ; k3=-K(3) ; k4=-K(4) ;

xinit = [0.5 0.2 0.4 1 ] ;

[t,x] = ode45(@systeme, [0 30],xinit, [],k1,k2,k3,k4) ;

figure ; subplot(2,2,1) ; plot(t,x(:,1)) ; title(’xi’) ;
subplot(2,2,2) ; plot(t,x(:,2)) ; title(’xidot’) ;
subplot(2,2,3) ; plot(t,x(:,3)) ; title(’theta’) ;
subplot(2,2,4) ; plot(t,x(:,4)) ; title(’thetadot’) ;

function xdot = systeme(t,x,k1,k2,k3,k4)

global Mm L g ;
xi = x(1) ; xidot = x(2) ; theta = x(3) ; thetadot = x(4) ;
= kl*xi + k2*xidot + k3*theta + k4*thetadot ;
xdot = [ xidot
(m*L*thetadot~2*sin(theta) -m*g*cos(theta) *sin(theta)+u) /...
(M+m*sin(theta)~2)
thetadot
(-m*L*thetadot~2*sin(theta)*cos (theta)+...
(M+m) *g*sin(theta)-u*xcos(theta))/ (Lx(M+m*sin(theta)~2)) ] ;

Les résultats sont représentés sur les figures 13.1 pour la méthode directe
(question 1), et 13.2 pour l'utilisation de place.m (question 2.b). On peut consta-
ter efficacité de cette derniére procédure.
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xi xidot
8 6
6 4
4 2
2
0
0
2 -2
4 -4
6 -6
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
theta thetadot
0.6 2 I
0.4 1
0.2 ‘ '
‘ 0
0
| .
-0.2 |‘ ‘
{
-0.4 -2
-0.6 -3
20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100

F1G. 13.1 — Méthode directe

Exercice 13.3.7. On considére le systéme de controle

@(t) = f(z(t) + u(t)g(z(1)),

ou I’état x et le controle u sont des réels, les fonctions f et g sont de classe C*°,
et f(0) = 0. On suppose que le point d’équilibre (x = 0,u = 0) est globalement
asymptotiquement stabilisable au sens suivant : il existe un controle feedback
u(z) de classe C*°, avec u(0) = 0, et une fonction de Lyapunov globale stricte
V pour le systéme bouclé & = f(z) + u(x)g(z) au point d’équilibre 2 = 0.

On considére alors le systéme augmenté

f(@(®) +y(B)g(x(t)),

—_——
. K.
—~
~
= =
[
<
—~
~
o

oll v est le nouveau controle. En considérant la fonction

W(z,y)=V(z)+ %(y —u(z))?,

montrer que le feedback

o(w,y) = D) (@) + y9() — 2 (@)g() — (v — u(x))

rend le point d’équilibre (z = 0,y = 0,v = 0) asymptotiquement stable pour le
systéme augmenté.
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xi xidot

10 6
8 4
6 2
4 0
2 -2
0 -4
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20
theta thetadot
0.6 1
0.4
0.5
0.2
0 0
-0.2
-0.5
-0.4
-0.6 -1
5 10 15 20 0 5 10 15 20

Fic. 13.2 — Utilisation de place.m

13.3.3 Stabilisation asymptotique par la méthode de Jurdjevic-
Quinn

Proposition 13.3.5. On considére le systéme affine lisse dans IR"

&(t) = f(x(t)) + Z ui(t)gi(x(t))

avec f(Z) = 0. Supposons qu’il existe une fonction V : R" — R telle que

- (JE)—O etVe #z V(x) >0,

— V est propre,

Ve R LyV(a) = (VV(a), f@)) <O,

~{zeR"|LiV(z)=0 etL L, V(z)=0, Vie{l,...,n}, Vk € N} =

{z}.

Alors le feedback u;(x) = —Lg,V(x), ¢ = 1,...,m, rend le point d’équilibre Z
globalement asymptotiquement stable.

Démonstration. Soit F(z) = f(x) — > v, Ly, V(x)gi(x) la dynamique du sys-
téme bouclé. Notons tout d’abord que F(Z) =0, i. e. T est un point d’équilibre
pour le systéme bouclé. En effet, V' est lisse et atteint son minimum en z, donc
VV(z) =0, d’ou L, V(Z) =0 pour i =1,...,m; de plus, f(Z) =0. On a

LV (z) = (VV(2), F(z)) = L;V(z) = ) (Lg,V(2))* <0,

et si LpV (x(t)) = 0 pour tout ¢, alors

LyV(x(t)) =0et Ly V(z(t) =0, i=1,...,m.
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Par dérivation,

_4
ot
puisque L,,V(z(t)) = 0. D’ou, clairement,

0 L, V(x(t)) = LyL,, V(x(t)),

Vie{l,...,m} VkeN LYL,V(x(t)) =0.

On en déduit que z(t) = Z, et la conclusion s’ensuit par le principe de Lasalle.

Exercice 13.3.8 (Systéme prédateurs-proies). Considérons le systéme prédateurs-
proies controlé

y=-y(l-ux).

Pour le point d’équilibre (x = 1,y = 1), montrer que la fonction V(z,y) =
eiz — xye~*~Y vérifie les hypothéses de la proposition précédente, et en déduire

un feedback stabilisant globalement ce point d’équilibre.
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Chapitre 14

Observabilité des systémes de
controle

Dans tout le chapitre, on se limite au cas linéaire autonome

x(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cz(t) + Du(t),

ou z(t) € R", u(t) € R™, y(t) € R?, A ¢ M,(R), B € M, »n(R), C €
M, (R) et D € M, ,,,(R). Dans toute la suite, on peut supposer que D = 0
cela ne change rien aux résultats qui suivent.

14.1 Définition et critéres d’observabilité

Notons (z,(t, o), yu(t, zo)) la solution de (14.1) telle que (0, zo) = xo.
Définition 14.1.1. Le systéme (14.1) est observable en temps T si

Vay, 29 € R" 1 # 29 = Jue L0, T],R™) | yu(-,z1) # yu (-, 22)
(dans ce cas on dit que 1 et x5 sont distinguables).

Autrement dit, si x; et x5 sont distinguables s’il existe un controle tel que
les trajectoires observées différent. De maniére équivalente, on peut dire

Vay,xz9 € R™ Vu e L2([0,T],R™) yu(-,21) = yu(,22) = x1 = o,
i. e. , la connaissance de la trajectoire observée détermine de maniére univoque
I’état initial.

L’intérét de la notion d’observabilité est le suivant. Si on considére le systéme

comme une boite noire 4 laquelle on applique une entrée (controle, input) u(t),
et de laquelle émerge une sortie (observable, output) y(t), la propriété d’étre

223
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distinguable signifie la possibilité de différentier par des expériences de type
entrée-sortie.

On est aussi motivé par la stabilisation. En effet, on a vu comment stabiliser
un systéme par retour d’état. Or il peut s’avérer cotiteux de mesurer ’état com-
plet d’un systéme. On peut alors se demander si la connaissance partielle de cet
état permet de reconstituer I’état complet (c’est la propriété d’observabilité), et
de stabiliser le systéme entier : c’est la stabilisation par retour d’état dynamique,
ou synthése régulateur-observateur.

Théoréme 14.1.1. Le systéme (14.1) est observable (en temps T quelconque)

si et seulement si
C

CA
rang . =n.

cAn-t

Démonstration. Faisons une démonstration directe de ce théoréme. On montre
d’abord le lemme fondamental suivant.

Lemme 14.1.2. Le systéme (14.1) est observable en temps T si et seulement
si, pour le systéme observé & = Ax, y = Cz, x(0) = xg, on a

2o #0 = y(-) Z0 sur [0,T].

Preuve du lemme. Le systéme (14.1) est observable en temps 7T si et seulement
si

(xl 425 = Jue L0, T, R™) | yu(-21) # yul- z2) sur [O,T})

(xﬁém = Jue L0, T),R™) 3te(0,T] |

— t t
Cetxy + C’etA/ e *ABu(s)ds # Ce'xy + C’etA/ eiSABu(s)ds)
0 0

= (.130 =x—x3#0 = Hec0,T]| Cetay # 0)
— (Cco #0 = y(-) #Z 0 sur [0,7T] pour le systéme & = Az,y = Cz,z(0) = 5Co>
O

On est maintenant en mesure de montrer le théoréme.
Si (14.1) n’est pas observable en temps 7', alors

Swo £ 0 | Ve [0,T] y(t) =0,

Vt€[0,T] Cettzg=0.

D’ou, par dérivations sucessives, et en prenant ¢t = 0,

CiE() = CA(E(] == CATL_IZ'O = 07
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C C
CA CA
o =0, et donc rang . <n.
C«An—l CAn—l

Réciproquement, si le rang de cette matrice est strictement inférieur & n, alors
il existe zg # 0 tel que

Cl‘o = OAIQ == CAnilzo = O,
et donc par le théoréme d’Hamilton-Cayley,
VteR Cettazg =0,

et par conséquent le systéme (14.1) n’est pas observable. 0

Remarque 14.1.1. Pour un systéme linéaire autonome, ’observabilité a lieu en
temps quelconque si elle a lieu en temps 7.

Remarque 14.1.2. La notion d’observabilité pour un systéme linéaire autonome
ne dépend pas de la matrice B.

Remarque 14.1.3. On a

C

CA
rang . =n & rang (C’T ATCT ... An—lTCT) =n,

caArt

et par conséquent, le systeme @ = Ax + Bu,y = Cx est observable si et seule-
ment si le systéme & = ATz + CTu est controlable. C'est la dualité controla-
bilité/observabilité. Ce fait, trés important, permet de transférer aux systémes
observés tous les résultats établis sur les systémes controlés.

On aurait pu prouver cette équivalence directement en utilisant ’application
entrée-sortie, et en remarquant qu’une application linéaire F : L? — IR"™ est
surjective si et seulement si I’application adjointe E* : R™ — L? est injective.

Corollaire 14.1.3. Le systéme (14.1) est observable en temps T si et seulement
st la matrice

T
O(T)z/ e AT CT e ds
0
est inversible.
Définition 14.1.2 (Similitude). Les systémes

{jfl =Aiz1 + Biug ot {ifz = Asxo + Bous

y1 = C1my y2 = Coxo
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sont dits semblables §'il existe une matrice P € GL,(R) telle que
Ay = PAP~!, By =PB,, Cy =C,P7!
(et dans ce cas on a o = Pxy,us = u1,y2 = y1)-

Proposition 14.1.4. Tout systeme @ = Ax + Bu, y = Cx, est semblable a un
systéme © = AZ + Bu, y = CZ, avec

. A0 -~ A
A([b A3>’C(Clo)’

i e. ) _ _
T, = A1T1 + Biu
Zo = AsTq + A3y + Bou partie non observable
y1 = CiZy

et la paire (A1, C1) est observable.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le résultat vu en controlabilité au systéme
it =ATz + CTu. 0

Définition 14.1.3. Dans cette décomposition, les valeurs propres de /_L sont
appelées modes propres inobservables de A, et les valeurs propres de A; sont
dites modes propres observables de A.

Proposition 14.1.5 (Forme de Brunovski, cas p = 1). Dans le cas p = 1, le
systeme & = Ax + Bu, y = Cx, est observable si et seulement s’il est semblable
aw systeme &1 = Ai1x1 + Biu, y = C1x1, avec

0 0 —an
1 0

A1=10 s 012(001)
I -0
o - 0 1 —-a

Exercice 14.1.1 (Ressort). Le systéme mi + ka = u est-il observable
—avecy=x?
—avecy=2x7

Exercice 14.1.2 (Amortisseurs d’une voiture). Le systéme

'l"l = —k‘1$1 — dli‘l + llu,
Ty = —koxo — doZo + lou.

est-il observable
— avecy; = T1,Y2 = 227
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—avecy=1x1"7
—avec y1 = x1,Y2 = 227

Exercice 14.1.3. Le pendule inversé linéarisé (cf exemple 5.2.1) est-il obser-
vable

—avecy =¢&7

—avecy =167

—avec y; =0,ys =07

14.2 Stabilisation par retour d’état statique

On peut se demander si, étant donné un systéme controlable et observable
z = Ax + Bu, y = Cuz, il existe un feedback u = Ky stabilisant le systéme,
i. e. si la matrice A + BKC' est Hurwitz.

La réponse est NON. Pour le voir, considérons les matrices

A:<8 é) B:(?), C=(10).

Le systéme & = Az + Bu, y = Cz, est trivialement contrdlable et observable.
Pourtant, pour toute matrice scalaire K = (k), la matrice

0 1
A+ BKC = (k 0)

n’est pas Hurwitz.

En conclusion, un feedback par retour d’état statique ne suffit pas en général.
C’est pourquoi, dans la suite, on va voir comment construire un retour d’état
dynamique.

14.3 Observateur asymptotique de Luenberger

Motivation : supposons que le systéme & = Ax + Bu, y = Cx, soit obser-
vable. Le but est de construire un observateur asymptotique () de x(-), 4. e. une
fonction dynamique Z(-) de ’observable y(-), telle que Z(¢) —z(t) M 0. L’idée

L — 100

est de copier la dynamique du systéme observé et d’y ajouter un correctif en
tenant compte de I’écart entre la prédiction et la réalité.

Définition 14.3.1. Un observateur asymptotique (ou observateur de Luenber-
ger) &(-) de z(-) est une solution d’un systéme du type

#(t) = Az(t) + Bu(t) + L(Ci(t) — y(t)),
ou L € M,, ,(R) est appelée matrice de gain, telle que

Vaz(0),#(0) € R™  &(t) — x(t) — 0.

t——+oo
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Remarque 14.3.1. Introduisons e(t) = #(t) — z(t), Verreur entre la prédiction
Z(-) et létat réel z(-). On a

é(t) = (A + LO)e(t),

et donc e(t) M 0 pour toute valeur initiale e(0) si et seulement si la matrice
— T 00

A + LC est Hurwitz. Construire un observateur asymptotique revient donc &
déterminer une matrice de gain L telle que A + LC soit Hurwitz. Ainsi, de
maniére duale au théoréme de placement de pdles, on a le résultat suivant.

Théoréme 14.3.1 (Théoréme de placement des modes propres de 1’observa-
teur). Si la paire (A,C) est observable, alors le systéme admet un observateur
asymptotique (i. e. on peut construire une matrice de gains L telle que A+ LC
soit Hurwitz).

Démonstration. La paire (AT, CT) étant controlable, d’aprés le théoréme de
placement de poles il existe une matrice LT telle que la matrice AT + CTLT
soit Hurwitz. 0

14.4 Stabilisation par retour dynamique de sortie

On a vu comment construire

— un régulateur (feedback) pour un systéme controlable,

— un observateur asymptotique pour un systéme observable.
Il semble naturel, pour un systéme controélable et observable, de construire un
régulateur en fonction de ’observateur asymptotique de 1’état : c’est ’étape de
synthése régulateur-observateur.

Définition 14.4.1. On appelle feedback dynamique de sortie, ou observateur-
régulateur, le feedback v = Kz, ou

& = A + Bu+ L(C% — y).

Théoréme 14.4.1 (Théoréme de stabilisation par retour dynamique de sortie).
Si le systéme & = Az 4+ Bu, y = Cz, est controlable et observable, alors il est
stabilisable par retour dynamique de sortie, i. e. il existe des matrices de gain
K € My n(R) et L € M, ,(IR) telles que les matrices A+ BK et A+ LC
soient Hurwitz, et alors le systéme bouclé

= Ax+ BKzZ
&= (A+ BK)i+ LC(& — )
est asymptotiquement stable.

Démonstration. Posons e = & — z. Alors

d (z\ _(A+BK BK x
dt \e) 0 A+LC) \e)’
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et donc ce systéme est asymptotiquement stable si et seulement si les matrices
A+ BK et A+ LC sont Hurwitz, ce qui est possible avec les propriétés de
controlabilité et d’observabilité. 0

Définition 14.4.2. Les valeurs propres de A + BK sont dites modes propres
du régulateur, et les valeurs propres de A + LC sont dites modes propres de
l’observateur.

Application a la stabilisation locale d’un systéme non linéaire par
retour dynamique de sortie.
Considérons le systéme non linéaire

() = f(z(t), u(t))
y(t) = g(z(t))
Soit (z.,u.) un point d’équilibre, i. e. f(z.,u.) = 0. Le systéme linéarisé en
(Ze,ue) sécrit
di(t) = Adz(t) + Bou(t)
oy(t) = Cox(t)
avec
of of dg

A= %(m‘e,ue), B= a_u(meaue)v C= a_x(xe)-

D’aprés le théoréme de linéarisation, on obtient le résultat suivant.

Théoréme 14.4.2. Si le systéeme linéarisé est controlable et observable, alors
il existe des matrices de gains K et L telles que les matrices A+ BK et A+ LC
soient Hurwitz, et alors le controle u = u. + K0Z, ot

62 = (A+ BK + LO)éi — L(y — g(x.)),
stabilise localement le systéme au voisinage du point d’équilibre (ze,u.).

Exercice 14.4.1 (Probléme d’examen). On considére un mélangeur dans lequel
arrivent un méme produit, par deux entrées différentes, avec des concentrations
respectives ¢ et co (constantes), et des débits uq(¢) et ua(t). Le volume dans le
mélangeur est noté V(¢) et la concentration du produit ¢(t). Le débit en sortie
est d(t) = v4/V (), o v est une constante. Les controles sont wui(t) et us(t).

1. Par un bilan volume-matiére, établir que

d
V(1) = ua(t) +ua(t) — d(t),
d

5 OV (1) = crua(t) + caua(t) — c(t)d(?),

puis que
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Le but est de stabiliser le systéme & des débits constants en entrée et en
sortie, & une concentration constante en sortie, et & un volume constant,
i. e. on veut que, lorsque t tend vers 4oo0,

up(t) — ul, ug(t) — ul, d(t) — d°, c(t) — &, V(t) — V°.
2. (a) Montrer que
wd +ud = d° = 4VVO,
c1ud + coul = °d° = v V0.

(b) Montrer que le systéme linéarisé au point d’équilibre (V9 ¢, uf, u9)
est donné par les matrices

a 0 1 1
AZ(O 2a)’ BZ(ﬁl 62>’

0 0
S N T _e-c
avec o = 2\/W,ﬁl— 770 et By = 77

(c) Montrer que ce systéme linéarisé est controlable.

(d) On pose X = (‘g) Enoncer et démontrer une condition suffisante

sur K = Fa kQ) pour que le systéme bouclé par le feedback u =

ks ka
K X soit localement asymptotiquement stable en ce point d’équilibre.

(e) Construire un tel feedback placant les poles en —1.
3. On observe en sortie la quantité y(t) = c(t)V (¢).

(a) Ecrire le systéme linéarisé observé au point d’équilibre précédent, et
montrer qu’il est observable.

(b) Expliquer soigneusement comment effectuer une stabilisation locale
en ce point par retour d’état dynamique, en utilisant ’observable pré-
cédente. On donnera notamment des conditions nécessaires et suffi-
santes sur les matrices de gain assurant la stabilisation.

Exercice 14.4.2 (Probléme d’examen). On considére un systéme mécanique
plan formé d’un rail (représenté par un segment) et d’un chariot, assimilé & un
point matériel de masse m, roulant sans frottement sur le rail. Le rail tourne
autour du point O. Soit 6 ’angle que fait le rail avec ’axe horizontal, et =
I’abscisse du chariot sur le rail (distance entre O et le chariot). Soit J le moment
d’inertie du rail par rapport & O, et g 'accélération de la pesanteur. Le controle
est le couple u exercé sur le rail (voir figure 14.1).

1. (a) Montrer que le Lagrangien du systéme s’écrit

L(x,%,0,0) = §J92 + im(a':Q + 220%) — mgxsin 6.
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F1G. 14.1 — Chariot sur rail

(b) En déduire que les équations du systéme mécanique sont
i(t) = z(t)0(t)% — gsinO(t)

6(t) = W (u(t) — 2ma(t)i(t)0(t) — mga(t) cos 0(75)) .

(¢) En posant y = i, 6 = w, et X = (z,y,0,w), mettre ce systéme sous
forme d’un systéme de controle (S) de la forme X (¢) = f(X (¢), u(t)).
. Déterminer les points d’équilibre (X, u.) du systéme de controle (S).

W N

. Ecrire le systéme linéarisé autour du point d’équilibre (X, u.) = (0,0), et
montrer qu’il est contrdlable.

>~
—~

&
~—

Enoncer et démontrer une condition suffisante sur K = (kq, ks, k3, k4)
pour que le systéme bouclé par le feedback u = K X soit localement
asymptotiquement stable en ce point d’équilibre.

(b) Construire un tel feedback plagant les poles en —1.
5. (a) Le systéme linéarisé est-il observable si on observe y = 7

(b) Est-il possible de stabiliser le systéme en (0,0) par le retour d’état
statique u = ky ?

6. Expliquer soigneusement comment effectuer une stabilisation en (0, 0) par
retour d’état dynamique, en utilisant ’observable précédente. On donnera
notamment des conditions nécessaires et suffisantes sur les matrices de
gain assurant la stabilisation.

Exercice 14.4.3 (Probléme d’examen). On considére un systéme mécanique
plan formé de deux pendules de masse m, couplés par un ressort de raideur k, et
ayant un angle 6;, i = 1,2, avec la verticale. Pour simplifier, on suppose que les
tiges, de longueur [, des pendules, sont de masse nulle, et que, en approximation,
I’axe du ressort reste horizontal au cours du mouvement. On note g ’accélération
de la pesanteur. Le controle est une force u horizontale exercée sur le pendule
de droite.

Avec Papproximation précédente, les équations du systéme mécanique sont

mi?0, (t) = ka®(sin 02(t) — sin 04 (t)) cos 04 (t) — mgl sin 0y (t)
mil?l,(t) = ka®(sin 0y (t) — sin 0(t)) cos O (t) — mgl sin 02 (t) + u(t) cos O3 (t)
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1. En posant w; = 0,7 = 1,2, et X = (01, w1, f2,w2), mettre ce systéme sous
forme d’un systéme de controle (S) de la forme X (¢) = f(X(¢),u(t)).
Montrer que (X.,u.) = (0,0) est un point d’équilibre du systéme.

Dans la suite du probléme, on pose

ka®> g ka? 1
=t P e T e
2. Ecrire le systéme linéarisé autour du point d’équilibre (X, u.) = (0,0), et
montrer qu’il est controlable.
3. (a) Démontrer qu’une condition suffisante sur K = (kq, k2, k3, k4) pour
que le systéme (5) bouclé par le feedback u = KX soit localement
asymptotiquement stable en ce point d’équilibre est

2
ky <0, kg < 70[, Byk1 + avks + 32 < o2,

(akg+Bha)(—vka(2a—ks)+vy(aks+Bks)) < vk3 (avks+B°—a®+Bvky ).

(b) Construire un tel feedback plagant les poles en —1.
4. (a) Le systéme linéarisé est-il observable si on observe y = 6, 7
(b) Est-il possible de stabiliser le systéme en (0,0) par le retour d’état
statique u = koy ?

(¢) Expliquer soigneusement comment effectuer une stabilisation en (0, 0)
par retour d’état dynamique, en utilisant ’observable précédente. On
donnera notamment des conditions suffisantes sur les matrices de gain
assurant la stabilisation.
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