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�9¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼ Âr¼6»�¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾¡À¶Á�½Q»ÔÈ ¼B»åÃ�¸ ¿uÅ9Æ²¼B»3Âr¼

Ω
Â�¿u½9»Bm �t9ÂrÁ�½#¾�Æ¶¿ Ä�Ã�Àý»ª�»¡¿�½9÷�¼

p
¼B»�¾�À²½#¾¡ºGü�¸x¿�Å�Æ¶¼Ê»¡Ã�¸3¾¡Á�Ãr¾�÷�Á�È Ä9¿�÷W¾�Âr¼

Ω
µ

H1(Ω,
m �

)
�f¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼ Âr¼B»Y¿uÄ9Ä�Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½9» È ¼B»åÃ9¸x¿�Å�Æ²¼B»

f
Âr¼

Ω
Â�¿u½9»�m �t.¾x¼GÆ¶Æ²¼B»YÐ#Ã�¼

f, f ′ ∈ L2(Ω,
m �

)
µ

⇀
�>«9ÇB÷xÏ9¼(Âr¼ ÷�Á�½�	�¼G¸xü�¼6½9÷�¼"�C¿uÀ¶Å�Æ¶¼�µ

L �r¾x¸x¿�½9»ª�ôÁ�¸¡È�¿u¾¡À¶Á�½;Âr¼�AI¿�Ä�Æý¿�÷�¼�µ
Acc(x0, T )

��¼G½9»¡¼GÈYÅ9Æ²¼ ¿�÷G÷G¼6»x»åÀ¶Å�Æ¶¼
¼G½U¾¡¼6È ÄQ»
T
Âr¼GÄ9Ã�À¶»�Æ¶¼ÊÄ,Á�À²½#¾

x0
µ

AccΩ(x0, T )
�P¼G½Q»å¼GÈYÅ9Æ²¼�¿�÷6÷�¼6»x»¡À²Å�Æ¶¼S¼6½w¾x¼GÈ Ä9»

T
Âr¼GÄ�Ã�Àý»VÆ¶¼|Ä,Á�À²½#¾

x0
PÄ,Á�Ã�¸ Âr¼6»÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼6»h¤�	u¿uÆ¶¼GÃ�¸ »3Â�¿�½9»

Ω
µ

Ex0,T
fÁ�Ã

ET
¥ »¡À±Æ¶¼ Ä,Á�À¶½�¾ x0

¼6»å¾ »åÁ�Ã9»ª�7¼G½#¾¡¼6½9ÂrÃ §��=¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾¡À¶Á�½�¼6½�¾x¸¡º6¼Z� »åÁ�¸å¾xÀ²¼�¼6½¾¡¼6È Ä9»
T
Âr¼GÄ9Ã�À¶»�Æ¶¼ÊÄ,Á�À²½#¾

x0
µ

‖x‖W
¥ Á�¦ x ∈ m � n ¼�¾ W ∈ Mn(

m �
)
§¨�9¿�Å�Å�¸¡ºf	mÀ¶¿u¾¡À¶Á�½;Ä,Á�Ã�¸

xTWx
µ

TxM
¥ Á�¦ M ¼B»�¾�Ã�½�¼I	{¿�¸¡À¶º�¾xº�r¼�¾

x ∈M
§¨��¼6»¡Ä9¿�÷G¼Z¾x¿�½�ü�¼6½�¾)¤

M
¿�ÃUÄQÁ�À²½#¾

x
µ

T ∗
xM

��¼6»¡Ä9¿�÷G¼Ê÷GÁu¾ ¿u½�ü�¼G½�¾/¤
M
¿uÃUÄ,Á�À¶½�¾

x
µ

[X,Y ] ¥ Á�¦ X ¼�¾
Y
»åÁ�½�¾ÊÂr¼6»
÷ Ï9¿uÈ Ä9»
Âr¼H	�¼6÷�¾¡¼6Ã�¸x»:§I�@÷G¸¡Á�÷xÏ�¼G¾
Âr¼�A.À¶¼ Âr¼6»
÷ Ï9¿uÈ Ä9»

X
¼G¾
Y
µ
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² ¨±°²®m�6���x©�®-9e¨=®�?��� 8 õm�Q¢D�?®|§f¨�©��,�@�G¢{¬,C®)³ Af¿é¾¡Ï�º6Á�¸xÀ²¼(ÂrÃ|÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼(¿u½9¿uÆ��r»¡¼
Æ²¼B»Ä�¸¡Á�Ä�¸xÀ²ºG¾¡º6»ÊÂr¼6»(»��r»�¾xÇGÈ ¼6»(÷�Á�È È�¿u½9Â�º6»fe÷uÕ ¼6»å¾��3¤�� ÂrÀ²¸x¼ Âr¼6»(»��r»�¾xÇGÈ ¼6»(Â>�m½9¿uÈ ÀýÐ�Ã9¼6»Ê»¡Ã�¸Æ²¼B»¡Ð#Ã�¼6Æ¶»¹Á�½�Ä,¼GÃr¾3¿uü�À²¸P¿�Ã�È Á
��¼6½VÂeÕ Ã�½�¼Z÷�Á�È È ¿�½9Âr¼ ¥ Á�Ã ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼a§�µ©A.¼�Å�Ãr¾Ô¼6»å¾±¿�Æ²Á�¸x»ÂeÕ ¿�È ¼G½�¼6¸0Æ¶¼�»��r»�¾xÇGÈ ¼3Â.Õ Ã�½ º�¾ ¿{¾MÀ¶½�À²¾¡Àý¿uÆ9ÂrÁ�½9½�ºB¤
Ã�½ ÷G¼G¸å¾ ¿uÀ¶½éº�¾ ¿{¾Mú9½9¿uÆ´{¼6½ ¸¡¼B»åÄ,¼B÷W¾x¿�½�¾º�	�¼G½#¾¡Ã�¼6Æ²Æ¶¼GÈ ¼6½�¾Ô÷�¼6¸å¾ ¿uÀ¶½9»¹÷G¸¡À²¾¡Ç6¸¡¼B»Gµ�AI¼6»P»��m»å¾¡Ç6È ¼6»P¿uÅ,Á�¸ ÂrºB»M»¡Á�½#¾¹ÈYÃ9Æ}¾xÀ²Ä9Æ²¼B»)��»��m»å¾xÇGÈ ¼6»ÂrÀ@�@ºG¸x¼G½#¾¡À¶¼GÆý»�#»��r»å¾¡Ç6È ¼B»¹ÂrÀý»¡÷G¸¡¼G¾x»f�»��r»�¾xÇGÈ ¼6»¹¿
	�¼6÷3Å�¸xÃ�À²¾f#¿a	�¼B÷3¸¡¼G¾x¿u¸ Âeµ¶µ²µ�AI¼GÃ�¸ »MÁ�¸xÀ¶ü�À¶½�¼6»»åÁ�½�¾�¾¡¸xÇ6»�Â�Àk	�¼6¸x»¡¼6»o��È º6÷6¿u½�ÀýÐ#Ã�¼��ºGÆ¶¼6÷�¾¡¸xÀ¶÷GÀ}¾xº��ºGÆ¶¼6÷�¾¡¸xÁ�½�ÀýÐ#Ã�¼�rÅ�À¶Á�Æ¶Á�ü�À²¼�r÷ Ï�À¶È À²¼��º6÷GÁ�½�Á��È À¶¼�µ¶µ¶µ1APÕ Á�Å>� ¼B÷W¾xÀ@��Ä,¼GÃr¾�µ�¾x¸¡¼;Âr¼;»å¾x¿�Å�À²Æ¶Àý»å¼6¸YÆ²¼;»��r»�¾xÇGÈ ¼VÄ,Á�Ã�¸YÆ¶¼ ¸x¼G½9Â�¸¡¼VÀ¶½9»¡¼G½9»¡À²Å�Æ¶¼~¤÷�¼G¸¡¾x¿�À²½9¼6» Ä,¼G¸¡¾¡Ã9¸¡Å9¿u¾¡À¶Á�½9» ¥ »�¾ ¿uÅ�À¶Æ²Àý»x¿{¾xÀ²Á�½ §�MÁ�Ãw¼G½9÷GÁ�¸x¼UÂr¼�Ârº�¾x¼G¸xÈ À¶½�¼6¸�Âr¼B»�»åÁ�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½9»Á�Är¾xÀ²È�¿uÆ¶¼6»3Ä,Á�Ã�¸�Ã�½|÷�¼G¸¡¾ ¿uÀ¶½U÷�¸xÀ²¾¡ÇG¸x¼ÊÂ.Õ Á�Är¾¡À¶È À¶»x¿{¾xÀ²Á�½ ¥ ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ÊÁ�Är¾xÀ²È�¿uÆ¶§Wµù
¿u½9»�Æ²¼B»3À²½QÂrÃ9»å¾¡¸xÀ²¼B»3È Á�Âr¼G¸x½�¼6»3Á�¦UÆ¶¿ ½�Á�¾¡À¶Á�½SÂr¼Ê¸x¼G½9Â�¼GÈ ¼G½#¾�¼6»å¾�Ä�¸xºGÄ,Á�½9ÂrºG¸ ¿u½#¾¡¼�Æ²¼S¸xþ�Æ¶¼UÂ�¼SÆ?Õ ¿uÃr¾xÁ�È�¿{¾xÀý÷�À¶¼G½)¼6»å¾VÂr¼|÷�Á�½9÷�¼f	�Á�À¶¸f0Âr¼S¸xº6¿�Æ²Àý»¡¼G¸ ¼�¾VÂ.Õ Á�Är¾¡À¶È À¶»¡¼G¸a=¾xÁ�Ãr¾ ¿uÃÈ Á�À²½Q»=Â.Õ ¿�È º6Æ²À¶Á�¸x¼G¸fÆ¶¼6»=È ºG¾¡Ï�ÁrÂr¼B»=¼Z�rÀý»�¾ ¿u½�¾x¼6»6µ
��À²½9»¡ÀmÆ¶¼6»0Â�Á�È�¿uÀ¶½�¼6»=Â.Õ ¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾¡À¶Á�½é»¡Á�½#¾ÈYÃ�Æ}¾xÀ¶Ä�Æ²¼B»O��¿uº6¸¡Á#»åÄQ¿{¾¡Àý¿uÆ¶¼�±¿�Ãr¾¡Á�È Á�Å�À¶Æ²¼�Ô¸¡Á�Å,Áu¾¡ÀýÐ#Ã�¼�3¿uº6¸¡Á�½9¿uÃr¾xÀ¶Ð#Ã�¼�±À²½#¾¡¼G¸x½�¼G¾U¼G¾SÆ²¼B»÷�Á�È ÈYÃ�½9À¶÷6¿{¾¡À¶Á�½Q»Z¼G½�ü�º6½�ºG¸ ¿uÆ´QÈ�¿�À¶»Ê¿uÃ9»x»¡À=Æ²¼ »¡¼6÷�¾¡¼GÃ9¸
È º6ÂrÀý÷G¿�Æ;e÷ Ï�À¶È À¶Ð#Ã�¼�@ü�º6½�À¶¼ Âr¼6»Ä�¸¡Á�÷�º6Â�º6»�r¼�¾ ÷uµ
ùZÃ`Ä,Á�À¶½�¾�Â�¼O	mÃ�¼ È�¿{¾xÏ�ºGÈ�¿{¾xÀýÐ�Ã9¼��Ã�½«»��r»å¾¡Ç6È ¼ Âr¼�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼�¼B»�¾|Ã�½«»��r»�¾xÇGÈ ¼Â>�m½9¿uÈ ÀýÐ�Ã9¼UÂrºGÄ,¼6½9Â�¿u½#¾�ÂeÕ Ã9½vÄQ¿u¸ ¿uÈ Ç�¾x¸¡¼;Â>�m½9¿uÈ ÀýÐ#Ã�¼U¿uÄ�Ä,¼6Æ²º;Æ¶¼S÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�µ=·=Á�Ã9¸ Æ²¼È Á�ÂrºGÆ¶À¶»¡¼G¸a#Á�½;Ä,¼GÃr¾�¿
	�Á�À¶¸±¸x¼6÷�Á�Ã�¸ »+¤éÂr¼B»Ôº6Ð#Ã9¿{¾xÀ¶Á�½9»ÔÂrÀk�@ºG¸x¼G½�¾xÀ²¼6Æ²Æ¶¼6»fmÀ¶½�¾xºGü�¸x¿�Æ²¼B»���ôÁ�½9÷Z�¾¡À¶Á�½�½�¼6Æ²Æ¶¼6»f�¿�Ã>� ÂrÀk�,º6¸¡¼6½9÷�¼B»0ú9½�À¶¼6»f�¿uÃc� ÂrºG¸xÀ�	�ºG¼6»MÄ9¿u¸¡¾¡À¶¼GÆ¶Æ²¼B»��»�¾xÁr÷ Ï9¿�»å¾¡ÀýÐ#Ã�¼6»f{¼�¾ ÷uµ�·=Á�Ã9¸÷�¼�¾¡¾¡¼Z¸ ¿uÀý»åÁ�½ Æý¿(¾¡Ï9ºGÁ�¸xÀ¶¼�ÂrÃ;÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼�¼6»å¾$¤ ÆÖÕ À¶½�¾x¼G¸ ÷�Á�½�½�¼Z�rÀ¶Á�½VÂ�¼�½�Á�ÈYÅ�¸¡¼6Ã>��ÂrÁ�È�¿uÀ¶½�¼6»È ¿u¾¡Ï�º6È�¿{¾¡ÀýÐ#Ã�¼6»6µcA.¼6»�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B»Ô»¡Á�½�¾�Âr¼B»+�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½9»3Á�ÃUÂ�¼6»3Ä9¿u¸ ¿uÈ ÇG¾¡¸x¼6»f�ÏQ¿uÅ�À²¾¡Ã�¼6Æ²Æ¶¼Z�È ¼6½�¾�»¡Á�Ã9È Àý»B¤ Âr¼B»�÷GÁ�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼B»Gµ

ò �,�e�G¢{¬Q?�ró0�CC�C�6õv· ��½Y»��r»å¾¡ÇGÈ ¼PÂr¼±÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼M¼B»�¾=ÂrÀ²¾=÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ¶¿�Å�Æ¶¼M»¡À�Á�½(Ä,¼GÃ�¾fÆ?Õ ¿uÈ ¼6½�¼G¸
¥ ¼G½ ¾x¼GÈ Ä9»(ú9½�À¶§ÊÂeÕ Ã�½ º�¾ ¿{¾ À¶½�À}¾xÀý¿uÆP¿u¸xÅ�À²¾¡¸ ¿uÀ¶¸¡¼�	�¼G¸ »ÊÃ�½ º�¾ ¿{¾(ú9½9¿uÆ¹Ä�¸x¼6»x÷�¸xÀ²¾6µe·=Á�Ã�¸ Æ²¼B»»��r»å¾¡ÇGÈ ¼B»YÂr¼;÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�Æ¶À²½9º6¿uÀ¶¸x¼6» ¼G½vÂrÀ²È ¼6½9»åÀ¶Á�½�ú9½�À²¼�fÀ¶Æ±¼Z�rÀý»�¾x¼VÃ�½�¼;÷6¿u¸ ¿�÷�¾¡ºG¸xÀ¶»x¿{¾¡À¶Á�½¾¡¸xÇ6»�»¡À¶È Ä9Æ²¼ Âr¼(Æý¿ ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ¶¿�Å�À²Æ¶À²¾¡º��ÂrÃ�¼©¤t�(¿uÆ¶È�¿u½.µr·=Á�Ã�¸�Æ¶¼6»�»��r»�¾xÇGÈ ¼6»3½�Á�½UÆ¶À²½9º6¿uÀ¶¸x¼6»fÆ²¼(Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ÊÈ ¿u¾¡Ï�º6È�¿{¾¡ÀýÐ#Ã�¼(Â�¼(÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ¶¿�Å�À¶Æ²À²¾¡º
¼B»�¾�Å,¼6¿�Ã9÷�Á�Ã�Ä;Ä9Æ²Ã9»�ÂrÀk=V÷�À¶Æ²¼�µ
� ¢{�{b,�C�=®V§f¨v©��,�@�6¢{¬Q?® �9 =�6�?¯p��ª· ��½�¼/�ôÁ�À¶»PÆ²¼�Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�Âr¼Z÷GÁ�½�¾x¸xþ�Æý¿uÅ�À¶Æ²À²¾¡º�¸¡ºB»åÁ�Æ²Ã&Á�½ Ä,¼6Ãr¾YÂr¼�Ä�Æ¶Ã9»I	�Á�Ã9Æ²Á�À²¸(Ä9¿�»x»å¼6¸(Âr¼�Æ?Õ º�¾ ¿{¾ À¶½�À²¾¡Àý¿uÆ5¤UÆÖÕ º�¾x¿u¾(ú9½9¿uÆ¹¼G½ È À²½9À²È Àý»¡¿�½�¾ Ã�½÷�¼G¸¡¾x¿�À²½ ÷�¸xÀ²¾¡ÇG¸x¼ ¸�Á�½VÄ9¿u¸xÆ¶¼�¿�Æ²Á�¸x»PÂeÕ Ã�½ Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�Â�¼Z÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼�Á�Är¾xÀ²È�¿uÆÖµ�öP½ È ¿u¾¡Ï�º6È�¿��¾¡ÀýÐ#Ã�¼6»f,Æ¶¿V¾¡Ï9ºGÁ�¸xÀ¶¼éÂrÃ�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼YÁ�Är¾xÀ²È�¿�Æ0»GÕ À²½Q»¡÷G¸¡À²¾
Â�¿�½9»ZÆ¶¿;÷�Á�½#¾¡À¶½#Ã�À²¾¡º ÂrÃ�÷6¿uÆý÷�Ã�Æ0Âr¼6»	{¿u¸xÀý¿{¾¡À¶Á�½Q»Gµ�ö¹Æ²Æ¶¼Y¼6»å¾Z¿�Ä�Ä9¿u¸xÃ�¼ ¿�Ä�¸¡ÇB»�Æ¶¿V»¡¼6÷GÁ�½9Âr¼ ü�Ã�¼6¸¡¸x¼(È Á�½9ÂrÀý¿uÆ¶¼�9¸xºGÄ,Á�½QÂ�¿u½#¾)¤VÂr¼6»Å,¼6»¡Á�À¶½9»ÔÄ9¸x¿u¾¡ÀýÐ�Ã9¼6»3Â�¼Êü�Ã9À¶Â�¿�ü�¼�m½�Áu¾ ¿uÈ È ¼G½�¾�Â�¿�½9»3Æ²¼ ÂrÁ�È�¿uÀ¶½�¼(Âr¼(Æ?Õ ¿uº6¸¡Á�½9¿uÃr¾xÀ¶Ð#Ã�¼
¼�¾Âr¼
Æ¶¿éÂ>�m½9¿�È À¶Ð#Ã�¼
ÂrÃ~	�Á�ÆÖµ�p�À¶»å¾¡Á�¸¡ÀýÐ#Ã�¼GÈ ¼6½�¾fmÆ¶¿ ¾xÏ�ºGÁ�¸¡À¶¼
ÂrÃU÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ,¼6»å¾±¾x¸xÇ6»Æ²À¶ºG¼-¤�Æý¿�È ºB÷G¿�½�À¶Ð#Ã�¼U÷GÆ¶¿�»¡»¡ÀýÐ#Ã�¼�=¼G½vÄQ¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À²¼6¸ ¿�Ã>�pÄ�¸¡À¶½9÷�À¶Ä,¼6»�	{¿u¸xÀý¿{¾xÀ²Á�½�½�¼GÆý»YÂ�¼;Æý¿È ºB÷G¿�½�À¶Ð#Ã�¼ ¥ Ä�¸xÀ¶½9÷�À¶Ä,¼VÂr¼¹D9¼G¸¡È�¿u¾fIÂr¼¹p�Ãg�#ü�¼G½9»f.º6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½9»(ÂeÕ ö¹Ã�Æ¶¼G¸��ºAf¿uü�¸ ¿u½�ü�¼
§WµyAI¼Ä,Á�À¶½�¾ ÷GÆ²º�Âr¼V÷�¼�¾¡¾¡¼ ¾¡Ï�º6Á�¸xÀ²¼ ¼6»å¾(Æ²¼ Ä9¸¡À¶½9÷�À¶Ä,¼�ÂrÃ È�¿��rÀ¶ÈYÃ�È Âr¼ ·0Á�½�¾x¸���¿�ü�À¶½iv�ôÁ�¸xÈYÃ�Æ¶ºÄ9¿u¸oA¹µi�@µ@·0Á�½�¾x¸���¿�ü�À¶½�¼G½v´a��Ø�Cc,Ð�Ã9À0ÂrÁ�½�½�¼éÃ9½�¼ ÷GÁ�½9Â�À}¾xÀ²Á�½�½�º6÷�¼B»¡»x¿uÀ¶¸x¼YÂeÕ Á�Ä�¾¡À¶È ¿�Æ²À²¾¡º¼�¾éÄ,¼6¸¡È ¼�¾ ¿�À²½Q»åÀÔÂr¼;÷G¿�Æ¶÷GÃ�Æ¶¼G¸YÆ¶¼6» ¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸x¼6»(Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼6» ¥ 	�Á�À¶¸¼»Ì�?�
½3Ä,Á�Ã�¸éÆ?Õ Ï�Àý»�¾xÁ�À¶¸¡¼Âr¼ ÷�¼�¾¡¾¡¼ ÂrºB÷�Á�Ãc	�¼G¸¡¾¡¼
§WµXA.¼B»ZÄ,Á�À¶½�¾ »"�ôÁ�¸¡¾x»
Âr¼ Æý¿V¾¡Ï�º6Á�¸xÀ²¼éÁ�½�¾Êº�¾¡º Æý¿;ÂrºB÷�Á�Ãc	�¼G¸å¾x¼éÂ�¼éÆý¿
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È ºG¾¡Ï�Á�Âr¼ÔÂr¼±Ä9¸¡Á�ü�¸ ¿uÈ È�¿{¾xÀ²Á�½(Âc�#½Q¿uÈ À¶Ð#Ã�¼�BÆ?Õ À¶½�¾¡¸xÁrÂrÃQ÷W¾¡À¶Á�½éÂr¼±ÆÖÕ ¿u½9¿�Æk�r»¡¼��ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½�½�¼GÆ¶Æ¶¼Â�¿u½9»=Æý¿�¾¡Ï9ºGÁ�¸xÀ¶¼ÔÂr¼B»0»��r»�¾xÇGÈ ¼6»=Á�Är¾xÀ²È�¿�Ã>�yDÆ¶¿
Â�º6÷�Á�Ãc	�¼G¸¡¾¡¼ÔÂ�¼6»=Æ¶À¶¼G½9»0¼G½�¾x¸¡¼3Æ²¼B»0»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½9»ÂeÕ Ã9½|Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ Âr¼Y÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼(Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ.¼G¾ZÂr¼6»�¸xº6»¡Ã�Æ²¾x¿{¾ »�Âr¼ Æý¿ ¾¡Ï�º6Á�¸xÀ²¼ Â�¼ »å¾ ¿uÅ�À¶Æ²À²¾¡ºYÂr¼Ai��¿uÄ9Ã�½�Á�	,µm·¹Æ¶Ã9»Ô¾x¿�¸xÂ;»åÁ�½�¾�¿�Ä�Ä9¿u¸xÃ�¼6»±Æ¶¼6»+�ôÁ�½9Â�¿u¾¡À¶Á�½9»3Âr¼
Æý¿Y¾¡Ï9ºGÁ�¸xÀ¶¼
ÂrÃS÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
»�¾xÁ?�÷xÏ9¿�»�¾xÀ¶Ð#Ã�¼Z¼�¾3Â�ÃVú9Æ²¾¡¸ ¿uü�¼ZÂr¼
»��r»�¾xÇGÈ ¼6»±Âc�#½Q¿uÈ À¶Ð#Ã�¼B»�#Æý¿(¾¡Ï9ºGÁ�¸xÀ¶¼ZÂr¼6»&��¼6Ã>�y#Æ¶¼
÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ÂeÕ ºBÐ#Ã9¿{¾xÀ²Á�½9»�¿uÃ>�UÂrºG¸xÀk	�º6¼6»3Ä9¿u¸¡¾¡À¶¼GÆ¶Æ¶¼6»6µ
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¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾xÀ²Á�½9»Z÷�Á�½9÷�¸xÇ�¾x¼6»ZÂr¼ Æ?Õ ¿uÃ�¾¡Á�È�¿?�¾¡ÀýÐ#Ã�¼�¼G¾|ÂrÃ\÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�Á�Är¾xÀ²È�¿uÆ´Ô¼G¾|Âr¼�½9Á�ÈYÅ�¸x¼GÃ>��¼��r¼G¸ ÷�Àý÷�¼6» ¼G¾|¿uÄ�Ä�Æ¶Àý÷G¿{¾xÀ²Á�½9»;»¡Á�½#¾Ä�¸¡ºB»å¼6½�¾xº6»6µ AI¼6»Z¿uÄ9Ä�Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½9»�½#Ã�È ºG¸xÀýÐ�Ã9¼6»Z»åÁ�½�¾ZºGü#¿uÆ¶¼GÈ ¼G½#¾ZÂ�º�¾x¿�À²Æ¶Æ¶ºG¼6»&¸Q¼GÆ¶Æ²¼B»Z»åÁ�½�¾Z¼Z�¶��ô¼6÷W¾xÃ�ºG¼B»±¤�ÆÖÕ ¿uÀýÂr¼ÔÂ�¼ÔÆ²Á�ü�Àý÷�À¶¼GÆý»f»å¾x¿�½9Â�¿u¸ Â�»=÷�Á�È È ¼"Ì.Í?Î;Ï�Í�Ð3¼�¾$ÌÑÍ:ÒvÏk��uÁ�ÃYÅ�À¶¼G½iu»åÀm½�ºB÷�¼6»��»¡¿�À²¸x¼�uÀ²È Ä�Æ¶ºGÈ ¼G½#¾¡º6¼6»¹¼6½ÔÓ$ÕoÕ�µu·M¿u¸xÈ À�Æ¶¼6»P¿uÄ�Ä�Æ¶Àý÷G¿{¾xÀ²Á�½9»¹Ârº�¾ ¿uÀ¶Æ²Æ¶ºG¼B»¹Â�¿u½Q»¹÷�¼G¾PÁ�Ãc	m¸ ¿uü�¼�ú9ü�Ã�¸x¼G½#¾ Æ²¼S÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼ Á�Är¾xÀ¶È ¿�Æ3ÂeÕ Ã�½)¸¡¼B»¡»¡Á�¸¡¾ ¥ Æ²À¶½�º6¿�À²¸x¼;Á�Ãv½�Á�½vÆ¶À¶½�º6¿�À²¸x¼a§X¸=Æ¶¼ ú9Æ²¾¡¸ ¿uü�¼Âr¼©�(¿uÆ¶È ¿�½I¸�ÂrÀk�@ºG¸x¼G½�¾ »�Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼6»�Âr¼ ¸¡º6ü�Ã�Æý¿{¾xÀ²Á�½I¸rÆ¶¼ ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ÊÁ�Är¾¡À¶È�¿uÆI¼�¾�Æý¿�»�¾ ¿uÅ�Àk�Æ²Àý»x¿{¾¡À¶Á�½�ÂeÕ Ã�½�¼é½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼é»¡Ä9¿{¾xÀý¿uÆ¶¼ ¼G½�Ä�Ï9¿�»å¼éÂr¼é¸x¼G½�¾x¸¡º6¼Y¿u¾¡È Á�»¡Ä�Ï�º6¸¡ÀýÐ#Ã�¼ ¸9Æ¶¼ ¾x¸x¿�½9»ª�ô¼6¸å¾Á�¸xÅ�À}¾ ¿uÆ�ÂeÕ Ã�½�»¡¿u¾¡¼6Æ²Æ¶À²¾¡¼B¤
Ä,Á�Ã9»¡»¡ºG¼$�C¿uÀ¶Å�Æ¶¼ ¸{Æ¶¼�÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ÔÁ�Är¾xÀ¶È ¿�Ær¼G¾MÆý¿Ê»å¾x¿�Å�À²Æ¶Àý»¡¿u¾¡À¶Á�½ ÂeÕ Ã�½Ä,¼G½9ÂrÃ�Æ¶¼ÊÀ¶½�	�¼G¸ »¡º�µrù�¼B»Ô¼��r¼G¸ ÷�Àý÷�¼6»Ô÷GÁ�½9÷G¼G¸x½�¼G½#¾3¿�Ã9»x»åÀeÂrÀk�,º6¸¡¼6½�¾x»3Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼B»ÔÂeÕ ¿uº6¸¡Á�½9¿uÃc�¾¡ÀýÐ#Ã�¼�e¾x¸ ¿u½9»��ô¼G¸¡¾ Âr¼ úQ÷xÏ9À²¼6¸x»(À²½c� Á�¸¡È�¿u¾¡ÀýÐ#Ã�¼6»f.÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼ Â.Õ Ã�½�¸¡ºB»å¼6¸�	�Á�À¶¸f@Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�Âr¼�±Á�Æ��6¿u½�Á�¼6½|º6÷GÁ�½�Á�È À²¼�9Âc�#½Q¿uÈ À¶Ð#Ã�¼éÂr¼6»�Ä,Á�Ä�Ã9Æ¶¿u¾¡À¶Á�½9» ¥ »��r»�¾xÇGÈ ¼ Ä9¸¡ºBÂ�¿{¾x¼GÃ�¸ »ª�7Ä�¸xÁ�À²¼6»:§�¸¡ºB¿�÷W¾xÀ²Á�½9»Y÷ Ï�À¶È ÀýÐ#Ã�¼6»f=È ºGÆý¿u½�ü�¼GÃ�¸ »ff÷�À¶¸ ÷�Ã�À²¾x»éºGÆ¶¼6÷W¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼6»f=÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼;ÂeÕ º6Ä�ÀýÂrºGÈ À¶¼6»6µ1m Æý»»åÁ�½�¾3Ä�¸xº6»¡¼G½#¾¡ºB»Ô¿
	�¼6÷
Âr¼6»3ºGÆ¶ºGÈ ¼6½�¾x»�Âr¼(÷�Á�¸¡¸x¼6÷�¾¡À¶Á�½V¼G¾f�»¡À@½�ºB÷�¼6»x»x¿uÀ¶¸¡¼�#Â�¼6»3¿�Æ²ü�Á�¸xÀ}¾xÏ�È ¼6»ÂeÕ À¶È Ä�Æ¶ºGÈ ¼G½#¾x¿{¾xÀ²Á�½S½#Ã�È ºG¸xÀýÐ#Ã�¼�µ
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Ö ×ÙØ�ÚÙÛvÜ¼Ý-Þ ß

àÔá �%�ãâ �åäåæÿ�\�hâ á ç æ¡â á �%�ãè �3�
âêé �\��� � � � ëXä á �%�����}â � �

·0Á�Ã�¸0¼Z�rÄ�Æ¶À¶Ð#Ã�¼6¸=¼�¾MÈ Á�¾¡À�	�¼G¸0Æ¶¿�¾xÏ�ºGÁ�¸¡À¶¼±½�Á�Ã9»=¿�Æ²Æ¶Á�½9»fÄ9¿u¸¡¾¡À¶¸0ÂeÕ Ã9½éÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼Ô÷�Á�½9÷�¸x¼�¾»åÀ¶È Ä�Æ²¼©��Æ¶¼Z÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�Á�Ä�¾¡À¶È�¿uÆQÂ.Õ Ã�½V¸x¼6»x»¡Á�¸å¾Bµ��±¼�¾±¼��m¼6È Ä�Æ²¼��Æ²¼6À}¾xÈ Á�¾¡À�	 Âr¼Z÷�¼G¾±Á�Ãc	m¸ ¿uü�¼�»å¼6¸x¿é¸xº6»¡Á�Æ¶ÃU÷�Á�È Ä9Æ²ÇG¾¡¼GÈ ¼6½�¾fQÂr¼ÊÈ�¿�½�À²Ç6¸¡¼
¾¡Ï9ºGÁ�¸xÀýÐ�Ã9¼
Ä�Ã�Àý»�½#Ã�È º6¸¡ÀýÐ#Ã�¼�µù
¿u½9»éÃ�½�¼;Ä�¸x¼GÈ À²Ç6¸¡¼ Ä9¿u¸¡¾xÀ²¼�f½�Á�Ã9»Y½9Á�Ã9»YÄ9Æ¶¿�÷�¼G¸xÁ�½9»YÂ�¿�½9»YÆ¶¼;÷6¿�»YÆ²À¶½�ºB¿uÀ¶¸¡¼Ñ�0÷uÕ ¼6»å¾Æ²¼ Ä9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼ Âr¼ ÆÖÕ Á�»x÷�À¶Æ²Æý¿{¾x¼GÃ�¸YÏ9¿�¸¡È Á�½9À¶Ð#Ã�¼ ¥ ¾x¸x¿�À²¾¡º ¼G½�¾xÁu¾x¿�Æ²À²¾xº Â9¿u½9»¼» Ò��
½Ä§�=¼G¾é½�Á�Ã9»Ârº�	�¼6Æ²Á�Ä�Ä,¼G¸xÁ�½9»ÔÆý¿é¾¡Ï�º6Á�¸xÀ²¼(ÂrÃ|÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ.Æ²À¶½�º6¿�À²¸x¼�µù
¿u½9».Ã�½�¼PÂr¼6Ã>�rÀ²Ç6È ¼¹Ä9¿u¸¡¾¡À¶¼M½�Á�ÃQ»@¾¡¸ ¿uÀ²¾¡¼6¸¡Á�½9»@Æ²¼P÷G¿�»eÂ�¼MÆÖÕ Á#»¡÷GÀ²Æ¶Æý¿{¾x¼GÃ�¸e½�Á�½ÊÆ¶À²½�ºB¿uÀ¶¸¡¼M¼�¾À²½#¾¡¸xÁrÂrÃ�À¶¸¡Á�½9»=Âr¼6»=Á�Ã�¾¡À¶Æ¶»=ü�º6½�ºG¸ ¿uÃ>� Âr¼±¾¡Ï9ºGÁ�¸xÀ¶¼ÔÂrÃ ÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼±Á�Är¾xÀ²È�¿uÆÖµ�A.¼6»0¿�Ä�Ä�Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½Q»½#Ã�È ºG¸xÀýÐ�Ã9¼6»�»¡¼G¸xÁ�½#¾3¼Z�@¼6÷�¾¡Ã�º6¼6»/¤ ÆÖÕ ¿�À¶Â�¼(Âr¼6»�Æ²Á�ü�Àý÷�À¶¼GÆý»"ÌÑÍLÒXÏk�Y¼�¾IÌÑÍ?Î;ÏkÍ�Ð�µ
ì�í�ì î °±ïB�&ðB�H���I���Z���òñEóô¯E°1��õEöZ÷/øGð

xm

~ι

O

ùhúÄû5ü ´�µ¶´ Ë AI¼Ê¸x¼6»x»åÁ�¸å¾
�±Á�½9»åÀýÂrºG¸xÁ�½Q»=Ã�½�¼�È�¿�»x»å¼3Ä,Á�½9÷W¾xÃ�¼GÆ¶Æ²¼

m
�¿�»å¾¡¸x¼GÀ¶½�¾x¼B¤Ê»å¼�ÂrºGÄ9Æ¶¿�÷�¼G¸BÏ��)Ïký?þ�ÿ���� �>þ-Í����

(Ox)
D¿{¾¡¾x¿�÷ Ï�º6¼+¤�Ã�½Y¸x¼6»x»åÁ�¸å¾ ¥ 	�Á�À²¸IúQü�Ã�¸x¼�´�µ¶´a§Wµ
AI¿�È�¿�»¡»¡¼¹Ä,Á�½9÷W¾xÃ�¼GÆ¶Æ¶¼P¼B»�¾0¿uÆ¶Á�¸x»I¿u¾å¾¡À¶¸xºG¼	�¼G¸ »±ÆÖÕ Á�¸xÀ²ü�À²½�¼ZÄQ¿u¸3Ã�½�¼¨�ôÁ�¸ ÷�¼ÊÐ#Ã�¼ÊÆ?Õ Á�½U»¡Ã�Ä�Ä,Á#»å¼
ºGü#¿uÆ¶¼¨¤ −k1(x− l)− k2(x− l)3

rÁ�¦
l
¼6»å¾ZÆ¶¿VÆ¶Á�½�ü�Ã�¼GÃ�¸ZÂrÃ�¸x¼6»x»¡Á�¸å¾�¿�Ã|¸x¼GÄ,Á�»f9¼�¾

k1

k2
»åÁ�½�¾
Âr¼6»Z÷�Ár¼Z=V÷�À¶¼G½�¾ »ZÂr¼Y¸x¿�À¶Â�¼GÃ�¸Bµ�Z½V¿uÄ9Ä�Æ²ÀýÐ#Ã�¼"¤ ÷�¼G¾å¾¡¼ZÈ ¿�»¡»¡¼�Ä,Á�½9÷�¾¡Ã�¼6Æ²Æ¶¼�Ã�½�¼/�ôÁ�¸x÷G¼�¼Z�m¾¡º6¸¡À¶¼GÃ�¸x¼�Ï�Á�¸xÀk�6Á�½#¾x¿uÆ¶¼

u(t)~ι
µ�A.¼6»

´BË



´GÒ��
	"���50��±4B%���10����±4��h'����B�10������������H�±4��B#i%����"�10ª,.�"#�'�� �!��4B%+*c*��h4B�
Æ²Á�À¶»�Â�¼ÊÆý¿ Ä�Ï��r»¡À¶Ð#Ã�¼(½�Á�Ã9»�ÂrÁ�½�½�¼6½�¾�ÆÖÕ ºBÐ#Ã9¿{¾xÀ²Á�½UÂrÃSÈ Á�Ãc	�¼6È ¼G½�¾a

mẍ(t) + k1(x(t) − l) + k2(x(t) − l)3 = u(t). ¥ ´�µ²´
§
ù�¼(Ä�Æ¶Ã9»�Á�½UÀ¶È Ä,Á�»¡¼ÊÃ�½�¼#"Lý?þgÎ%$�Í��¶þgÎ3�©¤éÆý¿H�ôÁ�¸x÷G¼
¼��#¾xºG¸xÀ²¼6Ã�¸x¼�

|u(t)| 6 1.

�±¼GÆý¿Y»¡À²ü�½�À²ú9¼ZÐ#Ã.Õ Á�½ ½�¼ZÄ,¼GÃ�¾ÔÄ9¿�»±¿�Ä�Ä�Æ¶À¶Ð#Ã�¼6¸±½.Õ À¶È Ä,Á�¸å¾x¼
Ð�Ã9¼GÆ¶Æ²¼)�ôÁ�¸ ÷�¼Z¼Z�m¾¡º6¸¡À¶¼GÃ�¸x¼�Ï�Á�¸xÀk��GÁ�½#¾x¿�Æ²¼)¤(Æý¿(È�¿�»x»¡¼�Ä,Á�½9÷W¾xÃ�¼GÆ¶Æ²¼©��Æ¶¼�È Á�ÂrÃ�Æ¶¼�Âr¼Z÷�¼G¾å¾x¼/�ôÁ�¸ ÷�¼�¼6»å¾±Å,Á�¸x½�º��÷G¼�Ð#Ã�À9¾x¸x¿�ÂrÃ�À²¾Æ²¼I�C¿uÀ²¾ZÐ#Ã�¼(½�Á�¾¡¸x¼(Ä�Ã�Àý»¡»x¿u½9÷G¼ ÂeÕ ¿�÷W¾xÀ²Á�½U¼B»�¾�Æ¶À²È À²¾¡º6¼ ¼�¾�¸x¼G½9ÂS¿�À²½9»¡ÀI÷GÁ�È Är¾¡¼YÂr¼6»�Æ¶À²È À²¾x¿?�¾¡À¶Á�½9»3¾¡¼6÷ Ï�½�ÀýÐ#Ã�¼6»�Âr¼(ÆÖÕ ¼��mÄ,º6¸¡À¶¼G½Q÷�¼�µ�mÃ�Ä�Ä,Á#»åÁ�½9»�Ð#Ã�¼SÆý¿ Ä,Á#»åÀ²¾¡À¶Á�½w¼G¾VÆ¶¿Ô	#À²¾¡¼B»¡»¡¼SÀ¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼6»VÂr¼|Æ?Õ Á�Å>��¼�¾;»åÁ�À²¼6½�¾
x(0) = x0


ẋ(0) = y0

µyA.¼ Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼é¼6»å¾(ÂeÕ ¿�È ¼G½�¼G¸ÊÆ¶¿ È�¿�»¡»¡¼YÄ,Á�½9÷W¾xÃ�¼GÆ¶Æ²¼t¤ Æý¿ Ä,Á�»¡À²¾¡À¶Á�½�ÂeÕ º6Ð#Ã�Àk�Æ²À¶Å�¸x¼
x = l

¼6½�Ã9½ Îº��&/Ò�'(&��¶þg�)&�Í�ÏP¼6½*"Lý�þ Î+$-,?ÏkÍ�þ Î/ÏkÍ/.Zý0$-":�~�-��Î3�1$�þX�
u(t)

¿�Ä�Ä�Æ¶À¶Ð#Ã�º6¼¤;÷�¼�¾ÊÁ�Å>��¼�¾a@¼�¾Ê¼G½�¾¡¼6½9¿u½#¾(÷�Á�È Är¾x¼ Âr¼ Æ¶¿2":ý�þ Î+$�Í?�¶þgÎ3� |u(t)| 6 1
µyAf¿��ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½

u
¼6»å¾¿uÄ�Ä,¼6Æ²º6¼ÊÆ²¼#"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�GµùZ¼6»f÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½Q».À²½9À}¾xÀ¶¿�Æ²¼B».ºG¾x¿�½�¾=ÂrÁ�½9½�ºG¼B»�6Æ²¼PÅ�Ãr¾=¼6»å¾fÂ�Á�½9÷PÂr¼¹¾¡¸xÁ�Ãc	�¼6¸.Ã�½�¼ �ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½

u(t)
Ð#Ã�À±Ä,¼G¸xÈ ¼�¾éÂ.Õ ¿�È ¼6½�¼G¸YÆý¿|È�¿�»x»å¼VÄ,Á�½9÷�¾¡Ã�¼6Æ²Æ¶¼¼¤�»x¿|Ä,Á�»¡À}¾xÀ²Á�½�ÂeÕ º6Ð#Ã�À¶Æ¶À²Å�¸x¼V¼G½pÃ�½¾¡¼GÈ Ä9»�È À¶½�À¶È�¿uÆÖµ

ì�í43 5 ��ñ~ïBöZ���&�o������� øG�I�!6~ï/øG�I���17tó~ð
·0Á�Ã�¸�Æ¶¿�»¡À¶È Ä9Æ²Àý÷�À²¾¡º)Â�¼pÆÖÕ ¼Z�rÄ,Á�»¡º��½�Á�Ã9»�»¡Ã�Ä�Ä,Á�»¡¼G¸xÁ�½Q»|Ð#Ã�¼

m = 1 kg

k1 =

1 N.m−1  l = 0 m ¥ Á�½v»¡¼ ¸ ¿uÈ ÇG½�¼~¤
l = 0

Ä9¿u¸Y¾¡¸ ¿u½9»¡Æý¿{¾¡À¶Á�½v§Wµfù
¿u½Q»YÆý¿�Ä�¸¡¼6È À¶ÇG¸x¼Ä9¿u¸¡¾¡À¶¼�»åÃ�¸¹Æ¶¼�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼3Æ¶À¶½�º6¿�À²¸x¼�u½�Á�ÃQ»¹»åÃ�Ä9Ä,Á�»¡¼G¸¡Á�½9»0Ð#Ã�¼
k2 = 0

�¼�¾±Â�¿u½9»MÆý¿(Âr¼GÃc�mÀ¶ÇGÈ ¼Ä9¿u¸¡¾¡À¶¼ »åÃ9¸ÊÆ²¼�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ ½�Á�½�Æ¶À¶½�º6¿�À²¸x¼�@½�Á�Ã9»
Ä�¸x¼G½QÂr¸¡Á�½9»
k2 = 2 ¥ ÷G¼6»o	{¿�Æ²¼6Ã�¸x»
½.Õ ºG¾x¿�½�¾Ä9¿�»3Æ¶À¶È À²¾x¿u¾¡À�	�¼6»�Â�¿u½Q»3Æ²¼(Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼a§�µù
¿u½9» Ï8� �1';ÒgÍ�"L�9���1'yÒ;:gÍ<'��='

(x, ẋ)
�Æ¶¼¹»��r»�¾xÇGÈ ¼¹ÂrÀk�,º6¸¡¼6½�¾xÀ²¼6Æ�÷�Á�¸x¸x¼6»¡Ä,Á�½9Â�¿u½�¾i¤3ÆÖÕ ºBÐ#Ã9¿��¾¡À¶Á�½SÂ�ÃUÈ Á�Ãg	�¼GÈ ¼G½#¾�¼B»�¾

{

ẋ(t) = y(t),

ẏ(t) = −x(t) − k2x(t)
3 + u(t),

x(0) = x0, ẋ(0) = y0.·=Á#»åÁ�½9»

A =

(

0 1
−1 0

)

, B =

(

0
1

)

, X =

(

x
y

)

, X0 =

(

x0

y0

)

, f(X) =

(

0
−k2x

3

)

.

�Z½UÁ�År¾xÀ²¼6½�¾
Ẋ(t) = AX(t) + f(X(t)) +Bu(t) , X(0) = X0.

�Z½�ÂrÀ}¾(Ð#Ã.Õ À¶Æ0»6Õ ¿uü�À²¾
ÂeÕ Ã�½>'=?<'�ÎA@�&t�B�?� C9D1$���þgÎ´�{��ÏE":ý�þ Î+$-,?ÏFD�µ��ZÕ ¼6»å¾
Ã�½>'G?<'�ÎH@1&��tÏ �¶þ�D:Í��)$��Â�¿u½9»�Æ²¼ ÷G¿�»ÔÁ�¦
k2 = 0

µ
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��4�#O� POLM���/�10���� ´DØ
ì�í8Q R ó~ðBö�7�óEðB�¡°±ð/øG�I°
7tó~ðB�e�&ó~° ö�Sªï�7tó~�o�1�Z���

DQ¿uÀý»åÁ�½9»=Ð#Ã�¼6Æ¶Ð#Ã�¼B»=¸x¼GÈ�¿u¸ Ð#Ã�¼6»=»¡Ã�¸0ÆÖÕ ºBÐ#Ã9¿{¾xÀ²Á�½ ¥ ´�µ¶´a§=Â�¿u½9»0Æ²¼�÷G¿�»=½�Á�½ Æ²À¶½�º6¿�À²¸x¼�{¿
	�¼6÷
k2 = 2

µ
�P®|¢{®m�6�B�Q¢D� ?�ôó=¢{®
ù
¿u½9»Y÷�¼VÄ9¿�¸x¿�ü�¸x¿uÄ�Ï�¼ Á�½�»¡Ã�Ä�Ä,Á#»å¼VÐ#Ã�¼

u(t) = 0
f÷�Õ ¼B»�¾��º¤?�7ÂrÀ¶¸x¼ Ð#Ã.Õ ¿uÃQ÷�Ã�½�¼��ôÁ�¸ ÷�¼½.Õ ¼B»�¾�¿�Ä�Ä�Æ¶À¶Ð#Ã�º6¼(¿uÃU¸x¼6»x»åÁ�¸å¾6µ>APÕ ºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½ ¥ ´�µ²´
§Ô»å¼(¸¡ºBÂrÃ�À²¾�¿uÆ¶Á�¸ »h¤

ẍ(t) + x(t) + 2x(t)3 = 0,

Ð�Ã9ÀQ»GÕ ¿uÄ�Ä,¼6Æ²Æ¶¼�ÆÖÕTDGU��gÍ�Î;�{ý?þV����WX�1Y�þ�ÿuµ�m Æ9¼6»å¾M¾x¸¡ÇB»±�C¿�÷GÀ²Æ¶¼�Âr¼B	�ºG¸¡À²ú9¼6¸¹Ð#Ã�¼�¾¡Á�Ãr¾¡¼�»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½
x(·) Âr¼ ÷�¼�¾¡¾¡¼(º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½U¼6»å¾3¾x¼GÆ¶Æ²¼ Ð#Ã�¼

x(t)2 + x(t)4 + ẋ(t)2 =
�Ô»å¾¡¼

.

��Ãr¾x¸¡¼6È ¼6½�¾MÂ�À}¾a{Â�¿�½9»fÆ¶¼±Ä�Æý¿u½éÂr¼ÔÄ�Ï9¿�»å¼�6¾¡Á�Ãr¾¡¼3»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½Y¼6»å¾=Ä,ºG¸xÀ¶ÁrÂrÀýÐ�Ã9¼�B¼�¾M»åÁ�½ À¶È�¿uü�¼¼6»å¾YÀ¶½9÷GÆ²Ã9»¡¼;Â�¿u½9»YÃ�½�¼;÷�Á�Ã�¸xÅ,¼V¿�Æ²ü�ºGÅ�¸xÀ¶Ð#Ã�¼�µ1�±Àk�7Âr¼B»¡»¡Á�ÃQ»(½�Á�ÃQ» Ãr¾xÀ²Æ¶Àý»åÁ�½9»�ÌÑÍ:ÒvÏk�SÄQÁ�Ã�¸¾¡¸ ¿�÷�¼6¸
Â�¿�½9»ZÆ²¼ Ä�Æý¿u½�Âr¼ Ä�Ï9¿�»å¼
(x, ẋ)

Ä�Æ¶Ã9»åÀ¶¼GÃ9¸x»�¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼6»Z»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½Q»�¼G¾
Æ¶¼ ÷ Ï9¿�È ÄÂr¼o	�¼6÷W¾x¼GÃ�¸ »�¿�»x»åÁr÷GÀ²º�r¿uÀ¶½9»åÀIÐ�Ã9¼ÊÆ¶¼6»�÷GÁ�Ã�¸xÅ,¼6»
x(t)

¼G½E�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½SÂ�¼
t
µAI¼6»�÷GÁ�È È�¿u½9Âr¼B»3»¡Ã�À�	{¿�½�¾¡¼B»�ÂrÁ�½�½9¼G½�¾�Æý¿éú9ü�Ã9¸¡¼ ´�µÌ�rµ

Z\[^]<_a`cb8daef_KgagKhKifj!kZ�lam^nok�p�dEb-qrj�b8_�j0p�stb-_�juklamKvwk�p�dEb-srj�b8_�j0pyxzqEb8_�jax{v;|<qEb8_�j�}�~�ki0s�i�k�p�lam^n^�4l�mfvwk]a��k�p��AqEb4�yj0prnr�8stb4�yj<pf���E�;�%qEb4��j<pKv
��sEb4��j0pf���wkZ*dfea�yhag�_tby�-i<s�i0�t�;�Aqtb8_rj���stb-_�j<�E��_fpf�c�a���t�;�4]a�0�t�=i0_Kl{�rif]<�flapf�E�8�a�
�if��l��;lapN�%qEb8_�j���stb8_rj<�t�Gh;]���l;�{gfhag��fp��+��h0��l
���;l��a�yj��Z*dfea�yhag�_tby�-i<s�i0�t�;�Aqtb8_rj���stb-_�j<�E��_fpf�c�a���t�;�4]a�0�t�=i0_Kl{�rif]<�flapf�E�8�a�
�if��l{��lapN�%_c��qtb8_rj<�t�Gh;]���l;�{gfhag��fp��+��h0��l
���;l��a�yj��
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ù$úÄû+ü ´�µ � Ë
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�P®|¢{®m�B�6�Q¢D� �9¯p�9¢D�B�
ù
¿u½9»�÷�¼(Ä9¿u¸ ¿uü�¸x¿{Ä9Ï�¼ZÁ�½S»åÃ�Ä9Ä,Á�»¡¼ÊÐ#Ã�¼

u(t) = −ẋ(t) µgA¹Õ º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½ ¥ ´�µ²´
§ÔÂr¼�	mÀ¶¼G½�¾
ẍ(t) + x(t) + 2x(t)3 + ẋ(t) = 0.

� ÆÖÕ ¿uÀýÂr¼;Âr¼UÍ�¿uÄ�Æ¶¼�f¾¡¸ ¿�ÃGÁ�½9»YÂ�¿�½9»YÆ¶¼ Ä�Æý¿u½vÂr¼;Ä�Ï9¿�»å¼
(x, ẋ)

Ä9Æ²Ã9»¡À¶¼GÃ�¸ » ¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼B»»åÁ�Æ²Ãr¾xÀ¶Á�½9»3¼�¾�Æ¶¼(÷ Ï9¿uÈ ÄSÂr¼I	�¼B÷W¾¡¼6Ã�¸x»�¿�»¡»¡Ár÷�À¶º�µ
Z�lam^nok�p�dEb-qrj�b8_�j0p�stb-_�juklamKvwk�p�dEb-srj�b8_�j0pyxzqEb8_�jax{v;|<qEb8_�j�}�~�xzsEb8_�juki0s�i�k�p�lam^n^�4l�mfvwk]a��k�p��AqEb4�yj0prnr�8stb4�yj<pf���E�;�%qEb4��j<pKv
��sEb4��j<pK���wkdfea�yhag�_tby�-i<syi{�t�;�Aqtb8_rj���stb-_�j<�E��_fpf�c�a�1n<�
�;�4]a�0�t�1i<_Kl{�rif]<�Kl�pf�c���a�
�if��l��;lapN�%qEb8_�j���stb8_rj<�t�Gh;]��;l��{gfhag��fpN�%��h0��l
���;l��a�yj��dfea�yhag�_tby�-i<syi{�t�;�Aqtb8_rj���stb-_�j<�E��_fpf�c�a�1n<�
�;�4]a�0�t�1i<_Kl{�rif]<�Kl�pf�c���a�
�if��l{��lapN�%_c��qtb8_rj<�t�Gh;]��;l��{gfhag��fpN�%��h0��l
���;l��a�yj��
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ù$úÄû+ü ´�µ Ë Ë
�Z½(Á�Å9»¡¼G¸L	�¼MÃ�½~Í{&tý{$�Î;�T'G'��1&���þgÎ �6Æ¶¼6»f»åÁ�Æ²Ãr¾xÀ¶Á�½9»e¾x¼G½9Âr¼6½�¾1	�¼G¸ ».ÆÖÕ Á�¸¡À¶ü�À¶½�¼ ¥ 	�Á�À¶¸.ú9ü�Ã�¸¡¼´�µ Ë�§�µ¹ö¹½��C¿�À}¾ À¶Æ�¼6»å¾;¿uÀý»åº�5¤ ÆÖÕ ¿�À¶Â�¼�Âr¼�Æý¿ ¾¡Ï�º6Á�¸xÀ²¼�Âr¼ÑA&��¿uÄ�Ã�½9Á
	XPÂr¼�È Á�½�¾x¸¡¼6¸ Ð�Ã9¼Æ?Õ Á�¸xÀ¶ü�À¶½�¼U¼6»å¾Vü�Æ¶Á�Å9¿�Æ²¼6È ¼G½�¾V¿�»��mÈ Är¾¡Á�¾¡ÀýÐ#Ã�¼GÈ ¼G½#¾V»å¾x¿�Å�Æ²¼�µ r�Áu¾xÁ�½9»V÷�¼GÄ,¼6½9Â�¿u½#¾ Ð�Ã9¼|÷G¼÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼

u(t)
½9¼
¸¡ºB»åÁ�Ãr¾ÔÄ9¿�»Ô½�Áu¾x¸¡¼
Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�r÷G¿u¸ÔÆ¶¼Z¾¡¼6È Ä9»ÔÄ,Á�Ã�¸3¿�È ¼6½�¼G¸3Æ²¼
¸x¼6»x»åÁ�¸å¾¤ »¡¿ Ä,Á�»¡À²¾¡À¶Á�½SÂeÕ ºBÐ#Ã�À²Æ¶À¶Å�¸¡¼(¼6»å¾�À¶½rú9½�À��

�P®|¢{®m�B�6�Q¢D� ®m�e�G¢{®#�6®m�e¨
ù
¿u½9»�÷�¼(Ä9¿u¸ ¿uü�¸x¿{Ä9Ï�¼ZÁ�½S»åÃ�Ä9Ä,Á�»¡¼ÊÐ#Ã�¼

u(t) = −(x(t)2 − 1)ẋ(t).

A¹Õ º6Ð#Ã9¿{¾xÀ¶Á�½ ¥ ´�µ¶´a§ÔÂr¼f	mÀ²¼6½�¾
ẍ(t) + x+ 2x(t)3 + (x(t)2 − 1)ẋ(t) = 0.



��JIK�2LM��%5#NLM��%+*E4B%5,.�"4�LM��%+*Å*
��4�#O� POLM���/�10���� ´�J
�ZÕ ¼B»�¾�Ã�½�¼(º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½SÂrÀ}¾x¼ Âr¼��gÍ?þ2����$��Bý?Ïyµ��ÆÖÕ ¿uÀýÂr¼ZÂr¼ZÍ�¿uÄ�Æ¶¼��¾x¸x¿�Ã�Á�½9»¹Â�¿�½9»PÆ²¼�Ä�Æý¿u½ Âr¼�Ä�ÏQ¿�»¡¼

(x, ẋ)
Ä�Æ¶Ã9»åÀ¶¼GÃ9¸x»¹¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼B»»åÁ�Æ²Ãr¾xÀ¶Á�½9»Ô¼�¾�Æ¶¼(÷xÏ9¿�È ÄSÂr¼o	�¼6÷�¾¡¼GÃ9¸x»3¿�»x»¡Ár÷�À¶º�m¿�À²½9»¡ÀeÐ#Ã�¼ÊÆ²¼B»3÷GÁ�Ã�¸xÅ,¼6»

x(t)
¼6½¼�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½Âr¼

t
µ

Z�lam^nok�p�dEb-qrj�b8_�j0p�stb-_�juklamKvwk�p�dEb-srj�b8_�j0pyxzqEb8_�jax{v;|<qEb8_�j�}�~�x^b-qtb8_rj�}{v�x;n�j�|0stb8_�j�ki0s�i�k�p�lam^n^�4l�mfvwk]a��k�p��AqEb4�yj0prnr�8stb4�yj<pf���E���AqEb4�yj0p��E�8stb4�yj<pf����kdfea�yhag�_tby�-i<s�i0�t�;�Aqtb8_rj���stb-_�j<�E��_fpf�c�a�1n<�
�;�G]��0�t�1i<_Kl���if]<�Kl�pf�c���a�
�if��l��;lapN�%qEb8_�j���stb8_rj<�t�Gh;]���l;�{gfhag��fp��+��h0��l
���;l��a�yj��dfea�yhag�_tby�-i<s�i0�t�;�Aqtb8_rj���stb-_�j<�E��_fpf�c�a�1n<�
�;�G]��0�t�1i<_Kl���if]<�Kl�pf�c���a�
�if��l{��lapN�%_c��qtb8_rj<�t�Gh;]���l;�{gfhag��fp��+��h0��l
���;l��a�yj��
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ù$úÄû+ü ´�µ Ò Ë
r�Ã�È ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼6È ¼6½�¾ ¥ 	�Á�À²¸Êú9ü�Ã�¸x¼U´�µ Ò�§�Á�½ ÷�Á�½9»å¾x¿{¾x¼ ÆÖÕ ¼��rÀ¶»å¾¡¼6½9÷�¼�ÂeÕ Ã�½�¼V»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½�Ä,º��¸¡À¶ÁrÂrÀýÐ#Ã�¼�Ð#Ã�À9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼5Àå¿u¾å¾xÀ²¸x¼G¸�ÁP¾xÁ�Ãr¾x¼6»MÆ¶¼6»¹¿uÃ�¾¡¸x¼6»M»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½Q»Gµ{öP½��C¿�À}¾¹Á�½ Ä,¼6Ãr¾¹È Á�½�¾¡¸x¼G¸¸¡À¶ü�Á�Ã�¸¡¼6Ã9»¡¼GÈ ¼G½�¾a#¾xÁ�Ã���Á�Ã�¸x»/¤ ÆÖÕ ¿�À¶Â�¼(Âr¼ Æ¶¿ ¾¡Ï�º6Á�¸xÀ²¼(Â�¼�Ai��¿uÄ9Ã�½�Á�	v�Ð#Ã�¼ ÷G¼�¾å¾x¼ »¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½Ä,ºG¸xÀ²ÁrÂ�À¶Ð#Ã�¼Ê¼Z�rÀý»�¾x¼Ê¼�¾�¼6»å¾©Í?Î;Î%$�Í�"�Î;�)���GµÓZÃ9¿�Æ²À²¾x¿u¾¡À�	�¼GÈ ¼G½#¾=Á�½YÄ,¼GÃr¾¹÷�Á�È Ä�¸x¼G½9Â�¸¡¼PÆ¶¼Ô÷GÁ�È Ä,Á�¸¡¾¡¼6È ¼G½�¾0ÂeÕ Ã�½Y¾¡¼6ÆmÁ�»x÷�À¶Æ²Æý¿{¾x¼GÃ�¸f¼6½ÂrÀ¶»x÷�Ã�¾x¿u½#¾PÆ¶¼�»¡À¶ü�½�¼�Âr¼

x(t)2−1
µ�ö¹½V¼Z�@¼�¾Ô»¡À

x(t)
¼B»�¾Pü�¸x¿�½9Â À²Æ � ¿ÊÃ9½V¿uÈ Á�¸å¾xÀ¶»x»å¼6È ¼G½�¾¼�¾ÊÆ¶¼é¸ ¿a��Á�½�Ä,Á�Æý¿uÀ¶¸¡¼éÂr¼B»
»¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½9»
Â�¿u½9»
Æ²¼ Ä�Æý¿u½ Âr¼ Ä�Ï9¿�»¡¼ ¿V¾¡¼6½9Â�¿�½9÷�¼t¤;Ârº6÷G¸¡Á?Ç¶¾x¸¡¼�µ��Ã|÷�Á�½�¾¡¸ ¿uÀ¶¸x¼
»¡À

x(t)
¼6»å¾�Ä,¼G¾¡À²¾�¿�Æ²Á�¸x»ÔÆ¶¼
¾x¼G¸xÈ ¼

(x(t)2 − 1)ẋ(t)
¿�Ä�Ä,Á�¸¡¾¡¼(Âr¼ÊÆÖÕ ºG½�¼6¸¡ü�À²¼¼�¾
Æ²¼é¸x¿
��Á�½�¿�¾¡¼G½QÂ�¿u½9÷G¼H¤ ¿uÃ9ü�È ¼G½#¾¡¼G¸Bµy�Z½|¸x¼�¾x¸¡Á�Ãc	�¼ Å�À²¼6½�÷G¼é÷�Á�È Ä,Á�¸¡¾¡¼GÈ ¼6½�¾
»åÃ�¸ZÆý¿ú9ü�Ã�¸x¼�µAPÕ ºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½SÂr¼ £ ¿u½SÂr¼6¸�·0Á�Æ.¼6»å¾�¼6½~�C¿uÀ²¾�Æ¶¼ÊÈ ÁrÂrÇ6Æ²¼(Â.Õ Ã�½�¼M:cý0$�Ï�ý�ÿ��Gµ
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��´
AI¼ Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ ü�º6½�ºG¸ ¿uÆ0ºG¾¡Ã9ÂrÀ¶ºVÂ�¿�½9»(÷G¼�¾å¾x¼�Ä9¿u¸¡¾¡À¶¼ ¼6»å¾ Æ²¼V»åÃ9Àk	u¿u½�¾Bµ&�mÁ�À²¼6½�¾

n
¼�¾
mÂr¼GÃ>� ¼G½#¾¡À¶¼G¸ »M½9¿{¾xÃ�¸¡¼6Æ¶»M½�Á�½ ½mÃ�Æ¶»f

I
Ã�½ À¶½�¾x¼G¸L	{¿uÆ¶Æ¶¼�Âr¼Bm F�u¼�¾±»¡Á�À¶¼G½�¾

A

B
¼�¾
r
¾¡¸xÁ�Àý»M¿uÄc�Ä�Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½9»IÆ¶Ár÷6¿uÆ¶¼GÈ ¼G½#¾IÀ¶½�¾xºGü�¸x¿�Å�Æ²¼B»I»¡Ã�¸

I ¥ ¼G½é¿�Å�¸¡º6ü�º L1
loc

§Z
¤/	{¿�Æ²¼6Ã�¸x»I¸¡¼B»åÄ,¼6÷�¾¡À�	�¼GÈ ¼G½#¾Â�¿u½9» Mn(
m F

)
 Mn,m(

m F
)
�¼�¾ Mn,1(

m F
) ¥ ÀýÂr¼G½#¾¡À²ú9º"¤Im F n §�µ��mÁ�À²¾ Ω

Ã�½V»¡Á�Ã9»��7¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼Âr¼tm F m e¼�¾ »¡Á�À²¾
x0 ∈ m F n µiAI¼ »��r»�¾xÇGÈ ¼ Âr¼�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ Æ²À¶½�º6¿�À²¸x¼ ¿uÃ9Ð#Ã�¼6Æ0Á�½ »GÕ À²½#¾¡º6¸¡¼B»¡»¡¼¼6»å¾

∀t ∈ I ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t),

x(0) = x0,
¥ ´�µÌ��§

Á�¦�ÆÖÕ ¼6½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼ Â�¼6»(÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼6»
u
÷�Á�½Q»åÀýÂrºG¸xº6»Z¼B»�¾(ÆÖÕ ¼6½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼ Â�¼6»(¿uÄ�Ä�Æ¶Àý÷G¿{¾xÀ²Á�½9»
È ¼B»åÃc�¸x¿�Å�Æ²¼B»Ô¼G¾�Æ¶Ár÷6¿uÆ¶¼GÈ ¼G½#¾3Å,Á�¸¡½9ºG¼6»�»åÃ9¸
I
g¤�	{¿�Æ²¼6Ã�¸x»�Â�¿u½9»�Æ²¼ »åÁ�Ã9»ª�7¼G½Q»å¼6ÈYÅ�Æ²¼

Ω ⊂ m F m µAI¼6»3¾¡Ï�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼6»�ÂeÕ ¼Z�rÀý»�¾x¼G½9÷G¼(Âr¼ »¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½9»�ÂeÕ º6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½9»�ÂrÀk�@ºG¸x¼G½�¾xÀ²¼6Æ²Æ¶¼6» ¥ ÷��M»¡¼6÷�¾¡À¶Á�½´�´�µ Ë�§.½�Á�Ã9»=¿�»¡»¡Ã�¸x¼G½#¾=Ð#Ã�¼�DÄ,Á�Ã�¸=¾¡Á�Ãr¾M÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
u
DÆ¶¼Ô»��r»å¾¡ÇGÈ ¼ ¥ ´�µÌ��§f¿�ÂrÈ ¼G¾0Ã�½�¼ÔÃ�½9À¶Ð#Ã�¼»åÁ�Æ²Ãr¾xÀ¶Á�½

x(·) : I → m F n 3¿uÅ9»¡Á�Æ¶Ã�È ¼G½#¾U÷�Á�½�¾xÀ²½mÃ�¼�µB�mÁ�À}¾ M(·) : I → Mn(
m F

)
Æý¿¸¡ºB»åÁ�Æk	u¿u½�¾x¼�ÂrÃp»��r»�¾xÇGÈ ¼�Æ¶À¶½�º6¿�À²¸x¼�Ï�Á�È Á�ü�ÇG½9¼

ẋ(t) = A(t)x(t)
=Ârº�ú9½�À¶¼ Ä9¿u¸

Ṁ(t) =
A(t)M(t)


M(0) = Id.

r�Á�¾¡Á�½9»MÐ#Ã�¼�»¡À
A(t) = A

¼6»å¾¹÷GÁ�½9»å¾x¿�½�¾x¼3»¡Ã�¸
I
�¿uÆ¶Á�¸ »

M(t) =
etA µi��Æ¶Á�¸ »�@Æ¶¿U»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½ x(·) ÂrÃ »��r»�¾xÇGÈ ¼ ¥ ´�µ ��§�¿�»¡»¡Ár÷GÀ²º6¼é¿uÃ ÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼ u ¼6»å¾(ÂrÁ�½�½�ºG¼Ä9¿u¸

x(t) = M(t)x0 +

∫ t

0

M(t)M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds,

Ä,Á�Ã�¸3¾xÁ�Ãr¾
t ∈ I

µ�±¼G¾å¾¡¼é¿uÄ�Ä9Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½|Ârº6ÄQ¼6½9Â|Â�¼
u
µQùZÁ�½9÷ »¡ÀIÁ�½|÷ Ï9¿u½�ü�¼(Æý¿��ôÁ�½Q÷W¾¡À¶Á�½

u
QÁ�½|Á�År¾xÀ²¼6½�¾Ã�½�¼ ¿uÃr¾x¸¡¼
¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼

t 7→ x(t)
Â�¿�½9»hm F n ¥ 	�Á�À¶¸ÔúQü�Ã�¸x¼ ´�µ Ø�§Wµ

x0

ù$úÄû+ü ´�µ Ø Ë
ùZ¼GÃ>�SÐ�Ã9¼6»å¾¡À¶Á�½9»�»¡¼ÊÄ,Á�»¡¼G½#¾�¿uÆ¶Á�¸ »Ô½9¿{¾xÃ�¸¡¼6Æ²Æ¶¼GÈ ¼G½#¾I�
Ë öM¾x¿�½�¾ZÂrÁ�½9½�ºÊÃ9½SÄQÁ�À¶½�¾ x1 ∈ m F n �¼Z�rÀý»�¾x¼Z�Ö¾��7À²Æ.Ã�½|÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼ u ¾¡¼6ÆIÐ#Ã�¼(Æ¶¿é¾x¸ ¿
��¼B÷��¾¡Á�À²¸x¼Z¿�»x»åÁ�÷�À¶ºG¼)¤Y÷G¼Z÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ¶¼���Á�À¶ü�½9¼

x0
¤
x1
¼G½ Ã�½V¾x¼GÈ Ä9»Pú9½9À

T
u ¥ 	�Á�À¶¸Pú9ü�Ã�¸¡¼´�µ C�§ò °²®m�G� C®S =¢{�9ó0{|m¯p®U§=®�©��,�@�6¢D¬,C�ró0�?C�ô�Bõv·

Ë �mÀ0Æ¶¿;÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½�Ä�¸xº6÷Gº6Âr¼6½�¾¡¼ ¼6»å¾
¸x¼GÈ Ä�Æ¶À²¼�,¼Z�rÀý»�¾x¼Z�Ö¾��7À²Æ=Ã�½ ÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼/��Á�À¶ü�½Q¿u½�¾
x0¤

x1
�¼G¾ÔÐ�Ã9ÀQÂ�¼�Ä9Æ²Ã9»PÈ À¶½�À²È Àý»å¼�Ã9½�¼Z÷�¼G¸¡¾x¿�À²½9¼h�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½�½�¼GÆ¶Æ¶¼

C(u)
u ¥ 	�Á�À¶¸¹ú9ü�Ã9¸¡¼´�µ J?§



���

x(t)

x1 = x(T )x0

ùhúÄû+ü ´�µ C Ë ·¹¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼(Âr¼ ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ¶¿�Å�À²Æ¶À²¾¡º
ò °²®m�G� C®S =¢{�9ó0{|m¯p®U§=®�©��,�@�6¢D¬,C®��9 =�6�?¯p��ª·AI¿~�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½�½�¼GÆ¶Æ¶¼

C(u)
¼B»�¾ Ã�½�÷�¸xÀ²¾¡ÇG¸x¼�ÂeÕ Á�Är¾¡À¶È Àý»¡¿u¾¡À¶Á�½i.Á�½ ÆÖÕ ¿�Ä�Ä,¼GÆ¶Æ¶¼ Æ¶¼¨":ý0©>Î�µ·0¿�¸0¼��r¼GÈ Ä�Æ¶¼3÷G¼�÷�Á�ª�¾MÄ,¼GÃr¾ µ�¾x¸¡¼3ºGü#¿uÆr¿�ÃY¾¡¼6È Ä9»MÂ�¼3Ä9¿u¸ ÷�Á�Ã�¸x»&¸DÂ�¿u½9»M÷G¼3÷6¿�»M÷uÕ ¼6»å¾Æ²¼(Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼(ÂrÃÔÎº��&/Ò�'�&��¶þg�)&�Í�Ï µ

x1 = x(T )x0

ùhúÄû+ü ´�µÊJ Ë ·¹¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼(Âr¼ ÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼
Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ
A.¼B»�¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼6»�»¡Ã�À�	{¿u½#¾x»/	�Á�½�¾�¸xºGÄ,Á�½QÂr¸¡¼�¤�÷G¼6»�Ð#Ã�¼6»å¾¡À¶Á�½9»f�¼G¾�Ä,¼G¸xÈ ¼�¾¡¾¡¸x¼(¼6½SÄQ¿u¸��¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À¶¼G¸3Âr¼Z¸¡ºB»åÁ�Ã9Âr¸x¼�Æ²¼ZÄ�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼ZÂ�¼�ÆÖÕ Á�»x÷�À¶Æ²Æý¿{¾x¼GÃ�¸±Ï9¿u¸xÈ Á�½�ÀýÐ#Ã�¼�Æ¶À¶½�º6¿�À²¸x¼ ¥ k2 = 0

§5	mÃ¼G½SÀ²½#¾¡¸xÁrÂrÃ9÷W¾xÀ¶Á�½.µ



Ö ×ÙØ�ÚÙÛvÜ¼Ý-Þ «

¤ â á �%�ãè �����������P� ¦

3tí�ì ¬ �E�&ð/ø õEö�ð �®�+ðB���&��õ-öZð
¯�° ï ° ï ±�î^²
ÜZã Ý�ã�Û±Ü

�±Á�½9»åÀýÂrºG¸xÁ�½Q»±Æ¶¼ »��r»å¾¡ÇGÈ ¼(÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²º ¥ ´�µÌ��§Z
∀t ∈ I ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t),

x(0) = x0,T;õ�V0�f�C�6�C�,� ñ · ¤ · ¤ · A¹Õ ¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼�Â�¼6»¹Ä,Á�À¶½�¾x»P¿�÷6÷�¼6»x»¡À²Å�Æ¶¼6» ¤ÊÄ9¿u¸¡¾¡À¶¸PÂr¼
x0
¼6½ Ã�½ ¾x¼GÈ Ä9»

T > 0
¼B»�¾�Ârº�úQ½�À.Ä9¿�¸

Acc(x0, T ) = {xu(T ) | u ∈ L∞([0, T ],Ω)},
Á�¦

xu(·) ¼B»�¾�Æ¶¿ »¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½UÂrÃ|»��r»�¾xÇGÈ ¼ ¥ ´�µ ��§Ô¿�»x»åÁr÷GÀ²º6¼
¿�ÃS÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ u µ��Ãr¾¡¸x¼GÈ ¼G½#¾MÂrÀ²¾
Acc(x0, T )

¼6»å¾0Æ?Õ ¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼3Âr¼6»=¼��#¾x¸¡º6È À}¾xº6»=Â�¼6»0»åÁ�Æ²Ãr¾xÀ²Á�½9»=Âr¼ ¥ ´�µ ��§¿uÃ ¾x¼GÈ Ä9»
T
{Æ²Á�¸x»xÐ#Ã.Õ Á�½I�ô¿�À²¾±	{¿u¸xÀ¶¼G¸fÆ¶¼Ô÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ¶¼

u ¥ 	�Á�À¶¸fú9ü�Ã9¸¡¼3�rµ¶´a§�µB·0Á�Ã�¸0Æý¿Z÷�Á�Ï�ºG¸x¼G½9÷G¼Á�½UÄ,Á�»¡¼
Acc(x0, 0) = {x0}

µ
¯�° ï °+¯ MéÛ¹â(Û±à�ÛE³Pãåá\è�áfêpáIÜZê�áfäµ´Zà�áfê�æ�QyQ@áIêmêmã�´
à�áIê
��8 õm�Q¢�|m¯p® ñ · ¤ · ¤ · Ó�ý?þ;'��¶��D�$�ý�þ�'�Ïk�®'=?<':ÎH@�&t�M���M"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�©Ï@� þrDLÍ?�)$�����Í?þ;'9· ¸ n

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t)

ý0¹
Ω ⊂ · ¸ m �='�Î9"Lý0&)ÒcÍ�"ZÎ3�EºXý?�{�Zþ Î

T > 0
��Î
x0 ∈ · ¸ n �¼»"Ïký0$G'/Òcý0�K$HÎ3ý0�>Î

t ∈ [0, T ] ½
Acc(x0, t)

�='�Î�"Lý{&/ÒgÍ�"�Î ½ "Lý?þ����-��� ½ ��ÎN�
Í{$��{�M":ý�þ Î;�¶þy©K&t��þgÎ$Í{�
�G"
t

'G�K$
[0, T ]

�
¸)�1&�Í0$-U��g�é�rµ¶´�µ¶´��$AI¿é÷GÁ�½�	�¼Z�rÀ}¾xº
Âr¼

Acc(x0, t)
¼6»å¾+�C¿�÷�À¶Æ²¼o¤Yº�¾ ¿uÅ�Æ¶À²¸�»åÀ

Ω
¼6»å¾3÷GÁ�½�	�¼Z�r¼�µö¹½�¼��,¼G¾feÂ�¿�½9»Z÷G¼é÷6¿�»f,»¡Á�À¶¼G½�¾

x1
1, x

1
2 ∈ Acc(x0, t)

,¼�¾
λ ∈ [0, 1]

µ&�Z½.	�¼6Ãr¾
È Á�½#¾¡¸x¼G¸Ð�Ã9¼
λx1

1 + (1 − λ)x1
2 ∈ Acc(x0, t)

µ¹·M¿u¸ Ârº�ú9½9À}¾xÀ²Á�½i¹Ä,Á�Ã�¸
i = 1, 2

¹À¶Æ�¼��rÀ¶»å¾¡¼|Ã�½÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
ui : [0, t] → Ω

¾x¼GÆIÐ#Ã�¼(Æ¶¿é¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼
xi(·)

¿�»x»åÁ�÷�À¶ºG¼¨¤
ui

	�ºG¸xÀ²ú9¼
xi(0) = x0, xi(t) = x1

i , x
′
i(s) = A(s)xi(s) +B(s)u(s) + r(s).

��Ë



�{Ò �
	"��� 0��±4B%¿¾��2�������±4��h#��)!$0ª#i0��¼P

x0

Acc(x0, T )

ùhúÄû5ü �rµ¶´ Ë ö¹½Q»å¼6ÈYÅ�Æ²¼Y¿�÷G÷G¼6»x»åÀ¶Å�Æ¶¼
ùYÕ ¿uÄ�¸xÇ6»3Æý¿H�ôÁ�¸xÈYÃ�Æ¶¼(Âr¼I	{¿u¸xÀý¿{¾xÀ²Á�½;Âr¼(Æ¶¿ ÷GÁ�½9»å¾x¿�½�¾¡¼�

x1
i = xi(t) = M(t)x0 +

∫ t

0

M(t)M(s)−1(B(s)ui(s) + r(s))ds.

·=Á�Ã�¸±¾¡Á�Ãr¾
s ∈ [0, t]

#Ä,Á#»åÁ�½9»
u(s) = λu1(s) + (1− λ)u2(s)

µ�AI¼
÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
u
¼6»å¾3Â�¿u½Q»

L2 �¤.	u¿uÆ¶¼GÃ�¸ »YÂ9¿u½9»
Ω
÷G¿u¸

Ω
¼B»�¾ ÷GÁ�½�	�¼��r¼�µ±�mÁ�À}¾

x(·) Æý¿�¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼;¿�»x»åÁ�÷�À¶ºG¼¼¤
u
µ��Æ¶Á�¸ »�rÄ9¿�¸�Â�º�ú9½�À²¾¡À¶Á�½|Âr¼

A(x0, t)
�Á�½S¿

x(t) = M(t)x0 +

∫ t

0

M(t)M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds ∈ Acc(x0, t).

�Z¸f
λx1

1 + (1 − λ)x1
2 = M(t)x0 + (1 − λ)M(t)x0

+

∫ t

0

M(t)M(s)−1(B(s)(λu1(s) + (1 − λ)u2(s)) + λr(s) + (1 − λ)r(s))ds

= x(t)

ÂrÁ�½9÷
λx1

1 + (1 − λ)x1
2 ∈ Acc(x0, t)

9÷�¼ Ð�Ã9ÀeÄ�¸xÁ�Ãg	�¼
Æý¿ ÷�Á�½�	�¼Z�rÀ²¾¡º(Âr¼
Acc(x0, t)

µ
·0Á�Ã�¸¡¾x¿�½�¾fP¼G¾;÷�¼�¸xº6»¡Ã�Æ²¾x¿{¾ ¼6»å¾ »¡Ã�¸xÄ�¸x¼G½9¿�½�¾f¹Æý¿p÷�Á�½9÷GÆ²ÃQ»åÀ¶Á�½�Âr¼�÷�¼|¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼|¼B»�¾¼G½9÷GÁ�¸x¼.	m¸x¿�À²¼�»¡À

Ω
½IÕ ¼B»�¾UÄ9¿�»U÷�Á�½�	�¼Z�r¼�µB�±¼6÷GÀZÀ¶È Ä�Æ¶À¶Ð#Ã�¼�¼G½%Ä9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã9Æ²À¶¼G¸;Æ²¼�¸¡ºB»åÃ9Æ}¾ ¿{¾»åÃ�À�	{¿�½�¾Bµ

ò �Q¢{�Q?C���C¢{® ñ · ¤ · ñ · ºv��ý�þãþvý?Îº�
AccΩ(x0, t)

Ï8� ��þ;'���&tÐ�Ïk�OÍ�"4":�='G'��{ÐZÏk�����3Ò��>�T'
x0

��þÎº��&)Òy'
t
Òcý{�K$X���1'X"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�1'XÀB�
Í?Ïk�1�K$G'X��Í�þ�'

Ω ½ Í�Ïký{$G'©ý?þOÍ
AccΩ(x0, t) = Acc ÁyÂ-ÃzÄ (Ω)(x0, t),

ý0¹}Ó ý�þy�
(Ω)

�='�Î/Ï8� ��þ�����ÏkýLÒ�Òc��"Lý?þ����-���#���
Ω
�
ÅhþEÒcÍ{$�Î;�¶"��>Ï �{��$ ½ ý?þ�Í

Acc∂Ω(x0, t) =
AccΩ(x0, t) ½ ý0¹

∂Ω
�='�Î+ÏkÍ9.G$�ý�þ Î;�¶@�$��M���

Ω
�

�±¼(Â�¼G¸x½�À²¼6¸�¸¡ºB»åÃ�Æ²¾x¿u¾�À²Æ¶Æ¶Ã9»�¾x¸¡¼ÊÆ¶¼¨Ò�$��¶þ�"�� Òc��ÐLÍ?þ�ÿ�Æ�ÐLÍ?þ�ÿ ¥ 	�Á�À¶¸Ô¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼ÊË9µ ��µ²´
§Wµ



¾;�Ç��¼%c�¨*�%5,.!h#i%ã�/���1%$*c*�0ª!h#i% ��Ø
W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þ2�0�ÅÎ):�DLý{$-@1&��XÈ��)É��)É��"Af¿ÔÄ9¸¡¼6Ãc	�¼¹Âr¼MÆý¿�÷�Á�½�	�¼��mÀ²¾¡ºM½�ºB÷�¼6»x»¡À}¾x¼MÃ�½ÊÆ¶¼GÈ È ¼Âr¼IA&��¿uÄ�Ã9½�Á
	V¼G½U¾¡Ï9ºGÁ�¸xÀ¶¼ÊÂr¼(Æý¿ È ¼B»åÃ9¸¡¼�µ
�P®m¯p¯�® ñ · ¤ · ³ · ºXý?�{�Zþ Î

T > 0
��Î
f ∈ L1([0, T ],

· ¸ n)
��Ê/� ��þ;'��1&�Ð�Ïk�

{∫

A

f(s)ds | A ⊂ [0, T ]
&t�1'=�K$�Í�Ð�Ïk� }

�='�Î�"Lý?þ����4���M��Í?þ;'9· ¸ n �
�mÁ�À²¼6½�¾ ¿uÆ¶Á�¸ »

x1
1, x

1
2 ∈ Acc(x0, t)

f¼�¾
λ ∈ [0, 1]

µ��Z½�	�¼GÃr¾éÈ Á�½#¾¡¸x¼G¸YÐ#Ã�¼
λx1

1 +
(1 − λ)x1

2 ∈ Acc(x0, t)
µI·0¿�¸ Â�º�ú9½�À²¾¡À¶Á�½&.Ä,Á�Ã�¸

i = 1, 2
IÀ²ÆP¼Z�rÀý»�¾x¼ Ã9½�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼

ui :
[0, t] −→ I

¾x¼GÆIÐ#Ã�¼
x1

i = xi(t) = x∗i +M(t)yi,Á�¦

x∗i = M(t)x0 +

∫ t

0

M(t)M(s)−1r(s)ds,
¼�¾
yi =

∫ t

0

M(s)−1B(s)ui(s)ds.

ùYÕ ¿uÄ�¸xÇ6»3Æ¶¼ÊÆ¶¼GÈ È ¼�9Æ?Õ ¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼

C =

{

XA =

(∫

A
M(s)−1B(s)u1(s)ds

∫

A
M(s)−1B(s)u2(s)ds

)

| A ⊂ [0, t]
È ¼6»¡Ã�¸x¿�Å�Æ²¼ }

¼6»å¾�÷GÁ�½�	�¼��r¼ÊÂ�¿u½Q»hm F n × m F n µgr�Á�¾¡Á�½Q»3¼G½UÄQ¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À²¼6¸�Ð#Ã�¼

X∅ =

(

0
0

)

,
¼G¾
X[0,t] =

(

y1
y2

)

.

·0¿�¸�÷�Á�½�	�¼Z�rÀ²¾¡º��À²Æ.¼Z�rÀý»å¾¡¼ÊÃ�½|»åÁ�Ã9»��Ö¼6½9»å¼6ÈYÅ�Æ¶¼
A ⊂ [0, t]

È ¼B»åÃ�¸ ¿uÅ9Æ²¼
¾¡¼6ÆIÐ�Ã9¼

XA =

(

λy1
λy2

)

.

ù�¼(Ä�Æ¶Ã9»f�¼G½S½�Áu¾ ¿u½�¾
Ac Æ¶¼(÷GÁ�È Ä�Æ¶ºGÈ ¼G½#¾x¿uÀ¶¸x¼ÊÂr¼ A Â�¿u½Q» [0, t]

�Á�½S¿

XA +XAc =

(

y1
y2

)

,

¼�¾�ÂrÁ�½Q÷
XAc =

(

(1 − λ)y1
(1 − λ)y2

)

.

·0¿�¸�÷�Á�½Q»åºBÐ�Ã9¼G½�¾a�»¡ÀeÆÖÕ Á�½UÄ,Á�»¡¼�rÄ,Á�Ã�¸
s ∈ [0, t]



u(t) =

{

u1(t)
»¡À
t ∈ A,

u2(t)
»¡À
t ∈ Ac,

¿uÆ¶Á�¸ »±Á�½S¿
∫ t

0

M(s)−1B(s)u(s)ds = (

∫

A

+

∫

Ac

)(M(s)−1B(s)u(s)ds) = λy1 + (1 − λ)y2.



�?C �
	"��� 0��±4B%¿¾��2�������±4��h#��)!$0ª#i0��¼P
�ÔÀ²¼6½U¼G½#¾¡¼G½QÂrÃi9Æ²¼ ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼

u
¼6»å¾�È ¼B»åÃ9¸x¿�Å�Æ²¼Ê¼�¾)¤t	{¿uÆ¶¼GÃ�¸ »3Â9¿u½9»

Ω
9÷G¼(Ð#Ã�À.Ä�¸xÁ�Ãg	�¼
Æý¿÷�Á�½�	�¼Z�rÀ²¾¡º(Âr¼

Acc(x0, t)
µAI¿ Ä�¸¡¼6Ãc	�¼ÊÂrÃ|÷�Á�¸xÁ�Æ¶Æý¿uÀ¶¸¡¼�¼6»å¾�¿uÆ¶Á�¸ »±À¶È È ºBÂrÀý¿{¾¡¼�r¼�¾�Ä�Ã�Àý»¡Ð#Ã�¼ÊÆÖÕ Á�½U¿

AccΩ(x0, t) =
Acc Ë;Ì4ÍGÎ (Ω)(x0, t)

9Á�½SÄ,¼GÃ�¾ZÂrÁ�½9÷(»¡Ã�Ä�Ä,Á#»å¼6¸f9Â�¿u½Q»�Æý¿�»¡Ã�À²¾¡¼YÂr¼ Æý¿ Ä�¸x¼GÃc	�¼�9Ð#Ã�¼
Ω
¼B»�¾÷�Á�½�	�¼Z�r¼�µ �±¼GÆý¿ »¡À²È Ä�Æ¶À}úQ¼Êü�¸x¿�½9Âr¼GÈ ¼6½�¾�Æ¶¿ Ä9¸¡¼6Ãc	�¼(Âr¼ÊÆý¿ ÷�Á�È Ä9¿�÷GÀ}¾xº�µÍ|Á�½�¾¡¸xÁ�½Q»eÂrÁ�½9÷0È�¿�À²½#¾¡¼G½Q¿u½�¾IÆý¿�÷�Á�È Ä9¿�÷�À²¾xº¹Âr¼

Acc(x0, t)
µ
�±¼GÆý¿3¸¡¼f	#À¶¼G½#¾&¤3È Á�½#¾¡¸x¼G¸Ð#Ã�¼ ¾¡Á�Ãr¾¡¼V»¡Ã�À²¾¡¼

(x1
n)n∈ Ï Ð Âr¼�Ä,Á�À²½#¾x» Â�¼ Acc(x0, t)

¿�ÂrÈ ¼G¾ Ã�½�¼ »åÁ�Ã9»ª� »¡Ã�À}¾x¼�÷�Á�½�	�¼G¸��ü�¼G½#¾¡¼�µ#·=Á�Ã�¸±¾¡Á�Ãr¾3¼G½�¾xÀ²¼6¸
n
m»¡Á�À²¾

un
Ã�½U÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�¸¡¼6Æ²Àý¿u½#¾

x0
¤
x1

n

¼G½V¾x¼GÈ Ä9»
t
#¼G¾3»¡Á�À²¾

xn(·) Æý¿é¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼Ê÷GÁ�¸x¸¡¼B»åÄ,Á�½9Â9¿u½�¾x¼�µg�Z½S¿ ÂrÁ�½9÷

x1
n = xn(t) = M(t)x0 +

∫ t

0

M(t)M(s)−1(B(s)un(s) + r(s))ds. ¥ �rµ¶´a§
·0¿�¸�Ârº�ú9½�À²¾¡À¶Á�½&9Æ²¼B»�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼6»

un
»¡Á�½#¾)¤t	{¿uÆ¶¼GÃ9¸x»�Â�¿�½9»�Æ²¼Y÷�Á�È Ä9¿�÷W¾

Ω
�¼G¾�ÄQ¿u¸�÷�Á�½Q»åºZ�Ð#Ã�¼G½�¾;Æ¶¿p»åÃ�À²¾x¼

(un)n∈ Ï Ð ¼6»å¾VÅ,Á�¸¡½9ºG¼�Â�¿u½9»
L2([0, t],

m F m)
µP·0¿�¸V¸xºZ«Q¼Z�rÀk	mÀ²¾¡º�Âr¼�÷G¼�¾¼6»¡Ä9¿�÷G¼ ¥ 	�Á�À¶¸/»¶´f[
½Ä§��Á�½ ¼6½VÂrº6ÂrÃ�À²¾ÔÐ#Ã�¼��¤(»¡Á�ÃQ»ª� »åÃ�À²¾x¼3Ä�¸xÇ6»fuÆý¿(»¡Ã�À}¾x¼ (un)n∈ Ï Ð ÷�Á�½�	�¼6¸¡ü�¼�C¿uÀ¶Å�Æ²¼6È ¼G½�¾¨	�¼6¸x»�Ã9½�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼

u ∈ L2([0, t],
m F m)

µi�±Á�È È ¼
Ω
¼6»å¾
»¡Ã�Ä�Ä,Á#»åºY÷GÁ�½�	�¼Z�r¼�Á�½U¿ Â�¼
Ä�Æ¶Ã9»

u ∈ L2([0, t],Ω)
µr·M¿u¸�¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ�¸ »fmÂ�¼
Æý¿©�ôÁ�¸xÈYÃ�Æ¶¼ÊÂr¼Ê¸x¼GÄ�¸xº6»¡¼G½#¾x¿{¾xÀ¶Á�½ ¥ �rµ¶´a§Á�½�ÂrºBÂrÃ�À²¾é¿�À¶»¡ºGÈ ¼6½�¾YÐ#Ã�¼VÆý¿|»¡Ã�À}¾x¼

(xn(·))n∈ Ï Ð ¼6»å¾YÅ,Á�¸x½�ºG¼VÂ�¿u½Q» L2([0, t],
m F n)

µfùZ¼Ä�Æ²ÃQ»�IÂr¼ ÆÖÕ ºGü�¿�Æ¶À}¾xº
ẋn = Axn + Bun + v

.¼�¾ Ãr¾¡À¶Æ¶À¶»x¿u½#¾(Æ¶¼��C¿uÀ²¾YÐ#Ã�¼
A

B
¼G¾
v
»¡Á�½#¾Â�¿u½9»

L∞ »¡Ã�¸
[0, T ]

MÁ�½w÷�Á�½9÷�Æ¶Ãr¾�Ð#Ã�¼UÆý¿ »åÃ�À²¾¡¼
(ẋn(·))n∈ Ï Ð ¼B»�¾�ºGü�¿�Æ¶¼GÈ ¼G½�¾ Å,Á�¸x½�ºG¼Â�¿u½9»

L2([0, t],
m F n)

#¿uÃr¾x¸¡¼6È ¼6½�¾±ÂrÀ²¾±Ð#Ã�¼�÷�¼G¾å¾x¼�»¡Ã�À}¾x¼�¼6»å¾PÅ,Á�¸x½�ºG¼�Â�¿�½9»
H1([0, t],

m F n)
µÍ�¿uÀý»¹÷�Á�È È ¼�÷G¼�¾P¼6»¡Ä9¿�÷G¼�Âr¼"�mÁ�Å,Á�Æ¶¼�	Y¼6»å¾¹¸xºZ«9¼��mÀk�@¼�¾±»¡¼�Ä�Æ²Á�½�ü�¼�Âr¼�È�¿u½�À¶ÇG¸x¼�÷GÁ�È Ä9¿�÷�¾¡¼Â�¿u½9»

C0([0, t],
m F n)

ÈYÃ�½�À0Âr¼YÆ¶¿ ¾xÁ�Ä,Á�Æ²Á�ü�À¶¼ÊÃ9½�À@�ôÁ�¸¡È ¼�QÁ�½�÷�Á�½Q÷�Æ¶Ãr¾ZÐ#Ã�¼� ¤ »åÁ�Ã9»ª� »åÃ9À}¾x¼Ä�¸¡ÇB»�.Æ¶¿|»åÃ�À²¾¡¼
(xn(·))n∈ Ï Ð ÷GÁ�½�	�¼G¸xü�¼ Ã�½�Àk�ôÁ�¸xÈ º6È ¼G½�¾©	�¼G¸ »
Ã9½�¼V¿uÄ�Ä�Æ¶Àý÷G¿{¾xÀ¶Á�½ x(·) »¡Ã�¸

[0, t]
µö¹½SÄQ¿�»x»¡¿�½�¾B¤ Æý¿ Æ¶À²È À²¾¡¼ Â9¿u½9» ¥ �rµ¶´a§±À¶Æi	mÀ²¼6½�¾�¿uÆ¶Á�¸ »

x(t) = M(t)x0 +

∫ t

0

M(t)M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds,

¼�¾�¼G½SÄ9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À¶¼G¸
lim

i→+∞
x1

ni
= lim

i→+∞
xni

(t) = x(t) ∈ Acc(x0, t),

÷�¼(Ð#Ã�À.Ä�¸xÁ�Ãg	�¼
Æý¿ ÷�Á�È Ä9¿�÷�À²¾¡º�µ
Í|Á�½�¾¡¸xÁ�½Q»¹¼G½rú9½ Æ¶¿Y÷�Á�½�¾xÀ²½mÃ�À}¾xº�ÄQ¿u¸P¸ ¿uÄ9Ä,Á�¸¡¾5¤

t
Âr¼
Acc(x0, t)

µ��rÁ�À²¾
ε > 0

µ>�Z½¹	{¿÷xÏ�¼6¸x÷ Ï�¼6¸
δ > 0

¾¡¼6ÆIÐ#Ã�¼
∀t1, t2 ∈ [0, T ] |t1 − t2| 6 δ ⇒ d(Acc(t1), Acc(t2)) 6 ε,

Á�¦UÁ�½U½9Áu¾¡¼(Ä,Á�Ã�¸�»¡À²È Ä�Æ¶À²ú9¼G¸
Acc(t) = Acc(x0, t)

�¼�¾�Á�¦

d(Acc(t1), Acc(t2)) = sup

(

sup
y∈Acc(t2)

d(y,Acc(t1)), sup
y∈Acc(t1)

d(y,Acc(t2))

)

.

·0¿�¸�Æ¶¿ »¡Ã�À²¾¡¼��Á�½S»åÃ9Ä�Ä,Á�»¡¼
0 6 t1 < t2 6 T

µcm ÆI»åÃc= ¾�Âr¼(È Á�½#¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼



¾;�Ç��¼%c�¨*�%5,.!h#i%ã�/���1%$*c*�0ª!h#i% ��J
´�µ ∀y ∈ Acc(t2) d(y,Acc(t1)) 6 ε,��µ ∀y ∈ Acc(t1) d(y,Acc(t2)) 6 ε.Í|Á�½#¾¡¸xÁ�½9»+��Ã9»�¾x¼ Æ¶¼ Ä�¸x¼GÈ À¶¼G¸ÊÄ,Á�À¶½�¾ ¥ ��µ@ºG¾x¿u½#¾ »åÀ¶È À²Æý¿uÀ¶¸¡¼
§Wµi�mÁ�À}¾ y ∈ Acc(t2)

µym ÆM»¡Ã>= ¾Âr¼ÊÈ Á�½�¾x¸¡¼G¸�Ð#Ã�¼
∃z ∈ Acc(t1) | d(y, z) 6 ε.·0¿�¸PÂrº�ú9½�À²¾¡À¶Á�½�Âr¼

Acc(t2)
uÀ¶Æ9¼Z�rÀý»�¾x¼�Ã�½�÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼

u ∈ L2([0, T ],Ω)
¾¡¼6Æ9Ð#Ã�¼�Æ¶¿
¾x¸x¿���¼6÷Z�¾¡Á�À¶¸x¼Y¿�»x»¡Ár÷�À¶ºG¼�¤

u
QÄ9¿�¸å¾ ¿u½#¾ZÂr¼

x0
v	�ºG¸xÀ}ú9¼

x(t2) = y ¥ 	�Á�À¶¸�ú9ü�Ã�¸¡¼ �rµÌ��§Wµy�Z½.	{¿�	�Á�À²¸

x0 y = x(t2)

Acc(t2)

Acc(t1)

x(t1)

x(t)

ù$úÄû+ü ��µ � Ë
Ð�Ã9¼

z = x(t1)
÷�Á�½�	mÀ²¼6½�¾Bµrö¹½|¼Z�,¼G¾�Á�½S¿

x(t2) − x(t1) = M(t2)x0 +

∫ t2

0

M(t2)M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds

−
(

M(t1)x0 +

∫ t1

0

M(t1)M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds

)

= M(t2)

∫ t2

t1

M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds

+ (M(t2) −M(t1))

(

x0 +

∫ t1

0

M(s)−1(B(s)u(s) + r(s))ds

)

�mÀ |t1 − t2|
¼6»å¾ÊÄ,¼�¾¡À²¾feÆ¶¼éÄ�¸x¼GÈ À¶¼G¸Z¾¡¼6¸¡È ¼ Â�¼ ÷G¼�¾¡¾¡¼ »åÁ�È È ¼é¼B»�¾ÊÄ,¼�¾xÀ}¾(Ä9¿u¸Ê÷GÁ�½�¾xÀ²½mÃ�À²¾¡ºÂr¼éÆÖÕ À²½#¾¡º6ü�¸ ¿uÆ¶¼�¸,Æ¶¼ Âr¼6Ã>�rÀ²Ç6È ¼é¾¡¼6¸¡È ¼é¼B»�¾ÊÄ,¼�¾xÀ}¾ÊÄQ¿u¸Ê÷�Á�½#¾¡À¶½#Ã�À²¾¡º Â�¼

t 7−→ M(t)
µeùYÕ Á�¦Æ²¼(¸¡ºB»åÃ9Æ}¾ ¿{¾6µ

¸)�1&�Í0$-U��g�|��µ²´�µÌ�g�I�mÀ
r = 0

¼G¾
x0 = 0

=Æ¶¿�»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½vÂr¼
ẋ = Ax + Bu, x(0) = 0,»GÕ º6÷G¸¡À²¾

x(t) = M(t)

∫ t

0

M(s)−1B(s)u(s)ds,

¼�¾�¼6»å¾�Æ¶À¶½�º6¿�À²¸x¼
¼6½
u
µ

�±¼G¾å¾¡¼(¸x¼GÈ�¿u¸ Ð#Ã�¼
½�Á�Ã9»�È Ç6½�¼�¤ Æ¶¿ Ä9¸¡Á�Ä,Á�»¡À}¾xÀ²Á�½;»¡Ã�À�	{¿u½#¾¡¼�µ



�?[ �
	"��� 0��±4B%¿¾��2�������±4��h#��)!$0ª#i0��¼P
]Ê¢{�9 P�Q�B�C�6�C�,� ñ · ¤ · 6 ·VÑ þ�'=�aÒ�Òcý<'���U1�g�

r = 0 ½ x0 = 0
�ZÎ

Ω =
· ¸ m �c»)Ï�ý0$G' ½ Òcý0�K$Îºý{�>Î

t > 0 ½ Ï-� �Zþ�'Z��&�ÐZÏk�
Acc(0, t)

�='�Î®�>þÒ'�ý0�f'=Æ��1'´ÒcÍ�":�V�
�G"�Îºý{$��{�ZÏ9���B· ¸ n �NW��HÒvÏÓ�f' ½Òcý0�K$IÎ3ý0�f'
0 < t1 < t2 ½ ý?þOÍ

Acc(0, t1) ⊂ Acc(0, t2)
�

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�"�mÁ�À¶¼G½#¾
x1

1, x
1
2 ∈ Acc(0, T )

@¼G¾
λ, µ ∈ m F(µe·=Á�Ã�¸

i = 1, 2
eÀ²ÆM¼Z�rÀý»�¾x¼Ä9¿u¸MÂrº�úQ½�À}¾xÀ¶Á�½ Ã�½ ÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼

ui
¼�¾MÃ�½�¼Ô¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼Ô¿�»x»åÁ�÷�À¶ºG¼

xi(·)
	�ºG¸xÀ}úQ¿�½�¾

xi(t) = x1
i

µùYÕ Á�¦
x1

i = M(t)

∫ t

0

M(s)−1B(s)ui(s)ds.

·=Á�Ã�¸3¾¡Á�Ãr¾
s ∈ [0, T ]

�Ä,Á#»åÁ�½9»
u(s) = λu1(s) + µu2(s)

µg��Æ¶Á�¸ »

λx1
1 + µx1

2 = M(t)

∫ t

0

M(s)−1B(s)u(s)ds = x(t) ∈ Acc(0, t).

·0Á�Ã�¸fÆ¶¿�Â�¼GÃ>�rÀ¶ÇGÈ ¼¹ÄQ¿u¸¡¾¡À¶¼PÂr¼PÆ¶¿�Ä9¸¡Á�Ä,Á�»¡À}¾xÀ²Á�½iG»¡Á�À²¾
x1

1 ∈ Acc(0, t1)
µ6·M¿u¸=Ârº�ú9½�À²¾xÀ²Á�½iÀ²ÆZ¼Z�rÀý»å¾¡¼�Ã�½%÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼

u1
»åÃ9¸

[0, t1]
¾¡¼6Æ
Ð�Ã9¼�Æ¶¿ ¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼�¿�»x»¡Ár÷�À¶ºG¼

x1(·)
	�º6¸¡À²ú9¼

x1(t1) = x1
1

µ9ùYÕ Á�¦

x1
1 = M(t1)

∫ t1

0

M(s)−1B(s)u1(s)ds.

ù�ºGú9½�Àý»¡»¡Á�½9»
u2
»¡Ã�¸

[0, t2]
Ä9¿u¸

{

u2(t) = 0
»åÀ

0 6 t 6 t2 − t1
u2(t) = u1(t1 − t2 + t)

»¡À
t2 − t1 6 t 6 t2

.

�mÁ�À²¾
x2(·)

Æý¿é¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼Ê¿�»x»åÁr÷GÀ²º6¼¨¤
u2
»¡Ã�¸

[0, t2]
µg��Æ²Á�¸x»

x2(t2) = M(t2)

∫ t2

0

M(t)−1B(t)u2(t)dt

= M(t2)

∫ t2

t2−t1

M(t)−1B(t)u2(t)dt
÷6¿u¸

u2|[0,t2−t1] = 0

= M(t2)

∫ t1

0

M(t2)
−1M(t1)M(s)−1B(s)u2(t2 − t1 + s)ds

»¡À
s = t1 − t2 + t

= M(t1)

∫ t1

0

M(s)−1B(s)u1(s)ds

= x1
1

��À¶½9»¡À;
x1

1 ∈ Acc(0, t2)
µ

ò �Q¢{�Q?C���C¢{® ñ · ¤ · <i·
Acc(0) = ∪

t>0
Acc(0, t) ½ Ï8� ��þ;'���&tÐ�Ïk�B���='/Òcý?�¶þgÎ+'tÍ�"4":�1'4'��{Ð�Ïk�1'ÕÔª�Zþ

Îº��&)Òy'®U��g��ÏF"Lý?þ�U��g�HÖ ½ �1'�ÎN�>þV'�ý0�f'=Æ��='´ÒcÍ�"L�(�
�G"�Îºý0$Z�Ä��Ï¼���O· ¸ n �
W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�)��½�¼VÃ�½�À¶Á�½�÷G¸¡Á�À¶»x»¡¿�½�¾x¼ Âr¼ »åÁ�Ã9»ª�7¼6»¡Ä9¿�÷G¼6»¨	�¼6÷�¾¡Á�¸¡À¶¼GÆý»(Âr¼�m F n ¼6»å¾ Ã�½»åÁ�Ã9»ª�7¼6»¡Ä9¿�÷�¼"	�¼6÷�¾¡Á�¸¡À¶¼GÆÖµ



¾;� ¾;�2�������±4��h#&�"!$0ª#i0��¼P�')%$*-*�×5*i�125,Å%$*-#i0��9P5�/0ª4B%$*-�M�h�����(�h,.%+* ���
¯�° ï °+Ø ±�î^²
ÜZã Ý�ã�Û±Ü è�á«à�æ QeÛPÜPÝrÞ�ß±à�æ
´Zã¡à�ã Ýmî
T;õ�V0�f�C�6�C�,� ñ · ¤ · ñ · AI¼;»��m»å¾¡Ç6È ¼;÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶º

ẋ(t) = A(t)x(t) + B(t)u(t) + r(t)
¼6»å¾ÂrÀ}¾M":ý�þ Î+$-,�Ï�Í�Ð�Ïk���Zþ�Îº��&/Ò�'

T
»åÀ
Acc(x0, T ) =

m F n i�{� �a�19Ä,Á�Ã�¸�¾¡Á�Ã9» x0, x1 ∈ m F n �À¶Æ¼Z�rÀ¶»å¾x¼�Ã�½ ÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼
u
¾¡¼6Æ,Ð#Ã�¼�Æý¿Ê¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼�¿�»x»¡Ár÷�À¶ºG¼�¸¡¼6Æ²À¶¼

x0
¤
x1
¼6½ ¾x¼GÈ Ä9»

T ¥ 	�Á�À²¸ú9ü�Ã�¸x¼ �rµ Ë�§�µ

x1x0

ùhúÄû+ü ��µ Ë Ë �±Á�½�¾x¸¡þ�Æý¿uÅ�À¶Æ²À²¾¡º

3tí43 Ù ���H��°¼Ú�ö��IõE��öZ�:��ï ñEðB����Û��i��÷/øGðB��ö��Z�~ïB�©��°1ðB� ��ó¼�����E�©øGðB�
¯�°+¯�° ï Ú�æMê ê#æ0ÜZê Q@Û±ÜPÝrÞ�æMã¡ÜPÝrá�ê�P�Þ�à�á Q@ÛPÜ±ÝrÞ�ßPàåáÝÜÔQ@ÛPÜZè�ã Ý�ãåÛPÜ è�áÞ%æMàåäçæMÜ

AI¼;¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼S»åÃ�À�	{¿�½�¾ ½�Á�Ã9» ÂrÁ�½9½�¼UÃ�½�¼|÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½)½�ºB÷�¼6»x»x¿uÀ¶¸¡¼;¼�¾V»åÃc=�»x¿u½#¾¡¼SÂr¼÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æý¿uÅ�À¶Æ¶À}¾xºÊÂ�¿u½Q»3Æ²¼ ÷G¿�»3Á�¦
A
¼�¾
B
½�¼(Â�ºGÄ,¼G½9Â�¼G½�¾�Ä9¿�»�Â�¼

t
µ

��8 õm�Q¢�|m¯p® ñ · ñ · ¤ ·MÑ þ#'=�aÒ�Òcý<'��/U��g�
Ω =

· ¸ m ÔkÒcÍ0'O���/"Lý?þgÎ%$�Í��¶þgÎ3��'G�K$)Ïk�/"Lý?þgÎ%$-,�Ïk��Ö��Ê&�O'=?<':ÎH@�&t�
ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t)+ r(t)

�1'�Îc"Lý?þgÎ%$-,�ÏkÍ�ÐZÏk�H�ZþÅÎº��&)Òy'
T

Ô�U1�g��ÏF":ý�þ�U��g��Ö':�+�ZÎc'����>Ïk�1&���þgÎE'���ÏkÍB&�Í�Î%$��¶"L�
C =

(

B,AB, . . . , An−1B
)

�='�Î����X$�Í?þ�ÿ
n
�

Af¿�È�¿{¾x¸xÀ¶÷G¼
C
¼B»�¾Ê¿uÄ�Ä,¼6Æ²º6¼#&tÍ?Î+$��¶":�ß���/àtÍ?ÏÓ&tÍ?þ1,¼G¾ZÆý¿ ÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½�¸¡ü

C = n
¼B»�¾¿uÄ�Ä,¼6Æ²º6¼B"Lý�þr���¶Î´�{ý�þ����OàtÍ�Ï &tÍ?þ=µ

¸)�1&�Í0$-U��g����µ ��µ²´���AI¿�÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½YÂ�¼+�(¿uÆ¶È�¿u½(½�¼ÔÂrº6Ä,¼G½9Â ½�ÀmÂr¼
T
½�ÀmÂr¼

x0
µ
��Ãr¾¡¸x¼GÈ ¼G½#¾ÂrÀ}¾a#»¡ÀQÃ�½ »��r»å¾¡Ç6È ¼�Æ¶À¶½�º6¿�À²¸x¼�¿uÃr¾xÁ�½�Á�È ¼�¼6»å¾±÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æý¿uÅ�Æ¶¼�¼G½�¾¡¼GÈ Ä9»

T
Âr¼6Ä�Ã�Àý»

x0
#¿�Æ²Á�¸x»À²Æ.¼B»�¾�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æý¿uÅ9Æ²¼
¼G½U¾¡Á�Ãr¾3¾x¼GÈ Ä9»�Âr¼6Ä�Ã�Àý»3¾¡Á�Ã�¾�Ä,Á�À²½#¾6µ

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�)A¹Õ ¼6»x»å¼6½�¾¡À¶¼GÆIÂr¼(Æ¶¿ Ä�¸x¼GÃg	�¼
¼B»�¾�÷�Á�½�¾¡¼6½#Ã|Â�¿u½9»�Æ²¼(Æ²¼6È È ¼ »¡Ã�À�	{¿u½#¾6µ
�P®m¯p¯�® ñ · ñ · ñ · Ê&Í>&�Í�Î%$��¶"L�

C
�1'�Îß���2$�Í?þ�ÿ

n
'��H��Î('��1�>Ïk��&��Zþ Î(':�©Ï8� ÍLÒ�ÒvÏ@�¶":Í?Î;�{ý?þÏ �¶þ�D:Í��)$��

Φ : L∞([0, T ],
· ¸ m) → · ¸ n

u 7→
∫ T

0
e(T−t)ABu(t)dt�='�Îc'=�K$)á��4"�Î;�)���a�



Ë�� �
	"��� 0��±4B%¿¾��2�������±4��h#��)!$0ª#i0��¼P
��$��1�K���M�0�ÅÏk�1&M&��f�"�mÃ�Ä9ÄQÁ#»åÁ�½9»±¾¡Á�Ãr¾�ÂeÕ ¿uÅ,Á�¸ Â Ð#Ã�¼Ê¸¡ü

C < n
r¼G¾�È Á�½�¾x¸¡Á�½9»ÔÐ#Ã.Õ ¿uÆ¶Á�¸x»

Φ
½IÕ ¼B»�¾3Ä9¿�»Ô»¡Ã�¸{��¼B÷W¾xÀk	�¼�µ�A¹Õ ¿uÄ�Ä�Æ¶Àý÷G¿{¾xÀ¶Á�½

C
ºG¾x¿u½#¾Ô½�Á�½;»åÃ�¸;��¼6÷�¾¡À�	�¼�#À¶Æ@¼Z�rÀ¶»å¾¡¼ZÃ9½¼	�¼6÷�¾¡¼GÃ9¸

ψ ∈ m F n\{0} MÐ#Ã�¼;ÆÖÕ Á�½)»åÃ�Ä9ÄQÁ#»å¼6¸x¿.µ�¾¡¸x¼;Ã�½�	�¼B÷W¾¡¼6Ã�¸ Æ²À¶ü�½9¼�f¾¡¼6Æ�Ð�Ã9¼
ψC = 0

µ0·0¿u¸÷�Á�½Q»åºBÐ�Ã9¼G½�¾a
ψB = ψAB = . . . = ψAn−1B = 0.

�Z¸ ÂeÕ ¿uÄ9¸¡Ç6» Æ¶¼;¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼SÂeÕ pZ¿uÈ À¶Æ}¾xÁ�½>���Ô¿a�mÆ¶¼���=À¶Æ3¼��mÀý»å¾¡¼SÂr¼B» ¸xºG¼GÆý»
a0, a1, . . . , an−1¾¡¼GÆý»�Ð#Ã�¼

An = a0I + · · · an−1A
n−1.

�Z½U¼G½SÂ�º6ÂrÃ�À²¾�ÄQ¿u¸�¸¡ºB÷�Ã�¸x¸¡¼6½9÷�¼
À¶È È ºBÂrÀ¶¿u¾¡¼ Ð#Ã�¼��Ä,Á�Ã�¸3¾xÁ�Ãr¾�¼6½�¾¡À¶¼G¸
k


ψAkB = 0,

¼�¾�ÂrÁ�½Q÷?rÄ,Á�Ã�¸3¾¡Á�Ãr¾
t ∈ [0, T ]


ψetAB = 0.

·0¿�¸�÷�Á�½Q»åºBÐ�Ã9¼G½�¾arÄ,Á�Ã9¸Ô¾xÁ�Ãr¾�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
u
rÁ�½S¿

ψ

∫ T

0

e(T−t)ABu(t)dt = 0,

�{���a�
ψΦ(u) = 0

�÷G¼(Ð#Ã�À.È Á�½#¾¡¸x¼(Ð�Ã9¼
Φ
½.Õ ¼6»å¾�ÄQ¿�»�»¡Ã�¸{��¼B÷W¾xÀk	�¼�µ

F�ºB÷�À¶Ä�¸¡Á�Ð�Ã9¼GÈ ¼G½�¾aM»¡À
Φ
½.Õ ¼6»å¾ Ä9¿�» »åÃ9¸{��¼6÷�¾¡À�	�¼�¹¿uÆ¶Á�¸ »YÀ¶Æ�¼Z�rÀ¶»å¾¡¼SÃ�½ 	�¼B÷W¾¡¼6Ã�¸ Æ¶À²ü�½�¼

ψ ∈ m F n\{0} ¾¡¼6ÆIÐ�Ã9¼ÊÄ,Á�Ã�¸3¾xÁ�Ãr¾�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ u Á�½S¿uÀ²¾

ψ

∫ T

0

e(T−t)ABu(t)dt = 0.

�±¼6÷�À.À¶È Ä9Æ²ÀýÐ#Ã�¼ Ð#Ã�¼��Ä,Á�Ã�¸3¾xÁ�Ãr¾
t ∈ [0, T ]


ψe(T−t)AB = 0.

ö¹½
t = T

Á�½vÁ�Å�¾¡À¶¼G½�¾
ψB = 0

µ0ö¹½9»¡Ã�À}¾x¼�M¼G½wÂrºG¸xÀk	u¿u½�¾ Ä9¿�¸é¸ ¿uÄ9Ä,Á�¸¡¾H¤
t
0Ä�Ã�Àý» ¼G½Ä�¸¡¼6½9¿u½#¾

t = T
±Á�½�Á�Å�¾¡À¶¼G½�¾

ψAB = 0
µ$��À¶½9»åÀ´±Ä9¿�¸ Ârº6¸¡À�	{¿u¾¡À¶Á�½9»V»¡Ã9÷G÷G¼6»x»åÀ�	�¼6»f¹Á�½Á�År¾xÀ²¼6½�¾�ú9½9¿�Æ²¼6È ¼G½�¾

ψB = ψAB = · · · = ψAn−1B = 0,

ÂrÁ�½9÷
ψC = 0

�¼�¾�ÂrÁ�½9÷
¸¡ü
C < n

µ
�±¼ÊÆ¶¼GÈ È ¼(Ä,¼G¸xÈ ¼�¾�È�¿�À²½#¾¡¼G½Q¿u½�¾�Âr¼(È Á�½#¾¡¸x¼G¸h�C¿�÷�À¶Æ¶¼GÈ ¼G½�¾�Æ¶¼Ê¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼�µ
�mÀ�Æý¿�È�¿{¾¡¸xÀý÷�¼

C
¼6»å¾�Â�¼U¸ ¿u½�ü

n
¹¿uÆ¶Á�¸ »éÂeÕ ¿�Ä�¸¡ÇB»éÆ¶¼UÆ¶¼GÈ È ¼UÆÖÕ ¿uÄ�Ä�Æ¶Àý÷G¿{¾xÀ¶Á�½

Φ
¼B»�¾»åÃ�¸;��¼6÷�¾¡À�	�¼�X�{� �f�

Φ(L∞) =
m F n µg�Z¸a#Ä,Á�Ã�¸±¾xÁ�Ãr¾�÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ u rÆ?Õ ¼Z�m¾x¸¡º6È À²¾xº
¿�ÃV¾x¼GÈ Ä9» TÂr¼(Æ¶¿é¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼Ê¿�»x»åÁ�÷�À¶ºG¼¨¤
u
¼6»å¾�ÂrÁ�½�½�ºG¼(Ä9¿u¸

x(T ) = eTAx0 +

∫ T

0

e(T−t)A(Bu(t) + r(t))dt,
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Âr¼(»¡Á�¸¡¾x¼ÊÐ#Ã�¼ÊÆÖÕ ¼6½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼(¿�÷G÷�¼B»¡»¡À¶Å�Æ²¼Ê¼G½;¾x¼GÈ Ä9»

T
Âr¼GÄ�Ã�Àý»�Ã�½SÄ,Á�À¶½�¾

x0 ∈ m F n ¼B»�¾

Acc(T, x0) = eTAx0 +

∫ T

0

e(T−t)Ar(t)dt+ φ(L∞) =
m F n,

÷�¼(Ð#Ã�À.È Á�½#¾¡¸x¼(Ð#Ã�¼ÊÆ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼Ê¼6»å¾�÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æý¿uÅ�Æ¶¼�µF�ºB÷�À¶Ä�¸¡Á�Ð�Ã9¼GÈ ¼G½#¾�»¡ÀéÆ¶¼)»��r»�¾xÇGÈ ¼v¼6»�¾ ÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æý¿uÅ9Æ²¼��¿�Æ²Á�¸x»�À¶Æé¼B»�¾�¼6½ÑÄ9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ²À¶¼G¸÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æý¿uÅ�Æ¶¼ÊÂr¼GÄ9Ã�À¶»
x0
ÂrºGú9½�À.Ä9¿�¸

x0 = −e−TA

∫ T

0

e(T−t)Ar(t)dt.

�Z¸3¼6½S÷G¼ÊÄ,Á�À¶½�¾�ÆÖÕ ¼6½9»å¼6ÈYÅ�Æ¶¼(¿�÷G÷�¼B»¡»¡À¶Å�Æ²¼
¼6½;¾x¼GÈ Ä9»
T
»6Õ º6÷�¸xÀ²¾

Acc(T, x0) = φ(L∞),

¼�¾ZÆ¶¼Y»��r»�¾xÇGÈ ¼ º�¾ ¿u½#¾Z÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æý¿uÅ�Æ¶¼ ÷�¼�¾Z¼6½9»å¼6ÈYÅ�Æ¶¼ ¼B»�¾ZºGü#¿uÆ�¤�m F n µy�±¼6Æ¶¿VÄ�¸¡Á�Ãc	�¼ Ð#Ã�¼ Φ¼6»å¾�»¡Ã�¸;��¼6÷W¾xÀk	�¼�r¼�¾�ÂrÁ�½9÷?9ÂeÕ ¿uÄ�¸xÇ6»3Æ²¼(Æ¶¼GÈ È ¼�9Ð#Ã�¼ÊÆý¿ È�¿{¾x¸¡Àý÷�¼
C
¼6»å¾�Âr¼(¸x¿�½�ü

n
µ

¸)�1&�Í0$-U��g� �rµÌ�rµÌ�g�©�mÀ
x0 = 0

¼G¾ »åÀ
r = 0

¹Æý¿ Ârº6È Á�½9»å¾¡¸ ¿{¾¡À¶Á�½)Ä�¸¡ºB÷�º6Â�¼G½�¾x¼S¼B»�¾VÃ�½Ä,¼GÃ�»¡À²È Ä�Æ¶À²ú9ºG¼�Ä�Ã9À¶»xÐ#Ã�¼�Â�¿u½Q»V÷G¼�÷G¿�»fPÂeÕ ¿uÄ9¸¡ÇB»�Æ²¼�÷GÁ�¸xÁ�Æ¶Æ¶¿�À²¸¡¼��rµ¶´�µÌØc
Acc(0)

¼6»å¾ Ã�½»åÁ�Ã9»ª�7¼6»¡Ä9¿�÷�¼"	�¼6÷�¾¡Á�¸¡À¶¼GÆÖµ
¯�°+¯�°+¯ Ú�æMêpæyÉPá&Q Q@ÛPÜ±ÝmÞ9æ0ã¡Ü±Ýmá`ê�P�Þ àåá Q@ÛPÜ±ÝrÞ�ßPàåá
ù
¿u½9»ÔÆ¶¼�¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼
��µÌ�rµ¶´��Á�½ ½.Õ ¿YÄ9¿�»±È À¶»3Âr¼Ê÷GÁ�½�¾x¸x¿�À¶½�¾¡¼
»¡Ã�¸ÔÆ¶¼
÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�µc�±¼GÄ,¼G½c�Â�¿u½#¾�¼6½S¿�Â9¿uÄr¾ ¿u½�¾�Æý¿ Ä�¸x¼GÃc	�¼ÊÁ�½UÁ�År¾xÀ²¼6½�¾�¿uÀý»¡ºGÈ ¼G½#¾�Æ²¼(¸xº6»åÃ9Æ}¾ ¿{¾�»¡Ã�Àk	u¿u½�¾Bµ

ò �Q¢{�Q?C���C¢{® ñ · ñ · ³ · ºyý0�f'$ÏkÍX":ý�þr���¶Î´�{ý�þ����NàtÍ�Ï &tÍ?þoÒr$-D4"GD4���Zþ Îº� ½ ':�
r = 0

�ZÎ�'��
0 ∈

◦
Ω ½Í�Ïký{$G'IÏ-� �Zþ�'Z��&�ÐZÏ���Í�"4":�='G'��{ÐZÏ��

Acc(x0, t)
��þÑÎº��&/Ò�'

t
":ý�þ Î;�{��þgÎN�>þ¨��ý��T'��¶þvÍfÿ����{�HÒgý��¶þgÎ

exp(tA)x0
�

¸)�1&�Í0$-U��g�|�rµÌ��µ Ëv�¨AI¼6» Ä9¸¡Á�Ä�¸¡À¶º�¾xº6» Â�¼;÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æý¿uÅ�À¶Æ¶À}¾xº�ü�Æ¶Á�ÅQ¿uÆ¶¼V»åÁ�½�¾Y¸x¼GÆ¶À¶ºG¼6»Y¿�Ã>� Ä9¸¡Á��Ä�¸¡À¶º�¾xº6»�Â�¼(»å¾x¿�Å�À²Æ¶À²¾¡º Âr¼ÊÆý¿ È�¿{¾x¸¡Àý÷�¼
A
µ�·0¿u¸�¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼ÊÀ¶Æ.¼6»å¾�÷GÆ¶¿�À²¸�Ð#Ã�¼(»¡À

´�µ3Æ¶¿ ÷GÁ�½9ÂrÀ²¾xÀ²Á�½SÂr¼I�(¿�Æ²È�¿�½;¼6»å¾�¸x¼GÈ Ä�Æ¶À²¼�
��µ
r = 0

¼�¾
0 ∈

◦
Ω


Ë9µÔ¾¡Á�Ãr¾¡¼B»PÆ²¼B» 	u¿uÆ¶¼GÃ�¸ »MÄ9¸¡Á�Ä�¸¡¼B»¹Âr¼�Æý¿(È�¿{¾x¸¡Àý÷�¼
A
»åÁ�½�¾ÔÂr¼�Ä9¿�¸å¾xÀ²¼�¸xºG¼6Æ²Æ¶¼�»å¾¡¸xÀ¶÷�¾¡¼6È ¼6½�¾½�ºGü#¿{¾xÀk	�¼ ¥ �{� �a�,Æý¿ È�¿{¾¡¸xÀý÷�¼ A ¼6»å¾�'�ÎºÍ�ÐZÏ��
§�

¿uÆ¶Á�¸ »@¾¡Á�Ãr¾fÄ,Á�À²½#¾=Âr¼5m F n Ä,¼GÃ�¾�µG¾¡¸x¼P÷�Á�½9ÂrÃ�À²¾1¤�Æ?Õ Á�¸xÀ¶ü�À¶½�¼M¼6½Ê¾x¼GÈ Ä9»Iú9½�À ¥ º�	�¼G½�¾xÃ�¼GÆ¶Æ¶¼GÈ ¼G½�¾ü�¸ ¿u½9Âg§�µ
ù
¿u½9»UÆ¶¼ ÷G¿�»;È Á�½9Á?�Ö¼6½�¾x¸¡º6¼

m = 1
�Á�½`¿vÃ�½\¸xº6»¡Ã�Æ²¾x¿u¾UÄ�Æ¶Ã9»UÄ9¸¡ºB÷�Àý»UÐ#Ã�¼ ½�Á�ÃQ»¿�ÂrÈ ¼�¾¡¾¡¸xÁ�½9» ¥ 	�Á�À¶¸o» Ò���½¶§�µ

��8 õm�Q¢�|m¯p® ñ · ñ · 6 · ºyý��¶Î
b ∈ · ¸ n �ZÎ

Ω ⊂ · ¸��>þÔ�¶þ Îº��$=��Í�Ï¶Ïk��"Lý?þgÎ3��þvÍ�þ Î
0

��Í?þ;'('�ý�þ�¶þgÎHD1$��{���K$��IÓ�ý?þ;'��¶��D�$�ý�þ�'¼Ï��#'=?<':ÎH@�&t�
ẋ(t) = Ax(t) + bu(t) ½ Í0���G"

u(t) ∈ Ω
�N»"Ïký0$G'Îºý{�>Î Òcý?�¶þgÎN���9· ¸ n Òc���>Îcâ�Î+$��/":ý�þr�0�>�¶ÎNÀHÏ-� ý0$��@ÿ��¶þv�H�Zþ-Î3��&/Ò�'!ã5þg��'��±��Î
'��1�>Ï��1&���þgÎ¼'���Ï�ÍÒcÍ��)$��

(A, b)
�<D�$�� ã+�¹ÏkÍä"Lý?þ��?�¶Î;�{ý?þ\���(àtÍ?ÏÓ&tÍ?þ ��Î/Ï�ÍHÒgÍ0$�Î´�{�B$-DL��Ï¶Ï�������"G:cÍ�U��g�B��Í�Ïk���K$Ò�$�ýLÒr$������

A
�1'�Î+�¶þ�.1D�$��{�1�K$��tý0�äD´ÿ�Í�Ïk��À

0
�



Ë�� �
	"��� 0��±4B%¿¾��2�������±4��h#��)!$0ª#i0��¼P
¯�°+¯�°+Ø å ãåä ãåàåã7Ý>PZè�á`è�á«ê�ì�ê�ÝríIäçáIê�æOçxÛPÞ9äçá`è�áéè ÞgPZÜ�Û�É�êaê�ã
T;õ�V0�f�C�6�?�Q� ñ · ñ · ¤ · A.¼6»P»��r»å¾¡Ç6È ¼B»¹Âr¼�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼3Æ¶À²½9º6¿uÀ¶¸x¼6»

ẋ1 = A1x1 +B1u1
¼�¾
ẋ2 =

A2x2 +B2u2
»¡Á�½#¾PÂ�À}¾ »�'���&tÐ�ÏkÍ�ÐZÏk�1'Z»6Õ À²ÆQ¼Z�rÀ¶»å¾¡¼

P ∈ GLn(
m F

)
¾¡¼6ÆQÐ#Ã�¼

A2 = PA1P
−1¼�¾

B2 = PB1
µ

¸)�1&�Í0$-U��g� �rµÌ�rµ Òv�)�Z½S¿ ¿uÆ¶Á�¸ »
x2 = Px1

µ
]Ê¢{�9 P�Q�B�C�6�C�,� ñ · ñ · <i· Ê&ÍoÒ�$�ý:Ò�$��¶D�ÎAD����OàtÍ�ÏÓ&�Í�þÔ�='�Î+�¶þgÎ%$��¶þ;'�@GU1�g� ½ �{� �f�

(B2, A2B2, . . . , A
n−1
2 B2) = P (B1, A1B1, . . . , A

n−1
1 B1),Å$þ�ÒcÍ{$�Î;�¶"��>Ï �{��$ ½ Ï��®$�Í?þ�ÿÕ���©ÏkÍB&�Í�Î%$��¶"L�M���Oà�Í?ÏÓ&�Í�þO�1'�Î+�¶þ���Í0$��{Í?þgÎ&ÒcÍ{$/':�)&��¶Ï �¶Î%�����a�

�±Á�½Q»åÀýÂrºG¸xÁ�½Q»±Ã9½�¼(Ä9¿uÀ¶¸¡¼
(A,B)

Á�¦
A ∈ Mn(

m F
)
¼�¾
B ∈ Mn,m(

m F
)
µ

]Ê¢{�9 P�Q�B�C�6�C�,� ñ · ñ · \ · Ê&Í¹ÒgÍ��)$��
(A,B)

�1'�ÎO'��1&�Ð�ÏkÍ�Ð�Ïk�¨Àë�>þv��ÒgÍ��)$��
(A′, B′)

���EÏ�Í.Zý0$=&��
A′ =

(

A′
1 A′

3

0 A′
2

)

, B′ =

(

B′
1

0

)

,

ý0¹
A′

1 ∈ Mr(
· ¸

) ½ B′
1 ∈ Mr,m(

· ¸
) ½ r D�ÎºÍ?þgÎhÏk��$�Í?þ�ÿV����ÏkÍÕ&tÍ?Î+$��¶":�B���/àtÍ?ÏÓ&tÍ?þ����ÏkÍoÒcÍ��)$��

(A,B)
�^W��hÒvÏ �f' ½ ÏkÍoÒcÍ��)$�� (A′

1, B
′
1)

�='�Î�"Lý?þgÎ%$-,�ÏkÍ�ÐZÏk�a�
W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv� �mÃ9Ä�Ä,Á�»¡Á�½9»VÐ�Ã9¼SÆ¶¼|¸ ¿u½�ü

r
Âr¼|Æý¿ È�¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼|Âr¼.�(¿�Æ²È�¿u½

C
Âr¼|Æý¿Ä9¿uÀ¶¸¡¼

(A,B)
»åÁ�À}¾3»�¾x¸¡Àý÷W¾x¼GÈ ¼G½#¾ÔÄ�Æ¶Ã9»±Ä,¼�¾xÀ}¾�Ð#Ã�¼

n ¥ »åÀ¶½�Á�½ À²Æ@½.Õ ��¿ ¸xÀ¶¼G½¼¤YÈ Á�½�¾x¸¡¼G¸�§�µ�A.¼»åÁ�Ã9»ª�7¼6»¡Ä9¿�÷�¼
F =

m È
C =

m È
B +

m È
AB + · · · + m È

An−1B¼6»å¾ZÂ�¼YÂ�À²È ¼G½Q»åÀ¶Á�½
r
Q¼G¾
ÂeÕ ¿uÄ�¸xÇ6»�Æ¶¼(¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼ Â.Õ pZ¿uÈ À¶Æ}¾xÁ�½>���Ô¿a�mÆ¶¼��;À¶Æf¼6»å¾Z÷GÆ¶¿�À²¸x¼GÈ ¼6½�¾À²½�	{¿u¸xÀý¿u½�¾3Ä9¿u¸

A
µg�mÁ�À}¾

G
Ã�½S»åÃ�Ä�Ä9Æ²º6È ¼6½�¾ ¿uÀ¶¸¡¼ÊÂ�¼

F
Â�¿u½9»hm F n r¼�¾�»åÁ�À²¼6½�¾ (f1, . . . , fr)Ã�½�¼�Å9¿�»å¼�Â�¼

F
#¼�¾

(fr+1, . . . , fn)
Ã�½�¼�Å9¿�»å¼�Âr¼

G
µ�r�Á�¾¡Á�½9»

P
Æ¶¿ È ¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼�Âr¼�Ä9¿�»¡»x¿uü�¼Âr¼�Æ¶¿
ÅQ¿�»¡¼

(f1, . . . , fn)
¤
Æý¿
Å9¿�»å¼�÷G¿�½�Á�½9À¶Ð#Ã�¼�Âr¼Bm F n µ���Æ¶Á�¸ »�{Ä�Ã�Àý»xÐ�Ã9¼ F ¼B»�¾¹À¶½�	{¿�¸¡Àý¿u½#¾Ä9¿u¸

A
�Á�½S¿

A′ = PAP−1 =

(

A′
1 A′

3

0 A′
2

)

,

¼�¾�ÂeÕ ¿uÃr¾x¸¡¼ÊÄ9¿�¸å¾arÄ�Ã�Àý»xÐ�Ã9¼om È
B ⊂ F

�Á�½|¿
B′ = PB =

(

B′
1

0

)

.

ö¹½rú9½iBÁ�½I	�Á�À²¾i�C¿�÷GÀ²Æ¶¼GÈ ¼G½#¾fÐ#Ã�¼¹Æ¶¼¹¸ ¿u½�ü�Âr¼¹Æý¿�È ¿u¾¡¸xÀý÷�¼¹Âr¼+�(¿uÆ¶È�¿u½(Âr¼¹Æý¿3ÄQ¿uÀ¶¸¡¼
(A′

1, B
′
1)¼6»å¾�º6ü�¿uÆi¤ ÷�¼6Æ²Ã�ÀIÂr¼(Æý¿ Ä9¿uÀ¶¸x¼

(A,B)
µ

��8 õ#�Q¢�|m¯p® ñ · ñ ·ý� ¥ D�Á�¸¡È ¼UÂr¼-�Ô¸xÃ�½�Á
	r»��mÀ § · º �
m = 1

�ZÎ/':�¨ÏkÍ¼ÒcÍ?�)$��
(A,B)

�='�Î"Lý?þgÎ%$8,?ÏkÍ�Ð�Ïk� ½ Í�Ïký{$G'©��Ï¶Ï����='�Îc'��1&�Ð�ÏkÍ�Ð�Ïk��À�Ï�Í¨ÒgÍ��)$��
(Ã, B̃) ½ ý{¹

Ã =











0 1 · · · 0��� � � � � � � ���
0 · · · 0 1

−an −an−1 · · · −a1











, B̃ =











0���
0
1











,
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�ZÎhý{¹-Ïk�1'X"Lýa�¶Y*"Z�{��þgÎ+'

ai
'�ý�þ Î�"L�������{�HÒgý�ÏÓ?�þr,0&���"LÍ{$�Í�"�ÎAD�$��T':Î´�¶U��g�M���

A ½ �{���a�
χA(X) = Xn + a1X

n−1 + · · · + an−1X + an.¸)�1&�Í0$-U��g�Ê�rµÌ�rµÌØg�MùZ¿�½9»M÷�¼B»=½9Á�Ãc	�¼6Æ²Æ¶¼6»0÷GÁmÁ�¸ ÂrÁ�½�½�ºG¼B»�BÆ¶¼�»��r»å¾¡Ç6È ¼3¼6»å¾¹¿uÆ¶Á�¸ »fº6Ð#Ã�À�	{¿�Æ²¼6½�¾¤ Æ?Õ º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½SÂrÀ@�@ºG¸x¼G½#¾¡À¶¼GÆ¶Æ¶¼(»x÷G¿�Æ¶¿�À²¸x¼
Â.Õ Á�¸xÂr¸x¼
n

x(n)(t) + a1x
(n−1)(t) + · · · + anx(t) = u(t).W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�5F�¿�À¶»¡Á�½9½�Á�½9»@Ä9¿�¸I¿u½9¿�Æk�r»¡¼=¼G¾f»��m½�¾xÏ�Ç6»¡¼�µa�@Õ À²Æ�¼��mÀý»å¾¡¼MÃ�½�¼¹Å9¿�»å¼

(f1, . . . , fn)Â�¿u½9»
Æý¿�Ð#Ã�¼6Æ²Æ¶¼éÆý¿ ÄQ¿uÀ¶¸¡¼
(A,B)

Ä�¸¡¼6½9Â�Æ¶¿¼�ôÁ�¸xÈ ¼
(Ã, B̃)

.¿uÆ¶Á�¸ »�Á�½�¿;½�º6÷G¼6»¡»x¿uÀ¶¸x¼GÈ ¼G½#¾
fn = B

¤ »x÷G¿uÆý¿�À²¸x¼ZÄ�¸xÇ6»fr¼�¾
Afn = fn−1 − a1fn, . . . , Af2 = f1 − an−1fn, Af1 = −anfn.ù�ºGú9½�Àý»¡»¡Á�½9»�ÂrÁ�½9÷ÊÆ²¼B»h	�¼6÷�¾¡¼6Ã�¸x»

f1, . . . , fn
Ä9¿�¸�Æ²¼B»3¸x¼GÆý¿{¾¡À¶Á�½Q»

fn = B, fn−1 = Afn + a1fn, . . . , f1 = Af2 + an−1fn.AI¿H�C¿uÈ À¶Æ²Æ¶¼
(f1, . . . , fn)

¼B»�¾�Å�À²¼6½UÃ9½�¼(Å9¿�»¡¼ÊÂ�¼om F n Ä�Ã�Àý»xÐ#Ã�¼
£ ¼B÷W¾ {fn} =

£ ¼B÷W¾ {B},£ ¼6÷�¾ {fn, fn−1} =
£ ¼B÷W¾ {B,AB},µµµ

£ ¼B÷W¾ {fn, . . . , f1} =
£ ¼B÷W¾ {B, . . . , An−1B} =

m F n.

m Æe¸x¼6»å¾¡¼I¤�	�º6¸¡À²ú9¼6¸�Ð#Ã�¼ÊÆÖÕ Á�½S¿ Å�À¶¼G½
Af1 = −anfn

µv�Z½S¿
Af1 = A2f2 + an−1Afn

= A2(Af3 + an−2fn) + an−1Afn

= A3f3 + an−2A
2fn + an−1Afnµµµ

= Anfn + a1A
n−1fn + · · · + an−1Afn

= −anfn

Ä�Ã�Àý»¡Ð#Ã�¼3ÂeÕ ¿uÄ9¸¡Ç6»fÆ¶¼±¾xÏ�ºGÁ�¸¡ÇGÈ ¼ÔÂ.Õ pZ¿uÈ À²Æ²¾xÁ�½>���Ô¿a�mÆ¶¼���6Á�½é¿
An = −a1A

n−1−· · ·−anI
µùZ¿�½9»3Æý¿ Å9¿�»å¼

(f1, . . . , fn)
�Æý¿ Ä9¿uÀ¶¸x¼

(A,B)
Ä�¸x¼G½9ÂUÆ¶¿H�ôÁ�¸¡È ¼

(Ã, B̃)
µ

¸)�1&�Í0$-U��g� �rµÌ�rµ C �hA.Á�¸x»xÐ#Ã�¼
m > 1

�÷�¼Z¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼
¿�ÂrÈ ¼�¾�Æ¶¿ ü�ºG½9ºG¸x¿�Æ¶À¶»x¿{¾¡À¶Á�½ »¡Ã�À�	{¿u½#¾¡¼�µ�mÀeÆ¶¿éÄ9¿�À²¸x¼
(A,B)

¼B»�¾�÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æý¿uÅ�Æ¶¼�m¿�Æ²Á�¸x»±Á�½;Ä,¼GÃr¾�Æý¿ ÷�Á�½���Ã�ü�Ã9¼G¸h¤éÃ9½�¼
Ä9¿�À¶¸¡¼
(Ã, B̃)¾¡¼GÆ¶Æ¶¼(Ð#Ã�¼

Ã =













Ã1 ∗ · · · ∗
0 Ã2

µ µ µ µµµµµµ µ µ µ µ µ µ ∗
0 · · · 0 Ãs













,



ËuÒ �
	"��� 0��±4B%¿¾��2�������±4��h#��)!$0ª#i0��¼P
Á�¦�Æ²¼B»�È�¿{¾¡¸xÀý÷�¼6»

Ãi
»¡Á�½#¾
Âr¼6»�È�¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼6»�÷GÁ�È Ä9¿uü�½�Á�½Q» ¥ �{�¶�a��.¿a��¿�½�¾ZÆ¶¿��ôÁ�¸xÈ ¼YÂr¼��Ô¸¡Ã>�½�Á
	r»��mÀmÂ�ÃY¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼ÔÄ�¸¡ºB÷�º6Â�¼G½�¾�§X¸{Ä9¿u¸M¿�À²Æ¶Æ¶¼GÃ�¸ »�DÀ¶Ær¼Z�rÀý»�¾x¼ÔÃ�½�¼3È�¿{¾x¸¡Àý÷�¼

G ∈ Mm,s(
m F

)¾¡¼GÆ¶Æ¶¼(Ð#Ã�¼

B̃G =







B̃1µµµ
B̃s






,

Á�¦ ¾¡Á�Ã9»ÔÆ¶¼6»3÷GÁm¼Z=V÷GÀ²¼6½�¾x»3Â�¼Ê÷ Ï9¿�Ð#Ã�¼
È�¿{¾x¸¡Àý÷�¼
B̃i
»åÁ�½�¾3½mÃ�Æý»��»x¿uÃ>�=÷�¼6Æ²Ã9ÀeÂr¼ÊÆý¿ Âr¼G¸x½�À¶ÇG¸x¼Æ²À¶ü�½9¼�r¼6½

i
�7ÇGÈ ¼(÷GÁ�Æ¶Á�½�½�¼��Ð#Ã�Àe¼B»�¾�ºGü#¿uÆi¤

1
µ

ì)_.®#¢{©��?©�® ñ · ñ · ¤ · ûf¼B»�¾x¼G¸�Æ¶¿ ÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æý¿uÅ�À¶Æ¶À}¾xºÊÂr¼6»�»��r»å¾¡Ç6È ¼B»�»åÃ�À�	{¿�½�¾ »Gµ
Ëîí Í�ÿ�ý�þ

mẍ(t) = u(t).

Ë Ñ '�"��¶Ï¶ÏkÍ?Îº���K$�:cÍ{$=&�ý�þg�¶U��g�HÏ �¶þ�D:Í��)$��
mẍ(t) + kx(t) = u(t).

Ë ºy?<'�ÎA@�&��='®���X$��='G'�ý0$�Î+'�Í{&tý{$�Î;�T'
{

m1ẍ1 = −k1(x1 − x2) − d1(ẋ1 − ẋ2) + u,

m2ẍ2 = k1(x1 − x2) − k2x2 + d1(ẋ1 − ẋ2) − d2ẋ2.

Ë »�&tý{$�Î;�T'G'��1�K$G'®��� �>þv�X�
ý?�¶Î+�K$��
{

ẍ1 = −k1x1 − d1ẋ1 + l1u,

ẍ2 = −k2x2 − d2ẋ2 + l2u.

Ë �&�¶Î3�='G'��HÍ?þ�ÿ��>ÏkÍ��)$������ �>þä$�ý�Î3ý0$
Iω̇(t) = u(t).

Ë Ó±�)$8"��>�¶Ît¸9ÊBÓ
L
di

dt
+Ri+

q

C
= u,

Á�¦
q(t) =

∫ t
i
¼6»å¾�Æ¶¿ ÷ Ï9¿u¸xü�¼ÊÂrÃ|÷�Á�½9Âr¼G½Q»¡¿u¾¡¼GÃ9¸6µ�ùYÕ Á�¦











dq

dt
= i,

di

dt
= −R

L
i− 1

LC
q +

1

L
u.

Ë ºX��$=�
ý{&tý?Îº���K$�À�"Lý{�K$�Í�þ ÎE"Lý�þ Î;�¶þy�g�>�Z½ ½�Á�¾¡¼
R
Æý¿Ê¸xº6»¡Àý»�¾ ¿u½9÷�¼�

L
ÆÖÕ À¶½9ÂrÃQ÷W¾x¿�½9÷�¼�

eÆ¶¿¨�ôÁ�¸x÷G¼�÷�Á�½#¾¡¸x¼Z�7ºGÆ¶¼6÷W¾x¸¡Á�È Á{¾x¸¡Àý÷�¼�
k1, k2

Âr¼6»P÷�Á�½9»�¾ ¿u½#¾¡¼6»f
J
Æ¶¼�È Á�È ¼G½#¾±ÂeÕ À²½�¼6¸å¾xÀ²¼ÂrÃvÈ Á�¾¡¼6Ã�¸f

f
Æ¶¼;÷GÁm¼Z=V÷GÀ²¼6½�¾ Âr¼¼�ô¸xÁu¾å¾x¼GÈ ¼G½#¾ ÂrÃvÈ Áu¾¡¼6Ã�¸f

Γ = k2i
Æ¶¼;÷�Á�Ã�Ä�Æ¶¼È Áu¾¡¼6Ã�¸f

Γc
Æ²¼ ÷�Á�Ã�Ä�Æ¶¼(¿u½#¾x¿uü�Á�½�Àý»å¾¡¼�

θ
ÆÖÕ ¿�½�ü�Æ¶¼ÊÈ Á�¾¡¼6Ã�¸6µv�Z½S¿



















u = Ri+ L
di

dt
+ e,

e = k1θ̇,

J θ̈ = kl2i− f θ̇ − Γc,
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ÂeÕ Á�¦

d

dt





i
θ

θ̇



 =





−R/L 0 k1/L
0 0 1

k2/J 0 −f/J



+





1
0
0



u+





0
0

−Γc



 .

Ë ºy?<'�ÎH@1&��(���X$��1'4'�ý0$�Î+'X"Lý0�aÒXÏFD1'ßÔºÎ%$�Í?�¶þ2À��������#ï5Í�ÿ�ý�þ;'AÖ
{

ẍ = −k1x+ k2(y − x),

ÿ = −k2(y − x) + u.

ì)_.®#¢{©��?©�® ñ · ñ · ñ · ·0Á�Ã�¸�Ð#Ã�¼GÆ¶Æ²¼B»h	{¿�Æ²¼6Ã�¸ »3Âr¼
α
Æ²¼ »��r»å¾¡Ç6È ¼

(

ẋ
ẏ

)

=

(

2 α− 3
0 2

)(

x
y

)

+

(

1 1
α2 − α 0

)(

u
v

)

¼6»å¾��7À²ÆI÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æý¿uÅ9Æ²¼�u
3tí8Q Ù ���H��°¼Ú�ö��IõE��öZ�:��ï ñEðB�U��Ût�i��÷/øGðB�Yö��Z�~ïB�©��°1ðB�7�Z�E�y�1�¨®

���Z�©�~�E����°±ðB�
AI¼6»ZÂr¼GÃc�U¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼6»�»¡Ã�À�	{¿u½#¾x»ZÂrÁ�½�½�¼G½#¾ZÃ9½�¼é÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½�½�ºB÷�¼6»x»x¿uÀ¶¸¡¼ ¼�¾Ê»åÃ>=V»x¿u½�¾x¼Âr¼(÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æý¿uÅ�À¶Æ¶À}¾xºÊÂ�¿u½9»�Æ²¼ ÷G¿�»ÔÀ¶½9»å¾x¿u¾¡À¶Á�½�½9¿�À²¸x¼�µ

��8 õm�Q¢�|m¯p® ñ · ³ · ¤ · Ê&�/'G?<'�ÎH@1&��
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t)

�1':Î�":ý�þ Î+$-,�Ï�Í�Ð�Ïk��ZþÑÎ3�1&)Òy'
T

'��5��Îc'��1�>Ïk��&��Zþ ÎE'���ÏkÍB&�Í�Î%$��¶"L�
C(T ) =

∫ T

0

M(t)−1B(t)B(t)
T
M(t)−1T

dt,

���¶Î3�X&tÍ?Î+$��¶":�M���M":ý�þ Î+$-,�Ï�Í�Ð��¶Ï �¶ÎHD ½ �='�Î+�¶þ�����$G':�{Ð�Ïk�a�
¸)�1&�Í0$-U��g���rµ Ë�µ¶´����±¼�¾¡¾¡¼U÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½vÂrºGÄ,¼6½9ÂvÂr¼

T
=È�¿uÀý»Y½�¼;Ârº6Ä,¼G½9ÂpÄ9¿�»éÂrÃvÄ,Á�À¶½�¾À²½�À²¾xÀ¶¿�Æ

x0
µ&��Ãr¾¡¸x¼GÈ ¼6½�¾éÂrÀ²¾ff»¡À¹Ã�½�»��r»å¾¡ÇGÈ ¼�Æ²À¶½�ºB¿uÀ¶¸¡¼ À¶½9»å¾x¿u¾¡À¶Á�½�½9¿�À²¸x¼ ¼6»å¾Y÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æý¿uÅ9Æ²¼¼G½;¾x¼GÈ Ä9»
T
Âr¼GÄ�Ã�Àý»

x0
9¿uÆ¶Á�¸ »±À¶Æ.¼6»å¾�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ¶¿�Å�Æ¶¼Z¼6½;¾x¼GÈ Ä9»

T
Âr¼6Ä�Ã�Àý»3¾¡Á�Ãr¾�Ä,Á�À²½#¾6µ

¸)�1&�Í0$-U��g���rµ Ë�µÌ�g�©�Z½)¿
C(T ) = C(T )

T =¼G¾
xTC(T )x > 0

Ä,Á�Ã�¸é¾xÁ�Ãr¾
x ∈ m F n �{���a�

C(T )
¼B»�¾�Ã�½�¼ß&�Í�Î+$Z�ð":�M":Í0$=$-DL�($-DL��Ï¶Ïk�X'=?<&ßD�Î+$��¶U��g�hÒgý<'��¶Î;�)���Gµ

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�|·0Á�Ã�¸�¾xÁ�Ãr¾x¼ »¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½
x(t)

9Á�½|¿c9ÂeÕ ¿uÄ�¸xÇ6»�Æ¶¿��ôÁ�¸xÈYÃ�Æ¶¼(Âr¼�	{¿u¸xÀý¿{¾xÀ²Á�½Âr¼ÊÆý¿ ÷GÁ�½9»å¾x¿�½�¾¡¼�

x(T ) = x∗ +M(T )

∫ T

0

M(t)−1B(t)u(t)dt,

Á�¦
x∗ = M(T )x0 +M(T )

∫ T

0

M(t)−1r(t)dt.

�mÀ
C(T )

¼6»å¾�À¶½�	�¼6¸x»¡À¶Å�Æ²¼�rÄ,Á�»¡Á�½9»
u(t) = B(t)

T
M(t)−1T

ψ
9¿
	�¼6÷

ψ ∈ m F n µg��Æ²Á�¸x»
x(T ) = x∗ +M(T )C(T )ψ,



Ë�C �
	"��� 0��±4B%¿¾��2�������±4��h#��)!$0ª#i0��¼P
¼�¾�À²ÆI»¡Ã>= ¾�Âr¼(Ä�¸x¼G½9Âr¸x¼

ψ = C(T )−1M(T )−1(x1 − x∗)
µF�ºB÷�À¶Ä�¸¡Á�Ð�Ã9¼GÈ ¼G½�¾a�»¡À

C(T )
½.Õ ¼B»�¾±Ä9¿�»¹À¶½�	�¼6¸x»¡À²Å9Æ²¼��¿uÆ¶Á�¸ »MÀ²ÆQ¼��rÀ¶»å¾¡¼

ψ ∈ m F n \{0} ¾¡¼6ÆÐ#Ã�¼
ψTC(T )ψ = 0

µv�Z½U¼G½|Ârº6ÂrÃ9À}¾ZÐ�Ã9¼
∫ T

0

‖B(t)
T
M(t)−1T

ψ‖2dt = 0,

ÂeÕ Á�¦
ψTM(t)−1B(t) = 0

Ä.µ Ä.µ9»¡Ã�¸
[0, T ]

µg��À¶½9»¡À;9ÄQÁ�Ã�¸3¾¡Á�Ãr¾�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼
u
�Á�½S¿

ψT

∫ T

0

M(t)−1B(t)u(t)dt = 0.

·=Á#»åÁ�½9»
ψ1 = M(T )−1T

ψ
¸�Á�½S¿c�Ä,Á�Ã�¸3¾xÁ�Ãr¾�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼

u


ψT(xu(T ) − x∗) = 0,

�{���a�
xu(T ) ∈ x∗ + ψ⊥ �¼�¾�ÂrÁ�½9÷
Æ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼Ê½.Õ ¼B»�¾�Ä9¿�»�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æý¿uÅ9Æ²¼�µ

¸)�1&�Í0$-U��g����µ Ë9µ Ëv���±¼�¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼�Ä,¼6Ãr¾S»¡¼�È Á�½�¾x¸¡¼6¸ Å,¼B¿uÃ9÷�Á�Ã�Ä�Ä�Æ²ÃQ»¹�C¿�÷�À¶Æ²¼6È ¼G½�¾U¼6½÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼±Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ´{Æ²¼�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ÔÃr¾xÀ²Æ¶À¶»¡º�Â�¿�½9»0Æ¶¿
Ä�¸¡¼6Ãc	�¼ÔºG¾x¿u½#¾MÁ�Ä�¾¡À¶È ¿�ÆrÄ,Á�Ã�¸0Ã9½ ÷�¼G¸¡¾x¿�À¶½÷�¸xÀ}¾xÇG¸x¼�µ
¸)�1&�Í0$-U��g� �rµ Ë�µ Òv�/�mÀ.Æ²¼ »��m»å¾¡Ç6È ¼Ê¼6»å¾�¿uÃ�¾¡Á�½9Á�È ¼�rÁ�½S¿

M(t) = etA r¼G¾�ÂrÁ�½9÷

C(T ) =

∫ T

0

e−sABBTe−sAT

ds.

ùZ¿�½9»Ê÷G¼ ÷G¿�»�
C(T1)

¼6»å¾ÊÀ¶½�	�¼6¸x»¡À²Å9Æ²¼ »åÀM¼�¾ »¡¼GÃ�Æ¶¼GÈ ¼G½#¾ »åÀ
C(T2)

¼B»�¾(À²½�	�¼G¸ »åÀ¶Å�Æ¶¼�@¼�¾(¼G½Ä9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À¶¼G¸ Æý¿�÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½pÂr¼ ÷GÁ�½�¾x¸xþ�Æý¿uÅ�À¶Æ²À²¾¡º�½�¼;ÂrºGÄ,¼6½9Â�Ä9¿�»YÂr¼
T ¥ ÷�¼;Ð#Ã�ÀP¼B»�¾©�C¿uÃ>�Â�¿u½9»�Æ²¼ ÷G¿�»ÔÀ¶½9»å¾x¿u¾¡À¶Á�½�½9¿�À²¸x¼a§�µ

��8 õ#�Q¢�|m¯p® ñ · ³ · ñ · Ó�ý?þ;'��¶��D�$�ý�þ�'�Ïk�®'=?<':ÎH@�&t�
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t)

ý0¹ÑÏk�1'�ÍLÒ�ÒXÏ �¶":Í?Î;�{ý?þ�'
A,B, r

'�ý�þ Î����ß"�ÏkÍ<'G'��
C∞ '=�K$

[0, T ]
��WMD¶ã5þg�T'G'�ý�þ;'hÒgÍ0$($-D4"��K$=Æ$��Zþr"L�

B0(t) = B(t), Bi+1(t) = A(t)Bi(t) −
dBi

dt
(t).

É��/º�� �¶Ï1�4���T'�Î3�
t ∈ [0, T ]

Î3��Ï�U��g�
� �4"�Î {Bi(t)v | v ∈ · ¸ n, i ∈ · ñ } =

· ¸ n,

Í�Ïký{$G'IÏ��/'=?<'�ÎA@�&��H�1':Î�":ý�þ Î+$-,�Ï�Í�Ð�Ïk�t�ZþÑÎ3�1&)Òy'
T
�

È��/º �E���hÒXÏÓ�f'oÏk�1'�Í:Ò�ÒXÏ �¶"LÍ?Î´�{ý?þ;'
A,B, r

'Zý?þgÎ$Í?þvÍ?ÏÓ?�Î;�¶U��g�1'�'=�K$
[0, T ] ½ Í?Ïký0$G'IÏ��/'=?<'GÆÎA@�&��H�='�Î�"Lý?þgÎ%$-,�ÏkÍ�ÐZÏk�t��þÑÎº��&)Òy'

T
'��5��Îc'Z���>Ïk��&t��þ ÎE'��

∀t ∈ [0, T ]
� �4"�Î {Bi(t)v | v ∈ · ¸ n, i ∈ · ñ } =

· ¸ n.
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�±¼�¾xÏ�ºGÁ�¸xÇGÈ ¼
»å¼ZÈ Á�½�¾x¸x¼Z¿�À¶»¡ºGÈ ¼G½#¾±¼6½V¾¡Ï�º6Á�¸xÀ²¼
ÂrÃ;÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼�Á�Ä�¾¡À¶È�¿uÆ´#Ä9¿u¸±ÆÖÕ ¿uÄ�Ä�Æ¶Àk�÷G¿{¾xÀ²Á�½UÂ�ÃUÄ9¸¡À¶½9÷�À¶Ä,¼(ÂrÃSÈ�¿��rÀ¶ÈYÃ�È ¥ 	�Á�À²¸�Ä�Æ¶Ã9»�Æ¶Á�À¶½ §Wµ¸)�1&�Í0$-U��g� �rµ Ë�µÌØg��ùZ¿�½9»3Æ¶¼(÷6¿�»�¿uÃ�¾¡Á�½9Á�È ¼�rÁ�½U¸x¼�¾x¸¡Á�Ãc	�¼
Æ¶¿ ÷GÁ�½9Â�À}¾xÀ²Á�½SÂr¼I�(¿�Æ²È�¿�½.µ

ì)_.®#¢{©��?©�® ñ · ³ · ¤ · Í�Á�½�¾x¸¡¼6¸�Ð#Ã�¼(Æ²¼ »��r»å¾¡Ç6È ¼
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)

9¿
	�¼6÷

A(t) =





t 1 0
0 t3 0
0 0 t2



 ,
¼G¾
B(t) =





0
1
1



 ,

¼6»å¾�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ¶¿�Å�Æ¶¼Z¼6½;¾x¼GÈ Ä9»�Ð#Ã�¼GÆý÷�Á�½9Ð#Ã�¼�µ
ì)_.®#¢{©��?©�® ñ · ³ · ñ · Í�Á�½�¾x¸¡¼6¸�Ð#Ã�¼(Æ²¼ »��r»å¾¡Ç6È ¼

{

ẋ(t) = −y(t) + u(t) cos t,

ẏ(t) = x(t) + u(t) sin t,

½.Õ ¼B»�¾�Ä9¿�»�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æý¿uÅ9Æ²¼�µ
ì)_.®#¢{©��?©�® ñ · ³ · ³ · �mÁ�À²¼6½�¾

m
¼�¾
n
Âr¼6» ¼G½�¾xÀ²¼6¸x» ½Q¿{¾¡Ã9¸¡¼GÆý» ½�Á�½)½mÃ�Æ¶»fM¼�¾V»åÁ�À²¼6½�¾

A ∈
Mn(

m F
)
¼�¾
B ∈ Mn,m(

m F
)
µ��Z½Y»åÃ�Ä9Ä,Á�»¡¼PÐ#Ã�¼¹Æ¶¼±»��m»å¾¡Ç6È ¼PÂr¼±÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼

ẋ(t) = Ax(t)+
Bu(t)

¼6»å¾¹÷GÁ�½�¾x¸xþ�Æý¿uÅ�Æ¶¼�µ?�mÁ�À}¾
f :

m F → m F)Ã9½�¼h�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½ Âr¼�÷GÆ¶¿�»¡»¡¼
C∞ ¸uÁ�½ Ä,Á�»¡¼�uÄQÁ�Ã�¸¾¡Á�Ã�¾

t ∈ m F�
A(t) = A+ f(t)I,Á�¦

I
¼B»�¾¹Æý¿
È�¿{¾x¸¡Àý÷�¼3ÀýÂr¼6½�¾¡À²¾¡º�ÂeÕ Á�¸ Âr¸x¼

n
µ�Í|Á�½�¾¡¸x¼G¸¹Ð#Ã�¼�Æ¶¼�»��r»�¾xÇGÈ ¼�Âr¼�÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼

ẋ(t) =
A(t)x(t) +Bu(t)

¼6»�¾�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ¶¿�Å�Æ²¼
¼6½;¾¡¼6È Ä9»�Ð#Ã�¼GÆý÷�Á�½9Ð#Ã�¼�µ
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Ö ×ÙØ�ÚÙÛvÜ¼Ý-Þ ò
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Q¹í�ì ¬*ô �Z�i��ðB��$ð ñEðÙ�&°±��õið� �1����°±ðB�¡��ð/ø ¯-�X®g�I¯~����øG��öZðB�
m Æh�C¿uÃ�¾ ¾xÁ�Ãr¾VÂeÕ ¿uÅ,Á�¸xÂ��ôÁ�¸¡È�¿�Æ²Àý»å¼6¸f±¤�ÆÖÕ ¿uÀýÂr¼SÂr¼

Acc(x0, t)
MÆ¶¿�½9Áu¾¡À¶Á�½wÂr¼U¾x¼GÈ Ä9»È À¶½�À¶È�¿uÆÖµv�±Á�½9»¡ÀýÂrºG¸xÁ�½9»3÷�Á�È È ¼ÊÄ9¸¡ºB÷�º6Â�¼GÈ È ¼G½�¾�Æ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼(Âr¼ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ÊÂ�¿u½Q»hm F n

ẋ(t) = A(t)x(t) + b(t)u(t) + r(t),

Á�¦�Æ¶¼6»±÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼6»
u
»åÁ�½�¾$¤I	{¿�Æ²¼6Ã�¸x»PÂ�¿u½9»PÃ�½ ÷�Á�È Ä9¿�÷W¾±ÂeÕ À¶½�¾xºG¸xÀ²¼6Ã�¸P½�Á�½�	mÀ¶Â�¼

Ω ⊂ m F m µ�mÁ�À¶¼G½#¾
x0
¼�¾
x1
Âr¼GÃ>� Ä,Á�À²½#¾x»�Âr¼¨m F n µg�mÃ�Ä�Ä,Á#»åÁ�½9»ÔÐ#Ã�¼ x1

»¡Á�À²¾�¿�÷6÷�¼6»x»¡À²Å�Æ¶¼
Âr¼6Ä�Ã�Àý»
x0
÷uÕ ¼6»å¾��3¤�� ÂrÀ²¸x¼3Ð�ÃIÕ À¶Æ�¼Z�rÀý»�¾x¼�¿uÃ È Á�À¶½9»0Ã�½9¼Ô¾x¸ ¿
��¼B÷W¾xÁ�À¶¸¡¼Ô¸x¼GÆ¶À¶¿�½�¾

x0
¤
x1
µu·0¿u¸xÈ Àm¾xÁ�Ãr¾x¼6»MÆ²¼B»¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼B»3¸x¼GÆ¶Àý¿u½�¾

x0
¤
x1
QÁ�½�¿uÀ¶È ¼G¸ ¿uÀ²¾�÷G¿�¸x¿�÷W¾¡º6¸¡Àý»å¼6¸�÷G¼GÆ¶Æ²¼B»�Ð�Ã9ÀIÆ¶¼I�ôÁ�½#¾Z¼G½S¾x¼GÈ Ä9»È À¶½�À¶È�¿uÆ

t∗ ¥ 	�Á�À¶¸Ôú9ü�Ã�¸x¼ÊË9µ²´
§Wµ

x1 = x(t∗)x0

ù$úÄû+ü Ë9µ²´ Ë
�mÀ
t∗
¼6»å¾UÆ²¼�¾x¼GÈ Ä9»;È À¶½�À²È�¿�Æ;�¿uÆ¶Á�¸ »VÄ,Á�Ã�¸ ¾xÁ�Ãr¾

t < t∗

x1 /∈ Acc(x0, t)

¥ ¼G½¼Z�@¼�¾Y»åÀ¶½�Á�½
x1
»¡¼G¸ ¿uÀ²¾(¿�÷6÷�¼6»x»¡À²Å�Æ¶¼t¤;ÄQ¿u¸¡¾¡À¶¸(Âr¼

x0
¼6½ Ã�½�¾x¼GÈ Ä9»(À²½>�ôº6¸¡À¶¼GÃ9¸I¤

t∗
§Wµ.·0¿�¸÷�Á�½Q»åºBÐ�Ã9¼G½�¾a

t∗ = inf{t > 0 | x1 ∈ Acc(x0, t)}.�±¼�¾¡¼GÈ Ä9»
t∗
¼6»å¾±Å�À²¼6½ ÂrºGú9½�À@÷G¿u¸a�ÂeÕ ¿uÄ9¸¡ÇB»¹Æ²¼�¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼
�rµ¶´�µ¶´�

Acc(x0, t)
	{¿�¸¡À¶¼�÷GÁ�½#¾¡Àk�½aª�È ¼G½#¾Z¿
	�¼6÷

t
QÂrÁ�½9÷ÊÆÖÕ ¼6½9»å¼6ÈYÅ�Æ¶¼ {t > 0 | x1 ∈ Acc(x0, t)}

¼B»�¾/�ô¼G¸xÈ º Â�¿�½9»Bm F µ�öP½Ä9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À¶¼G¸�÷�¼�¾¡¾¡¼(Å,Á�¸¡½�¼ÊÀ²½c�ôºG¸xÀ²¼6Ã�¸¡¼Ê¼B»�¾�¿{¾¡¾¡¼GÀ¶½�¾x¼�µAI¼�¾¡¼6È Ä9»
t = t∗

¼6»å¾±Æ²¼�Ä�¸x¼GÈ À¶¼G¸¹¾x¼GÈ Ä9»PÄ,Á�Ã�¸PÆ²¼BÐ#Ã�¼GÆ
Acc(x0, t)

÷�Á�½#¾¡À¶¼G½#¾
x1

¥ 	�Á�À²¸ú9ü�Ã�¸x¼(Ë�µÌ��§�µ
Ë��
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x0
x1

Acc(x0, t)

Acc(x0, t)

ùhúÄû+ü Ë�µÌ� Ë ûI¼6È ÄQ»3È À¶½�À²È�¿�Æ
ùéÕ ¿�Ãr¾¡¸x¼ÊÄ9¿�¸å¾arÁ�½S¿ ½9º6÷�¼B»¡»x¿uÀ¶¸¡¼6È ¼G½�¾

x1 ∈ ∂Acc(x0, t
∗) = A(x0, t

∗) \
o

Acc(x0, t
∗).

ö¹½|¼Z�@¼�¾aQ»¡À
x1
¿uÄ�Ä9¿�¸å¾x¼G½9¿�À}¾)¤ Æ?Õ À¶½�¾¡º6¸¡À¶¼GÃ9¸�Âr¼

Acc(x0, t
∗)
Q¿uÆ¶Á�¸ »3Ä,Á�Ã�¸

t < t∗
Ä�¸xÁr÷xÏ�¼Âr¼

t∗

x1
¿�Ä�Ä9¿u¸¡¾¡À¶¼G½QÂr¸x¿�À}¾ ¼6½9÷�Á�¸¡¼Å¤

Acc(x0, t)
÷6¿u¸

Acc(x0, t)
	{¿�¸¡À¶¼S÷�Á�½�¾xÀ²½fª�È ¼G½�¾¿a	�¼B÷

t
µ9Í�¿�À¶»�÷G¼6÷�ÀI÷�Á�½�¾x¸¡¼BÂrÀ}¾�Æ²¼o�C¿uÀ²¾�Ð�Ã9¼

t∗
»¡Á�À²¾�Æ²¼Ê¾¡¼6È ÄQ»�È À¶½�À¶È�¿uÆÖµö¹½SÄQ¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À²¼6¸3Á�½S¿ Ä�¸xÁ�Ãc	�º
Æ¶¼Ê¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼ÊÂ.Õ ¼��mÀý»å¾¡¼6½9÷�¼(»¡Ã�À�	{¿�½�¾6µ

��8 õ#�Q¢�|m¯p® ³ · ¤ · ¤ · º �oÏ��tÒcý��¶þ Î
x1

�1'�Î�Í�"G"L�1'G'��ÄÐ�Ïk�ø���ºÒr�>�T'
x0

Í�Ïký{$G'Å�¶Ï"�4���T':Î3�¨�>þv�Î+$�Í�á��4"�Îºý?�)$���Îº��&/Ò�'=ÆH&H�¶þ �)&tÍ?Ïk�X$��ZÏ@�{Í�þgÎ
x0

À
x1
�

¸)�1&�Í0$-U��g��Ë9µ²´�µ²´��"�Z½�Ä,¼GÃr¾Ê¿�Ã9»x»åÀ=»å¼éÄQÁ#»å¼6¸�Æ¶¼YÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼éÂeÕ ¿{¾å¾x¼GÀ¶½9Âr¸x¼YÃ�½�¼ ÷�À¶Å�Æ¶¼Y½�Á�½¸¡ºBÂrÃ�À²¾¡¼)¤(Ã�½�Ä,Á�À²½#¾6µ���À¶½9»¡À;#»¡Á�À²¾
(M1(t))06t6T

Ã�½�¼/�C¿uÈ À¶Æ²Æ¶¼�Âr¼Z»åÁ�Ã9»ª�7¼G½Q»å¼6ÈYÅ�Æ²¼B»¹÷�Á�È��Ä9¿�÷�¾x»ÔÂr¼"m F n 	{¿u¸xÀý¿u½�¾Ô÷�Á�½�¾¡À¶½aª9È ¼6½�¾3¼G½
t
µmûfÁ�Ãr¾3÷GÁ�È È ¼�Ä�¸xº6÷Gº6Âr¼6È È ¼6½�¾fmÁ�½¼	�Á�À²¾3Ð�Ã9¼»GÕ À¶ÆQ¼��rÀ¶»å¾¡¼ZÃ�½;÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼

u
¤�	u¿uÆ¶¼GÃ�¸ »PÂ�¿�½9»

Ω
��Á�À¶ü�½9¿�½�¾

x0
¤
M1(T )

m¿uÆ¶Á�¸ »¹À¶Æ,¼Z�rÀý»�¾x¼�Ã�½÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼Z¾¡¼6È Ä9»ª�7È À²½9À²È�¿uÆIÂrºGú9½�ÀI»¡Ã�¸
[0, t∗]

��Á�À²ü�½9¿u½#¾
x0

¤
M(t∗)

µ
�±¼6»3¸x¼GÈ�¿u¸ Ð#Ã�¼6»ÔÂrÁ�½�½�¼G½#¾�Ã�½�¼o	mÀý»¡À²Á�½ ü�ºGÁ�È ºG¾¡¸xÀ¶Ð#Ã�¼
Â�¼ÊÆ¶¿é½9Áu¾¡À¶Á�½UÂr¼
¾¡¼6È ÄQ»3È À²½�Àk�È ¿�Æ´r¼�¾�÷GÁ�½9ÂrÃ�Àý»¡¼G½�¾)¤ Æý¿ Ârº�ú9½9À}¾xÀ²Á�½S»¡Ã�À�	{¿�½�¾¡¼�µ

T;õ�V0�f�C�6�?�Q� ³ · ¤ · ¤ · A.¼ ÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
u
¼6»å¾(Â�À}¾¼�4��Î+$-D�&�Í�Ï±»åÃ�¸

[0, t]
»¡À0Æý¿ ¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼ ÂrÃ»��r»å¾¡Ç6È ¼ ¥ ´�µÌ��§Ô¿�»¡»¡Ár÷�À¶ºG¼o¤ u 	�ºG¸xÀ²ú9¼

x(t) ∈ ∂Acc(x0, t)
µ

ö¹½SÄ9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã9Æ²À¶¼G¸a#¾¡Á�Ãr¾�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼Z¾¡¼6È ÄQ»ª�7È À²½�À¶È�¿uÆe¼B»�¾�¼��#¾x¸xºGÈ�¿uÆÖµ>AI¿ ¸¡ºB÷�À¶Ä�¸¡ÁrÐ#Ã�¼Z¼B»�¾º�	mÀýÂr¼GÈ È ¼G½�¾$�C¿uÃ9»x»å¼Z÷6¿u¸±Æ?Õ ¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿�Æ²À²¾¡º�½�¼)�C¿uÀ²¾ÔÄ9¿�»PÆ¶¿YÂ�À@�@ºG¸x¼G½9÷G¼�¼6½�¾¡¸x¼�Æý¿ È À²½9À²È�¿uÆ¶À²¾¡º¼�¾�Æ¶¿ È ¿?�rÀ²È�¿uÆ¶À²¾¡º�µù
¿u½9»ÔÆ²¼ZÄ9¿�¸x¿�ü�¸x¿uÄ�Ï9¼�»åÃ�À�	{¿�½�¾ÔÁ�½;ÂrÁ�½�½�¼ZÃ�½�¼Ê÷G¿u¸ ¿�÷�¾¡º6¸¡Àý»¡¿{¾¡À¶Á�½VÂr¼Ê÷�¼�¾¡¾¡¼
Ä�¸¡Á�Ä�¸xÀ²ºG¾¡º�µ
Q¹í43 Ù ���Eñ~�����Z��� �Eï�$ðB�&�&�©��°1ðòñøSª�I¯~����øG�©öZ�:��ïúùã¯~°±�Z�Õ+�Z¯�ð

ñEó øG� ô ��ø óEø ñE���E�¡öZðû$���eöZ���~ïB���Z°1ð
A.¼�¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼�»åÃ�À�	{¿�½�¾±ÂrÁ�½�½�¼�Ã�½�¼Z÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ¶Á�½�½�º6÷G¼6»x»¡¿�À²¸x¼3¼G¾Ô»åÃ>=V»x¿u½#¾¡¼�Ä,Á�Ã�¸±Ð�ÃIÕ Ã�½÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼Ê»¡Á�À²¾�¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿uÆÖµ
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��8 õm�Q¢�|m¯p® ³ · ñ · ¤ · Ó�ý?þ;'��¶��D�$�ý�þ�'�Ïk�®'=?<':ÎH@�&t�M���M"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�©Ï@� þrDLÍ?�)$��

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), x(0) = x0,

ý0¹.Ïk����ý{&tÍ?�¶þv�ß����":ý�þgÎ%$�Í��¶þ Îº�1'
Ω ⊂ · ¸ m '=�K$IÏk��":ý�þ Î+$-,?Ïk�t�1':Î�"Lý0&)ÒcÍ�"ZÎ3�tºXý?� Î

T > 0
�Ê&�("Lý?þgÎ%$-,�Ïk�

u
�1'�Î$�-��Î%$-D1&�Í�Ïr'=�K$

[0, T ]
'�� ��ÎE'��1�>Ï��1&���þgÎt';� �¶Ï1�-���T'�Îº�®�>þv��'�ý�ÏÓ�>Î´�{ý�þÑþvý�þÎ+$��)�a�{Í�Ïk�

p(t)
���©Ï8� DGU1�gÍ?Î;�{ý?þ

ṗ(t) = −p(t)A(t)
Îº��Ï¶Ïk�MU��g�

p(t)B(t)u(t) = max
v∈Ω

p(t)B(t)v ¥ Ë9µ²´
§
Òcý0�K$¹Òr$��='�U��g�OÎ3ý0�>Î

t ∈ [0, T ]
��Ê&�2���4"�Î3�1�K$ÑÏ@� ÿ�þX�

p(t) ∈ · ¸ n �1':Î¼ÍLÒ�Òc��ÏFD����4"�Îº���K$Í��Há�ý?�¶þ Îº�
¸)�1&�Í0$-U��g��Ë�µÌ�rµ¶´��©AI¿ ÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½ À²½9À}¾xÀ¶¿�Æ²¼

p(0)
Ârº6Ä,¼G½9Âw¼6½}�C¿uÀ²¾ ÂrÃ Ä,Á�À¶½�¾Vú9½9¿uÆ

x1
÷�Á�È È ¼�Á�½�Æ²¼Ñ	�Á�À}¾;Â9¿u½9» Æ¶¿pÂ�ºGÈ Á�½9»å¾¡¸ ¿{¾xÀ²Á�½.µh�±Á�È È ¼�¼GÆ¶Æ¶¼�½.Õ ¼6»å¾;Ä9¿�»;ÂrÀ²¸x¼6÷�¾¡¼6È ¼6½�¾÷�Á�½9½#Ã�¼�mÆ?Õ Ã9»x¿uü�¼
Âr¼Ê÷�¼
¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼
»¡¼G¸ ¿ Ä9Æ²Ãr¾xþu¾�À¶½9ÂrÀ¶¸¡¼B÷W¾f�÷�Á�È È ¼
Á�½ Æ¶¼¨	�¼G¸x¸ ¿YÂ�¿u½Q»ÔÆ²¼B»¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼6»6µ

¸)�1&�Í0$-U��g� Ë9µ ��µ � ��ù
¿u½9»�Æ²¼Y÷G¿�»�È Á�½�Á��Ö¼6½�¾x¸¡º6¼ ¥ ÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼(»x÷G¿�Æ¶¿�À²¸x¼a§Zr¼�¾Z»åÀfÂr¼ Ä�Æ²Ã9» Ω =
[−a, a] Á�¦ a > 0

0Æý¿�÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½)Âr¼UÈ�¿��rÀ¶È À¶»x¿{¾xÀ²Á�½pÀ²È Ä�Æ¶ÀýÐ#Ã�¼UÀ²È È º6ÂrÀý¿{¾x¼GÈ ¼G½#¾�Ð#Ã�¼
u(t) = a

»åÀ¶ü�½9¼
(p(t)B(t))

µ�AI¿E�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½
ϕ(t) = p(t)B(t)

¼6»å¾é¿uÄ�Ä,¼6Æ²º6¼®.Zý�þ�"�Î´�{ý�þ¢���"Lý{&(&M�>ÎºÍ?Î;�{ý?þ1@¼�¾
Ã9½�¾x¼GÈ Ä9»
tc
¿�Ã9Ð#Ã�¼GÆ=Æ¶¼ ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼Y¼��#¾x¸¡º6È�¿uÆ

u(t)
÷xÏ9¿�½�ü�¼ Âr¼ »¡À¶ü�½�¼¼6»å¾Ô¿uÄ�Ä,¼6Æ²º�Ã�½.Î3�1&)Òy'����®"Lý{&(&M�>ÎºÍ?Î;�{ý?þ=µ>�ZÕ ¼6»å¾±¼G½VÄ9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ¶À²¼6¸PÃ�½¹�Gº6¸¡ÁYÂr¼�Æý¿o�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½

ϕ
µ

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�¨�Z½)¿Ñ	mÃwÐ#Ã�¼
AccΩ(x0, T ) = Acc Ë�Ì-ÍGÎ (Ω)(x0, T )

0¼G¾ Ä9¿u¸�÷�Á�½9»¡ºZ�Ð�Ã9¼G½�¾3Á�½VÄ,¼GÃr¾�»åÃ9Ä�Ä,Á�»¡¼G¸ÔÐ�Ã9¼
Ω
¼B»�¾3÷�Á�½�	�¼��m¼�µ��mÀ

u
¼B»�¾Ô¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿�Æ,»åÃ�¸

[0, T ]
m»åÁ�À}¾

x
Æý¿¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼
¿�»x»åÁr÷GÀ²º6¼"¤

u
µg�Z½;¿

x(T ) ∈ ∂Acc(x0, T )
µm·0¿�¸3÷�Á�½�	�¼��mÀ²¾xºZÂ�¼

Acc(x0, T )
À²Æ¹¼Z�rÀý»�¾x¼ Â.Õ ¿�Ä�¸¡ÇB»
Æ¶¼ ¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼ ÂrÃ�÷�Á�½�	�¼Z�r¼ ¥ 	�Á�À¶¸ÊÄ9¿�¸Ê¼Z�r¼6È Ä�Æ¶¼-»¶´f[
½Ä§
Ã�½ Ï��#Ä,¼6¸¡Ä�Æý¿u½»åº6Ä9¿u¸ ¿u½#¾V¿�Ã�»¡¼G½9»VÆý¿u¸xü�¼

x(T )
¼�¾
Acc(x0, T )

µ$�rÁ�À²¾
pT
Ã�½(	�¼6÷�¾¡¼6Ã�¸V½9Á�¸xÈ ¿�Æ)¤�÷G¼�¾Ï��mÄ,¼G¸xÄ�Æý¿u½ ¥ 	�Á�À¶¸3ú9ü�Ã9¸¡¼(Ë�µ Ë�§�µ

y1

x(T )Acc(x0, T )

pT

ù$úÄû+ü Ë9µ Ë Ë
ùéÕ ¿�Ä�¸xÇ6»3Æ²¼Ê¾¡Ï9ºGÁ�¸xÇGÈ ¼(ÂrÃ|÷�Á�½�	�¼Z�r¼�

∀y1 ∈ Acc(x0, T ) pT (y1 − x(T )) 6 0. ¥ Ë�µÌ��§
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·0¿�¸IÂrºGú9½�À²¾¡À¶Á�½YÂr¼

Acc(x0, T )
6À²Æ�¼Z�rÀý»�¾x¼MÃ9½ ÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼

u1
¾x¼GÆ#Ð#Ã�¼¹Æ¶¿3¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼M¿�»¡»¡Ár÷GÀ²º6¼

y(t)
	�ºG¸xÀ}ú9¼

y1 = y(T )
µgAPÕ À¶½�ºGü#¿uÆ¶À}¾xº ¥ Ë�µÌ��§3»å¼Ê¸xºGºB÷�¸xÀ}¾

pTx(T ) > pT y(T ).

ùYÕ Á�¦
∫ T

0

pTM(T )M(s)−1(B(s)u(s)+r(s))ds >

∫ T

0

pTM(T )M(s)−1(B(s)u1(s)+r(s))ds.

��Ä�Ä,¼6Æ²Á�½9»
p(t)

Æý¿U»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½�»¡Ã�¸
[0, T ]

Âr¼
ṗ = −pA @¾¡¼6Æ²Æ¶¼�Ð�Ã9¼ p(T ) = pT

µi��Æ¶Á�¸x»ZÀ¶Æ¼6»å¾�÷GÆ¶¿�À²¸�Ð#Ã�¼
p(t) = p(0)M(t)−1 ¼�¾ pT = p(T ) = p(0)M(T )−1 µcm ÆI»GÕ ¼G½9»¡Ã�À²¾�Ð#Ã�¼
∀s ∈ [0, T ] pTM(T )M(s)−1 = p(0)M(s)−1 = p(s),

¼�¾�ÂrÁ�½Q÷ÊÐ#Ã�¼
∫ T

0

p(s)B(s)u1(s)ds 6

∫ T

0

p(s)B(s)u(s)ds ¥ Ë�µ Ë�§
�mÀ ¥ Ë9µ²´
§±½.Õ ¼6»å¾�Ä9¿�»h	m¸x¿�À²¼Ê¿�Æ²Á�¸x»

p(t)B(t)u(t) < max
v∈Ω

p(t)B(t)v.

»åÃ�¸(Ã�½�»¡Á�Ã9»��Ö¼6½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼ Âr¼
[0, T ]

Âr¼ È ¼6»¡Ã�¸x¼ Ä,Á#»åÀ²¾¡À�	�¼�µ��mÁ�À²¾ ¿uÆ¶Á�¸ »
u1(·)

»åÃ�¸
[0, T ]

¤	{¿uÆ¶¼GÃ9¸x»3Â�¿�½9»
Ω
¾x¼GÆIÐ#Ã�¼

p(t)B(t)u1(t) = max
v∈Ω

p(t)B(t)v.

ö¹½ ¿uÄ�Ä�Æ¶ÀýÐ#Ã9¿u½�¾0Ã9½éÆ¶¼GÈ È ¼3Âr¼�»åº6Æ²¼B÷W¾xÀ²Á�½YÈ ¼6»¡Ã�¸ ¿uÅ�Æ¶¼ÔÂr¼±¾xÏ�ºGÁ�¸¡À¶¼ÔÂ�¼ÔÆý¿�È ¼B»åÃ�¸x¼�DÁ�½YÄ,¼6Ãr¾È Á�½�¾x¸¡¼6¸ZÐ#Ã�¼YÆ?Õ ¿uÄ9Ä�Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½
u1(·)

Ä,¼GÃr¾¨µ�¾x¸x¼Y÷ Ï�Á�Àý»¡À²¼ È ¼B»åÃ�¸ ¿uÅ9Æ²¼Y»¡Ã�¸
[0, T ] ¥ 	�Á�À²¸H» Ò��>A.¼GÈSµQ�?�©�Ë��`Ä.µ.´aC�´�½¶§�µ�±Á�È È ¼

u1
¼6»å¾¹¤O	u¿uÆ¶¼GÃ�¸ » Â�¿�½9»

Ω
¹ÆÖÕ À¶½�º6ü�¿uÆ¶À²¾¡º ¥ Ë9µ Ë�§é¼6»å¾¹	m¸x¿�À²¼�M¿�Æ²Á�¸x» Ð#Ã�¼|Ä9¿u¸¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ9¸x»ZÆ¶¿;Â�º�ú9½�À²¾¡À¶Á�½ Âr¼

u1
÷�Á�½9ÂrÃ�À²¾ÊÀ²È È º6ÂrÀý¿{¾x¼GÈ ¼G½#¾I¤ ÆÖÕ À²½�º6ü�¿uÆ¶À²¾¡º »å¾¡¸xÀ¶÷�¾¡¼éÀ¶½�	�¼6¸x»¡¼�ÂeÕ Á�¦UÆý¿ ÷�Á�½#¾¡¸ ¿�ÂrÀý÷W¾xÀ²Á�½.µr·0¿u¸�÷�Á�½Q»åº6Ð#Ã�¼6½�¾ ¥ Ë�µ¶´a§±¼6»å¾/	#¸ ¿uÀ¶¼�µF�ºB÷�À¶Ä�¸¡Á�Ð�Ã9¼GÈ ¼G½�¾a{»¡Ã�Ä�Ä,Á�»¡Á�½Q»=Ð#Ã.Õ À²Ær¼Z�rÀý»�¾x¼ÔÃ�½�	�¼6÷�¾¡¼GÃ9¸M¿�Â
��Á�À²½#¾=¾x¼GÆ�Ð#Ã�¼3Æ²¼�÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼

u
	�ºG¸xÀ}ú9¼ ¥ Ë9µ²´
§Wµ�r�Áu¾xÁ�½9» x(·) Æ¶¿�¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼U¿�»x»åÁ�÷�À¶ºG¼~¤

u
µ5�Z½ 	�Á�À}¾��C¿�÷�À¶Æ²¼6È ¼6½�¾�¼G½¸¡¼6È Á�½�¾ ¿u½�¾�Æ¶¼Ê¸ ¿uÀý»¡Á�½�½�¼6È ¼G½�¾�Ä�¸xº6÷�ºBÂr¼G½#¾�Ð#Ã�¼

∀y1 ∈ Acc(x0, T ) p(T )(y1 − x(T )) 6 0. ¥ Ë�µ Ò�§
F�¿uÀý»åÁ�½�½�Á�½9»=¿uÆ¶Á�¸ »fÄ9¿u¸0ÆÖÕ ¿�Å9»åÃ�¸ Âr¼�B¼G¾¹»åÃ�Ä9Ä,Á�»¡Á�½9»=Ð#Ã�¼

x(T ) ∈ m ½�¾
Acc(x0, T )

µ?��Æ¶Á�¸ »fÀ¶Æ¼Z�rÀý»�¾x¼G¸ ¿uÀ²¾±Ã9½;Ä,Á�À¶½�¾
y1
Âr¼
Acc(x0, T )

Ð#Ã�À.»å¼6¸x¿�À}¾3»¡Ã�¸3Æ¶¿ Âr¼GÈ Àk�7Âr¸xÁ�À²¾x¼
ÂeÕ Á�¸xÀ²ü�À²½�¼
x(T )¼�¾éÂ�¼ ÂrÀ¶¸¡¼B÷W¾¡À¶Á�½

p(T ) ¥ 	�Á�À²¸ ú9ü�Ã�¸x¼VË�µ Ò�§WµfÍ�¿uÀý» ¿�Æ²Á�¸x» p(T )(y1 − x(T )) > 0
f÷G¼ Ð#Ã�À÷�Á�½#¾¡¸x¼6ÂrÀ¶¸ ¿uÀ²¾ ¥ Ë9µ Ò�§Wµ�ùZÁ�½Q÷ x(T ) ∈ ∂Acc(x0, T )

�¼�¾
u
¼B»�¾�¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿uÆÖµ

¸)�1&�Í0$-U��g�éË�µÌ�rµ Ë �/�mÀ
u
¼6»å¾3¼��m¾¡¸xºGÈ�¿uÆe»¡Ã�¸

[0, T ]
¿�Æ²Á�¸x»

u
¼6»å¾�¿uÃQ»¡»¡À@¼Z�m¾x¸¡º6È ¿�Æe»åÃ9¸

[0, t]Ä,Á�Ã�¸P¾¡Á�Ã�¾
t ∈ [0, T ]

�¼�¾3Âr¼�Ä�Æ¶Ã9»
p(t)

¼B»�¾±Ã�½¼	�¼6÷W¾x¼GÃ�¸±½�Á�¸xÈ�¿uÆ9¼Z�m¾xºG¸xÀ²¼6Ã�¸+¤
Acc(x0, t)

µ�±¼GÆý¿ Ârº6÷�Á�Ã�Æ¶¼¨�C¿�÷�À¶Æ¶¼GÈ ¼G½#¾�Âr¼ÊÆý¿ Ä�¸x¼GÃc	�¼Ê¼G¾�Â�¼ÊÆý¿ Ä�¸xÁ�Ä�¸xÀ¶º�¾¡º ¥ Ë�µ¶´a§�µ
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p(T )

y1

x(T )

ù$úÄû+ü Ë9µ Ò Ë
¸)�1&�Í0$-U��g��Ë9µ ��µ ÒX�(·¹Ã�Àý»¡Ð#Ã�¼|¾¡Á�Ãr¾ ÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼U¾x¼GÈ Ä9»ª�7È À²½9À²È�¿uÆ�¼6»å¾V¼Z�m¾x¸¡º6È ¿�Æ;¹Æ²¼S¾xÏ�ºGÁ��¸¡Ç6È ¼�Ä9¸¡ºB÷�º6Â�¼G½�¾amÐ�Ã9ÀQ¼B»�¾ÔÆ¶¼�Ä�¸xÀ¶½9÷�À¶Ä,¼ZÂrÃ È�¿��rÀ¶ÈYÃ�È Â�¿�½9»PÆ¶¼Z÷6¿�»PÆ²À¶½�ºB¿uÀ¶¸¡¼�#ÂrÁ�½�½�¼ZÃ�½�¼"Lý?þ����¶Î´�{ý�þOþ�DG"L�1'G'�Í��)$��éÂeÕ Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶À}¾xº�µ
¸)�1&�Í0$-U��g�VË�µÌ�rµÌØg�"�mÀ

u
¼B»�¾
Ã9½�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼ ¾¡¼GÈ Ä9»��7È À¶½�À¶È�¿uÆ ��Á�À²ü�½9¿u½#¾Z¼6½�¾¡¼GÈ Ä9»

T
Ã�½�¼÷�À¶Å�Æ²¼

M1
MÁ�¦

M1 ⊂ m F n ¼B»�¾V÷�Á�½�	�¼Z�r¼�0¿uÆ¶Á�¸ »YÁ�½)ÄQ¼6Ãr¾VÂr¼UÄ9Æ²Ã9»�÷ Ï�Á�Àý»åÀ¶¸ Æ¶¼E	�¼B÷W¾¡¼6Ã�¸¿�Â
��Á�À²½#¾MÄ,Á�Ã�¸¹Ð�Ã9¼ÔÆ¶¼h	�¼6÷�¾¡¼6Ã�¸
p(T )

»¡Á�À²¾0Ã9½�À}¾ ¿uÀ¶¸¡¼3¼�¾¹½�Á�¸xÈ�¿uÆ>¤ZÃ�½ Ï��mÄ,¼G¸xÄ�Æ¶¿�½ »åº6Ä9¿u¸ ¿u½#¾
¥ ¿uÃ�»å¼6½9» Æý¿u¸xü�¼
§ Acc(x0, T )

¼G¾
M1
µ$�ZÕ ¼6»å¾�Ã�½9¼|÷GÁ�½9Â�À}¾xÀ²Á�½ ÂrÀ²¾¡¼�Âr¼�Î+$�Í?þ;'=���1$G'�Í�Ï@�¶ÎAD�Á�År¾x¼G½#Ã9¼¨�C¿�÷�À¶Æ²¼6È ¼6½�¾�Â�¿�½9»3Æý¿ Ä�¸¡¼6Ãc	�¼ÊÄ�¸xº6÷�ºBÂr¼G½#¾¡¼�µ

�±Á�È È ¼Ê¼��r¼GÈ Ä�Æ¶¼
¾¡Ï9ºGÁ�¸xÀýÐ�Ã9¼ÊÂeÕ ¿uÄ�Ä9Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½irÈ Á�½�¾¡¸xÁ�½Q»ÔÆ¶¼Ê¸xº6»¡Ã�Æ²¾x¿{¾�»¡Ã�À�	{¿u½#¾6µ
]Ê¢D�Q P�Q�B�ô�B�C�,� ³ · ñ · ñ · Ó ý?þ;'��¶��D�$�ý�þ�'O��Í?þ;'N· ¸ n Ïk�9'=?<'�ÎA@�&��)Ï �¶þrDLÍ?�)$���Í0�>Î3ý�þXý0&��

ẋ(t) =
Ax(t) + Bu(t) ½ Í{���4"

B ∈ · ¸ n ��Î |u(t)| 6 1 ½ ��Î�ý0¹¿ÏkÍÅÒgÍ��)$��
(A,B)

�0D1$�� ã$��ÏkÍ"Lý?þ����¶Î´�{ý�þ����OàtÍ�Ï &tÍ?þv�
É��/º �/Î3ý0�>Î3�#��Í�Ïk���K$IÒ�$�ýLÒr$��V���

A
�='�Î�$8D:��Ï¶Ïk� ½ Í�Ïký{$G'¼Îºý{�>Î�":ý�þ Î+$-,?Ïk�-�4��Î+$-D�&�Í�Ï$ÍOÍ{�ÒvÏÓ�f'

n− 1
"Lý{&(&M�>ÎºÍ?Î;�{ý?þ;'�'G�K$�· ¸ + �È��/º � Î3ý0�>Î3�®��Í�Ï��1�K$BÒ�$�ýLÒr$��ß���

A
Í#�>þv�BÒcÍ0$�Î´�{���)&tÍfÿ?�¶þXÍ��)$��tþvý?þ�þ��>Ï¶Ï�� ½ Í?Ïký0$G'©Î3ý0�>Î"Lý?þgÎ%$-,�Ïk���4��Î+$-D�&tÍ?Ï&ÍB�>þ.þXý0&�Ð1$��©�¶þ�ã þ �E���M"Lý{&(&M�>ÎºÍ?Î;�{ý?þ;'�'G�K$�· ¸ + �

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�3ùéÕ ¿uÄ�¸xÇ6»IÆ²¼¹¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼±�rµÌ�rµ J�GÆ¶¼±»��r»å¾¡Ç6È ¼PÄ,¼GÃr¾0»6Õ ºB÷�¸xÀ²¸x¼¹»¡Á�ÃQ»y�ôÁ�¸xÈ ¼PÂr¼�±¸xÃ�½�Á�	r»��mÀ´u¼�¾±À¶ÆQ¼6»å¾±¿�Æ¶Á�¸ »0ºBÐ�Ã9Àk	u¿uÆ¶¼G½�¾+¤ Ã�½�¼�º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½VÂrÀ@�@ºG¸x¼G½#¾¡À¶¼GÆ¶Æ²¼Z»x÷G¿�Æ¶¿�À²¸x¼�Â.Õ Á�¸xÂr¸x¼
n
Âr¼ÊÆý¿H�ôÁ�¸xÈ ¼

x(n) + a1x
(n−1) + · · · + anx = u, |u| 6 1.ù�¼(Ä�Æ¶Ã9»fm¾xÁ�Ãr¾�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
¼Z�m¾x¸¡º6È ¿�Æ@¼B»�¾�Âr¼ÊÆý¿H�ôÁ�¸xÈ ¼

u(t) =
»¡À¶ü�½�¼

λ(t)
�Á�¦

λ(t)
¼B»�¾�Æ¶¿Âr¼G¸x½�À¶ÇG¸x¼Ê÷�ÁrÁ�¸ ÂrÁ�½�½9ºG¼
ÂrÃ-	�¼B÷W¾¡¼6Ã�¸�¿�Â���Á�À¶½�¾f9Ð#Ã�Ài	�ºG¸xÀ²ú9¼ÊÆ?Õ º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½SÂrÀ@�@ºG¸x¼G½#¾¡À¶¼GÆ¶Æ²¼

λ(n) − a1λ
(n−1) + · · · + (−1)nanλ = 0.

ö¹½S¼Z�@¼�¾�Æ²¼I	�¼6÷W¾x¼GÃ�¸�¿�Â
��Á�À¶½#¾B	�º6¸¡À²ú9¼
p′(t) = −p(t)A(t)

µ
´�µ/�mÀe¾¡Á�Ãr¾¡¼I	{¿�Æ²¼6Ã�¸3Ä9¸¡Á�Ä�¸¡¼ÊÂ�¼

A
¼6»å¾�¸xºG¼6Æ²Æ¶¼��¿�Æ²Á�¸x»

λ(t)
»GÕ º6÷G¸¡À²¾�»åÁ�Ã9»3Æ¶¿H�ôÁ�¸¡È ¼

λ(t) =
r
∑

j=1

Pj(t)e
λjt,

Á�¦
Pj
¼B»�¾¹Ã�½ Ä,Á�Æ��m½�þ�È ¼�Âr¼�Âr¼Gü�¸¡º3À²½>�ôº6¸¡À¶¼GÃ9¸MÁ�Ã º6ü�¿�Æ>¤

nj −1
u¼�¾¹Á�¦

λ1, . . . , λr
»åÁ�½�¾ Æ¶¼6»

r
	u¿uÆ¶¼GÃ�¸ »YÄ�¸xÁ�Ä�¸x¼6»éÂrÀý»�¾xÀ²½Q÷W¾¡¼B» Âr¼ −A MÂr¼UÈYÃ�Æ²¾¡À¶Ä�Æ¶À¶÷GÀ}¾xº6» ¸¡¼B»åÄ,¼B÷W¾¡À�	�¼6»

n1, . . . , nr
µ�r�Á�¾¡Á�½Q»±Ð#Ã�¼

n = n1 + · · ·+nr
µg�Z½VÈ Á�½�¾x¸¡¼
¿uÆ¶Á�¸ »��C¿�÷GÀ²Æ¶¼GÈ ¼G½#¾fmÄ9¿u¸¸¡ºB÷�Ã�¸x¸¡¼6½9÷�¼�rÐ�Ã9¼

λ(t)
¿�ÂrÈ ¼�¾�¿uÃUÄ�Æ¶Ã9»

n− 1
�6ºG¸xÁ�»6µ



Ò�Ò �
	"��� 0��±4B%öIK�O�1%+,V�+*;÷4���"�10ª,.�"#i0��¼P
��µ/�mÀ�¾¡Á�Ãr¾¡¼5	u¿uÆ¶¼GÃ�¸fÄ�¸¡Á�Ä�¸¡¼PÂr¼

A
¿�Ã�½�¼±Ä9¿�¸å¾xÀ²¼PÀ²È�¿�ü�À¶½9¿uÀ¶¸¡¼¹½�Á�½ ½#Ã9Æ²Æ¶¼�D¿�Æ²Á�¸x»fG÷GÁ�È È ¼Ä�¸¡ºB÷�ºBÂr¼GÈ È ¼G½�¾a�Á�½UÄ,¼6Ãr¾�º6÷G¸¡À¶¸x¼

λ(t) =
r
∑

j=1

(Pj(t) cosβjt+Qj(t) sinβjt)e
αjt,

Á�¦
λj = αj + iβj

�¼�¾
Pj , Qj

»¡Á�½�¾±Â�¼6»¹Ä,Á�Æk�m½�þ�È ¼6»M¸xºG¼6Æ¶»¹½�Á�½�½mÃ�Æ¶»6µ�ö¹½VÈ ¼�¾¡¾x¿u½#¾¼G½��C¿�÷�¾¡¼6Ã�¸ Ã�½p¾x¼G¸xÈ ¼
tkeαit

Âr¼;Ä�Æ¶Ã9» Ï9¿uÃr¾�Âr¼Gü�¸¡º ¥ �{� �a�@Â�Á�È À²½Q¿u½�¾�§�0Á�½�	�Á�À²¾�C¿�÷�À¶Æ¶¼GÈ ¼G½#¾�Ð�Ã9¼
λ(t)

¿ Ã�½U½9Á�ÈYÅ�¸x¼ÊÀ²½rúQ½�ÀIÂr¼I�Gº6¸¡Á#»Gµ

Q¹í8Q ¬*ô ð/ø ¯-öZðB�
Ø�°+Ø�° ï å ì�ÜPÝcN�íIê#á«Û¹â�Ýrã¡äçæ0àåá%â(Û5P�Þ�à�á`â�Þ�ÛE´
à�ífäÿá`è�á«à�ýôÛPê�Qeãåàåà�æfÝrá&P�Þ

N�æ0Þ9äçÛPÜ�ã-þhP�á«àåã¡Ü�î.æMã�Þ�á
��Ä�Ä�Æ²ÀýÐ#Ã�Á�½9»IÆý¿�¾¡Ï�º6Á�¸xÀ²¼PÄ�¸xº6÷Gº6Âr¼G½#¾¡¼+¤�ÆÖÕ ¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼±Âr¼±Æ?Õ Á#»¡÷�À¶Æ¶Æ¶¿u¾¡¼6Ã�¸IÏ9¿u¸xÈ Á�½�ÀýÐ#Ã�¼¹Ä�¸xºZ�»å¼6½�¾¡º�¼6½VÀ²½#¾¡¸xÁrÂrÃ9÷�¾¡À¶Á�½i�Ä,Á�Ã9¸

k2 = 0
�¼G¾±¸xºGÄ,Á�½QÂrÁ�½9»P¿uÃc� Âr¼6Ã>��Ð#Ã�¼B»�¾xÀ²Á�½9»P»¡Ã�À�	{¿�½�¾¡¼B»/�

´�µ3·=Á�Ã�¸ ¾¡Á�Ãr¾¡¼|÷�Á�½9Â�À}¾xÀ²Á�½vÀ¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼
x(0) = x0, ẋ(0) = y0

0¼Z�rÀý»å¾¡¼Z�Ö¾��7À¶ÆÔÃ�½9¼~�ôÁ�¸ ÷�¼¼Z�m¾¡º6¸¡À¶¼GÃ�¸x¼YÏ�Á�¸xÀk�6Á�½#¾x¿uÆ¶¼ ¥ Ã9½�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
§� 	�ºG¸xÀ²úQ¿u½#¾ZÆ¶¿;÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼�,Ð#Ã�À=Ä,¼6¸¡È ¼�¾¡¾¡¼ÂeÕ ¿uÈ ¼G½�¼6¸±Æý¿ È�¿�»¡»¡¼�Ä,Á�½9÷�¾¡Ã�¼6Æ²Æ¶¼¨¤é»¡¿YÄ,Á�»¡À}¾xÀ²Á�½ ÂeÕ ºBÐ#Ã�À²Æ¶À¶Å�¸¡¼
x(T ) = 0, ẋ(T ) = 0¼G½SÃ�½;¾x¼GÈ Ä9»3ú9½9À

T
u

��µ/�mÀmÆ¶¿�Ä�¸x¼GÈ À¶ÇG¸x¼±÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½Y¼6»å¾=¸x¼GÈ Ä�Æ¶À²¼�BÄ,¼GÃ�¾��7Á�½éÂr¼±Ä�Æ¶Ã9»0Ârº�¾x¼G¸xÈ À²½�¼6¸0÷�¼G¾å¾¡¼+�ôÁ�¸ ÷�¼Âr¼(È ¿�½�À¶ÇG¸x¼o¤ È À¶½�À²È Àý»å¼6¸�Æ¶¼
¾x¼GÈ Ä9» u
ö¹½rú9½i�÷G¼6»ÔÂ�¼GÃ>�VÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼B»P¸xº6»¡Á�Æ¶Ã9»f�½�Á�Ã9»±¸x¼GÄ�¸xº6»¡¼G½�¾x¼G¸xÁ�½9»±Â�¿u½9»ÔÆ²¼
Ä�Æý¿u½;Âr¼
Ä�Ï9¿�»å¼ZÆý¿¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼
Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼ÊÁ�År¾x¼G½mÃ�¼�µ

ò �,�e�G¢{¬Q?�ró0�CC�C�6õS§=¨ �f`.�6�f|m¯p®
A.¼ »��r»å¾¡Ç6È ¼(»6Õ º6÷�¸xÀ²¾

{

Ẋ = AX +Bu
X(0) = X0

¿
	�¼6÷
A =

(

0 1
−1 0

)

, B =

(

0
1

)

.

�Z½ ¿~�C¿�÷GÀ²Æ¶¼GÈ ¼6½�¾ ¸xü
(B,AB) = 2

¸.Ä9¿�¸ ¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ�¸ »ÊÆ²¼B»o	u¿uÆ¶¼GÃ�¸ »
Ä�¸xÁ�Ä9¸¡¼B»ÊÂr¼
A
»åÁ�½�¾YÂr¼Ä9¿u¸¡¾¡À¶¼
¸¡º6¼GÆ¶Æ²¼
½mÃ�Æ¶Æ²¼�µ�ùZÁ�½9÷��ÂeÕ ¿�Ä�¸xÇ6»ÔÆ²¼
¾¡Ï9ºGÁ�¸xÇGÈ ¼(�rµÌ�rµ Ò #Æ²¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼
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ẋ = y,
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Á�½;º�¾x¿�À²¾�»¡Ã�¸

Γ+
�¿uÆ¶Á�¸ »±Ä9¿u¸¡¾x¿�½�¾�Âr¼(÷�¼ÊÄ,Á�À¶½�¾�Á�½U»åÃ9À}¾Ã�½�¿�¸x÷ Â�¼é÷�¼6¸x÷GÆ²¼é÷�¼G½#¾¡¸xºY¼G½

(−1, 0)
,¿�Ã>� Âr¼6»x»åÃ9»ZÂr¼

W
���Ã9»¡Ð#Ã.Õ ¤ ÷�¼ Ð�ÃIÕ Á�½|¸x¼G½9÷GÁ�½�¾x¸x¼

W
µ.ùZ¼�÷G¼�Âr¼GÃ>�rÀ¶ÇGÈ ¼ Ä,Á�À¶½�¾YÂr¼�÷GÁ�È ÈYÃr¾x¿u¾¡À¶Á�½ieÁ�½ »¡Ã�À²¾(Ã�½�¿u¸ ÷éÂ�¼�÷�¼G¸ ÷�Æ¶¼ ÷G¼G½�¾x¸¡º ¼6½

(1, 0)
��Ã9»xÐ#Ã.Õ ¤�¸x¼G½9÷�Á�½�¾x¸¡¼6¸

W
¼G½wÃ�½)¾¡¸xÁ�Àý»¡À²Ç6È ¼UÄ,Á�À¶½�¾VÂr¼|÷GÁ�È ÈYÃr¾x¿u¾¡À¶Á�½iM¼�¾ ÷ ¥ 	�Á�À¶¸ú9ü�Ã�¸x¼(Ë�µ ��§�µ

�Z½V¼6»å¾±È�¿uÀ¶½�¾x¼G½9¿�½�¾Ô¼G½VÈ ¼B»åÃ�¸x¼ZÂr¼�¸xºGÄ,Á�½QÂr¸¡¼)¤ Æý¿YÂr¼GÃ>�rÀ¶ÇGÈ ¼ZÐ#Ã�¼B»�¾xÀ²Á�½i#ÂrÃ È Á�À¶½9»ü�¸ ¿uÄ�Ï�ÀýÐ#Ã�¼GÈ ¼6½�¾6µ�AI¼VÅ�Ãr¾ ¼6»å¾éÂr¼ ¸¡¼6Æ²À¶¼G¸
0
¼�¾
X0

ÄQ¿u¸YÃ�½�¼V¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼�Á�Är¾xÀ²È�¿uÆ¶¼�µ1AI¿¾¡Ï�º6Á�¸xÀ²¼ Ä9¸¡ºf	�Á�À²¾ Ð�ÃIÕ Á�½ Ä,¼GÃ�¾ ¼��,¼B÷W¾¡À�	�¼GÈ ¼6½�¾YÆ²¼t�C¿�À²¸x¼�µ&��½9¼ ¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸x¼ Ä9¿�¸å¾ ¿u½�¾YÂr¼
0
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x

y

Γ−

Γ+ W

+1 +3 +5

−1−3−5

ù$úÄû+ü Ë9µ � Ë

¼6»å¾f9÷�Á�È È ¼ÊÁ�½E	mÀ²¼6½�¾�Âr¼(Æ²¼I	�Á�À¶¸�÷�Àk� Âr¼6»x»åÃQ»��Ârº�¾x¼G¸xÈ À²½�º6¼ÊÄ9¿�¸�Âr¼GÃ>�U÷ Ï�Á�À@�Ñ�
´�µ3Ä9¿u¸¡¾x¿�½�¾�Âr¼

0
�Á�½UÄ,¼GÃr¾�»¡Ã�À�	m¸¡¼ÊÃ�½SÈ Á�¸x÷G¼6¿uÃUÂr¼

Γ+
Á�ÃSÂr¼

Γ−
µ

��µ3À²Æy�C¿�Ãr¾�÷xÏ9Á�Àý»åÀ¶¸3Æ¶¼ÊÄ9¸¡¼6È À¶¼G¸�Ä,Á�À²½#¾�Âr¼ ÷�Á�È ÈYÃr¾x¿u¾¡À¶Á�½.µ
�mÀQÈ�¿uÀ¶½�¾x¼G½9¿�½�¾±Á�½V»å¼�Â�Á�½�½�¼�Ã9½�Ä,Á�À¶½�¾

X0 = (x0, y0)
ÂrÃVÄ�Æ¶¿�½VÂr¼�Ä9Ï9¿�»¡¼��Á�½ Ä,¼6Ãr¾Ârº�¾x¼G¸xÈ À¶½�¼6¸�ü�¸x¿�Ä�Ï�À¶Ð#Ã�¼6È ¼G½�¾�÷G¼6»�Âr¼GÃ>�|÷xÏ9Á�Àk�X9¼�¾�Á�År¾¡¼6½�À¶¸�Ã�½S¾x¸x¿�÷�º Âr¼ Æý¿ ¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ²¼ ¥ 	�Á�À¶¸Mú9ü�Ã�¸¡¼�Ë�µ¶´f��§Wµ�ù
¿u½Q»¹Æý¿(Ä�¸x¿u¾¡ÀýÐ#Ã�¼�À¶Æ,»åÃc= ¾ÔÂeÕ À¶½�	�¼G¸ »¡¼G¸¹Æ¶¼�¾x¼GÈ Ä9»� �{� �a�@Âr¼Ä9¿u¸¡¾¡À¶¸�Â�ÃUÄ,Á�À²½#¾3úQ½9¿uÆ.¼�¾�ÂeÕ ¿{¾¡¾¡¼GÀ¶½9Âr¸x¼ÊÆ¶¼ÊÄ,Á�À²½#¾�À¶½�À²¾¡Àý¿uÆÖµ

x

y

WΓ+

Γ−

0

X0

ùhú¶û+ü Ë�µ¶´f� Ë ���m½�¾xÏ�Ç6»¡¼ÊÁ�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼

¸)�1&�Í0$-U��g�;Ë9µ Ë9µ²´��"A¹Õ À²È Ä�Æ¶ºGÈ ¼6½�¾x¿u¾¡À¶Á�½ ½#Ã9È º6¸¡ÀýÐ#Ã�¼�Âr¼V÷G¼�¾ ¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼ ¼B»�¾(¾¡¸xÇ6»o�C¿�÷�À¶Æ¶¼�¤�C¿uÀ¶¸¡¼�µ�r�Á�Ã9»±Æý¿I�ô¼6¸¡Á�½9»PÄ�Æ¶Ãr¾¡þ�¾3Â9¿u½9»±Æ²¼
÷6¿�»P½9Á�½ Æ²À¶½�º6¿�À²¸x¼�Á�¦ ¼GÆ¶Æ²¼Z¼B»�¾ÔÄ�Æ¶Ã9»ÔÀ²½#¾¡ºG¸x¼6»x»x¿u½�¾x¼�µ
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Ø�°+Ø�°+¯ w�P�ÝrÞ�áIê�áyx�áIäçâ
à�áIê
ì)_.®m¯� 0C® ³ · ³ · ¤ · » Ò��
½±�±Á�½9»¡ÀýÂrºG¸xÁ�½9»ÔÆ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼(Âr¼ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼

ẋ = y + u, ẏ = −y + u, |u| 6 1.

A.¼
Å�Ãr¾�¼B»�¾�Âr¼+��Á�À¶½9Âr¸x¼
¼G½ ¾x¼GÈ Ä9»3È À¶½�À¶È�¿uÆeÆ¶¿ Âr¸xÁ�À²¾¡¼
x = 0

mÄ9Ã�À¶»�Âr¼
¸x¼6»å¾¡¼6¸3»åÃ9¸3÷G¼�¾å¾x¼Âr¸¡Á�À}¾x¼�µ
F�¼6È ¿�¸xÐ#Ã�Á�½9»�¾¡Á�Ãr¾(ÂeÕ ¿�Å,Á�¸ Â�Ð�Ã9¼ »åÀ0Ã�½�¼é¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼Y¸x¼6»å¾¡¼ Â�¿�½9»

x = 0
e÷�¼GÆý¿ À²È��Ä�Æ²ÀýÐ#Ã�¼

y(t) = −u(t) Q¼G¾
ÂrÁ�½Q÷ |y| 6 1
µvF�º6÷�À¶Ä�¸xÁrÐ#Ã�¼GÈ ¼G½#¾ZÂr¼ ¾¡Á�Ãr¾ZÄ,Á�À¶½�¾

(0, y)
¿
	�¼6÷

|y| 6 1
Ä9¿u¸¡¾PÃ9½�¼�¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼�¸¡¼B»�¾ ¿u½�¾ÔÂ�¿u½Q»¹Æ¶¼�Æ¶À²¼6Ã

x = 0, |y| 6 1
¸#À¶Æ,»¡Ã>= ¾ÔÂr¼
÷xÏ�Á�Àý»åÀ¶¸

u(t) = −ye−2t µ�·M¿u¸�÷GÁ�½9»¡º6Ð#Ã�¼6½�¾�Æ¶¿�÷�À¶Å�Æ²¼(¼6»å¾
M1 = {(0, y) | |y| 6 1}.

�ZÕ ¼B»�¾�Ã�½|÷�Á�È Ä9¿�÷W¾�÷�Á�½�	�¼��m¼�µAI¼(»��r»å¾¡Ç6È ¼Ê¼B»�¾�ÂrÃU¾3�mÄ,¼
Ẋ = AX +Bu

¿
	�¼6÷

A =

(

0 1
0 −1

) ¼G¾
B =

(

1
1

)

.

�Z½t	�ºG¸xÀ}ú9¼h�C¿�÷GÀ²Æ¶¼GÈ ¼6½�¾PÆý¿(÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ²Á�½�Âr¼/�(¿�Æ¶È ¿�½i{¼G¾PÂ.Õ ¿�Ãr¾¡¸x¼�Ä9¿u¸¡¾¹Æ²¼B»�	u¿uÆ¶¼GÃ�¸ »0Ä�¸xÁ�Ä�¸x¼6»Âr¼
A
»¡Á�½�¾

0
¼G¾ −1

µQùéÕ ¿uÄ�¸xÇ6»�Æ¶¼(¾¡Ï9ºGÁ�¸xÇGÈ ¼Y��µ ��µ Ò�Æ²¼Y»��m»å¾xÇGÈ ¼(¼6»å¾ZÂrÁ�½Q÷(÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ¶¿�Å�Æ¶¼I¤
0
�¼G¾�Â�Á�½9÷
Æý¿ ÷GÀ²Å�Æ¶¼

M1
¼6»å¾�¿{¾å¾x¼GÀ¶ü�½9¿�Å�Æ¶¼ÊÂr¼Ê¾xÁ�Ãr¾�Ä,Á�À¶½�¾Bµ�±Á�È È ¼YÂ�¿�½9»�Æ¶¼Y÷6¿�»�Ä�¸¡ºB÷�ºBÂr¼G½�¾a9¸ ¿uÀý»¡Á�½�½�Á�½9»3¼6½S¾¡¼6È Ä9»�À²½�	�¼G¸ »å¼ ¼G½�÷6¿uÆý÷�Ã�Æý¿u½#¾�Æ²¼B»¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼B».Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼6»g��Á�À¶ü�½9¿�½�¾

M1
¤�¾¡Á�Ãr¾=Ä,Á�À²½#¾fú9½9¿�Æ?µ
AI¼Ô»��r»å¾¡Ç6È ¼±¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿�Æ#»6Õ ºB÷�¸xÀ}¾¿uÆ¶Á�¸ »

ẋ = −y − u, ẏ = y − u, ṗx = 0, ṗy = px − py,Á�¦
u(t) =

»åÀ¶ü�½�¼
(px(t) + py(t))

µc�Z½ À²½#¾¡Ç6ü�¸x¼Z¿uÀý»åº6È ¼G½�¾
px(t) =

÷G»å¾¡¼
= px

¼G¾
py(t) =

px + (py(0) − px)e−t µ,ö¹½�Ä9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ²À¶¼G¸ px + py
¼6»å¾
»å¾¡¸xÀ¶÷�¾¡¼6È ¼6½�¾
È Á�½�Á�¾¡Á�½9¼ ¼�¾ÊÂrÁ�½9÷Æ²¼ ÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼

u
¿�ÂrÈ ¼�¾�¿uÃUÄ�Æ¶Ã9»�Ã�½�¼ ÷�Á�È ÈYÃ�¾x¿{¾xÀ¶Á�½.µ·M¿u¸Z¿uÀ¶Æ¶Æ²¼6Ã�¸x»�Æ¶¿V÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½�Âr¼(¾x¸x¿�½9»�	�¼G¸ »¡¿uÆ¶À}¾xº ¥ 	�Á�À¶¸�¸x¼GÈ�¿u¸ Ð#Ã�¼(Ë9µ ��µ Ø�§ÔÀ²È Ä,Á�»¡¼YÐ�Ã9¼»åÀ

x(0) = 0, |y(0)| < 1
¿uÆ¶Á�¸ »

px(0) = ±1
¼�¾
py(0) = 0

µ�Í�¿uÀý»3¿�Æ²Á�¸x»
px(t) + py(t) =

±(2 − e−t)
@¼�¾

u
½�¼ ÷GÁ�È ÈYÃr¾¡¼ Ä9¿�»
»¡Ã�¸¨m F + µ,·M¿u¸
¼��m¼6È Ä�Æ²¼ »¡À px = −1

Á�½�Á�År¾¡À¶¼G½#¾
u(t) = −1

Ä,Á�Ã�¸
¾xÁ�Ãr¾
t > 0

.÷G¼ Ð#Ã�ÀPÂrÁ�½9½�¼ Æ²¼B»(÷�Á�Ã9¸¡Å,¼B»
¼G½ Ä,Á�À¶½�¾xÀ²Æ¶Æ¶º�»åÃ9¸ÊÆý¿ úQü�Ã�¸x¼Ë�µ¶´�´�µ�AI¿ ÷�Á�Ã9¸¡Å,¼ZÆ¶À²È À²¾¡¼Ê¼6»å¾3Á�År¾x¼G½#Ã9¼
ÄQÁ�Ã�¸
u = −1

rÄ9¿u¸¡¾x¿�½�¾3ÂrÃ;Ä,Á�À²½#¾
x = 0


y = 1

¼�¾�»GÕ º6÷G¸¡À²¾
Γ− = {(−2et + 2t+ 2, 2et − 1) | t > 0}.�Ô¿�Æ¶÷GÃ�Æ²Á�½9» È�¿uÀ¶½�¾¡¼6½9¿u½#¾éÆ²¼B» ¼��m¾¡¸xºGÈ�¿uÆ¶¼6» Ä9¿u¸¡¾x¿�½�¾éÂrÃpÄ,Á�À²½#¾

(0, 1)
µ1AI¿�÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ²Á�½Âr¼ ¾x¸x¿�½9»�	�¼6¸x»x¿uÆ¶À}¾xº »6Õ ºB÷�¸xÀ}¾ ¿uÆ¶Á�¸ »

px(0) = cosα

py(0) = − sinα

I¿a	�¼B÷
0 6 α 6 π

µ·0¿�¸�÷�Á�½Q»åºBÐ�Ã9¼G½�¾
u(t) =

»åÀ¶ü�½9¼
(2 cosα− (sinα+ cosα)e−t),

¼�¾�Æ?Õ Á�½S¿ Ã�½�¼ ÷�Á�È ÈYÃr¾ ¿{¾xÀ²Á�½S»åÀ.¼�¾�»¡¼GÃ�Æ¶¼GÈ ¼G½#¾�»GÕ À²Æ.¼Z�rÀý»�¾x¼
t > 0

¾¡¼GÆfÐ�Ã9¼

e−t =
2 cosα

sinα+ cosα
.
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Ë �mÀ

0 6 α < π
4

¿uÆ¶Á�¸x» 2 cos α
sin α+cos α > 1

ÂrÁ�½9÷�ÆÖÕ º6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½p÷�Àk�7Âr¼B»¡»¡Ã9» ½.Õ ¿|Ä9¿�»YÂr¼
»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½ir¼G¾�Â�Á�½9÷

u(t) = +1
»åÃ9¸Bm F + µ

Ë �mÀ π
4 6 α < π

2

QÆÖÕ º6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½�¿VÃ�½�¼é»¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½
t(α) > 0

,¼�¾
Æ?Õ Á�½.	�Á�À²¾)�C¿�÷�À¶Æ¶¼GÈ ¼G½#¾Ð#Ã�¼
t(α)

¼6»å¾0»å¾¡¸xÀý÷W¾¡¼6È ¼G½�¾M÷G¸¡Á�À¶»x»¡¿�½�¾¡¼±Âr¼
[π
4 ,

π
2 ]
Â�¿�½9»

[0,+∞[
µ�AI¼Ô÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼+	{¿uÃ�¾¿uÆ¶Á�¸ » −1

»¡Ã�¸
[0, t(α)[

¼�¾
+1
¼G½Q»åÃ�À²¾¡¼�µ

Ë �mÀ π
2 6 α 6 π

±Æ?Õ º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½�½.Õ ¿�Ä9¿�» Âr¼�»¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½�Â9¿u½9»¼m F + Ô¼�¾;Á�½ ¾¡¸xÁ�Ãc	�¼
u(t) = −1

»¡Ã�¸Bm F + µ��À¶½9»¡ÀeÂ9¿u½9»ÔÆ¶¼ÊÂr¼6Ã>�rÀ²Ç6È ¼Ê÷6¿�»f#ÆÖÕ ¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿uÆ¶¼ZÄ9¿�¸å¾ ¿u½#¾3Â�Ã;Ä,Á�À²½#¾
(0, 1)

»åÃ�À²¾�Ä,¼G½9Â�¿�½�¾�Ã�½È Á�È ¼G½�¾�Æý¿ ÷�Á�Ã�¸¡Å,¼
Γ−

�Ä�Ã9À¶»�÷�Á�È ÈYÃr¾¡¼ »¡Ã�¸
u = +1

µ
ö¹½rúQ½i.Á�½ Ârº�ú9½�À²¾

Γ+
.»��mÈ ºG¾¡¸xÀ¶Ð#Ã�¼ Â�¼

Γ−
Ä9¿�¸Ê¸x¿�Ä�Ä,Á�¸¡¾o¤;ÆÖÕ Á�¸xÀ²ü�À²½�¼ ¥ 	�Á�À¶¸
ú9ü�Ã�¸¡¼Ë�µ¶´�´
§WµyD=À²½Q¿uÆ¶¼GÈ ¼G½#¾f.Æ²¼�Æ²À¶¼GÃ Â�¼�÷�Á�È ÈYÃ�¾x¿{¾xÀ²Á�½�¼B»�¾

Γ− ∪ Γ+
e¼G¾(ÆÖÕ Á�½�Ä,¼6Ãr¾ ¼Z�rÄ�¸xÀ²È ¼G¸¼G½}�ôÁ�½9÷W¾xÀ¶Á�½ Âr¼

x, y
Æý¿ Æ²Á�À�Âr¼�÷�Á�È È ¿�½9Âr¼SÁ�Ä�¾¡À¶È�¿uÆ¶¼

u(x, y) = −1 ¥ ¸x¼6»¡Ä.µ +1
§ »¡À

(x, y)
¼B»�¾ ¿�Ã>�7Â�¼6»x»åÃ9»éÂr¼

W
Á�Ãv»¡Ã�¸

Γ− ¥ ¸x¼6»¡Ä.µ=¼6½vÂ�¼6»x»åÁ�Ã9»éÂr¼ W Á�Ã)»åÃ9¸
Γ+

§Z0Á�¦
W = Γ− ∪M1 ∪ Γ+

µ

x

y

Γ+

Γ−

u = −1

u = +1

M1

ùhú¶û+ü Ë�µ¶´�´ Ë ���m½�¾xÏ�Ç6»¡¼ÊÁ�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼

ì)_.®m¯� 0C® ³ · ³ · ñ · �±Á�½9»¡À¶Â�ºG¸¡Á�½9»ÔÆ²¼ »��m»å¾¡Ç6È ¼(Â�¿u½9»Bm F 2

ẋ1 = x2, ẋ2 = 2x2 + u, |u| 6 1.

�Z½;»¡¼
Ä,Á�»¡¼ZÆ²¼ÊÄ�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼
Âr¼
¸x¼GÆ¶À¶¼G¸Ô¼G½ ¾x¼GÈ Ä9»3È À²½�À¶È�¿uÆeÆ²¼
Ä,Á�À²½#¾3Á�¸¡À¶ü�À¶½�¼
(0, 0)

¤Y¾¡Á�Ãr¾Ä,Á�À¶½�¾
(a, 0)

�Á�¦
a ∈ m F µ �r¿u½9»3Ä,¼6¸å¾x¼(Âr¼(ü�º6½�ºG¸ ¿uÆ¶À}¾xº
Á�½UÄ,¼6Ãr¾�»åÃ9Ä�Ä,Á�»¡¼G¸�Ð#Ã�¼

a > 0
µ

�Z½)Ä,¼GÃ�¾t�C¿�÷�À¶Æ¶¼GÈ ¼G½#¾t	�º6¸¡À²ú9¼6¸ Ð#Ã�¼UÆ¶¼S»��r»�¾xÇGÈ ¼U¼6»å¾�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ¶¿�Å�Æ¶¼�µ=·M¿u¸�¿uÀ¶Æ¶Æ²¼6Ã�¸x» Æ²¼»��r»å¾¡Ç6È ¼(¿�Â
��Á�À¶½�¾�»GÕ º6÷G¸¡À²¾
ṗ1 = 0, ṗ2 = −p1 − 2p2,

¼�¾SÆ¶¼ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�¼��#¾x¸¡º6È�¿uÆ
¼6»å¾
u =

»åÀ¶ü�½9¼
(p2)

µ"�Z½\¿��C¿�÷�À¶Æ²¼6È ¼G½�¾
p1 =

÷6»�¾x¼�3Ä�Ã�Àý»
p2(t) = − 1

2p1 + λe−2t µfö¹½vÄ9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ²À¶¼G¸ p2(t)
¼B»�¾ »å¾¡¸xÀý÷W¾¡¼6È ¼6½�¾ È Á�½�Áu¾xÁ�½�¼ ÂrÁ�½9÷VÆ²¼
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÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�¿ ¿uÃ Ä9Æ²Ã9»PÃ�½�¼�÷�Á�È ÈYÃr¾x¿u¾¡À¶Á�½.µ�ö¹½VÄ,Á�»x¿u½�¾

u = ε = ±1
Á�½ À¶½�¾¡Ç6ü�¸x¼�¿uÀý»åº6È ¼G½�¾

x1(t) = −ε
2
(t− t0) +

1

2
(x2(t0) +

ε

2
)(e2(t−t0) − 1) + x1(t0),

x2(t) = −ε
2

+ (x2(t0) +
ε

2
)e2(t−t0).

�Z½|Ä,¼GÃr¾Ê¿uÆ¶Á�¸ »�¸x¼GÄ�¸xº6»¡¼G½�¾x¼G¸�Æ²¼�«9Á�¾�¼��m¾¡¸xºGÈ�¿uÆ ¥ 	�Á�À¶¸�ú9ü�Ã�¸x¼YË�µ¶´B��§Wµ r�Á�¾¡Á�½9»�Æ¶¼é÷xÏ9¿�½�ü�¼��È ¼6½�¾�Â�¼ÊÈ Á�½9Áu¾¡Á�½�À¶¼
¼6½
x2 = ± 1

2

µ

x1

x2

− 1
2

1
2

Γ

ùhúÄû+ü Ë�µ¶´D� Ë ö �#¾x¸¡º6È�¿uÆ¶¼6»�Âr¼(Æ?Õ ¼Z�r¼6È Ä9Æ²¼ Ë�µ Ë�µÌ�
�Z½�½�Á�¾¡¼

Γ
Æ¶¿p÷GÁ�Ã�¸xÅ,¼�P¼G½�ü�¸ ¿�»V»åÃ�¸ Æý¿ ú9ü�Ã9¸¡¼�¹¸xºGÃ9½�À²Á�½�Âr¼B» Âr¼6Ã>� ¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿�Æ²¼B»Ä9¿�»x»¡¿�½�¾
ÄQ¿u¸
ÆÖÕ Á�¸xÀ²ü�À²½�¼é¼�¾ ¿�»x»¡Ár÷�À¶ºG¼6»Z¸¡¼6»¡Ä,¼6÷�¾¡À�	�¼GÈ ¼G½#¾(¿uÃ>��÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B»

u = +1
¼�¾
u =

−1
µim ÆP¼6»�¾Y÷GÆ¶¿�À²¸YÐ�Ã9¼

Γ
¼B»�¾ Æý¿S÷GÁ�Ã�¸xÅ,¼�Âr¼V÷�Á�È ÈYÃr¾x¿u¾¡À¶Á�½i.¼�¾éÐ#Ã�¼

u = +1
»åÀ¹Á�½ ¼6»å¾¿uÃ>� Âr¼6»x»¡Ã9»¹Âr¼

Γ
�Á�Ã�»¡Ã�¸

Γ
¿
	�¼6÷

x2 > 0
�¼�¾

u = −1
»åÀQÁ�½�¼6»å¾P¼G½VÂ�¼6»x»åÁ�Ã9»¹Âr¼

Γ
Á�ÃV»åÃ9¸

Γ
¿
	�¼6÷

x2 < 0
µ
m Æm¼6»å¾0¿�Æ²Á�¸x»f÷�Æý¿�À²¸0Ð#Ã�¼�DÄ,Á�Ã�¸0¿�Æ²Æ¶¼G¸=¼G½Y¾¡¼6È ÄQ»=È À¶½�À¶È�¿uÆrÂr¼ÔÆ?Õ Á�¸xÀ¶ü�À¶½�¼+¤�Ã�½Ä,Á�À¶½�¾

(a, 0)
Á�¦

a > 0
�À²Æc�C¿uÃr¾±ÂeÕ ¿�Å,Á�¸ ÂéÄ�¸¡¼6½9Âr¸x¼

u = +1
c�{� �a�@»¡Ã�Àk	m¸x¼3Ã�½ È Á�¸ ÷�¼B¿uÃ Âr¼Æ¶¿V÷�Á�Ã9¸¡Å,¼

Γ
9Ä9Ã�À¶»�÷GÁ�È ÈYÃr¾x¼G¸ ¥ ¿
	{¿u½#¾�ÂeÕ ¿u¸x¸¡À�	�¼G¸/¤ x2 = 1

2

§3¼�¾Z»¡Ã�À�	m¸¡¼(Ã�½�¿u¸ ÷(¿�»x»åÁr÷GÀ²º¤
u = −1

µe·0¿u¸(¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼ »¡À
a > 0

¼6»å¾Ê¾¡¸xÇ6»
ü�¸x¿�½9Ây,Æ¶¼ Ä,Á�À¶½�¾ Âr¼�÷�Á�È ÈYÃ�¾x¿{¾xÀ²Á�½ ÂrÁ�À²¾µ�¾¡¸x¼
¾x¸¡ÇB»3Ä�¸¡Á�÷xÏ�¼(Âr¼(Æ¶¿ Â�¸¡Á�À}¾x¼
x2 = 1

2

µ
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Ö ×ÙØ�ÚÙÛvÜ¼Ý-Þ �

� � ¦ â �\�3� ��� á§¦ � �3�%�uó�� ä¦� ���\���\��� ä��

ù
¿u½9»é÷�¼ ÷ Ï9¿uÄ�À²¾¡¸x¼VÁ�½p»GÕ À¶½�¾¡º6¸¡¼B»¡»¡¼V¿uÃc� »��r»å¾¡ÇGÈ ¼B» Âr¼;÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼�Æ¶À²½�ºB¿uÀ¶¸¡¼B» ¿a	�¼B÷ Ã�½÷�Á�ª�¾±Ð#Ã9¿�Âr¸ ¿{¾¡ÀýÐ#Ã�¼�µ��±¼6»±»��m»å¾¡Ç6È ¼6»P»¡Á�½#¾±ÂeÕ Ã�½�¼Zü�¸ ¿u½9Âr¼�À²È Ä,Á�¸¡¾x¿�½9÷�¼�Â�¿�½9»¹Æý¿(Ä9¸x¿u¾¡ÀýÐ�Ã9¼�÷�Á�È È ¼|Á�½wÆ¶¼.	�¼G¸x¸x¿ ¼G½�»¡¼6÷�¾¡À¶Á�½ Ò9µ Ò9µ¹ö¹½�¼��,¼G¾ Ã�½�÷�Á�ª�¾ Ð#Ã9¿�Â�¸x¿u¾¡ÀýÐ�Ã9¼S¼6»�¾;»¡Á�Ãc	�¼6½�¾¾¡¸xÇ6» ½9¿u¾¡Ã�¸x¼GÆ�Â�¿�½9» Ã�½ Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�MÄ9¿�¸ ¼��r¼GÈ Ä�Æ¶¼SÆ²Á�¸x»xÐ#Ã.Õ Á�½�	�¼6Ãr¾�È À¶½�À¶È Àý»¡¼G¸�ÆÖÕ º6÷G¿�¸å¾¿uÃ ÷G¿�¸¡¸xºéÄ9¿�¸Ê¸ ¿uÄ�Ä,Á�¸¡¾I¤;Ã9½�¼ ¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼ ½�Á�È À¶½9¿uÆ¶¼ ¥ Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�Âr¼ Ä,Á�Ã9¸x»¡Ã�À²¾¡¼a§�µe·0¿�¸¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ�¸ »
Ètµ6È ¼V»åÀ¹Æ²¼B»(»��m»å¾¡Ç6È ¼6»(Âr¼�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ »¡Á�½#¾(¼G½ ü�ºG½�º6¸x¿�Æ=½9Á�½ Æ²À¶½�ºB¿uÀ¶¸¡¼B»�@Á�½ ¼6»å¾¾¡¸xÇ6»P»åÁ�Ãc	�¼G½#¾P¿�È ¼6½�º)¤ÊÆ¶À²½9º6¿u¸xÀý»å¼6¸MÆ¶¼�»��r»å¾¡Ç6È ¼�Æ²¼�Æ²Á�½�ü ÂeÕ Ã�½�¼�¾¡¸ ¿
��¼B÷W¾xÁ�À¶¸¡¼�uÄ9¿u¸¹¼��r¼GÈ Ä�Æ¶¼Â�¿u½9»�Âr¼6»�Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼6»�Âr¼ »�¾ ¿uÅ�À¶Æ¶À¶»x¿{¾xÀ²Á�½.µ
r�Á�Ã9»�¿�Æ²Æ¶Á�½Q»3ÂrÁ�½9÷Ê÷GÁ�½9»¡À¶Ârº6¸¡¼6¸3Ã�½S»��r»å¾¡ÇGÈ ¼(Âr¼ ÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼
Æ¶À²½9º6¿uÀ¶¸x¼ÊÂ�¿�½9»hm F n

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), x(0) = x0,
¥ ÒQµ¶´a§

ÈYÃ�½�ÀIÂ.Õ Ã�½|÷GÁ�ªr¾�Ð#Ã9¿�Âr¸ ¿{¾xÀ¶Ð#Ã�¼ÊÂrÃU¾ª�mÄ,¼

C(u) = x(T )
T
Qx(T ) +

∫ T

0

(

x(t)
T
W (t)x(t) + u(t)

T
U(t)u(t)

)

dt, ¥ ÒQµ ��§
Á�¦

T > 0
¼B»�¾(úc�rº�.¼�¾ Á�¦ieÄ,Á�Ã�¸Ê¾¡Á�Ãr¾

t ∈ [0, T ]

U(t) ∈ Mm(

m F
)
¼B»�¾Y»��#È ºG¾¡¸xÀ¶Ð#Ã�¼Ârº�ú9½9À²¼�Ä,Á#»åÀ²¾¡À�	�¼�

W (t) ∈ Mn(
m F

)
¼6»å¾P»��mÈ º�¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼3Ä,Á�»¡À}¾xÀk	�¼�{¼�¾

Q ∈ Mn(
m F

)
¼6»å¾¹Ã�½�¼È ¿u¾¡¸xÀý÷�¼(»��mÈ º�¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼ÊÄ,Á�»¡À}¾xÀ�	�¼�µ �Z½S»¡Ã�Ä�Ä,Á#»å¼(Ð#Ã�¼(Æ²¼B»�Â�ºGÄ,¼G½9Â9¿u½9÷�¼B»3¼6½

t
Â�¼

A

B

W¼�¾

U
»¡Á�½#¾

L∞ »åÃ�¸
[0, T ]

µr·0¿�¸�¿uÀ¶Æ¶Æ²¼6Ã�¸x»ÔÆ¶¼Ê÷GÁ�ªr¾�º�¾ ¿u½�¾�Ð#Ã9¿�Âr¸x¿u¾¡ÀýÐ#Ã�¼�mÆ?Õ ¼6»¡Ä9¿�÷G¼Z½Q¿{¾¡Ã9¸¡¼6ÆÂr¼6»�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼6»Ô¼B»�¾
L2([0, T ],

m F m)
µ

AI¼ Ä�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼�Âr¼�÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼éÁ�Är¾¡À¶È�¿uÆM¼6»å¾ ¿uÆ¶Á�¸ »ZÆ¶¼ »¡Ã�À�	{¿�½�¾f.Ð#Ã�¼ ½�Á�Ã9»Ê¿�Ä�Ä,¼GÆ¶Æ²¼6¸¡Á�½9»Ò�$�ý�Ð�ÏF@�&t�/Ê�� ¥ Æ¶À²½9º6¿uÀ¶¸x¼Z� Ð�ÃQ¿�Âr¸ ¿{¾¡ÀýÐ�Ã9¼a§Wµ
]Ê¢D�Qó0{|m¯p®¹� ² ª ��½ Ä,Á�À¶½�¾ÔÀ²½9À}¾xÀ¶¿�Æ

x0 ∈ m F n º�¾x¿�½�¾±úc�rº�#ÆÖÕ Á�Å���¼B÷W¾¡Àk�I¼6»å¾ÔÂ�¼ZÂ�º�¾¡¼6¸¡È Àk�½�¼G¸�Æ²¼B»Ô¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼6»ÔÄ9¿�¸å¾ ¿u½�¾�Âr¼
x0
Ð#Ã�À.È À¶½�À¶È À¶»¡¼G½#¾�Æ¶¼(÷�Á�ªr¾

C(u)
µ

r�Áu¾xÁ�½9»�Ð�Ã9¼ÊÆÖÕ Á�½U½.Õ À²È Ä,Á�»¡¼(¿�Ã9÷�Ã�½�¼ ÷�Á�½�¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼Ê»¡Ã�¸�Æ¶¼(ÄQÁ�À¶½�¾�ú9½9¿uÆ
x(T )

µ�·0Á�Ã�¸�¾¡Á�Ãr¾¡¼Æ¶¿ »¡Ã�À²¾¡¼�rÁ�½UÄ,Á�»¡¼
‖x(t)‖2

W = x(t)
T
W (t)x(t), ‖u(t)‖2

U = u(t)
T
U(t)u(t),

¼�¾
g(x) = xTQx,

Ø�Ë
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Âr¼ »åÁ�¸å¾x¼ÊÐ#Ã�¼

C(u) = g(x(T )) +

∫ T

0

(

‖x(t)‖2
W + ‖u(t)‖2

U

)

dt.

A.¼B»3È�¿{¾x¸¡Àý÷�¼B»
Q,W,U

»¡Á�½�¾�Â�¼6»�È ¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼6»�Âr¼¨Òcý�þr��D�$�Í�Î´�{ý�þ=µ
¸)�1&�Í0$-U��g� Ò9µ �9µ � ��·0¿�¸ZÏ��mÄ,Áu¾xÏ�Ç6»¡¼ Æ¶¼6»ZÈ ¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼6»

Q
¼G¾
W (t)

»¡Á�½#¾
»��mÈ º�¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼6»�ÄQÁ#»åÀk�¾¡À�	�¼6»fmÈ�¿uÀý»ÔÄ9¿�»Ô½�º6÷G¼6»x»¡¿�À²¸x¼GÈ ¼G½#¾3Ârº�úQ½�À²¼B»Gµr·M¿u¸3¼��m¼6È Ä�Æ²¼(»åÀ
Q = 0

¼G¾
W = 0

¿uÆ¶Á�¸ »±Æ²¼÷�Á�ª�¾�¼6»å¾�¾¡Á�Ã?� Á�Ã�¸ »ÔÈ À¶½�À¶È ¿�Æ.Ä,Á�Ã�¸�Æ¶¼(÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
u = 0

µ
¸)�1&�Í0$-U��g�SÒ9µ ��µ Ë ���±Á�È È ¼;Â�¿u½Q»YÆ²¼;÷ Ï9¿�Ä�À}¾x¸¡¼ Ä�¸xº6÷Gº6Âr¼G½#¾f=Á�½v»åÃ9Ä�Ä,Á�»¡¼VÄ,Á�Ã9¸é¿�Æ²Æ¶ºGü�¼G¸Æ²¼B»�½�Áu¾ ¿{¾xÀ²Á�½9»�Ð#Ã�¼ Æ¶¼(¾¡¼6È Ä9»�À²½�À²¾¡Àý¿�ÆI¼6»å¾�º6ü�¿uÆ�¤

0
µy�±¼GÄ,¼G½QÂ�¿u½#¾�¾¡Á�Ã9»�Æ¶¼6»�¸xº6»¡Ã�Æ}¾ ¿{¾ »�Ð#Ã�À»åÃ�À�	�¼G½#¾
»åÁ�½�¾�¾¡Á�Ã?��Á�Ã�¸ »/	{¿�Æ¶¿�Å�Æ²¼B»�»¡ÀfÁ�½�÷GÁ�½9»¡ÀýÂrÇG¸x¼(Æ¶¼ Ä9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼©A=Óÿ»åÃ9¸�Ã�½�À¶½�¾x¼G¸�	u¿uÆ¶Æ²¼

[t0, T ]
9¿a	�¼B÷
Â�¼6»�÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼6»3Â�¿�½9»3ÆÖÕ ¼B»åÄ9¿�÷�¼

L2([t0, T ],
m F m)

µ
¸)�1&�Í0$-U��g�
Ò9µ ��µ Òv� A.¼6»M¸xº6»¡Ã�Æ²¾x¿{¾ »MÂr¼B»¹»å¼B÷W¾¡À¶Á�½Q»0Ò9µ¶´3¼�¾PÒ9µÌ�
»å¼6¸¡Á�½�¾M¼6½��C¿uÀ²¾ 	{¿�Æ¶¿�Å�Æ²¼B»0Ä,Á�Ã�¸Âr¼6»±»��r»�¾xÇGÈ ¼6»PÆ²À¶½�ºB¿uÀ¶¸¡¼B»¹Ä,¼G¸¡¾¡Ã�¸xÅ,º6»

ẋ = Ax+Bu+ r
�¼G¾Ô¿
	�¼6÷�Ã�½9¼/�ôÁ�½Q÷W¾¡À¶Á�½

g
Âr¼)m F nÂ�¿u½9»Im F ÷�Á�½#¾¡À¶½#Ã�¼VÁ�Ã

C1 µ�r�Á�ÃQ»(Ä�¸xº6÷�Àý»¡¼G¸¡Á�½9»
Ä,Á�Ã�¸ ÷ Ï9¿�Ð�Ã9¼ ¸xº6»¡Ã�Æ²¾x¿{¾ Æ¶¼6»(¼��#¾x¼G½9»¡À¶Á�½9»Ä,Á�»x»åÀ¶Å�Æ¶¼6»6µùZ¼(ÈtµGÈ ¼Ê½9Á�Ã9»3¼6½�	mÀý»¡¿�ü�¼G¸xÁ�½9»±Æ¶¼(÷6¿�»3Á�¦
T = +∞ µ


 í�ì ¬*ô �Z�i��ðB��$ð ñEðÙ�&°±��õið� �1����°±ðB� �I¯~����øG��öZðB�
m ½�¾x¸¡Á�ÂrÃ�Àý»åÁ�½9»ÔÆÖÕ Ï��mÄ,Áu¾¡Ï9Ç6»¡¼(»åÃ�À�	{¿�½�¾x¼(»åÃ�¸

U
µ

∃α > 0 | ∀u ∈ L2([0, T ],
m F m)

∫ T

0

‖u(t)‖2
Udt > α

∫ T

0

u(t)
T
u(t)dt. ¥ ÒQµ Ë�§

·0¿�¸
¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼ ÷G¼�¾å¾x¼ Ï��mÄ,Áu¾xÏ�Ç6»¡¼é¼6»å¾¨	�º6¸¡À²ú9º6¼é»¡À=ÆÖÕ ¿uÄ�Ä�Æ¶Àý÷G¿{¾xÀ²Á�½
t 7→ U(t)

¼6»å¾Ê÷GÁ�½�¾xÀ¶½#Ã�¼»åÃ�¸
[0, T ]

¼�¾
T < +∞ @Á�Ã�¼6½9÷�Á�¸¡¼é»6Õ À²Æ0¼Z�rÀý»�¾x¼éÃ�½�¼ ÷�Á�½Q»�¾ ¿u½�¾x¼

c > 0
¾¡¼6Æ²Æ¶¼ Ð�Ã9¼éÄ,Á�Ã�¸¾¡Á�Ãr¾

t ∈ [0, T ]
¼�¾�Ä,Á�Ã�¸3¾xÁ�Ãr¾/	�¼6÷�¾¡¼6Ã�¸

v ∈ m F m Á�½U¿�À²¾
vTU(t)v > cvTv

µ�Z½S¿ Æ¶¼
¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼(ÂeÕ ¼Z�rÀý»�¾x¼G½9÷G¼(»¡Ã�Àk	u¿u½#¾6µ
��8 õ#�Q¢�|m¯p® 6 · ¤ · ¤ · ºXý{�f')Ï8� :K?LÒcý?Î):�@1'Z�#Ô�� ��=Ö ½ �¶Ïi�4���T':Î3���>þv�O�>þg�¶U��g�¨Î%$�ÍHá��G"ZÎ3ý��)$��®&H�¶þ �)Æ&H�T'�Í�þ Îº�BÒcý0�K$�Ïk�BÒ�$�ý�Ð�ÏF@�&t�/Ê��B�
W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv��Í|Á�½#¾¡¸xÁ�½9»@¾¡Á�Ãr¾fÂ.Õ ¿�ÅQÁ�¸xÂ
ÆÖÕ ¼��rÀ¶»å¾¡¼6½9÷�¼PÂeÕ Ã�½�¼M¾x¼GÆ¶Æ²¼¹¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼�µa�±Á�½9»¡À@�ÂrºG¸xÁ�½9»�Ã�½�¼)»¡Ã�À²¾¡¼vÈ À¶½�À¶È Àý»x¿u½�¾x¼

(un)n∈ Ï Ð Â�¼)÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼6»�»¡Ã�¸
[0, T ]

H�{� �a�,Æý¿�»¡Ã�À²¾¡¼
C(un)

÷GÁ�½�	�¼6¸¡ü�¼E	�¼6¸x»�Æý¿ Å,Á�¸¡½�¼|À¶½>�ôºG¸xÀ¶¼GÃ�¸x¼�Âr¼6» ÷GÁ�ªr¾ »GµPö¹½�ÄQ¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À¶¼G¸ ÷�¼�¾¡¾¡¼�»¡Ã�À²¾¡¼¼6»å¾ Å,Á�¸x½�ºG¼�µf·0¿�¸éÏ��#Ä,Á�¾¡Ï�ÇB»å¼�=À²Æ3¼Z�rÀ¶»å¾¡¼;Ã�½�¼S÷�Á�½Q»�¾ ¿u½�¾x¼
α > 0

¾¡¼6Æ²Æ¶¼UÐ#Ã�¼;Ä,Á�Ã9¸Y¾¡Á�Ãr¾
u ∈ L2([0, T ],

m F m)
Á�½ ¿uÀ²¾

C(u) > α‖u‖L2

µ��Z½�¼G½ Â�º6ÂrÃ�À²¾ Ð#Ã�¼ Æý¿U»åÃ9À}¾x¼
(un)n∈ Ï Ð¼6»å¾ÊÅ,Á�¸x½�ºG¼ Â�¿u½9»

L2([0, T ],
m F m)

µe·0¿u¸(÷GÁ�½9»¡º6Ð#Ã�¼6½�¾I¤;»¡Á�Ã9»�� »åÃ�À²¾¡¼éÄ9¸¡ÇB»Z¼6Æ²Æ¶¼ ÷�Á�½�	�¼6¸¡ü�¼�C¿uÀ¶Å�Æ²¼6È ¼G½�¾t	�¼6¸x»éÃ�½)÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
u
Âr¼

L2 µ�r�Á�¾¡Á�½9» xn
¥ ¸x¼6»¡Ä.µ x § Æý¿�¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸x¼ ¿�»¡»¡Á?�÷�À¶ºG¼U¿uÃv÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼

un
¥ ¸¡¼B»åÄIµ u §Y»¡Ã�¸ [0, T ]

µMùYÕ ¿uÄ9¸¡Ç6»éÆ¶¿.�ôÁ�¸xÈYÃ�Æ²¼UÂr¼~	{¿u¸xÀý¿{¾xÀ²Á�½�Âr¼;Æý¿÷�Á�½Q»�¾ ¿u½�¾x¼�rÁ�½S¿crÄ,Á�Ã�¸3¾¡Á�Ãr¾
t ∈ [0, T ]



xn(t) = M(t)x0 +M(t)

∫ t

0

M(s)−1B(s)un(s)ds ¥ ÒQµ Ò�§



�;�Ç��¼%Eü"0�*i�1%c�M�1%¿'"% �±4/���?%O�B���$0ª4B%+*ø���"�10ª,Ñ�)#i%$* Ø�Ø

¥ ¼�¾ZÆ¶¿t�ôÁ�¸xÈYÃ�Æ¶¼ ¿u½Q¿uÆ¶Á�ü�Ã9¼
Ä,Á�Ã�¸ x(t) §Wµy�Z½SÈ Á�½#¾¡¸x¼ ¿uÆ¶Á�¸ »�¿uÀý»¡ºGÈ ¼G½�¾ZÐ#Ã�¼� ¤�»¡Á�ÃQ»ª� »åÃ�À²¾x¼Ä�¸¡ÇB»��Æý¿ »¡Ã�À²¾¡¼
(xn)

÷GÁ�½�	�¼G¸¡ü�¼�»¡À²È Ä�Æ¶¼GÈ ¼6½�¾+	�¼6¸x»¹Æ?Õ ¿uÄ9Ä�Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½
x
»åÃ�¸

[0, T ] ¥ ¼6½��C¿uÀ²¾PÁ�½Ä,¼GÃr¾�Ètµ6È ¼(È Á�½#¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼ÊÆý¿ ÷�Á�½�	�¼G¸xü�¼6½9÷�¼
¼6»å¾�Ã�½�Àk�ôÁ�¸xÈ ¼a§�µ·M¿�»x»¡¿�½�¾�È�¿uÀ¶½�¾¡¼6½9¿u½#¾/¤ Æý¿ Æ¶À²È À²¾¡¼ Â9¿u½9» ¥ Ò9µ Ò�§ZrÁ�½UÁ�År¾¡À¶¼G½#¾f�Ä,Á�Ã�¸3¾¡Á�Ãr¾ t ∈ [0, T ]


x(t) = M(t)x0 +M(t)

∫ t

0

M(s)−1B(s)u(s)ds,

¼�¾ZÂrÁ�½9÷
x
¼B»�¾�Ã�½�¼Y»¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½SÂ�Ã|»��r»�¾xÇGÈ ¼ ¿�»¡»¡Ár÷�À¶ºG¼(¿uÃ|÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼

u
µQÍ|Á�½�¾¡¸xÁ�½Q»�Ð#Ã.Õ ¼GÆ¶Æ²¼¼6»å¾�È À¶½�À²È Àý»¡¿�½�¾x¼�µQ·=Á�Ã�¸Z÷G¼GÆý¿ Á�½|Ãr¾¡À¶Æ¶À¶»¡¼ Æ¶¼��C¿uÀ²¾ZÐ#Ã�¼YÄ�Ã�Àý»¡Ð#Ã�¼

un ⇀ u
Â9¿u½9»

L2 QÁ�½�¿Æ?Õ À¶½�ºGü�¿�Æ¶À}¾xº
∫ T

0

‖u(t)‖2
Udt 6 lim inf

∫ T

0

‖un(t)‖2
Udt,

¼�¾¹ÂrÁ�½9÷
C(u) 6 lim inf C(un)

µuÍ�¿uÀý»0÷�Á�È È ¼
(un)

¼6»�¾MÃ�½�¼�»¡Ã�À²¾¡¼3È À²½9À²È Àý»¡¿�½�¾¡¼�
C(u)¼6»å¾±º6ü�¿�Æ ¤YÆ¶¿ Å,Á�¸¡½�¼�À¶½>�ôºG¸xÀ¶¼GÃ�¸x¼ZÂr¼6»Ô÷GÁ�ªr¾ »�v�{���a�@Æ²¼
÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼

u
¼6»å¾±È À¶½�À¶È Àý»x¿u½�¾am÷G¼ZÐ#Ã�ÀÈ Á�½�¾x¸¡¼ÊÆÖÕ ¼Z�rÀ¶»å¾¡¼6½9÷�¼(Â.Õ Ã�½9¼Ê¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼
Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼�µ·0Á�Ã�¸�Æ?Õ Ã�½�Àý÷�À²¾¡º(Á�½S¿ Å,¼6»¡Á�À¶½UÂrÃSÆ¶¼GÈ È ¼ »åÃ�À�	{¿�½�¾Bµ

�P®m¯p¯�® 6 · ¤ · ñ · Ê&Í9.Zý�þ�"�Î´�{ý�þ
C

�1':Îc'�Î%$��¶"ZÎ3�1&���þgÎ�":ý�þy�
�4���f�
��$��1�K���M�0�ÅÏk��&(&��f��ûfÁ�Ãr¾fÂ.Õ ¿�Å,Á�¸ ÂZ¸x¼GÈ�¿u¸ Ð#Ã�Á�½Q»eÐ#Ã�¼¹Ä,Á�Ã�¸.¾¡Á�Ãr¾

t ∈ [0, T ]
6Æ¶¿h�ôÁ�½Q÷W¾¡À¶Á�½

f(u) = uTU(t)u
ÂrºGú9½�À¶¼P»åÃ9¸im F m ¼6»å¾f»�¾x¸¡Àý÷W¾x¼GÈ ¼G½#¾f÷�Á�½�	�¼Z�r¼MÄ�Ã�Àý»¡Ð#Ã�¼¹Ä9¿�¸.Ï��mÄ,Áu¾xÏ�Ç6»¡¼MÆý¿È ¿u¾¡¸xÀý÷�¼

U(t)
¼6»å¾±»��mÈ º�¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼�ÂrºGú9½�À¶¼�Ä,Á�»¡À}¾xÀk	�¼�µ�ö¹½9»¡Ã�À}¾x¼��½�Á�¾¡Á�½9»

xu(·) Æý¿
¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼¿�»x»åÁr÷GÀ²º6¼¨¤ Ã�½|÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
u
µv�Z½S¿ Ä,Á�Ã�¸3¾¡Á�Ãr¾

t ∈ [0, T ]


xu(t) = M(t)x0 +M(t)

∫ t

0

M(s)−1B(s)u(s)ds.

·0¿�¸Y÷�Á�½9»¡º6Ð#Ã�¼G½#¾ff÷�Á�È È ¼ Â�¿u½9» Æ¶¿|Ä�¸x¼GÃc	�¼VÂrÃ�¾¡Ï�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼ �rµ¶´�µ¶´�.Æ?Õ ¿uÄ9Ä�Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½�Ð#Ã�À+¤Ã�½v÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼
u
¿�»x»åÁ�÷�À¶¼

xu(t)
¼B»�¾ ÷�Á�½�	�¼��m¼�f÷�¼B÷�À±Ä,Á�Ã�¸ ¾xÁ�Ãr¾

t ∈ [0, T ]
µ1AI¿�È ¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼

W (t)
ºG¾x¿�½�¾Ê»��#È ºG¾¡¸xÀ¶Ð#Ã�¼YÄ,Á�»¡À²¾¡À�	�¼�@÷�¼6÷GÀ=À²È Ä�Æ¶À¶Ð#Ã�¼éÆý¿ ÷GÁ�½�	�¼Z�rÀ}¾xºéÂr¼éÆÖÕ ¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾¡À¶Á�½�Ð#Ã�À

¤�Ã�½�÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
u
¿�»x»¡Ár÷�À¶¼

x(t)
T
W (t)w(t)

µ+�Z½w¸x¿�À¶»¡Á�½9½�¼UÂr¼SÈtµGÈ ¼|Ä,Á�Ã�¸�Æ²¼U¾x¼G¸xÈ ¼
x(T )

T
Qx(T )

µIö¹½rúQ½ifÆ?Õ À¶½�¾¡º6ü�¸ ¿{¾xÀ²Á�½ ¸¡¼6»¡Ä,¼6÷�¾x¿�½�¾ Æ¶¿|÷GÁ�½�	�¼Z�rÀ}¾xº�.Á�½ ¼G½�Â�º6ÂrÃ�À²¾éÐ#Ã�¼VÆ²¼÷�Á�ª�¾�¼6»å¾�»å¾x¸¡Àý÷W¾x¼GÈ ¼G½�¾�÷GÁ�½�	�¼��r¼
¼G½
u
µ

APÕ Ã�½�Àý÷�À²¾xº(Â�¼ÊÆý¿é¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼
Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ²¼Ê¼6½U¸xº6»¡Ã�Æ}¾x¼
¾¡¸xÀk	mÀý¿uÆ¶¼GÈ ¼G½#¾6µ

¸)�1&�Í0$-U��g�UÒQµ²´�µ¶´ ¥ ö��m¾x¼G½9»¡À²Á�½vÂrÃp¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼VÒQµ²´�µ²´
§��I�mÀÔÆý¿-�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½
g
¿�Ä�Ä9¿u¸ ¿uÀý»x»¡¿u½�¾Â�¿u½9»UÆ²¼ ÷�Á�ªr¾U¼6»å¾SÃ�½�¼��ôÁ�½9÷W¾xÀ¶Á�½\÷GÁ�½�¾xÀ²½mÃ�¼ Ð#Ã�¼6Æ¶÷GÁ�½9Ð#Ã�¼ Âr¼Om F n Â�¿u½9»Em FI3¼�¾��{Á�Ã\»åÀÆ²¼�»��r»å¾¡ÇGÈ ¼�Âr¼�÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼|¼6»å¾ Ä,¼G¸¡¾¡Ã�¸xÅ,º�Ä9¿u¸ Ã�½�¼.�ôÁ�½9÷W¾xÀ¶Á�½

r(t)
Ô¿uÆ¶Á�¸ » Æ¶¼|¾¡Ï9ºGÁ�¸xÇGÈ ¼Ä�¸¡ºB÷�ºBÂr¼G½�¾�¸x¼6»�¾x¼o	m¸x¿�À?µ

¸)�1&�Í0$-U��g�VÒQµ²´�µ � ¥ �Ô¿�»(ÂeÕ Ã�½ À¶½�¾¡¼6¸�	u¿uÆ¶Æ²¼ À¶½rú9½�À¶§��IA.¼ ¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼ ¼6»å¾Ê¼6½9÷�Á�¸¡¼�	{¿�Æ¶¿�Å�Æ²¼ »åÀ
T = +∞ .¿
	�¼6÷

g = 0
.Ä,Á�Ã�¸L	mÃ Ð#Ã�¼ Æ¶¼�»��m»å¾xÇGÈ ¼ ¥ Ò9µ¶´a§
»¡Á�À²¾ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æý¿uÅ�Æ¶¼ ¥ ¼G½ ¾¡¼6È ÄQ»Ð�Ã9¼GÆý÷�Á�½QÐ�Ã9¼a§Wµö¹½p¼��,¼G¾éÀ²ÆÔ»¡Ã>= ¾/��ÃQ»�¾x¼;Âr¼VÈ Á�½#¾¡¸x¼G¸éÐ�ÃIÕ À¶Æ±¼Z�rÀ¶»å¾¡¼ Â�¼6»(¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼6» »¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½Q» ÂrÃ»��r»å¾¡ÇGÈ ¼ ¥ Ò9µ¶´a§Ô»¡Ã�¸ [0,+∞[

¼�¾�Âr¼ ÷�Á�ªr¾3ú9½�ÀÖµv�Z¸�»åÀ.Æ²¼(»��r»å¾¡ÇGÈ ¼Ê¼6»å¾�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æý¿uÅ�Æ¶¼�r¿uÆ¶Á�¸ »



Ø?C �
	"��� 0��±4/%	�;�O�
	9P��h4B03%¿#i0���P+�/0ª4B%N÷4LM���"'¨4/�/�10�LM�&%
À²Æ@¼Z�rÀ¶»å¾¡¼ZÃ�½;÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼

u
¼G¾ÔÃ�½V¾x¼GÈ Ä9»

T > 0
¾¡¼GÆeÐ#Ã�¼ZÆ¶¿ ¾¡¸ ¿�� ¼B÷W¾xÁ�À¶¸¡¼Z¿�»x»åÁr÷GÀ²º6¼)¤

u
¸¡¼6Æ²À¶¼

x0
¤

0
»åÃ�¸

[0, T ]
µg�Z½ º�¾x¼G½9Â;¿�Æ²Á�¸x»PÆ¶¼
÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼

u
Ä9¿u¸

0
»¡Ã�¸

]T,+∞[
rÂr¼Ê»åÁ�¸å¾x¼ZÐ#Ã�¼
Æ¶¿¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼ ¸x¼6»å¾¡¼ ¼6½

0
µy�Z½�¿ ¿uÀ¶½9»åÀ=÷GÁ�½9»å¾¡¸xÃ�À²¾�Ã�½�¼Y¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼ »¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½�ÂrÃ�»��r»�¾xÇGÈ ¼»åÃ�¸

[0,+∞[
¼�¾VÂr¼|÷GÁ�ªr¾ ú9½�ÀÖµ$�±¼6÷�À�Ä,¼6¸¡È ¼G¾�Â.Õ ¿?= ¸xÈ ¼G¸ ÆÖÕ ¼��rÀ¶»å¾¡¼6½9÷�¼|ÂeÕ Ã9½�¼|»¡Ã�À}¾x¼|Âr¼÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼6»(È À¶½�À¶È Àý»x¿u½�¾ »Gµ1A.¼B»Y¿�Ãr¾¡¸x¼6»Y¿u¸xü�Ã�È ¼G½#¾x»YÂr¼VÆý¿|Ä�¸x¼GÃc	�¼ »¡Á�½#¾YÀ²½Q÷xÏ9¿�½�ü�ºB»Gµ±�Z½Á�År¾xÀ²¼6½�¾�ÂrÁ�½9÷
Æ¶¼Ê¸xº6»¡Ã�Æ}¾ ¿{¾�»¡Ã�Àk	u¿u½#¾6µ

]Ê¢{�9 P�Q�B�C�6�C�,� 6 · ¤ · ³ · Ó ý�þ;'��¶��D1$�ý?þ;'oÏk�+Òr$�ý�Ð�ÏF@1&��(���X��D�Îº��$=&��¶þv��$��>þX�¨Î%$�Í�á��4"�Î3ý��)$��/'Zý{ÆÏÓ�>Î;�{ý?þ2���
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t)'G�K$

[0,+∞[
��ÎN&��¶þg�)&��T'ZÍ?þgÎ$Ïk�M"Lý{©>Î

C(u) =

∫ +∞

0

(

‖x(t)‖2
W + ‖u(t)‖2

U

)

dt.

º �IÏk�¨'G?<'�ÎH@1&����1':Î�":ý�þ Î+$-,�Ï�Í�Ð�Ïk�Ô�Zþ¿�>þ¿Î3�1&)Òy'
T > 0 ½ ��ÎX'��IÏ8� :f?LÒgý�Îð:;@1'��\Ô��v��=Ö �1':Î�<D�$�� ãND:�®'=�K$

[0,+∞[ ½ Í?Ïký0$G'��¶Ï1�-���T'�Îº�®�>þX�/�>þ �¶U1�g��Î%$�ÍHá��4"�Î3ý��)$��(&��¶þg�)&��T'ZÍ?þgÎ3�f�
¸)�1&�Í0$-U��g�éÒ9µ¶´�µ Ë � Ë �mÀ.ÆÖÕ Á�½|»åÃ�Ä9ÄQÁ#»å¼ Âr¼(Ä�Æ¶Ã9»�Ð#Ã�¼(Æ¶¼6»�¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾xÀ²Á�½9»

A(·) ¼�¾ B(·)»åÁ�½�¾
L2 »¡Ã�¸ [0,+∞[

r¼G¾�»¡À
W (·) 	�ºG¸xÀ}ú9¼(÷�Á�È È ¼ U Ã9½�¼ÊÏ��mÄ,Á�¾¡Ï�ÇB»å¼(Âr¼(÷�Ár¼G¸ ÷�Àk�	mÀ}¾xº ¥ Ò9µ Ë�§Z9¿uÆ¶Á�¸ »ÔÆ¶¿ ¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼ÊÈ À²½�À¶È Àý»¡¿�½�¾¡¼Ê¾x¼G½9Â-	�¼G¸ »

0
Æ¶Á�¸ »¡Ð#Ã�¼

t
¾x¼G½9ÂE	�¼6¸x»Æ?Õ À¶½rú9½�ÀÖµö¹½�¼��,¼G¾ÊÁ�½�È Á�½#¾¡¸x¼©�C¿�÷�À¶Æ²¼6È ¼6½�¾(¼G½�Ãr¾¡À¶Æ¶À¶»x¿u½#¾ÊÆ?Õ À¶½�ºGü#¿uÆ¶À}¾xº Âr¼¹�Ô¿�Ã9÷xÏ����3�r÷ Ï�sÔ¿�¸��Ð#Ã�¼�ÆÖÕ ¿uÄ�Ä�Æ¶Àý÷G¿{¾xÀ¶Á�½

ẋ(·) ¼6»å¾±Â�¿u½Q» L1 �¼�¾PÄQ¿u¸P÷�Á�½9»¡º6Ð#Ã�¼G½#¾PÐ#Ã�¼ x(t) ÷GÁ�½�	�¼G¸xü�¼�µ���¿Æ²À¶È À}¾x¼(¼6»å¾�¿�Æ²Á�¸x»+�ôÁ�¸x÷�º6È ¼G½�¾�½#Ã�Æ¶Æ¶¼�µ
Ë ùZ¿�½9»éÆ¶¼U÷G¿�»é¿�Ãr¾¡Á�½�Á�È ¼ ¥ A ¼�¾

B
»¡Á�½#¾ ÷�Á�½Q»�¾ ¿u½�¾x¼6»:§�0»¡À

W (·) 	�ºG¸xÀ}úQ¼;÷GÁ�È È ¼
U
Ã�½�¼
Ï��mÄ,Áu¾¡Ï9Ç6»¡¼
Âr¼Ê÷�Ám¼6¸x÷GÀk	mÀ²¾¡º ¥ ÒQµ Ë�§�r¿uÆ¶Á�¸ »PÆ¶¿Y¾¡¸ ¿
��¼B÷W¾xÁ�À¶¸¡¼ZÈ À¶½�À¶È À¶»x¿u½#¾¡¼Z¾¡¼6½9Â	�¼G¸ »

0
Æ¶Á�¸ »xÐ�Ã9¼

t
¾¡¼G½QÂ~	�¼6¸x»3ÆÖÕ À¶½rú9½�ÀÖµö¹½S¼Z�@¼�¾�À²ÆI»¡Ã>= ¾�ÂeÕ ºB÷�¸xÀ²¸x¼
ÆÖÕ À²½�º6ü�¿�Æ²À²¾¡º

‖ẋ(t)‖ 6 ‖A‖‖x(t)‖ + ‖B‖‖u(t)‖ 6 Cste(‖x(t)‖2 + ‖u(t)‖2),Ä�Ã�Àý»�¼G½UÀ¶½�¾xºGü�¸x¿�½�¾�Á�½UÈ Á�½#¾¡¸x¼(Âr¼ÊÈtµ6È ¼ Ð#Ã�¼(Æ?Õ ¿uÄ�Ä9Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½
ẋ(·) ¼6»å¾�Â�¿�½9» L1 µ


 í43 Ù ���Eñ~�����Z��� �~ï�$ðB�&������°±ðòð$�G�&ó��K�&������ðôñ2S��I¯¼�1��øG�¨®
öZ�:�1ï ù-¯~°±�Z�Õ+�Z¯�ð ñEó øG� ô ��ø ó-ø ñE���E�¡ö�ðû+����� R

��8 õ#�Q¢�|m¯p® 6 · ñ · ¤ · Ê&ÍÑÎ+$�Í�á��4"�Îºý?�)$��
x ½ Í<'G'Zýz"Z�¶D:�ÅÍ{�>":ý�þgÎ%$-,�Ï��

u ½ �='�ÎIýLÒXÎ;�)&�Í�Ïk�©Ògý0�K$Ïk�hÒr$�ý�Ð�ÏF@�&t�/Ê���'��5��Îc'Z���>Ïk��&t��þgÎc'K� �¶Ï±�-���T'�Îº�®�>þ¨���4"�Îº���K$�Í��Há�ý?�¶þgÎ
p(t)

�<D�$�� ã+Í?þgÎiÒgý0�K$Ò�$��1'1U��g�©Îºý{�>Î
t ∈ [0, T ]

ṗ(t) = −p(t)A(t) + x(t)
T
W (t) ¥ ÒQµ Ø�§

�ZÎ+ÏkÍ�":ý�þr���¶Î;�{ý?þMã5þvÍ?Ïk�
p(T ) = −x(T )

T
Q. ¥ ÒQµ C�§WH�hÒXÏÓ�f'oÏ��(":ý�þ Î+$-,?Ïk��ýLÒXÎ;�)&�Í�Ï

u
';� DG"1$��¶Î ½ Òcý{�K$$Ò�$��1'1U��g�©Îºý{�>Î

t ∈ [0, T ] ½
u(t) = U(t)−1B(t)

T
p(t)

T
. ¥ ÒQµÊJ�§



�;� ¾;�������)'"0��10������9P��1%+*c*c�/0ª4B%Ñ%"�-*
�����10�*>���H�1%�'Õ� ���"�10ª,.�"#i0��¼P>�=�+4B0��(�10H� %�'#�~,.��ü"0ª,¢��,e'/�9�"*I#i%>�
W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�"�mÁ�À²¾

u
Ã�½�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼3Á�Är¾xÀ²È�¿�Ær¼G¾

x
Æ¶¿
¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼�¿�»x»¡Ár÷�À¶ºG¼3»¡Ã�¸

[0, T ]
µA.¼U÷GÁ�ªr¾ ¼6»å¾ ÂrÁ�½9÷ È À¶½�À¶È ¿�Æ3Ä9¿u¸xÈ À±¾¡Á�Ãr¾¡¼B»éÆ¶¼6»é¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼B»é»åÁ�Æ²Ãr¾xÀ²Á�½9» ÂrÃw»��r»å¾¡Ç6È ¼�Ä9¿u¸¡¾x¿�½�¾3Âr¼

x0
#Æ¶¼ZÄ,Á�À²½#¾±ú9½9¿�Æ,º�¾ ¿u½#¾Ô½�Á�½�úg�mº�µc�±Á�½Q»åÀýÂrºG¸xÁ�½Q»P¿uÆ¶Á�¸x»±Âr¼6»±Ä,¼6¸å¾xÃ�¸¡ÅQ¿{¾¡À¶Á�½9»ÂrÃ|÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼

u
Â�¿�½9»

L2([0, T ],
m F m)

ÂrÃU¾ª�#Ä,¼
upert(t) = u(t) + δu(t),

¼G½�ü�¼G½9Âr¸ ¿u½#¾3Æ¶¼6»3¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼B»
xpert(t) = x(t) + δx(t) +

Á
(‖δu‖L2),

¿a	�¼B÷
δx(0) = 0

µ±AI¿|¾x¸x¿���¼B÷W¾xÁ�À¶¸¡¼
xpert

Âr¼f	{¿�½�¾HµG¾¡¸x¼;»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½vÂrÃ)»��r»�¾xÇGÈ ¼
ẋpert =

Axpert +Bupert
�Á�½U¼G½|Ârº6Â�Ã�À}¾ZÐ#Ã�¼

δẋ = Aδx+Bδu,

¼�¾�Ä9¿u¸�÷GÁ�½9»¡º6Ð#Ã�¼6½�¾f�ÄQÁ�Ã�¸3¾¡Á�Ãr¾
t ∈ [0, T ]



δx(t) = M(t)

∫ t

0

M(s)−1B(s)δu(s)ds. ¥ Ò9µ [�§
·0¿�¸I¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ9¸x»eÀ²Æ�¼6»å¾.Å9À²¼6½(÷�Æý¿�À²¸IÐ�Ã9¼MÆ¶¼¹÷�Á�ªr¾

C(·) ¼6»å¾.Ã�½9¼±�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½ÊÆ²Àý»x»å¼¹»¡Ã�¸ L2([0, T ],
m F m)¥ ¼GÆ¶Æ¶¼é¼6»å¾ZÈtµGÈ ¼ ¿�½9¿uÆ��#¾¡ÀýÐ�Ã9¼a§�¿uÃ�»¡¼G½Q»ZÂr¼�D�¸xº6÷ Ï�¼G¾6µXA.¼ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ u º�¾x¿�½�¾
È À²½9À²È Àý»¡¿�½�¾Á�½SÂrÁ�À}¾�¿a	�Á�À²¸

dC(u) = 0.�Z¸
C(upert) = g(xpert(T )) +

∫ T

0

(‖xpert(t)‖2
W + ‖upert(t)‖2

U )dt,

¼�¾�÷�Á�È È ¼
Q

W (t)

¼G¾
U(t)

»¡Á�½�¾�»��mÈ º�¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼6»fmÁ�½U¼G½|Ârº6ÂrÃ�À²¾�Ð#Ã�¼
1

2
dC(u).δu = x(T )

T
Qδx(T ) +

∫ T

0

(x(t)
T
W (t)δx(t) + u(t)

T
U(t)δu(t))dt = 0,

¥ Ò9µ ��§÷�¼6÷GÀeº�¾ ¿u½�¾B	u¿uÆý¿uÅ�Æ¶¼
Ä,Á�Ã�¸3¾¡Á�Ã�¾¡¼ÊÄ,¼G¸¡¾¡Ã9¸¡Å9¿u¾¡À¶Á�½
δu
µ �±¼G¾å¾¡¼(º6Ð#Ã9¿{¾xÀ¶Á�½~	{¿é½�Á�Ã9»�÷�Á�½QÂrÃ�À¶¸¡¼¤ Æ?Õ ¼Z�rÄ�¸x¼6»x»¡À²Á�½;ÂrÃ|÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ

u
µ9Í�¿uÀý»3À²½#¾¡¸xÁrÂrÃ�Àý»¡Á�½9»Ô¾¡Á�Ãr¾�ÂeÕ ¿�Å,Á�¸ Â Æ²¼I	�¼6÷�¾¡¼6Ã�¸¿�Â
��Á�À²½#¾

p(t)
÷�Á�È È ¼(»¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½UÂrÃSÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼(Âr¼H�Ô¿uÃ9÷ Ï��
ṗ(t) = −p(t)A(t) + x(t)

T
W (t), p(T ) = −x(T )

T
Q.

AI¿H�ôÁ�¸xÈYÃ�Æ¶¼(Âr¼I	{¿u¸xÀý¿{¾¡À¶Á�½UÂr¼(Æ¶¿ ÷GÁ�½9»å¾x¿�½�¾¡¼Ê½�Á�Ã9»�÷GÁ�½9ÂrÃ�À²¾)¤

p(t) = ΛM(t)−1 +

∫ t

0

x(s)
T
W (s)M(s)ds M(t)−1

Ä,Á�Ã�¸3¾xÁ�Ãr¾
t ∈ [0, T ]

�Á�¦

Λ = −x(T )
T
QM(T ) −

∫ T

0

x(s)
T
W (s)M(s)ds.
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F�¼�	�¼6½�Á�½9»±¿�Æ²Á�¸x»5¤ ÆÖÕ ºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½ ¥ Ò9µ ��§WµmûIÁ�Ãr¾ÔÂ.Õ ¿�Å,Á�¸ Ây�¼6½�¾x¼G½9¿�½�¾3÷�Á�È Ä�¾¡¼ZÂ�¼ ¥ Ò9µ [�§MÄ�Ã�Àý»¼G½SÀ²½#¾¡ºGü�¸x¿�½�¾�Ä9¿u¸�Ä9¿�¸å¾xÀ²¼B»�rÀ¶Æi	#À¶¼G½#¾
∫ T

0

x(t)
T
W (t)δx(t)dt =

∫ T

0

x(t)
T
W (t)M(t)

∫ t

0

M(s)−1B(s)δu(s)ds dt

=

∫ T

0

x(s)
T
W (s)M(s)ds

∫ T

0

M(s)−1B(s)δu(s)ds

−
∫ T

0

∫ t

0

x(s)
T
W (s)M(s)ds M(t)−1B(t)δu(t) dt.

�Z¸
p(t) − ΛM(t)−1 =

∫ t

0

x(s)
T
W (s)M(s)ds M(t)−1,

¼�¾�ÂeÕ ¿uÄ�¸xÇ6»3Æ?Õ ¼Z�rÄ�¸x¼6»x»¡À²Á�½;Âr¼
Λ
Á�½S¿u¸x¸¡À�	�¼¨¤

∫ T

0

x(t)
T
W (t)δx(t)dt = −x(T )

T
QM(T )

∫ T

0

M(t)−1B(t)δu(t)dt−
∫ T

0

p(t)B(t)δu(t)dt.

m ½���¼6÷�¾¡Á�½Q»�÷G¼�¾å¾x¼(ºGü#¿uÆ¶À}¾xºÊÂ�¿�½9» ¥ Ò9µ ��§��¼G½U¾¡¼G½9¿�½�¾�÷GÁ�È Är¾¡¼ ÂrÃE�C¿uÀ²¾�Ð#Ã�¼

x(T )
T
Qδx(T ) = x(T )

T
QM(T )

∫ T

0

M(t)−1B(t)δu(t)dt.

�Z½;¾¡¸xÁ�Ãc	�¼(¿uÆ¶Á�¸ »3Ð�Ã9¼
1

2
dC(u).δu =

∫ T

0

(u(t)
T
U(t) − p(t)B(t))δu(t) dt = 0,

÷�¼6÷GÀ3Ä,Á�Ã�¸é¾xÁ�Ãr¾x¼S¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾¡À¶Á�½
δu ∈ L2([0, T ],

m F m)
µ+�±¼6÷GÀ3À¶È Ä9Æ²ÀýÐ#Ã�¼SÂ�Á�½9÷;ÆÖÕ º6ü�¿�Æ²À²¾¡ºÄ,Á�Ã�¸�Ä�¸x¼6»xÐ#Ã�¼Z¾xÁ�Ãr¾

t ∈ [0, T ]

u(t)
T
U(t) − p(t)B(t) = 0,÷�¼ZÐ#Ã�ÀQ¼6»å¾±Æ¶¿Y÷�Á�½9÷�Æ¶Ã9»¡À²Á�½�»¡Á�Ã�ÏQ¿uÀ²¾¡ºG¼�µ�F�ºB÷�À¶Ä�¸¡ÁrÐ#Ã�¼6È ¼G½�¾Ô»GÕ À¶ÆQ¼Z�rÀ¶»å¾¡¼�Ã�½¹	�¼B÷W¾¡¼6Ã�¸±¿�Â
��Á�À¶½�¾

p(t)
	�º6¸¡À²úQ¿u½#¾ ¥ Ò9µÌØ�§Ê¼G¾ ¥ Ò9µ C�§Ê¼�¾ »¡ÀPÆ¶¼ ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ u ¼B»�¾éÂ�Á�½�½�º Ä9¿u¸ ¥ ÒQµÊJ�§�f¿�Æ²Á�¸x»(À²Æ±¼B»�¾Å�À²¼6½S÷GÆ¶¿�À¶¸�ÂeÕ ¿uÄ�¸xÇ6»3Æ¶¼Ê¸ ¿uÀý»åÁ�½�½�¼GÈ ¼6½�¾3Ä9¸¡ºB÷�º6Âr¼6½�¾�Ð�Ã9¼

dC(u) = 0.�Z¸
C
ºG¾x¿�½�¾Z»�¾x¸¡Àý÷W¾x¼GÈ ¼G½#¾�÷�Á�½�	�¼��m¼ ÷�¼6÷GÀ.À¶È Ä9Æ²ÀýÐ#Ã�¼YÐ�Ã9¼

u
¼6»å¾�Ã�½|È À²½�À¶ÈYÃ�È�ü�Æ¶Á�ÅQ¿uÆ.Âr¼

C
µ

¸)�1&�Í0$-U��g� Ò9µÌ�rµ¶´��¨�mÀ¹Æ²¼V»��m»å¾¡Ç6È ¼ Â�¼�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ ¼6»å¾(Ä,¼G¸¡¾¡Ã9¸¡Å,º Ä9¿�¸ÊÃ�½9¼��ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½
r(t)

¿uÆ¶Á�¸ » Æ¶¼S¾¡Ï9ºGÁ�¸xÇGÈ ¼|Ä�¸¡ºB÷�ºBÂr¼G½�¾ ¸¡¼B»�¾x¼-	m¸ ¿uÀÖµ�m Æ�Æ¶¼|¸x¼6»å¾¡¼�¹Â�¼|ÈtµGÈ ¼�±»¡À�Æý¿��ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½
g¿uÄ�Ä9¿�¸x¿�À¶»x»¡¿u½#¾�Â�¿u½Q»�Æ¶¼é÷�Á�ªr¾Z¼6»å¾ZÃ�½�¼©�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½

C1 Ð�Ã9¼GÆý÷�Á�½QÐ�Ã9¼YÂr¼©m F n Â�¿u½9»)m FI@»x¿uÃ>�Ð#Ã�¼ÊÆý¿ ÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ²Á�½;ú9½9¿�Æ²¼(»¡Ã�¸�Æ¶¼o	�¼B÷W¾x¼GÃ�¸�¿�Â
��Á�À¶½�¾ ¥ ÒQµ C�§ÔÂr¼�	mÀ¶¼G½#¾
p(T ) = −1

2
∇g(x(T )), ¥ ÒQµ²´a��§

÷�Á�È È ¼�Á�½ Æ¶¼�	�Á�À²¾I�C¿�÷GÀ²Æ¶¼GÈ ¼6½�¾éÂ�¿u½9»(Æý¿|Ârº6È Á�½9»å¾¡¸ ¿{¾¡À¶Á�½Iµ��±¼�¾¡¾¡¼ ÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½�»GÕ ¿uÄ9ÄQ¼6Æ²Æ¶¼"Lý?þ����¶Î´�{ý�þ����©Î%$�Í�þ�'G����$G'ZÍ?Ï �¶ÎHD�µ



�;� ¾;�������)'"0��10������9P��1%+*c*c�/0ª4B%Ñ%"�-*
�����10�*>���H�1%�'Õ� ���"�10ª,.�"#i0��¼P>�=�+4B0��(�10H� %�'#�~,.��ü"0ª,¢��,e'/�9�"*I#i%>�
¸)�1&�Í0$-U��g�3Ò9µÌ�rµÌ�g�fùZ¿�½9».Æ²¼P÷6¿�».Â.Õ Ã�½ À²½#¾¡¼6¸�	u¿uÆ¶Æ²¼MÀ¶½rú9½�À ¥ T = +∞ §@Æý¿�÷GÁ�½9Â�À}¾xÀ²Á�½(Âr¼f	mÀ²¼6½�¾

lim
t→+∞

p(t) = 0. ¥ ÒQµ²´�´a§
¸)�1&�Í0$-U��g�éÒ9µÌ�rµ Ë ��ù�ºGú9½�Àý»¡»¡Á�½9»�Æ¶¿H�ôÁ�½9÷W¾¡À¶Á�½

H :
m F n × m F n × m F m → m F\Ä9¿�¸

H(x, p, u) = p(Ax+Bu) − 1

2
(xTWx+ uTUu),

¼G½�Ãr¾xÀ²Æ¶À¶»x¿u½#¾Z¾¡Á�Ã���Á�Ã9¸x»�Æý¿ ÷GÁ�½�	�¼G½�¾xÀ²Á�½�Ð#Ã�¼
p
¼B»�¾
Ã�½�	�¼6÷W¾x¼GÃ�¸
Æ¶À²ü�½�¼éÂr¼�m F n µX��Æ¶Á�¸ »�Æ²¼B»º6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½9»�ÂrÁ�½�½9ºG¼6»�Ä9¿u¸�Æ²¼(Ä�¸xÀ²½Q÷�À¶Ä,¼(ÂrÃSÈ ¿?�rÀ²ÈYÃ9È A=Óë»6Õ º6÷�¸xÀ�	�¼G½�¾

ẋ =
∂H

∂p
= Ax+Bu,

ṗ = −∂H
∂x

= −pA+ xTW,

¼�¾
∂H

∂u
= 0,

Ä�Ã�Àý»¡Ð#Ã�¼
pB−uTU = 0

µg�±¼6÷�À@¿u½9½�Á�½9÷G¼�Æ²¼ZÄ�¸xÀ²½Q÷�À¶Ä,¼ZÂrÃ È�¿��rÀ¶ÈYÃ�È ü�ºG½�º6¸x¿�Æ?µ�Í�¿uÀý»P¼G½�C¿uÀ²¾3À¶÷GÀeÂ�¿u½9»ÔÆ²¼Ê÷G¿�»$A=Ó`Á�½ Ä,¼GÃ�¾�ÂrÀ¶¸¡¼ZÈ À¶¼GÃ>�Ñ�rÂeÕ Ã�½9¼
Ä9¿u¸¡¾ÔÆ¶¼ZÄ�¸xÀ¶½9÷�À¶Ä,¼
ÂrÃ;È�¿��rÀ¶ÈYÃ�ÈA=Ó ¼6»å¾(Ã�½9¼�÷GÁ�½9ÂrÀ²¾xÀ²Á�½ ½�º6÷�¼B»¡»x¿uÀ¶¸x¼é¼G¾ »¡Ã>=V»x¿u½�¾x¼�Âr¼�È À²½�À¶È�¿uÆ¶À²¾¡º ¥ ¿�Æ²Á�¸x»ÊÐ#Ã�¼VÂ�¿u½Q»ÊÆ²¼÷G¿�»Mü�º6½�ºG¸ ¿uÆ�÷uÕ ¼6»å¾¹Ã�½�¼�÷GÁ�½9ÂrÀ²¾xÀ²Á�½ ½�ºB÷�¼6»x»¡¿�À²¸x¼3»¡¼GÃ�Æ¶¼GÈ ¼6½�¾:§Z�ÂeÕ ¿uÃr¾x¸¡¼�Ä9¿u¸¡¾MÀ¶Æ�¼B»�¾¹Ä,Á#»¡»¡À¶Å�Æ²¼ÂeÕ ¼��rÄ�¸¡À¶È ¼G¸¹Æ¶¼�÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�»¡Á�Ã9»±�ôÁ�¸¡È ¼�Â�¼�Å,Á�Ã9÷�Æ¶¼h�ô¼6¸¡È ºG¼��ü�¸:Æ�÷�¼B¤(Æ¶¿
¾xÏ�ºGÁ�¸¡À¶¼�Âr¼)F�Àý÷G÷6¿{¾¡À
¥ 	�Á�À²¸�»å¼B÷W¾xÀ²Á�½U»¡Ã�À�	{¿�½�¾¡¼
§Wµ
ì)_.®m¯� 0C® 6 · ñ · ¤ · �±Á�½9»¡À¶Â�ºG¸xÁ�½9»f9¿
	�¼6÷

n = m = 1
,Æ¶¼é»��r»�¾xÇGÈ ¼éÂr¼é÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼

ẋ = u


x(0) = x0
�¼G¾�Æ¶¼ ÷�Á�ª�¾

C(u) =

∫ T

0

(x(t)2 + u(t)2)dt.

�mÀ.Æý¿é¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸x¼
x
¿�»x»åÁ�÷�À¶ºG¼Ê¿uÃS÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼

u
¼6»å¾�Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼(¿uÆ¶Á�¸ »3ÂeÕ ¿uÄ�¸xÇ6»3Æ²¼Ê¾¡Ï9ºGÁ�¸xÇGÈ ¼Ä�¸¡ºB÷�ºBÂr¼G½�¾�Á�½SÂrÁ�À}¾�¿
	�Á�À¶¸

ẋ = u, ṗ = x, p(T ) = 0,

¿a	�¼B÷
u = p

µv�Z½U¼G½|Ârº6ÂrÃ9À}¾ZÐ�Ã9¼
ẍ = x

�¼G¾�Â�Á�½9÷
x(t) = x0

÷ Ï;¾
+ p(0)

»¡Ï
t, p(t) = x0

»åÏ;¾
+ p(0)

÷ Ï
t.

�Z¸
p(T ) = 0

9ÂeÕ Á�¦Uú9½9¿uÆ¶¼GÈ ¼6½�¾

x(t) = x0

( ÷xÏU¾ −
»¡Ï
T÷ Ï
T

»¡Ï
t

)

.

ì)_.®m¯� 0C® 6 · ñ · ñ · �±Á�½9»¡À¶Ârº6¸¡Á�½9» Æ¶¼|Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼|ÂrÃ(	�ºGÏ�Àý÷�Ã�Æ¶¼�»¡¼|Ârº6Ä�Æý¿�ÃG¿�½�¾V¼G½ Æ¶À²ü�½�¼Âr¸¡Á�À}¾x¼�rÈ ÁrÂ�ºGÆ¶À¶»¡ºÊÄ9¿u¸�Æ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼(Âr¼ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
ẍ = u, x(0) = ẋ(0) = 0.
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�Z½�»¡Á�Ã�ÏQ¿uÀ²¾¡¼��Ä,¼G½QÂ�¿u½#¾PÃ�½�¾¡¼GÈ Ä9»

T
úc�rº��È ¿?�rÀ²È Àý»å¼6¸¹Æ¶¿ ÂrÀý»å¾x¿u½Q÷�¼�Ä9¿u¸ ÷�Á�Ã�¸¡Ã�¼3¾¡Á�Ãr¾P¼G½È À¶½�À¶È À¶»x¿u½#¾�Æ?Õ ºG½�¼6¸¡ü�À²¼¨�ôÁ�Ã�¸x½�À¶¼�µ �Z½S÷ Ï�Á�À¶»¡À²¾�ÂrÁ�½9÷ÊÆ²¼ ÷�¸xÀ}¾xÇG¸x¼

C(u) = −x(T ) +

∫ T

0

u(t)2dt.

ö¹½|¿�Ä�Ä�Æ¶À¶Ð#Ã9¿�½�¾�Æ¶¼Ê¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼
ÒQµÌ�rµ¶´ZÁ�½UÁ�År¾xÀ²¼6½�¾�Æ¶¼6»3ºBÐ#Ã9¿{¾xÀ²Á�½9»
ẋ = y, ẏ = u, ṗx = 0, ṗy = −px,¼�¾�Æ¶¿�÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ²Á�½ ¥ ÒQµ²´a��§±Â�Á�½�½�¼

px(T ) =
1

2
, py(T ) = 0.

ö¹½SÀ¶½�¾¡º6ü�¸ ¿u½#¾3Á�½;¾¡¸xÁ�Ãc	�¼ÊÆ²¼ ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
u(t) =

T − t

2¼�¾�Æ¶¿�ÂrÀ¶»å¾x¿�½9÷�¼ÊÄQ¿u¸ ÷�Á�Ã9¸¡Ã�¼
x(T ) =

1

6
T 3.¸)�1&�Í0$-U��g� Ò9µÌ�rµ Òv�ZùZ¿�½9»ÊÆÖÕ ¼��r¼GÈ Ä�Æ²¼ Ä9¸¡ºB÷�º6Âr¼6½�¾(Á�½ ¿uÃ�¸ ¿uÀ²¾ÊÄ�Ã È ¼�¾¡¾¡¸x¼�Âr¼6»ÊÄ,Á�À¶Â�»(ÂrÀk�¶��ôºG¸x¼G½�¾ »éÂ�¿�½9» Æ¶¼;÷�Á�ªr¾f0»åÃ�À�	{¿�½�¾ Ð#Ã.Õ Á�½p¿�÷G÷�Á�¸xÂ�¼�Ä�Æ¶Ã9»éÂeÕ À¶È Ä,Á�¸å¾ ¿u½9÷G¼¼¤|È�¿?�mÀ¶È À¶»¡¼G¸YÆý¿ÂrÀ¶»å¾ ¿u½9÷�¼(Ä9¿u¸ ÷�Á�Ã�¸¡Ã�¼
Á�ÃUÈ À¶½�À¶È Àý»¡¼G¸�ÆÖÕ ºG½�¼6¸¡ü�À²¼�µg�Z½UÄ,¼6Ãr¾�¿uÃ9»x»¡Àe÷ Ï�Á�À¶»¡À²¸�Æ²¼ ÷�Á�ªr¾

C(u) = −x(T )2 +

∫ T

0

u(t)2dt,

Ð#Ã�À.÷GÁ�½9Â�Ã�À}¾)¤
u(t) = x(T )(T − t)

¼�¾
x(T ) = T 3

3T 3−6

µ
¸)�1&�Í0$-U��g� ÒQµ ��µ Ø �©APÕ ¿�Ä�Ä�¸xÁr÷ Ï�¼�Ârº�	�¼6Æ²Á�Ä�Ä,ºG¼�Â�¿�½9» Æý¿vÂrºGÈ Á�½9»�¾x¸x¿u¾¡À¶Á�½�ÂrÃ�¾xÏ�ºGÁ�¸xÇGÈ ¼Ò9µÌ�rµ¶´ ¼6»å¾"	u¿u¸xÀ¶¿u¾¡À¶Á�½�½�¼6Æ²Æ¶¼�µX�Z½|¾x¸¡Á�Ãc	�¼G¸ ¿�Ã�½�¼ ¿uÃr¾x¸¡¼é¿uÄ9Ä�¸¡Á�÷xÏ�¼éÂ�¿u½9»H» Ò��
½º@Ð�Ã9ÀfÄ,¼6¸¡È ¼G¾½�Áu¾ ¿uÈ È ¼G½�¾�Ã�½�¼Ê¼��#¾x¼G½9»¡À¶Á�½U¿�ÃU÷G¿�»ÔÁ�¦UÁ�½UÀ²È Ä,Á�»¡¼ÊÐ#Ã�¼ÊÆ¶¼ÊÄ,Á�À¶½�¾�ú9½9¿uÆ.¿�Ä�Ä9¿�¸å¾xÀ²¼6½�½�¼o¤Ã�½�¼�÷�À¶Å�Æ¶¼�µir�Á�Ã9»Ê¿
	�Á�½9»
À¶÷GÀ0Ä�¸xºZ�ôº6¸¡º ÆÖÕ ¿�Ä�Ä�¸xÁr÷xÏ9¼ ÂrÃ ÷6¿uÆý÷�Ã�Æ¹Âr¼6»o	{¿u¸xÀý¿{¾¡À¶Á�½Q»Z÷�Æý¿�»x»¡À¶Ð#Ã�¼�÷G¿u¸3¼GÆ¶Æ¶¼
Ä,¼6¸¡È ¼�¾�Ã�½�¼ÊÄ�¸x¼GÃc	�¼ZÄ9Æ²Ã9»3¸ ¿uÄ9À¶Âr¼
¼�¾�º6Æ²º6ü�¿�½�¾¡¼�µ>A¹Õ ¿uÃr¾x¸¡¼Ê¿�Ä�Ä�¸xÁr÷xÏ�¼
¼6»å¾3¼6½¼�C¿�À}¾Ä�Æ²ÃQ»Mü�ºG½�º6¸x¿�Æ²¼3¼�¾±»¡¼G¸ ¿ZÄ9¸¡À�	mÀ²Æ¶ºGü�À²º6¼�Â�¿u½Q»MÆ²¼�÷G¿�»Mü�º6½�ºG¸ ¿uÆ ¥ ½�Á�½�Æ²À¶½�º6¿�À²¸x¼a§=Á�¦ ¼6Æ²Æ¶¼�÷GÁ�½9ÂrÃ9À}¾¿uÃUÄ�¸xÀ²½Q÷�À¶Ä,¼(ÂrÃSÈ�¿��rÀ²ÈYÃ9È Âr¼Ê·0Á�½#¾¡¸L��¿uü�À¶½;ü�ºG½�ºG¸ ¿uÆÖµ

 í8Q � ����5���Z���  ��öZðBó~° ð$� ï�7tó~�o�1�Z��� ñ~ð�� ��N$�o���
��°+Ø�° ï ±�î^²
ÜZã Ý�ãåÛPÜ è�á«à�æ çxÛ±Ü)Q,Ý�ã�ÛPÜ É=æMà�á�P�Þ

�mÁ�À}¾
T > 0

úc�rº�r¼�¾�»åÁ�À}¾
x ∈ m F n µ �±Á�½9»¡ÀýÂrºG¸xÁ�½9»±Æ¶¼
Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼oA=ÓëÂr¼
¾¡¸xÁ�Ãc	�¼6¸ÔÃ�½�¼¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼Ê»¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½UÂr¼

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), x(0) = x, ¥ Ò9µ¶´B��§
È À¶½�À¶È À¶»x¿u½#¾�Æ²¼ ÷�Á�ªr¾�Ð#Ã9¿�Â�¸x¿u¾¡ÀýÐ#Ã�¼

CT (u) = x(T )
T
Qx(T ) +

∫ T

0

(

‖x(t)‖2
W + ‖u(t)‖2

U

)

dt. ¥ Ò9µ¶´6Ë�§
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T;õ�V0�f�C�6�C�,� 6 · ³ · ¤ · Af¿9.Zý?þ�"�Î;�{ý?þ¨�
Í?Ïk���K$

ST
¿uÃ Ä,Á�À²½#¾

x
¼6»å¾ÔÆý¿YÅ,Á�¸x½�¼ZÀ²½>�ôº6¸¡À¶¼GÃ�¸x¼
Âr¼6»÷�Á�ª�¾x»3Ä,Á�Ã�¸�Æ²¼(Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼IA=Óéµc��Ãr¾¡¸x¼GÈ ¼6½�¾�ÂrÀ²¾

ST (x) = inf{CT (u) | xu(0) = x}.¸)�1&�Í0$-U��g�YÒ9µ Ë9µ²´��B�mÁ�Ã9»3ÆÖÕ Ï��mÄ,Áu¾¡Ï9Ç6»¡¼ ¥ Ò9µ Ë�§±Á�½S¿é¼Z�rÀý»�¾x¼G½9÷G¼ÊÂ.Õ Ã�½9¼ÊÃ�½�ÀýÐ#Ã�¼
¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼Á�Är¾xÀ²È�¿uÆ¶¼ ÂeÕ ¿uÄ9¸¡ÇB»3Æ¶¼Ê¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼ÊÒQµ²´�µ²´�r¼�¾ZÂ�¿�½9»�÷G¼ ÷G¿�»�÷�¼G¾å¾¡¼ Å,Á�¸¡½�¼(À¶½>�ôºG¸xÀ²¼6Ã�¸x¼(¼6»å¾�Ã�½È À¶½�À¶ÈYÃ�ÈSµ
��°+Ø�°+¯  þhP�æfÝ�ãåÛPÜ�è�á È�ã�QyQ@æ=Ý�ã
��8 õm�Q¢�|m¯p® 6 · ³ · ¤ · ºyý0�f'$Ï8� :K?LÒcý?Î):�@1'Z�(Ô�� ��1Ö ½ Ògý0�K$hÎ3ý0�>Î

x ∈ · ¸ n �¶Ï �-���T'�Î3���>þv���>þg�¶U��g�Î+$�Í�áZ�G"�Îºý?�)$��HýLÒXÎ;�)&�Í�Ïk�
x
Í0'4'�ý�"��¶D:�©Í0��":ý�þ Î+$-,�Ï��

u
Òcý0�K$"Ï��5Òr$�ý�Ð�ÏF@�&t�ßÔ��v�TÉ{È1Ö ½ Ô��v�)É!=Ö��^Ê��"Lý?þgÎ%$8,?Ïk��ý:ÒvÎ´�T&�Í?Ï�'��®&��ZÎc'�ý0�f'E.Zý0$=&��M����Ð:ý0��"�Ïk�N.Z��$=&�D:�

u(t) = U(t)−1B(t)
T
E(t)x(t), ¥ ÒQµ²´6Ò�§

ý0¹
E(t) ∈ Mn(

· ¸
)
�='�Îc'�ý�ÏÓ�>Î´�{ý�þä'=�K$

[0, T ]
���©Ï8� DGU1�gÍ?Î;�{ý�þ2&�Í�Î%$��¶"Z�{��Ï¶Ïk�ß���O¸"�¶"4":Í�Î;�

Ė(t) = W (t)−A(t)
T
E(t)−E(t)A(t)−E(t)B(t)U(t)−1B(t)

T
E(t), E(T ) = −Q.¥ Ò9µ¶´BØ�§WH�hÒXÏÓ�f' ½ Òcý{�K$IÎºý{�>Î

t ∈ [0, T ] ½ ÏkÍB&�Í�Î%$��¶"L�
E(t)

�='�Îc'=?0&�D�Î+$��¶U��g� ½ ��Î
ST (x) = −xTE(0)x. ¥ ÒQµ²´aC�§

¸)�1&�Í0$-U��g�(Ò9µ Ë�µÌ�g�Pö¹½;Ä9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À¶¼G¸±Æ²¼�¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼Z¿�=�¸¡È ¼ZÐ#Ã�¼�Æ¶¼Z÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ
u
»¡¼È ¼G¾�»¡Á�Ã9»$�ôÁ�¸xÈ ¼(Âr¼¹Ð:ý0��"�Ïk�N.Z��$=&�D:�

u(t) = K(t)x(t),

Á�¦
K(t) = U(t)−1B(t)

T
E(t)

µg�±¼�¾å¾x¼)�ôÁ�¸¡È ¼
»å¼ZÄ�¸Lµ�¾¡¼ZÅ�À¶¼G½;¿�Ã>��Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼6»±Â�¼
»�¾ ¿uÅ�Àk�Æ²Àý»x¿{¾¡À¶Á�½&r÷GÁ�È È ¼Ê½�Á�Ã9»3Æ¶¼o	�¼6¸¡¸xÁ�½9»ÔÄ�Æ¶Ã9»�Æ²Á�À²½Iµ
W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv��ùYÕ ¿uÄ�¸xÇ6»±Æ²¼�¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼�Ò9µ¶´�µ¶´��À¶Æ,¼��mÀý»å¾¡¼ZÃ�½�¼ZÃ9½�À¶Ð#Ã�¼Z¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼�Á�Ä�¾¡Àk�È ¿�Æ²¼ Ð�Ã9À;9ÂeÕ ¿uÄ�¸xÇ6»3Æ¶¼
¾xÏ�ºGÁ�¸xÇGÈ ¼ÊÒ9µÌ�rµ¶´�r¼6»å¾�÷G¿�¸x¿�÷W¾xºG¸xÀ¶»¡ºG¼ZÄ9¿�¸3Æ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼(ÂeÕ º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½9»

ẋ = Ax+BU−1BTpT,

ṗ = −pA+ xTW,

¿a	�¼B÷
x(0) = x

¼�¾
p(T ) = −x(T )

T
Q
µ9ù�¼(Ä�Æ¶Ã9»�Æ¶¼(÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼Ê»6Õ º6÷�¸xÀ²¾

u = U−1BTpT.

m ÆX�C¿uÃr¾�ÂrÁ�½9÷ZÈ Á�½#¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼
ÆÖÕ Á�½;Ä,¼6Ãr¾�º6÷G¸¡À¶¸¡¼
p(t) = x(t)

T
E(t)

rÁ�¦
E(t)

¼B»�¾�»åÁ�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½Âr¼ ¥ Ò9µ¶´BØ�§Wµ+r�Áu¾xÁ�½9» Ð#Ã�¼�»åÀ p »GÕ º6÷G¸¡À²¾;¿uÀ¶½9»¡À;Ô¿uÆ¶Á�¸ »�PÂ.Õ ¿�Ä�¸¡ÇB»�ÆÖÕ º6Ð#Ã9¿{¾xÀ¶Á�½(	�ºG¸xÀ}ú9º6¼�Ä9¿u¸Æ²¼ ÷GÁ�Ã�Ä�Æ¶¼
(x, p)

eÁ�½�¾¡¸xÁ�Ãc	�¼©�C¿�÷�À¶Æ²¼6È ¼6½�¾ Ð�Ã9¼
E(t)

ÂrÁ�À²¾oµ�¾x¸¡¼ »¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½�Âr¼ Æ?Õ º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½
¥ Ò9µ¶´DØ�§WµGö¹½ Ãr¾xÀ²Æ¶À¶»x¿u½#¾IÆÖÕ Ã�½�Àý÷�À²¾¡º±Âr¼¹Æý¿3¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼MÁ�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼�GÁ�½o	u¿3È�¿uÀ¶½�¾x¼G½9¿�½�¾IÈ Á�½�¾¡¸x¼G¸Ð�Ã9¼

p
»6Õ º6÷�¸xÀ²¾�¼Z�,¼B÷W¾xÀk	�¼6È ¼6½�¾Z¿uÀ¶½9»åÀÖµg�mÁ�À}¾

E(t)
»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½SÂr¼ÊÆÖÕ º6Ð#Ã9¿{¾xÀ¶Á�½

Ė = W −ATE − EA− EBU−1BTE, E(T ) = −Q.



C�� �
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	9P��h4B03%¿#i0���P+�/0ª4B%N÷4LM���"'¨4/�/�10�LM�&%
ûIÁ�Ãr¾ZÂeÕ ¿�Å,Á�¸ Â

E(t)
¼6»å¾�»��mÈ º�¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼ ÷G¿u¸�Æ¶¼ »¡¼6÷GÁ�½9ÂUÈ ¼GÈYÅ�¸x¼ Â�¼(ÆÖÕ º6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½SÂ�À@�@ºG¸x¼G½>�¾¡À¶¼GÆ¶Æ²¼ Æ?Õ ¼6»å¾fI¼G¾YÆý¿SÈ�¿{¾x¸¡Àý÷�¼

Q
¼6»å¾é»��mÈ º�¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼�µ�� Ä�¸xÀ²Á�¸¡À¹Á�½�½�¼ »x¿uÀ²¾ Ä9¿�» ÷�¼6Ä,¼G½9Â�¿�½�¾Ð#Ã�¼ZÆ¶¿é»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½V¼B»�¾3Å�À²¼6½;ÂrºGú9½�À²¼Ê»¡Ã�¸

[0, T ]
¾¡Á�Ã�¾Ô¼G½#¾¡À¶¼G¸Bµc�Z½ È Á�½�¾x¸¡¼6¸x¿Y÷�¼6Æ¶¿YÄ�Æ²ÃQ»±Æ¶Á�À¶½

¥ Æ¶¼GÈ È ¼(Ò9µ Ë�µÌ��§�µ·0Á�»¡Á�½9»3È�¿uÀ¶½�¾¡¼6½9¿u½#¾
p1(t) = x1(t)

T
E(t)

�Á�¦
x1
¼B»�¾�»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½SÂr¼

ẋ1 = Ax1 +Bu1,

¼�¾
u1 = U−1BTEx1

µ �Z½|¿ ¿�Æ¶Á�¸ »
ṗ1 = ẋT

1 E + x1
TĖ

= (Ax1 +BU−1BTEx1)
T
E + x1

T(W −ATE − EA− EBU−1BTE)

= −p1A+ x1
TW.

��Ãr¾x¸¡¼6È ¼6½�¾MÂ�À}¾0Æ¶¼P¾x¸¡À¶Ä�Æ¶¼�¾
(x1, p1, u1)

	�ºG¸xÀ²ú9¼±¼Z��¿�÷W¾x¼GÈ ¼G½#¾=Æ¶¼6»fºBÐ#Ã9¿{¾xÀ²Á�½9»fÂrÃY¾¡Ï9ºGÁ�¸xÇGÈ ¼Ò9µÌ�rµ¶´�µG·0¿�¸f÷GÁ�½9»¡º6Ð#Ã�¼G½#¾IÆý¿3¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼
x1
¼6»å¾fÁ�Är¾xÀ²È�¿uÆ¶¼�6¼�¾=Ä9¿u¸fÃ�½�À¶÷GÀ}¾xºPÀ¶Æ�	mÀ¶¼G½#¾

x1 = x


u1 = u
=Ä�Ã�Àý»

p1 = p
µföP½pÄ9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ¶À²¼6¸YÁ�½p¿�ÂrÁ�½Q÷

p = xTE
f¼�¾

u = U−1BTEx
µù�ºBÂrÃ�Àý»åÁ�½9»ª�7¼G½�Æý¿¼�ôÁ�¸xÈYÃ�Æ²¼ ¥ ÒQµ²´aC�§�µ,·=Á�Ã�¸(÷�¼GÆý¿;÷6¿uÆý÷�Ã�Æ¶Á�½Q»
ÂeÕ ¿�Å,Á�¸ Ây,Æ²¼ Æ¶Á�½9üUÂr¼ Æý¿V¾¡¸ ¿����¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼

x(t)


d

dt
x(t)

T
E(t)x(t) =

d

dt
p(t)x(t) = ṗ(t)x(t) + p(t)ẋ(t)

= (−p(t)A(t) + x(t)
T
W (t))x(t) + p(t)(A(t)x(t) +B(t)u(t))

= x(t)
T
W (t)x(t) + p(t)B(t)u(t).

·0¿�¸�¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ9¸x»�Âr¼ÊÆÖÕ ¼Z�rÄ�¸x¼6»x»åÀ¶Á�½UÂr¼
u
Á�½SÂrºBÂrÃ�À²¾

uTUu = (U−1BTEx)
T
UU−1BTEx = xTEBU−1BTEx = pBu.

DfÀ¶½9¿�Æ²¼6È ¼6½�¾�Á�½S¿ Æ?Õ ºGü#¿uÆ¶À}¾xº
d

dt
x(t)

T
E(t)x(t) = x(t)

T
W (t)x(t) + u(t)

T
U(t)u(t),

¼�¾�Ä9¿u¸�÷GÁ�½9»¡º6Ð#Ã�¼6½�¾

ST (x) = x(T )
T
Qx(T ) +

∫ T

0

d

dt
x(t)

T
E(t)x(t) dt.

�Z¸3Ä9Ã�À¶»xÐ#Ã�¼
E(T ) = −Q ¼�¾ x(0) = x

�À²Æi	mÀ¶¼G½#¾
ST (x) = −xTE(0)x

µ
�P®m¯p¯�® 6 · ³ · ñ · Ê/� Í:Ò�ÒvÏ@�¶":Í?Î;�{ý?þ

t 7→ E(t)
�1'�ÎhÐZ�{��þ2��D+ã þg�{�®'=�K$

[0, T ]
Î3ý0�>Î$��þgÎ´�{�1$��

��$��1�K���M�0�ÅÏk�1&M&��f�"�mÀ�ÆÖÕ ¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾xÀ²Á�½
E(t)

½.Õ ¼6»å¾MÄ9¿�»MÂrº�ú9½9À²¼�»¡Ã�¸
[0, T ]

¼G½#¾¡À¶¼G¸au¿�Æ²Á�¸x»=À¶Æ¼Z�rÀý»�¾x¼
0 < t∗ < T

¾¡¼GÆQÐ�Ã9¼ ‖E(t)‖ ¾¡¼6½9Â�	�¼G¸ » +∞ Æ¶Á�¸ »xÐ�Ã9¼
t
¾¡¼6½9Â�	�¼6¸x»

t∗
Ä9¿u¸�	u¿uÆ¶¼GÃ�¸ »»åÃ�Ä,º6¸¡À¶¼GÃ9¸¡¼B»Gµ�ö¹½ Ä9¿u¸¡¾xÀ¶÷GÃ�Æ²À¶¼G¸PÄ,Á�Ã�¸¹¾xÁ�Ãr¾

α > 0
À¶ÆQ¼��rÀ¶»å¾¡¼

t0 ∈]t∗, T ]
¼�¾
x0 ∈ m F n #¿
	�¼6÷

‖x0‖ = 1
r¾x¼GÆý»�Ð#Ã�¼

|x0
TE(t0)x0| > α. ¥ ÒQµ¶´
J?§
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ùYÕ ¿uÄ�¸xÇ6»YÆ¶¼V¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼ Ò9µ¶´�µ¶´�fÀ²ÆÔ¼Z�rÀý»�¾x¼ Ã�½�¼;Ã�½�ÀýÐ#Ã�¼V¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À¶¸¡¼VÁ�Ä�¾¡À¶È ¿�Æ²¼

x(·) Ä,Á�Ã�¸Æ²¼UÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼EA=Ó�»¡Ã�¸
[t0, T ]

=¾x¼GÆ¶Æ²¼SÐ#Ã�¼
x(t0) = x0

¥ 	�Á�À¶¸é¸x¼GÈ�¿u¸ Ð#Ã�¼ Ò9µ ��µ Ë�§Wµ �±¼�¾¡¾¡¼¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼
¼B»�¾�÷G¿�¸x¿�÷W¾¡º6¸¡Àý»åº6¼ZÄ9¿u¸�Æ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼(ÂeÕ º6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½9»
ẋ = Ax+BU−1BTpT, x(t0) = x0,

ṗ = −pA+ xTW, p(T ) = −x(T )
T
Q.

m ÆQ¸¡ºB»åÃ9Æ}¾x¼�ÂrÃ�¾xÏ�ºGÁ�¸xÇGÈ ¼�Âr¼ZÂ�ºGÄ,¼G½9Â9¿u½9÷G¼�÷GÁ�½�¾xÀ²½mÃ�¼ZÂr¼6»±»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½9»PÂeÕ Ã�½�¼�º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½VÂrÀk�¶��ôºG¸x¼G½�¾xÀ²¼6Æ²Æ¶¼YÄ9¿�¸�¸x¿�Ä�Ä,Á�¸¡¾)¤�Æ¶¿ ÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ¶Á�½|À¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼YÐ#Ã�¼YÆ¶¼6»�¼Z�m¾¡¸xºGÈ À²¾¡º6»
x(T )

¿�ÃS¾¡¼6È Ä9»
T
Â�¼6»Ô¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼6»ÔÀ¶»x»¡Ã�¼6»�¿uÃ ¾x¼GÈ Ä9»

t0
Âr¼
x0
9»åÁ�½�¾�Ã�½�Àk�ôÁ�¸xÈ ºGÈ ¼G½#¾�Å,Á�¸x½�º6¼6»ÔÆ²Á�¸x»xÐ#Ã�¼

0 6 t0 < T
¼G¾ ‖x0‖ = 1

�¼G¾�ÂrÁ�½Q÷
Æ¶¼6»�»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½Q»�÷�Á�¸x¸x¼6»¡Ä,Áu½QÂ�¿u½�¾x¼6»
x(t), p(t)

ÂrÃ|»��r»��¾¡ÇGÈ ¼ÊÂrÀk�@ºG¸¡¼6½�¾xÀ²¼6Æ@Ä�¸xº6÷�ºBÂr¼G½#¾3»¡Á�½�¾3Ã�½�Àk�ôÁ�¸xÈ º6È ¼G½�¾3Å,Á�¸¡½�º6¼6»Ô»åÃ�¸
[0, T ]

µmö¹½;Ä9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã9Æ²À¶¼G¸Æ¶¿SÐ#Ã9¿u½#¾¡À²¾¡º
p(t0)x(t0)

ÂrÁ�À}¾IµG¾¡¸x¼ Å,Á�¸¡½�º6¼ À²½9Â�ºGÄ,¼G½9Â9¿uÈ È ¼G½�¾YÂr¼
t0
µ1�Z¸ÊÁ�½ »¡¿�À}¾ Ð�Ã9¼

p(t) = x(t)
T
E(t)

9ÂrÁ�½Q÷
p(t0)x(t0) = x0

TE(t0)x0,

¼�¾�Á�½UÁ�År¾¡À¶¼G½#¾�Ã�½�¼ ÷�Á�½#¾¡¸ ¿�ÂrÀý÷W¾xÀ²Á�½U¿
	�¼6÷ ¥ Ò9µ¶´
J�§Wµ
�±¼B÷�À.¿�÷xÏ9Ç�	�¼ÊÆ¶¿ Ä�¸x¼GÃg	�¼(ÂrÃ;¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼�µ

¸)�1&�Í0$-U��g� Ò9µ Ë�µ Ë �Bm Æf¼6»å¾
÷�Æý¿uÀ¶¸�ÂeÕ ¿�Ä�¸¡ÇB»�ÆÖÕ ¼Z�rÄ�¸x¼6»x»åÀ¶Á�½ ¥ ÒQµ²´aC�§�ÂrÃ�÷�Á�ªr¾�È À¶½�À¶È ¿�Æ=Ð#Ã�¼ Æý¿È ¿u¾¡¸xÀý÷�¼
E(0)

¼B»�¾0»��#È ºG¾¡¸xÀ¶Ð#Ã�¼P½�ºGü#¿{¾xÀk	�¼�µ��Z½ Ä,¼GÃr¾0¿�È º6Æ²À¶Á�¸¡¼G¸f÷�¼±¸¡ºB»åÃ9Æ}¾ ¿{¾=»¡À�Æý¿�È�¿{¾x¸¡Àý÷�¼
Q
¼6»å¾�Âr¼(Ä�Æ¶Ã9»�Ârº�ú9½9À²¼ ¥ 	�Á�À¶¸3Æ¶¼GÈ È ¼ »åÃ9Àk	{¿�½�¾�§Wµ

�P®m¯p¯�® 6 · ³ · ³ · º �±ÏkÍß&�Í�Î+$Z�ð":�
Q

�1'�ÎE'=?0&�D�Î+$��¶U��g�(��D+ã þg�{�hÒgý<'��¶Î;�)��� ½ ý0�.ÐZ�{��þ¨':�vÒcý0�K$Îºý{�>Î
t ∈ [0, T ]

Ï�Í�&�Í�Î%$��¶"L�
W (t)

�1':Î�'=?0&�D�Î+$��¶U��g�ß��D+ã þ �{�)Òcý0'��¶Î;�)��� ½ Í?Ïký0$G'HÏkÍÕ&tÍ?Î+$��¶":�
E(0)

�='�Îc'=?0&�D�Î%$��¶U1�g�M��D+ã þ �{��þrD´ÿ�Í�Î´�)���f�
��$��1�K���M�0�ÅÏk��&(&��"�v�������¨�rÁ�À²¾

x0
¾¡¼GÆ#Ð#Ã�¼

x0
TE(0)x0 = 0

6¼G¾IÈ Á�½#¾¡¸xÁ�½9»IÐ�Ã9¼
x0 = 0

µ·=Á�Ã�¸�÷�¼6Æ¶¿ Á�½S÷�Á�½Q»åÀýÂrÇG¸x¼
Æ¶¼ÊÄ�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼IA=Ó
ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0,

min x(T )
T
Qx(T ) +

∫ T

0

(

‖x(t)‖2
W + ‖u(t)‖2

U

)

dt,

Ä,Á�Ã�¸
Æ²¼BÐ�Ã9¼GÆ´@ÂeÕ ¿�Ä�¸¡ÇB»�Æ²¼Y¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼éÒ9µ Ë�µ¶´�QÆ²¼ ÷GÁ�ªr¾
È À²½�À¶È�¿uÆ±	{¿uÃr¾ −x0
TE(0)x0 = 0

µ·0¿�¸
÷�Á�½9»åºBÐ�Ã9¼G½�¾aQÄ�Ã�Àý»xÐ�Ã9¼YÄ,Á�Ã�¸�¾xÁ�Ãr¾
t
Æý¿VÈ�¿{¾x¸¡Àý÷�¼6»

U(t)
¼B»�¾ÊÂrº�úQ½�À²¼éÄ,Á#»åÀ²¾¡À�	�¼�QÁ�½�¿

u(t) = 0
»åÃ�¸

[0, T ]
µ��mÀ#Ä9¿�¸f¿�À²Æ¶Æ¶¼GÃ�¸ »

Q
¼6»å¾=ÂrºGú9½�À¶¼PÄ,Á#»åÀ²¾¡À�	�¼PÁ�½Y¿�¿�Ã9»x»åÀ

x(T ) = 0
µBùZÁ�½Q÷Æ¶¿ ¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸x¼

x(·) ¼6»å¾3»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½ ÂrÃ Ä9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼ZÂr¼I�Ô¿�Ã9÷xÏ�� ẋ = Ax, x(T ) = 0
#¼�¾3Ä9¿u¸Ã�½�Àý÷�À²¾¡º

x(·) ¼B»�¾±ÀýÂr¼6½�¾¡ÀýÐ#Ã�¼GÈ ¼6½�¾Ô½#Ã9Æ²Æ¶¼�µ#ö¹½ Ä9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã9Æ²À¶¼G¸ x(0) = x0 = 0
#÷�¼ZÐ#Ã�À@¿�÷ Ï�Ç�	�¼Æ¶¿VÄ�¸x¼GÃg	�¼�µ,ù
¿u½9»ZÆ²¼ Âr¼GÃ>�rÀ¶ÇGÈ ¼é÷6¿�»�Á�¦

W (t)
¼B»�¾ÊÂrº�ú9½9À²¼éÄ,Á�»¡À²¾¡À�	�¼�QÆý¿ ÷�Á�½Q÷�Æ¶Ã9»åÀ¶Á�½|¼B»�¾À²È È º6ÂrÀý¿{¾x¼�µ

ì)_.®#¢{©��?©�® 6 · ³ · ¤ · �±Á�½9»¡À¶Â�ºG¸xÁ�½9»�Æ²¼�Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ÑA=Ó Ä,Á�Ã�¸ Æ²¼�»��r»å¾¡ÇGÈ ¼
ẋ = 1

2x + u¥ n = m = 1
§Ô¼�¾�Æ¶¼(÷GÁ�ªr¾

C(u) =

∫ T

0

(2e−tu(t)2 +
1

2
e−tx(t)2)dt.



CuÒ �
	"��� 0��±4/%	�;�O�
	9P��h4B03%¿#i0���P+�/0ª4B%N÷4LM���"'¨4/�/�10�LM�&%
Í|Á�½#¾¡¸x¼G¸�Ð�Ã9¼ÊÆÖÕ Á�½UÁ�År¾xÀ²¼6½�¾�Æ¶¼6»3¸xº6»¡Ã�Æ²¾x¿u¾x»�»åÃ�À�	{¿�½�¾ »o�

E(t) = − 1 − ete−T

et + e2te−T
, u(t) =

1

2

1 − ete−T

et + ete−T
x(t), ST (x) =

1 − e−T

1 + e−T
x2.

ì)_.®#¢{©��?©�® 6 · ³ · ñ ¥ �±Á�½�¾x¸x¿�À¶½�¾¡¼�ú9½9¿�Æ²¼�À¶È Ä,Á�»¡ºG¼a§ · Í|Á�½�¾¡¸x¼G¸±Ð#Ã�¼ZÆ²¼�Ä�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼"A=Ó\¿
	�¼6÷Æ²¼ ÷�Á�ªr¾�È ÁrÂrÀ²ú9º
C(u) =

∫ T

0

(

‖x(t)‖2
W + ‖u(t)‖2

U

)

dt+ lim
n→+∞

n‖x(T )‖2

÷�Á�½QÂrÃ�À²¾¨¤�Ã9½�¼ ¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼(È À¶½�À¶È À¶»x¿u½#¾¡¼ ¾x¼GÆ¶Æ²¼ Ð�Ã9¼
x(T ) = 0

µ,Í|Á�½�¾x¸¡¼6¸ZÐ#Ã�¼
F (t) =

E(t)−1 ¼��rÀ¶»å¾¡¼Ê¼G¾�¼B»�¾�»åÁ�Æ²Ãr¾xÀ¶Á�½U»¡Ã�¸�ÆÖÕ À¶½�¾x¼G¸L	{¿uÆ¶Æ¶¼ [0, T ]
¼6½�¾xÀ²¼6¸�ÂeÕ Ã�½�¼(º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½UÂ�¼IF�Àý÷��÷G¿{¾xÀ´�¿
	�¼6÷

F (T ) = 0
µ

#(�r¢{�C���e�6® §f¨� =¢{�9ó0{|m¯p®S =¢{õm©�õm§f®m�e��· �mÁ�À²¾
T > 0

úc�rº�µ9·0Á�Ã�¸�¾xÁ�Ãr¾
t ∈ [0, T ]

¼G¾¾¡Á�Ãr¾
x ∈ m F n #÷GÁ�½9»¡ÀýÂrºG¸xÁ�½9»¹Æ²¼ZÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼"A=Ó\Âr¼�¾¡¸xÁ�Ãg	�¼G¸PÃ�½�¼�¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼�»¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½VÂr¼

ẋ = Ax+Bu, x(t) = x, ¥ Ò9µ¶´f[�§
È À¶½�À¶È À¶»x¿u½#¾�Æ²¼ ÷�Á�ªr¾�Ð#Ã9¿�Â�¸x¿u¾¡ÀýÐ#Ã�¼

CT (t, u) = g(x(T )) +

∫ T

t

(

‖x(t)‖2
W + ‖u(t)‖2

U

)

dt. ¥ Ò9µ¶´f��§
T;õ�V0�f�C�6�?�Q� 6 · ³ · ñ · Af¿X.Zý?þ�"�Î;�{ý?þ���Í�Ïk���K$

S
¿uÃ�Ä,Á�À¶½�¾

(t, x)
¼B»�¾
Æý¿ Å,Á�¸x½�¼YÀ¶½>�ôºG¸xÀ¶¼GÃ�¸x¼Âr¼6»�÷�Á�ªr¾x»3Ä,Á�Ã�¸�÷�¼(Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼oA0Óéµc��Ã�¾¡¸x¼GÈ ¼G½#¾�ÂrÀ²¾

ST (t, x) = inf{CT (t, u) | xu(t) = x}.
��8 õ#�Q¢�|m¯p® 6 · ³ · 6 · ºXý{�f'"Ï8� :f?LÒcý?Îð:;@1'��#Ô��v��=Ö ½ Ògý0�K$¨Î3ý0�>Î

x ∈ · ¸ n ��Î Î3ý0�>Î
t ∈ [0, T ]

�¶Ï�-���T'�Îº�/�>þv���>þg�¶U��g�¨Î%$�ÍHá��G"ZÎ3ý��)$��Hý:ÒvÎ´�)&tÍ?Ïk�
x
Í<'G'�ý�"��ðD:�HÍ{�V"Lý�þ Î+$-,?Ïk�

u
Òcý0�K$oÏk�$Ò�$�ý�Ð�ÏF@�&t�Ô��v�)É!$1Ö ½ Ô��v�)É!%1Ö?�!Ê��(":ý�þ Î+$-,?Ïk��ýLÒXÎ;�)&�Í�Ï�'Z�X&t��Îc'�ý0�f't.Zý{$=&t������ÐLý{��"ZÏ��N.Z�1$=&ßD:�

u(s) = U(s)−1B(s)
T
E(s)x(s), ¥ ÒQµ ����§

Òcý0�K$�Î3ý0�>Î
s ∈ [t, T ] ½ �ZÎoý0¹

E(s) ∈ Mn(
· ¸

)
�1'�Î�'�ý?ÏÓ�>Î;�{ý?þ�'=�K$

[t, T ]
���¼Ï8� DGU1�gÍ?Î;�{ý?þ&tÍ?Î+$��¶"��{��Ï¶Ïk�����O¸)�¶"G"LÍ?Î;�

Ė = W −ATE − EA− EBU−1BTE, E(T ) = −Q. ¥ ÒQµ ��´a§
WH�1ÒvÏÓ�f'&Ògý0�K$$Î3ý0�>Î

s ∈ [t, T ]
ÏkÍ�&�Í�Î%$��¶"L�

E(s)
�1':Î�'G?0&ßD�Î+$��¶U��g� ½ ��Î�Ògý0�K$$Î3ý0�>Î

t ∈ [0, T ]ý�þOÍ
ST (t, x) = −xTE(t)x. ¥ ÒQµ ����§

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�)AI¿SÂ�À@�@ºG¸x¼G½9÷G¼�Ä9¿u¸ ¸x¿�Ä�Ä,Á�¸¡¾(¿�Ã ÷6¿�»ÊÄ9¸¡ºB÷�º6Âr¼6½�¾ ¼B»�¾YÐ#Ã�¼�ÆÖÕ Á�½ Ä9¿u¸ ¿��È ºG¾¡¸xÀý»å¼ZÆ¶¼�¾¡¼6È Ä9»ÔÀ²½9À}¾xÀ¶¿�Æ?µ>A.¼Ê»å¼6Ã�Æ@÷ Ï9¿u½9ü�¼GÈ ¼6½�¾Ô¼6»å¾3ÂrÁ�½9÷�Æý¿��ôÁ�¸xÈYÃ�Æ²¼ ¥ Ò9µÌ����§Wµc�±Á�È È ¼Â�¿u½9»�Æ¶¿ Ârº6È Á�½9»å¾¡¸ ¿{¾xÀ²Á�½;Ä�¸¡ºB÷�ºBÂr¼G½�¾x¼��Á�½S¿

ST (t, x) = x(T )
T
Qx(T ) +

∫ T

t

d

ds
x(s)

T
E(s)x(s) ds.

�Z¸3Ä9Ã�À¶»xÐ#Ã�¼
E(T ) = −Q ¼�¾ x(t) = x

�À¶Æi	#À¶¼G½#¾
ST (t, x) = −xTE(t)x

µ
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¸)�1&�Í0$-U��g��ÒQµ Ë9µ ÒX�±APÕ ºBÐ#Ã9¿{¾xÀ²Á�½éÂ�¼hF�À¶÷6÷G¿{¾xÀrº�¾ ¿u½�¾±�ôÁ�½9Â�¿�È ¼6½�¾x¿�Æ¶¼�{½�Áu¾ ¿uÈ È ¼G½�¾¹Â9¿u½9»0Æ²¼B»Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼6»(Âr¼�¸¡º6ü�Ã�Æý¿{¾x¼GÃ�¸ ¥ 	�Á�À¶¸ »å¼B÷W¾¡À¶Á�½ »¡Ã�À�	{¿u½#¾¡¼a§Z.Æ¶¿SÐ#Ã�¼B»�¾xÀ²Á�½ Âr¼�»¡Á�½ À¶È Ä9Æ²º6È ¼6½>�¾x¿{¾xÀ¶Á�½;½#Ã�È º6¸¡ÀýÐ#Ã�¼Ê»å¼
Ä,Á#»å¼
½9¿{¾xÃ�¸x¼GÆ¶Æ²¼6È ¼6½�¾Bµg�Z½;Ä,¼GÃ�¾3Ä9¸¡Ár÷Gº6Âr¼6¸3Âr¼
È�¿u½9À²Ç6¸¡¼ÊÂrÀ²¸x¼6÷�¾¡¼��À²Æ0»GÕ ¿uü�À}¾Z¿�Æ²Á�¸x»f�¼G½|¾x¼G½9¿�½�¾
÷GÁ�È Är¾x¼YÂ�ÃÅ�C¿uÀ²¾
Ð#Ã�¼

E(t)
¼6»å¾
»��#È ºG¾¡¸xÀ¶Ð#Ã�¼�QÂeÕ À²½#¾¡º6ü�¸x¼G¸�Ã�½»��r»å¾¡ÇGÈ ¼VÂ�À@�@ºG¸x¼G½�¾xÀ¶¼GÆP½�Á�½ Æ¶À²½�ºB¿uÀ¶¸¡¼VÂr¼

n(n + 1)/2
º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½9»6µIùZ¿�½9» Æ²¼VÄ9¿u¸ ¿uü�¸x¿uÄ�Ï�¼»åÃ�À�	{¿�½�¾�Á�½SÂrÁ�½�½9¼
Ã9½�¼(¿uÆ²¾¡¼6¸¡½Q¿{¾¡À�	�¼o¤ ÷G¼�¾å¾x¼ÊÈ º�¾xÏ�ÁrÂr¼�µ �±Àk�7Âr¼B»¡»¡Á�Ã9»fm½�Á�ÃQ»±¾x¸x¿�À}¾xÁ�½9»Ô¼6½Ì.Í?Î;Ï�Í�Ð Ã�½S¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼ÊÀ¶È Ä�Æ²º6È ¼G½�¾ ¿u½�¾ZÂrÀ¶¸¡¼B÷W¾¡¼6È ¼G½�¾�ÆÖÕ ºBÐ#Ã9¿{¾xÀ²Á�½UÂr¼�F�Àý÷G÷6¿{¾¡ÀÖµ

ì)_.®m¯� 0C® 6 · ³ · ¤ · �±Á�½9»¡À¶Ârº6¸¡Á�½9»ÔÆ²¼(Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼IA=ÓëÄ,Á�Ã�¸�Æ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼(Â�¿u½Q»hm F 3

ẋ = y, ẏ = z, ż = u,

¼�¾�Æ²¼ ÷�Á�ªr¾
CT (u) =

∫ T

0

(x(t)2 + y(t)2 + z(t)2 + u(t)2)dt.

r�Áu¾xÁ�½9»�Ð#Ã�¼ÊÄ,Á�Ã9¸3À¶È Ä9Æ²º6È ¼6½�¾x¼G¸�Æ?Õ º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½UÂr¼�F�À¶÷6÷G¿{¾xÀ ¥ ÒQµÌ�r´a§ZmÃ�½�¼ ÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ²Á�½ úQ½9¿uÆ¶¼º�¾x¿�½�¾±ÂrÁ�½9½�ºG¼�uÁ�½ À¶½�	�¼6¸x»¡¼3Æ¶¼3¾x¼GÈ Ä9»PÂr¼B�C¿�ÃGÁ�½�¤(»å¼�¸ ¿uÈ ¼6½�¼G¸ ¤ÊÃ�½9¼�÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½ À¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼�µ·=Á�Ã�¸�¸xº�¾ ¿uÅ�Æ¶À²¸�Æ¶¼ Å,Á�½�»¡¼G½9»ZÂrÃ|¾¡¼GÈ Ä9»fQÁ�½|Ãr¾¡À¶Æ¶À¶»¡¼YÆ¶¿��ôÁ�½9÷W¾xÀ¶Á�½'&$� Ò����?@÷��¹Ä�¸xÁ�ü�¸ ¿uÈ È ¼÷�Àk�7Âr¼B»¡»¡Á�ÃQ»Gµ
( �f�r�0_�]{g{���r]a�f�*)�_�];n
+-, s�i0_;l/.�l �aq10��a_fp�sc�Õ�as20��a_Kpa�t�Õ�f�20��a_fp��+ .!]z� ]z�K_13a�;}54�b-qy}�v76asy}{v86f��}{v76���}{vyj
��h;���2��hal9)��	)Khfh���:)��:;;l*p ����kV�E�8�rnok�nz���E�
;;hag��1)fh\_f��]a�f�*)\�r]��f�*)��
.�]z�^]<_�p �����ä���ä�w�¨�w�¨�w�¨�¿����%_f�r]a�a�*)
���r]��a�*)��¢pöga�flrnfnz~
b=</.>)�_a��]a�a�!)�_�]��8�:){�9;;l
�?.!]��r]z_rj����]a�f�*)�p ( h;]z�a�K�tb8��]��f�!)�j�� + g����;l@.rl�_öhal¢_;l/.��riÒ�9)��ri*hal*��g{� i�l���i
q�]z�^]<_�p �øn �äv��ä~¿�w��%_c�BAK�¢pöga�Kl�nfn<~¼b=<�i<syi0_a��]��f�!)�_r]����:)��9;Klt��q�]z�r]z_�j��
��hag�_Eb8_c�CAtb�k���n�jaj
+ xfxfxfxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxax
( �f�r�0_�]{g{�¿�7AK�a_¿pµi0s�i0_f��]��f�!)�_r]^b8_E�BA�j
;;hag��1)fh\_f��]a�f�*)\�r]��f�*)��qfp7AEb<n�jo��sKp7AEbGv�j �¨�fp7AtbG~yj ��+�yh7)t�CDK�ap@.!]��EbE){��i�b-_a��]a�a�!)�x<_�jaj��
l�pa�r]a�a�*)¼bBDc�-��jo� ( pa�r]��f�!)¼bFDE�-�yj �2�{pa�r]a�a�*)¼bBDE�4~�j �
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�;pfl�|0q96 ( |<s:6��a|0��� + ��g��K_f�Kgfhal ( lala���1);�@D*�;p*G^}8H;xKn5I5JLK8e7A
�7Af�a_Kp���s��é�w�
+ xaxfxfxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxax
( �a�r�0_�]{g{�¿�7AK�a_¿pM.>)�_f�r]��a�*)�_�]�b8_E�CArj
+ eKm¿�KlONr]a�a�*)�_�] ��e10��a_fp8Prx/QLK�e�xze9Q�xze7J8Gr}*H�xKn@I!JLK�eE�ÕeEbB4rj0p�x!R¼��l���_;l@.��ri�]z�:S;l���i{l
)ap8AEb<n�jo�Õ�;p7AEbGv�j �ø�{p7AtbG~yj �¨�ap7AEb-��jo�¨lap7AEb4�yj � ( p8AEbG�yj �
�7Af�a_Kpéx��øn�x{l�}�vx{v�|{��x ( }�v86rnx{v�| ( x��a}�v86rnx!)yx{l�| (x0��x{l�|a�x{lyxz�^x ( |f� ���
��°+Ø�°+Ø ÈwáIâ�Þ�îIê#áIÜ±Ýræ=ÝrãåÛPÜ�àåãåÜ�î.æMã�Þ�á\è�á«à1ýCî�þhP�æ=Ý�ã�ÛPÜ�è�á È�ã�QyQ@æfÝ�ã

�Z½S¿ Æý¿ Ä�¸xÁ�Ä�¸xÀ²ºG¾¡ºÊ»¡Ã�À�	{¿�½�¾¡¼�µ
]Ê¢{�9 P�Q�B�C�6�C�,� 6 · ³ · <i· �$ÏkÍ*Taý?þ;'=Æ3þXý0�f'X��Í?þ;'IÏk�M"LÍ��0$����0�ÅÎ):�DLý{$-@1&��U� ����)É��tºXý?�¶Î

R(t) =

(

R1(t) R2(t)
R3(t) R4(t)

)

ÏkÍB$-D='�ý�Ï �
Í?þgÎ3�M�0��'=?<':ÎH@1&���Ï@�¶þ�DLÍ?�)$��
ẋ = Ax+BU−1BTpT,

ṗT = −ATpT +Wx,Îº��Ï¶Ïk�MU��g�
R(T ) = Id

��»"Ïký0$G'$Òcý{�K$IÎºý{�>Î
t ∈ [0, T ]

ý�þOÍ
E(t) = (R3(t) −R4(t)Q) (R1(t) −R2(t)Q)

−1
.W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv��·0¿u¸�Ârº�ú9½�À²¾xÀ²Á�½SÂr¼(Æý¿ ¸¡ºB»åÁ�Æk	u¿u½�¾x¼ZÁ�½S¿

x(t) = R1(t)x(T ) +R2(t)p(T )
T
,

p(t)
T

= R3(t)x(T ) +R4(t)p(T )
T
.

�Z¸3Á�½S»¡¿�À}¾�Ð#Ã�¼
p(T )

T
= −Qx(T )

9ÂrÁ�½9÷
x(t) = (R1(t) −R2(t)Q)x(T )

¼�¾
p(t)

T
= (R3(t) −R4(t)Q)x(T ).

�Z½V÷�Á�½9÷�Æ¶Ãr¾±¼G½V¸¡¼6È ¿�¸xÐ#Ã9¿�½�¾PÐ#Ã�¼
p(t)

T
= E(t)x(t)

µ�r�Á�¾¡Á�½Q»PÐ#Ã�¼�Æ¶¿(È�¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼
R1(t)−

R2(t)Q
¼6»å¾ZÀ¶½�	�¼6¸x»¡À¶Å�Æ²¼é»¡Ã�¸

[0, T ]
÷G¿�¸�Æ¶¼YÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼HA=Ó ¼B»�¾
Å�À²¼6½�Ä,Á#»åº�,÷GÁ�È È ¼Y½�Á�Ã9»Æ?Õ ¿
	�Á�½9»$	mÃSÄ�¸¡ºB÷�º6Â�¼GÈ È ¼G½�¾Bµ
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·M¿u¸P÷GÁ�½9»¡º6Ð#Ã�¼G½#¾¹Ä,Á�Ã�¸¹¸xº6»¡Á�Ã9Â�¸¡¼3ÆÖÕ ºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½�Âr¼)F�Àý÷G÷G¿u¾¡À ¥ ÒQµ²´DØ�§�uÀ¶ÆQ»¡Ã>= ¾±Â.Õ À¶½�¾xºGü�¸x¼G¸Ã�½\»��m»å¾xÇGÈ ¼�Æ¶À²½9º6¿uÀ¶¸x¼ ¥ À¶Æ"�C¿�Ãr¾S÷6¿uÆý÷�Ã�Æ¶¼G¸;Ã9½�¼�¸xº6»¡Á�Æ�	{¿u½#¾¡¼a§ZÔ÷�¼ Ð#Ã�À
¼B»�¾;¾x¸¡ÇB»¹�C¿�÷�À¶Æ²¼O¤Ä�¸¡Á�ü�¸ ¿uÈ È ¼6¸6µg�±¼G¾å¾x¼(È º�¾xÏ�ÁrÂr¼ ¥ ÂrÃ�¼©¤��(¿uÆ¶È�¿u½>�7ö¹½�ü�Æ¶¿�¸:§P¼6»å¾�½�Á�¾x¿�È È ¼6½�¾�Ä9¸¡º�� º6¸x¿�Å�Æ¶¼¤ Æ¶¿ È ºG¾¡Ï�ÁrÂr¼ ÂrÀ¶¸¡¼B÷W¾x¼(Â�¿u½Q»3Æ²¼ ÷G¿�»3»å¾x¿u¾¡À¶Á�½9½9¿uÀ¶¸¡¼ ¥ 	�Á�À¶¸o» Ò�Ò?½¶§�µ


 í 
 ¬ ¯~¯-öZ�1$�o�������E� ñ~ð öZ� �!6EïB�I°±�Zð�� R
��°V��° ï W�Þ�ÛE´
à�íIäçáIê�è�á`Þ�î�³+P�àåæfÝ�ãåÛPÜ
�P®  =¢{�9ó0{|m¯p®)§=¨ç¢Dõ�b,¨f?�r�6®m¨f¢p§P°¶õ��B�r�*ÿå�Q¨YXB f¢{�Qó=;|#¯v®)§P°¶���B�6®#¢ � �C�B�B®#¯�®#�e�=Z8[�Q¨\XB f¢{�Qó=;|#¯v®U§=®S P�,¨I¢{�B¨f�C�6®5Z8[=®m� ���1bQ?���C�]XB�G¢{��©@^.�C�1b� f¢{�Qó=?®m¯�Z@�

�±Á�½9»åÀýÂrºG¸xÁ�½Q»±Æ¶¼ »��r»å¾¡ÇGÈ ¼(Âr¼ ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
Æ¶À¶½�º6¿uÀ¶¸x¼
Ä,¼G¸¡¾¡Ã9¸¡Å,º
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), x(0) = x0,

¥ Ò9µÌ�uË�§
¼�¾Ê»¡Á�À²¾

ξ(t)
Ã9½�¼ ÷�¼G¸¡¾x¿�À²½9¼(¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼YÂr¼Hm F n »¡Ã�¸ [0, T ]

,Ä9¿�¸å¾ ¿u½�¾
ÂeÕ Ã�½�Ä,Á�À²½#¾
ξ0

¥ ¼�¾Ð�Ã9Àr½.Õ ¼6»å¾MÄ9¿�»1�ôÁ�¸ ÷�ºGÈ ¼G½#¾¹»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½ Â�Ã »��r»å¾¡Ç6È ¼ ¥ Ò9µÌ�uË�§�§Wµ?A.¼3Å9Ãr¾¹¼6»å¾¹Âr¼�Â�º�¾¡¼6¸¡È À¶½�¼G¸MÃ�½÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼P¾¡¼6Æ�Ð�Ã9¼ÔÆ¶¿�¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼Ô¿�»x»åÁr÷GÀ²º6¼�D»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½éÂ�¼ ¥ ÒQµ ��Ë�§ZD»¡Ã�À�	�¼ÔÆ²¼3È À¶¼GÃc� Ä,Á#»¡»¡À¶Å�Æ²¼Æ¶¿é¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼ÊÂr¼(¸¡º��ôºG¸x¼G½9÷G¼
ξ(t) ¥ 	�Á�À²¸3ú9ü�Ã�¸¡¼ÊÒ9µ¶´a§�µ

x(t)

ξ(t)

ξ0

ξ(T )

x0

ùhúÄû5ü Ò9µ¶´ Ë ·¹¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼ ÂrÃU¸xºGü�Ã�Æý¿{¾¡¼6Ã�¸
�Z½UÀ¶½�¾x¸¡ÁrÂ�Ã�À}¾�¿uÆ¶Á�¸ »ÔÆ?Õ¶��$=$��1�K$é»¡Ã�¸

[0, T ]

z(t) = x(t) − ξ(t),

Ð�Ã9Àe¼B»�¾�»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½SÂrÃ|»��r»å¾¡ÇGÈ ¼(Âr¼ ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
ż(t) = A(t)z(t) +B(t)u(t) + r1(t), z(0) = z0,

¥ Ò9µÌ�{Ò�§
Á�¦

z0 = x0 − ξ0
¼G¾
r1(t) = A(t)ξ(t) − ξ̇(t) + r(t)

µ±m ÆÔ¼B»�¾�¿uÆ¶Á�¸ » ¸ ¿uÀý»¡Á�½�½9¿�Å�Æ¶¼ Âr¼	�Á�Ã�Æ¶Á�À¶¸3È À²½9À²È Àý»å¼6¸�Æ¶¼(÷GÁ�ªr¾
C(u) = z(T )

T
Qz(T ) +

∫ T

0

(

‖z(t)‖2
W + ‖u(t)‖2

U

)

dt,



C�[ �
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Á�¦

Q,W,U
»¡Á�½�¾ÔÂr¼B»PÈ�¿{¾x¸¡Àý÷�¼B»PÂr¼�Ä,Á�½9Ârº6¸x¿u¾¡À¶Á�½.µ�·0Á�Ã�¸Ô¿�Å9»¡Á�¸xÅQ¼6¸¹Æý¿(Ä,¼6¸å¾xÃ�¸¡ÅQ¿{¾¡À¶Á�½

r1
Á�½S¿uÃ9ü�È ¼G½#¾¡¼ÊÆ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼(ÂeÕ Ã9½�¼ ÂrÀ¶È ¼6½9»¡À²Á�½ir¼6½UÄ,Á#»¡¿�½�¾

z1 =

(

z
1

)

, A1 =

(

A r1
0 0

)

, B1 =

(

B
0

)

, Q1 =

(

Q 0
0 0

)

, W1 =

(

W 0
0 0

)

,

Âr¼ »åÁ�¸å¾x¼ÊÐ#Ã�¼ÊÆÖÕ Á�½S»å¼(¸x¿�È Ç6½�¼o¤ È À¶½�À¶È À¶»¡¼G¸�Æ²¼ ÷�Á�ª�¾
C(u) = z1(T )

T
Q1z1(T ) +

∫ T

0

(

‖z1(t)‖2
W1

+ ‖u(t)‖2
U

)

dt,

Ä,Á�Ã�¸�Æ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼(Âr¼ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
ż1 = A1z1 +B1u,

Ä9¿u¸¡¾x¿�½�¾�ÂrÃSÄ,Á�À¶½�¾
z1(0)

µAI¿)¾¡Ï�º6Á�¸xÀ²¼ÔA0Ó �ô¿�À²¾¡¼ Ä�¸xº6÷�ºBÂr¼GÈ È ¼G½#¾|Ä�¸xº�	�Á�À²¾|¿uÆ¶Á�¸ »UÐ#Ã�¼ Æ²¼�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ¼Z�rÀý»�¾x¼�r¼B»�¾�Ã�½�ÀýÐ#Ã�¼��¼G¾�»6Õ º6÷�¸xÀ²¾
u(t) = U(t)−1B1(t)

T
E1(t)z1(t),

Á�¦
E1(t)

¼6»å¾�»¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½UÂr¼(ÆÖÕ ºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½SÂr¼�F�Àý÷G÷G¿u¾¡À
Ė1 = W1 −A1

TE1 − E1A1 − E1B1U
−1B1

TE1, E1(T ) = −Q1.

·=Á#»åÁ�½9»
E1(t) =

(

E(t) h(t)

h(t)
T

α(t)

)

.

ö¹½ ¸x¼GÈ Ä�Æý¿�Ã6¿u½#¾ Â�¿u½9»(ÆÖÕ ºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½ Ä9¸¡ºB÷�º6Â�¼G½�¾x¼�.Á�½ º�¾ ¿uÅ�Æ¶À²¾I�C¿�÷GÀ²Æ¶¼GÈ ¼G½#¾ Æ¶¼6»(º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½9»ÂrÀ@�@ºG¸x¼G½#¾¡À¶¼GÆ¶Æ²¼B»�Âr¼
E, h, α

�
Ė = W −ATE − EA− EBU−1BTE, E(T ) = −Q,
ḣ = −ATh− Er1 − EBU−1BTh, h(T ) = 0,
α̇ = −2r1

Th− hTBU−1BTh, α(T ) = 0.

¥ Ò9µÌ��Ø�§

F�ºB»åÃ�È Á�½9»Ô¾¡Á�Ãr¾�÷�¼6÷GÀ.Â9¿u½9»3Æý¿ Ä�¸xÁ�Ä,Á#»åÀ²¾¡À¶Á�½U»åÃ9Àk	u¿u½�¾x¼�µ
]Ê¢{�9 P�Q�B�C�6�C�,� 6 · 6 · ¤ · ºyý��¶Î

ξ
�>þv�ÑÎ+$�Í�á��4"�Îºý?�)$�������· ¸ n '=�K$

[0, T ]
�tÓ ý�þ�'��¶��D�$�ý?þ;'ÑÏk�Ò�$�ý�Ð�ÏF@�&t�����BÒcý0�K$G'=�>�¶Î3�hÒcý{�K$IÏk�®'=?<':ÎH@�&t�M���M"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), x(0) = x0,

ý0¹ÅÏ8� ý�þë���1�>ÎN&��¶þg�)&��T'Z��$�Ïk�M"Lý{©>Î
C(u) = (x(T ) − ξ(T ))

T
Q(x(T ) − ξ(T )) +

∫ T

0

(

‖x(t) − ξ(t)‖2
W + ‖u(t)‖2

U

)

dt.

»"Ïký0$G'I�¶Ï1�-���T'�Îº�®�>þ¨�>þ �¶U1�g�(":ý�þ Î+$-,�Ï���ýLÒvÎ´�)&�Í�Ï ½ U��>�
'K� DG"1$��¶Î
u(t) = U(t)−1B(t)

T
E(t)(x(t) − ξ(t)) + U(t)−1B(t)

T
h(t),



�;� �;�~���c�5#i0��±�/�10����¨*E'"%¿#&�e�
	�P��h4/03%(#NL C��
ý0¹
E(t) ∈ Mn(

· ¸
)
�ZÎ
h(t) ∈ · ¸ n 'Zý?þgÎc'�ý�ÏÓ�>Î´�{ý�þ�'O'=�K$

[0, T ]
���

Ė = W −ATE − EA− EBU−1BTE, E(T ) = −Q,
ḣ = −ATh− E(Aξ − ξ̇ + r) − EBU−1BTh, h(T ) = 0,

�ZÎ����BÒvÏÓ�f'
E(t)

�1':Îc'=?0&ßDZÎ%$��¶U1�g�a���BÍ0$HÍ��¶Ï¶Ï��1�K$G'�Ïk�M"Lý{©>Îc&��¶þg�)&�Í�Ï1�1'�ÎhÍ�Ïký{$G'XDºÿ�Í?Ï¼À
− (x(0) − ξ(0))

T
E(0)(x(0) − ξ(0)) − 2h(0)

T
(x(0) − ξ(0))

−
∫ T

0

(

2(A(t)ξ(t) − ξ̇(t) + r(t))
T
h(t) + h(t)

T
B(t)U(t)−1B(t)

T
h(t)

)

dt.

¸)�1&�Í0$-U��g��Ò9µ Ò9µ¶´���r�Áu¾¡Á�½9»IÐ#Ã�¼PÆ¶¼±÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼MÁ�Är¾¡À¶È�¿uÆ#»6Õ ºB÷�¸xÀ}¾fÅ�À²¼6½Y»åÁ�Ã9»y�ôÁ�¸xÈ ¼PÂr¼PÅ,Á�Ã9÷�Æ¶¼�ô¼G¸xÈ º6¼
u(t) = K(t)(x(t) − ξ(t)) +H(t).¸)�1&�Í0$-U��g��Ò9µ Ò9µÌ�g�H�mÀ

ξ̇ = Aξ + r
)�{� �a�,Æý¿ ¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼|Âr¼�¸xºZ�ôº6¸¡¼6½9÷�¼|¼6»å¾;»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½ÂrÃ »��m»å¾xÇGÈ ¼ »x¿u½9»
÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�@¿uÆ¶Á�¸ »ZÂ�¿�½9»
Æ²¼B»Z½9Áu¾x¿u¾¡À¶Á�½Q»ZÄ�¸¡ºB÷�ºBÂr¼G½�¾x¼6»
Á�½ ¿

r1 = 0
e¼�¾ÂeÕ ¿�Ä�¸xÇ6»(Æ²¼B»(ºBÐ#Ã9¿{¾xÀ²Á�½9» ¥ ÒQµ ��Ø�§
Á�½ ¼6½�Â�º6ÂrÃ�À²¾ Ð�Ã9¼ h(t) ¼G¾ α(t)

»åÁ�½�¾ ÀýÂr¼6½�¾¡ÀýÐ#Ã�¼GÈ ¼6½�¾½#Ã�Æý»Gµv�Z½U¸x¼�¾x¸¡Á�Ãc	�¼Ê¿uÆ¶Á�¸ »ÔÆ²¼ ÷G¿�Âr¸¡¼IA=ÓÑÂr¼ÊÆý¿ »¡¼6÷W¾xÀ²Á�½UÄ�¸¡ºB÷�ºBÂr¼G½�¾x¼�µ�ö¹½E�C¿uÀ²¾a
Ë »åÀ ξ = 0

¼�¾
r = 0

�Æ¶¼ÊÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼Ê¼6»å¾�Ã�½UÄ9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼IA0Óë»å¾x¿�½9Â�¿u¸ Âo¸
Ë »åÀ r = 0

�À¶Æ.»6Õ ¿uü�À²¾�ÂeÕ Ã9½UÄ9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼ÊÂ�¼ÊÄ,Á�Ã�¸x»¡Ã�À²¾¡¼(Âr¼(Æ¶¿é¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼
ξ
¸

Ë »åÀ ξ = 0
�÷�Õ ¼B»�¾�Ã�½SÄ�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼(Âr¼Ê¸xºGü�Ã�Æý¿{¾¡À¶Á�½U¿
	�¼6÷
Æ¶¿ Ä,¼6¸å¾xÃ�¸¡ÅQ¿{¾¡À¶Á�½

r
µ

ì)_.®#¢{©��?©�® 6 · 6 · ¤ · F�º6»åÁ�Ã9Âr¸x¼ÊÆ¶¼(Ä9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼(Â�¼(Ä,Á�Ã�¸x»¡Ã�À²¾¡¼ »¡Ã�¸
[0, π

2 ]
Ä,Á�Ã�¸�Æ¶¼ »��r»�¾xÇGÈ ¼

ẋ = x+ u, x(0) = 0
�Æý¿H�ôÁ�½Q÷W¾¡À¶Á�½

ξ(t) = t
�¼�¾�Âr¼6»�Ä,Á�ÀýÂ�»Ô¾xÁ�Ã9»�ºGü�¿�Ã>�~¤U´�µ

ì)_.®#¢{©��?©�® 6 · 6 · ñ · �±Á�½9»¡À¶Ârº6¸¡Á�½9»ÔÆ?Õ Á�»x÷�À¶Æ¶Æ¶¿u¾¡¼GÃ9¸3Ï9¿u¸xÈ Á�½�ÀýÐ#Ã�¼
ẍ+ x = u, x(0) = 0, ẋ(0) = 1.

�Z½�Ârº6»¡À²¸x¼ ¿�»x»å¼6¸�	mÀ¶¸�Æ²¼ È Á�Ãc	�¼6È ¼6½�¾(Âr¼ ÷�¼�¾ÊÁ#»¡÷�À¶Æ¶Æ¶¿u¾¡¼6Ã�¸¨¤ Æ¶¿;÷GÁ�Ã�¸xÅ,¼
(cos t, sin t)

»åÃ�¸
[0, 2π]

>�{� �f�eÂrº6÷6¿uÆ¶¼G¸0Æ¶¿ZÄ�ÏQ¿�»¡¼3Âr¼
π/2

µ{öP÷G¸¡À¶¸x¼±Æ¶¼6»0º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½9»=Ä,¼G¸xÈ ¼�¾å¾ ¿u½#¾MÂr¼3¸xº6»¡Á�Ã9Âr¸x¼Æ²¼(Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�rÄ9Ã�À¶»�¸xº6¿�Æ²Àý»å¼6¸ÔÆÖÕ À²È Ä�Æ¶ºGÈ ¼G½#¾x¿u¾¡À¶Á�½S½#Ã�È º6¸¡ÀýÐ#Ã�¼�µ
#(�r¢D�?���e�6® ª C®« f¢{�Qó0{|m¯p®`§=®« P�Q¨f¢{�6¨=�C�6®ë§P°¶¨f�=®ë�B�9¢D�6�?®�ÿå�Q¨_XD�Q¨f�G 0¨f�w�6¢D�r�©/^.�C�1b9Z@�

�Z½S¿���Á�Ã�¾¡¼(¿�ÃUÄ�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼
Ä9¸¡ºB÷�º6Âr¼6½�¾�Ã�½�¼I	{¿�¸¡Àý¿uÅ�Æ¶¼ÊÂr¼(»¡Á�¸¡¾¡À¶¼��
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), x(0) = x0,

y(t) = C(t)x(t),

¼�¾±º�¾ ¿u½�¾ÔÂrÁ�½9½�º�Ã�½ »åÀ¶ü�½9¿�Æ9Âr¼�¸¡º��ôºG¸x¼G½9÷G¼
ξ(t)

Á�½V÷xÏ�¼6¸x÷ Ï�¼�Ã�½V÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼3¾¡¼GÆ,Ð#Ã�¼��Æ¶¼�Æ¶Á�½�üÂr¼|Æý¿�¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼|¿�»x»åÁ�÷�À¶ºG¼�MÆ?Õ Á�Å9»¡¼G¸L	{¿�Å�Æ¶¼
z(·) »¡Á�À²¾�Ä9¸¡Ár÷ Ï�¼|Âr¼ ξ(·) µ5r�Áu¾xÁ�½9»VÐ#Ã.Õ Á�½¸¡¼G¾¡¸xÁ�Ãc	�¼
Æ¶¼(÷6¿�»3Ä�¸xº6÷�ºBÂr¼G½#¾�»¡À

y(t) = x(t)
µ·0Á�»x¿u½�¾

z(t) = y(t) − ξ(t)
�Á�½S÷ Ï�¼G¸ ÷ Ï�¼I¤ È À²½�À¶È Àý»å¼G¸�Æ¶¼(÷�Á�ªr¾

C(u) = z(T )
T
Qz(T ) +

∫ T

0

(

‖z(t)‖2
W + ‖u(t)‖2

U

)

dt.
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·=Á#»åÁ�½9»3¿�Æ²Á�¸x»
x1 =

(

x
1

)

, Q1 =

(

C(T )
T
QC(T ) −C(T )

T
Qξ(T )

−ξT(T )QC(T ) ξT(T )Qξ(T )

)

, W1 =

(

CTWC −CTWξ
−ξTWC ξTWξ

)

,

¼�¾
A1, B1

÷�Á�È È ¼(Ä�¸xº6÷Gº6Âr¼6È È ¼6½�¾ ¥ ¿
	�¼6÷ r1 = r
§�µ ��Æ¶Á�¸ »3Á�½|÷xÏ�¼6¸x÷ Ï�¼(Ã�½�÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼

u
¿�»x»åÁr÷GÀ²ºo¤ Æý¿é¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼

x1
»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½SÂr¼

ẋ1 = A1x1 +B1u
�È À¶½�À²È Àý»¡¿�½�¾�Æ¶¼(÷GÁ�ªr¾

C(u) = x1(T )
T
Q1x1(T ) +

∫ T

0

(

‖x1(t)‖2
W1

+ ‖u(t)‖2
U

)

dt.

ö¹½S¸ ¿uÀý»åÁ�½�½9¿u½#¾�÷�Á�È È ¼ÊÄ�¸xº6÷Gº6Âr¼6È È ¼G½#¾f�Á�½S¿u¸x¸¡À�	�¼
¿�ÃU¸¡ºB»åÃ�Æ²¾x¿u¾�»åÃ�À�	{¿�½�¾Bµ
]Ê¢{�9 P�Q�B�C�6�C�,� 6 · 6 · ñ · ºXý?�¶Î

ξ
�>þv�ÑÎ%$�ÍHá��G"ZÎ3ý��)$������V· ¸ p '=�K$

[0, T ]
��Ó ý?þ;'��¶��D�$�ý�þ�'ÑÏk�Ò�$�ý�Ð�ÏF@�&t�����BÒcý0�K$G'=�>�¶Î3�(���©ÏkÍß'Zý{$�Î;�{�

r
Òcý0�K$IÏ��/'=?<'�ÎA@�&��(���M":ý�þ Î+$-,�Ï���Í0���4"X'Zý{$�Î;�{�

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), x(0) = x0,

y(t) = C(t)x(t),ý0¹ÅÏ8� ý�þë���1�>ÎN&��¶þg�)&��T'Z��$�Ïk�M"Lý{©>Î
C(u) = (y(T ) − ξ(T ))

T
Q(y(T ) − ξ(T )) +

∫ T

0

(

‖y(t) − ξ(t)‖2
W + ‖u(t)‖2

U

)

dt.

»"Ïký0$G'I�¶Ï1�-���T'�Îº�®�>þ¨�>þ �¶U1�g�(":ý�þ Î+$-,�Ï���ýLÒvÎ´�)&�Í�Ï ½ U��>�
'K� DG"1$��¶Î
u(t) = U(t)−1B(t)

T
E(t)x(t) + U(t)−1B(t)

T
h(t),

ý0¹
E(t) ∈ Mn(

· ¸
)
�ZÎ
h(t) ∈ · ¸ p '�ý?þgÎc'Zý?ÏÓ�>Î´�{ý�þ;'�'=�K$

[0, T ]
���

Ė = CTWC −ATE − EA− EBU−1BTE, E(T ) = −C(T )
T
QC(T ),

ḣ = −CTWξ −ATh−Er − EBU−1BTh, h(T ) = −C(T )
T
Qξ(T ),

�ZÎ����BÒvÏÓ�f'
E(t)

�1':Îc'=?0&ßDZÎ%$��¶U1�g�a���BÍ0$HÍ��¶Ï¶Ï��1�K$G'�Ïk�M"Lý{©>Îc&��¶þg�)&�Í�Ï1�1'�ÎhÍ�Ïký{$G'XDºÿ�Í?Ï¼À
−x(0)TE(0)x(0) − 2h(0)

T
x(0) − α(0),

ý0¹
α(t)

�='�Îc'�ý�ÏÓ�>Î´�{ý�þø���
α̇ = ξTWξ − 2rTh− hTBU−1BTh, α(T ) = ξ(T )

T
Qξ(T ).¸)�1&�Í0$-U��g��Ò9µ Ò9µ Ë �¨�Z½�¾¡¸xÁ�Ãg	�¼G¸ ¿VÂ�¿u½9»H» C�´�½¹ÂeÕ ¿uÃr¾x¸¡¼B»)	u¿u¸xÀ¶¿�½�¾¡¼B»�Âr¼ ÷�¼éÄ�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼�Q½9Á?�¾x¿�È È ¼G½#¾�Æ¶¼ÊÈtµGÈ ¼(Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼(Ð#Ã�¼(÷�Àk� Âr¼6»x»åÃQ»��»x¿uÃ>�0Ð#Ã�¼ÊÆ¶¼(÷GÁ�ªr¾�»GÕ º6÷G¸¡À²¾

C(u) = x(T )
T
Qx(T ) +

∫ T

0

(

‖y(t) − ξ(t)‖2
W + ‖u(t)‖2

U

)

dt.

A.¼ »¡¼GÃ9ÆI÷ Ï9¿u½9ü�¼GÈ ¼6½�¾�¼B»�¾ZÂ�¿u½9»�Æ¶¿�È ¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼ ¿uÃ�ü�È ¼6½�¾xºG¼
Q1

9¼G¾ZÂrÁ�½9÷ Â�¿u½9»�Æ²¼B»�÷GÁ�½9ÂrÀk�¾¡À¶Á�½9»¹¿�Ã>�éÆ²À¶È À}¾x¼6»PÂr¼
E
¼�¾
h
�Ð#Ã�À9Â�¼�	mÀ²¼6½�½�¼6½�¾PÂ9¿u½9»¹÷�¼�÷G¿�»

E(T ) = −Q ¼G¾ h(T ) = 0
µ�Z½ ¾¡¸xÁ�Ãg	�¼G¸ ¿U¿uÃ9»x»¡À¹Â�¿�½9»�» Ò��>I¼Z�eµ��c.Ä.µ=����Ë�½¹Ã�½9¼V¿�Ãr¾¡¸x¼t	u¿u¸xÀ¶¿�½�¾x¼ Â�Ã Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼A=ÓHQÁ�¦�Æý¿��ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½

g
¿uÄ�ÄQ¿u¸ ¿uÀý»¡»¡¿u½#¾ZÂ�¿u½9»ZÆ²¼ ÷�Á�ªr¾Z¼B»�¾
Æ¶À²½9º6¿uÀ¶¸x¼ ¼6½

x
µXr�Á�Ã9»�Æý¿uÀý»x»åÁ�½9»Æ?Õ º6÷G¸¡À²¾¡Ã9¸¡¼(Âr¼Ê¾¡Á�Ãr¾¡¼B»�÷G¼6»h	u¿u¸xÀ¶¿�½�¾¡¼B»3¿uÃUÆ¶¼6÷W¾x¼GÃ�¸a�Æ¶¿ È º�¾xÏ�ÁrÂr¼(º�¾ ¿u½#¾�Â�¼
¾xÁ�Ãr¾x¼¨�C¿�Ã�Á�½;Æý¿È�µ6È ¼(Ð#Ã�¼(Ä�¸xº6÷�ºBÂr¼GÈ È ¼G½#¾6µ
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ì)_.®#¢{©��?©�® 6 · 6 · ³ · �Z½S÷GÁ�½9»¡ÀýÂrÇG¸x¼
Æ²¼ »��m»å¾xÇGÈ ¼ÊÄ�¸¡Á�À²¼B»ª�7Ä�¸xº6Â�¿{¾x¼GÃ�¸ »Ô÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶º

ẋ = x+ y + u1, x(0) = 1,

ẏ = x− y + u2, y(0) = 1.

ûI¸xÁ�Ãg	�¼G¸ Æ?Õ ¼Z�rÄ�¸x¼6»x»¡À²Á�½)Âr¼B»�÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼6» Ä,¼6¸¡È ¼�¾¡¾x¿�½�¾ ÂeÕ ¿�»x»å¼G¸L	mÀ¶¸ Æý¿O	{¿u¸xÀý¿uÅ�Æ¶¼
x(t)

¤ Æý¿	{¿uÆ¶¼GÃ9¸
1
»¡Ã�¸�Æ?Õ À¶½�¾x¼G¸�	u¿uÆ¶Æ²¼

[0, 10]
µ

��°V��°+¯ ` ã¡à ÝrÞ�á\è�áéÞ\æ0à¡äçæ0Ü�è�î.ÝmáIÞ9ä ãåÜ�ãåê�Ýrá
�±¼éÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ ÷�ºGÆ¶ÇGÅ9¸¡¼é¼6»å¾
Æ²¼ »åÃ�À�	{¿�½�¾Bµy�±Á�½�½9¿�À¶»x»¡¿�½�¾ZÃ�½�»¡À¶ü�½9¿�Æ=Âr¼é¸xºZ�ôº6¸¡¼G½Q÷�¼

ξ(t)»åÃ�¸
[0, T ]

�Á�½S÷ Ï�¼G¸ ÷xÏ9¼
Ã9½�¼Ê¾¡¸ ¿�� ¼B÷W¾xÁ�À¶¸¡¼Ê»¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½U»¡Ã�¸
[0, T ]

Â�¼
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

È À¶½�À¶È À¶»x¿u½#¾�Æ²¼ ÷�Á�ª�¾
C(u) = x(0)

T
Qx(0) +

∫ T

0

(

‖(C(t)x(t) − ξ(t))‖2
W + ‖u(t)‖2

U

)

dt.

m Æ�»GÕ ¿uü�À}¾VÂeÕ Ã9½�¼Å	{¿�¸¡Àý¿u½#¾¡¼SÂr¼6»�Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼6»�Âr¼|Ä,Á�Ã9¸x»¡Ã�À²¾¡¼SÄ�¸¡ºB÷�ºBÂr¼G½�¾ »f¹»¡¿�Ã>�ÊÐ#Ã�¼SÆÖÕ Á�½½.Õ À¶È Ä,Á�»¡¼
¿�Ã9÷�Ã9½�¼Ê÷�Á�½9Â�À}¾xÀ²Á�½;»¡Ã�¸
x(0)

¼�¾
x(T )

m¼G¾�Âr¼
Ä�Æ¶Ã9»ÔÆ¶¼Ê÷�Á�ªr¾3Ä,ºG½9¿�Æ²Àý»¡¼ZÆ¶¼
ÄQÁ�À²½#¾À²½�À²¾xÀ¶¿�Æ
x(0)

µMö¹½ ¸x¼�	{¿�½9÷xÏ9¼UÂ�¿�½9» ÷G¼SÄ�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼UÁ�½ »åÃ�Ä9Ä,Á�»¡¼SÐ#Ã�¼UÆý¿ È ¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼
Q
¼B»�¾»��mÈ º�¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼B��D+ã þg�{� Ä,Á#»åÀ²¾¡À�	�¼�µ·0Á�Ã�¸P»¡¼3¸ ¿uÈ ¼6½�¼G¸¹¿uÃ>� ÷6¿�»0Ä�¸xº6÷Gº6Âr¼6½�¾x»fuÀ¶Æ9÷GÁ�½�	mÀ¶¼G½#¾¹ÂrÁ�½9÷Ô¾¡Á�Ãr¾PÂeÕ ¿uÅ,Á�¸xÂ ÂeÕ À²½�	�¼G¸ »å¼6¸Æ²¼�¾x¼GÈ Ä9»ffÂr¼��C¿�Ã�Á�½�¤�÷�¼ Ð#Ã�¼VÆ²¼ ÷�Á�ªr¾YÄ,ºG½9¿�Æ²Àý»å¼�I÷GÁ�È È ¼V¿
	{¿�½�¾fIÆ²¼VÄ,Á�À²½#¾ ú9½9¿uÆÖµ±�Z½Ä,Á�»¡¼ÊÂ�Á�½9÷?�Ä,Á�Ã9¸Ô¾xÁ�Ãr¾

t ∈ [0, T ]


x̃(t) = x(T − t), ũ(t) = u(T − t), Ã(t) = −A(T − t), B̃(t) = −B(T − t),

ξ̃(t) = ξ(T − t), W̃ (t) = W (T − t), Ũ(t) = U(T − t), C̃(t) = C(T − t),

Âr¼(»åÁ�¸å¾x¼
Ð#Ã�¼ÊÆÖÕ Á�½U»¡¼
¸ ¿uÈ ÇG½�¼Ê¿�Ã;Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ÊÂr¼(ÂrºG¾¡¼6¸¡È À¶½�¼G¸�Ã�½�¼
¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼
»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½Âr¼ ˙̃x = Ãx̃+ B̃ũ
�È À²½9À²È Àý»¡¿�½�¾�Æ²¼ ÷�Á�ªr¾

C̃(ũ) = x̃(T )
T
Qx̃(T ) +

∫ T

0

(

‖(C̃(t)x̃(t) − ξ̃(t))‖2
W̃

+ ‖ũ(t)‖2
Ũ

)

dt.

r�Áu¾xÁ�½9»�Ð�Ã9¼��Ä9¿u¸�÷�Á�½9»�¾x¸¡ÃQ÷W¾¡À¶Á�½&mÁ�½S¿
C̃(ũ) = C(u)

µD=Àk�mÁ�½9»PÃ�½9¼ZÂ�Á�½�½�º6¼�À¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼
x̃(0)

#¼G¾3¿uÄ�Ä�Æ¶ÀýÐ�Ã9Á�½9»f�Ä,Á�Ã�¸Ô÷G¼�¾¡¾¡¼
ÂrÁ�½�½�ºG¼ZÀ²½9À}¾xÀ¶¿�Æ²¼�#Æ²¼È�µ6È ¼Ê¸ ¿uÀý»¡Á�½�½�¼6È ¼G½�¾�Ð#Ã�¼(Â�¿�½9»3Æ¶¼6»�÷6¿�»3Ä�¸xº6÷Gº6Âr¼G½#¾x»6µ �Z½UÁ�År¾¡À¶¼G½#¾�¿�Æ¶Á�¸ »
ũ(t) = Ũ−1B̃TẼx̃+ Ũ−1B̃Th̃,

Á�¦
˙̃E = C̃TW̃ C̃ − ÃTẼ − ẼÃ− ẼB̃Ũ−1B̃TẼ, Ẽ(T ) = −Q,
˙̃
h = −C̃TW̃ ξ̃ − ÃTh̃− ẼB̃Ũ−1B̃Th̃, h̃(T ) = 0,
˙̃α = ξ̃TW̃ ξ̃ − h̃TB̃Ũ−1B̃Th̃, α(T ) = 0,
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	"��� 0��±4/%	�;�O�
	9P��h4B03%¿#i0���P+�/0ª4B%N÷4LM���"'¨4/�/�10�LM�&%
¼�¾�Æ²¼ ÷�Á�ªr¾�È À¶½�À¶È ¿�Æ.Ä,Á�Ã�¸�÷�¼G¾å¾x¼ ÂrÁ�½�½9ºG¼ÊÀ¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼
úc�rº6¼

x̃(0)
	{¿�Ãr¾

−x̃(0)TẼ(0)x̃(0) − 2x̃(0)
T
h̃(0) − α̃(0).

m Æy�C¿uÃr¾�È�¿�À²½#¾¡¼G½Q¿u½�¾�¾x¸¡Á�Ãc	�¼G¸
x̃(0)

¾x¼GÆIÐ#Ã�¼ ÷�¼(÷GÁ�ªr¾�»åÁ�À}¾�È À¶½�À¶È ¿�Æ?µ�·0Á�»¡Á�½9»�ÂrÁ�½9÷
f(x) = −xTẼ(0)x− 2xTh̃(0) − α(0).

m Æ �C¿�Ãr¾�ÂrÁ�½Q÷ZÂrº�¾x¼G¸xÈ À¶½�¼6¸ÔÃ�½ È À¶½�À¶ÈYÃ�È Âr¼
f
µ>r�Á�¾¡Á�½Q»P¾¡Á�Ã�¾3ÂeÕ ¿�ÅQÁ�¸xÂVÐ#Ã�¼�#Æý¿YÈ�¿{¾x¸¡Àý÷�¼

Q
º�¾ ¿u½#¾ Ä9¿u¸ Ï��mÄ,Áu¾xÏ�Ç6»¡¼;ÂrºGú9½�À¶¼;Ä,Á�»¡À²¾¡À�	�¼�=Æ¶¿�È�¿{¾x¸¡Àý÷�¼

Ẽ(0)
¼6»�¾ Â.Õ ¿�Ä�¸¡ÇB»YÆ²¼;Æ¶¼GÈ È ¼Ò9µ Ë�µ Ë|»��mÈ º�¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼ Ârº�ú9½9À²¼ ½�º6ü�¿u¾¡À�	�¼�µIö¹½pÄQ¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À²¼6¸ Æý¿-�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½

f
¼6»å¾é»å¾¡¸xÀ¶÷�¾¡¼6È ¼6½�¾÷�Á�½�	�¼Z�r¼Ê¼�¾ZÂr¼ ÷G¼o�C¿uÀ²¾�¿�ÂrÈ ¼�¾�Ã9½SÃ�½�ÀýÐ#Ã�¼(È À¶½�À¶ÈYÃ�ÈSµ9ö¹½|Ã�½S¾¡¼GÆIÄ,Á�À²½#¾�Á�½|ÂrÁ�À}¾�¿
	�Á�À²¸

f ′(x) = 0
9ÂeÕ Á�¦

x = −Ẽ(0)−1h̃(0)
µD=À¶½9¿uÆ¶¼GÈ ¼G½#¾f,¼G½�¸x¼GÄ�¸x¼G½9¿�½�¾�Æ¶¼é÷�Á�Ã�¸ »�Ä,Á�»¡À}¾xÀk�¹ÂrÃ|¾x¼GÈ Ä9»fQ¼G¾Z¼G½�Ä,Á#»¡¿�½�¾�Ä,Á�Ã�¸�¾xÁ�Ãr¾

t ∈ [0, T ]
E(t) = −Ẽ(T − t), h(t) = −h̃(T − t),Á�½S¿u¸x¸xÀk	�¼Ê¿uÃU¸xº6»¡Ã�Æ}¾ ¿{¾�»¡Ã�À�	{¿u½#¾6µ

]Ê¢{�9 P�Q�B�C�6�C�,� 6 · 6 · ³ · ºyý��¶Î
ξ(·) �>þv�¹Î%$�ÍHá��4"�Î3ý��)$�����D¶ã5þg�{�B'=�K$

[0, T ]
À¨�
Í?Ïk���K$G'#��Í?þ;'· ¸ p � Ñ þ�"Lý?þ;'��¶��@�$���Ïk�"Ò�$�ý�ÐZÏÇ@1&��#���B��DZÎ3�1$1&H�¶þX�1$(�>þX�HÎ%$�ÍHá��G"ZÎ3ý��)$��ß'Zý?ÏÓ�>Î;�{ý?þ2'=�K$

[0, T ]���
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),&H�¶þ �)&H�T'�Í�þ Î$Ïk�(":ý0©>Î

C(u) = x(0)
T
Qx(0) +

∫ T

0

(

‖(C(t)x(t) − ξ(t))‖2
W + ‖u(t)‖2

U

)

dt,

ý0¹-ÏkÍß&�Í�Î%$��¶"L�
Q

�1'�Î����BÒvÏÓ�f'O'=�aÒ�Ògý<'�DL�M��D+ã5þg�{�hÒcý0'��¶Î;�)���f�!»"Ïký0$G'o�¶Ï��4���T':Î3�/�>þX�/�>þg�¶U��g�Î+$�Í�á��4"�Îºý?�)$��M&H�¶þ �)&H�T'�Í�þ Îº� ½ Í<'G'�ý�"��¶DL��Í0�ä"Lý�þ Î+$-,?Ïk�
u(t) = U(t)−1B(t)

T
E(t)x(t) + U(t)−1B(t)

T
h(t),

�ZÎ�À¹ÏkÍ�"Lý?þ��?� Î´�{ý�þ�ã þXÍ�Ïk�
x(T ) = −E(T )−1h(T ),ý0¹

Ė = CTWC −ATE − EA− EBU−1BTE, E(0) = Q,

ḣ = −CTWξ −ATh− EBU−1BTh, h(0) = 0,�ZÎ+Ïk�M":ý0©>ÎN&��¶þg�)&�Í�Ï���Í0�>ÎhÍ�Ïký{$G'
−h(T )

T
E(T )−1h(T ) +

∫ T

0

(

ξ(t)
T
W (t)ξ(t) − h(t)

T
B(t)U(t)−1B(t)

T
h(t)

)

dt.

A¹Õ º�¾ ¿{¾Ôú9½9¿�Æ
x(T ) = −E(T )−1h(T )

¼6»å¾3Æ¶¿ ÂrÁ�½�½9ºG¼
Ð#Ã�À@½�Á�Ã9»±À¶½�¾xºG¸x¼6»x»å¼ZÄ�¸xÀ²½Q÷�À¶Ä9¿��Æ²¼6È ¼6½�¾3Â�¿�½9»PÆ²¼�Ä9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼�ÂrÃ�úQÆ}¾x¸¡¼ZÂr¼¨�(¿uÆ¶È�¿u½i�Ð#Ã�À,¼6»å¾±Ã�½VÄ�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼ZÂeÕ ¼6»å¾¡À¶È ¿u¾¡À¶Á�½&÷�Á�È È ¼�½�Á�Ã9»¹Æ²¼)	�¼G¸x¸¡Á�½9»MÂ�¿�½9»¹Æ²¼B»¹¼Z�r¼6È Ä�Æ¶¼6»+¤(»¡Ã�À�	m¸¡¼�µ�APÕ ¼B»�¾xÀ²È�¿{¾xÀ²Á�½�Âr¼Z÷�¼G¾PºG¾x¿{¾Pú9½9¿uÆÄ,¼GÃr¾/µG¾¡¸x¼(»åÀ¶È Ä�Æ¶À}ú9º6¼(Â�¼ÊÆý¿ È�¿u½�À¶ÇG¸x¼Ê»¡Ã�À�	{¿�½�¾¡¼�µ
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F (t) = E(t)−1 µv�Z½;¾¡¸xÁ�Ãc	�¼¨�C¿�÷GÀ²Æ¶¼GÈ ¼G½#¾f�Ä9Ã�À¶»xÐ#Ã�¼ Ḟ = −FĖF 
Ḟ = BU−1BT +AF + FAT − FCTWCF, F (0) = Q−1.

·0¿�¸�¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ9¸x»�»åÀ.Á�½UÄ,Á#»å¼
z(t) = −F (t)h(t)

�Á�½;¾x¸¡Á�Ãc	�¼ÊÐ#Ã�¼
ż = (A− FCTWC)z + FCTWξ, z(0) = 0.

DfÀ¶½9¿�Æ²¼6È ¼6½�¾�Á�½S¿u¸x¸¡À�	�¼
¿�ÃU¸¡ºB»åÃ�Æ²¾x¿u¾�»åÃ�À�	{¿�½�¾Bµ
]Ê¢D�Q P�Q�B�ô�B�C�,� 6 · 6 · 6 · ºyý0�f'+Ïk�='E:f?LÒcý?Î):�@='��1'����BÏkÍ+Ò�$�ýLÒgý<'��¶Î´�{ý�þa� � �v�� ½ Ï8� DZÎ3Í�Î�ã þXÍ�Ï

x(T )���©ÏkÍß'�ý�ÏÓ�>Î´�{ý�þÔýLÒXÎ;�)&�Í�Ïk�t�1'�Î�D´ÿ�Í�Ï¼À
z(T ) ½ ý0¹

ż = (A− FCTWC)z + FCTWξ, z(0) = 0,

Ḟ = BU−1BT +AF + FAT − FCTWCF, F (0) = Q−1.

�  = =?�C©��r�6�C�,����¨ÑV0ô�6¢D�gbQ®v· AI¼±Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼±¼6»å¾0ÂeÕ ¼6»å¾¡À¶È ¼G¸aDÂeÕ ¿uÄ9¸¡ÇB»IÃ�½�¼ÔÁ�ÅQ»å¼6¸�	u¿{¾¡À¶Á�½iÃ�½|»åÀ¶ü�½9¿�Æ@Å9¸¡Ã�À²¾¡º�µgA.¼ÊÈ ÁrÂrÇ6Æ²¼(¼6»�¾
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t), x(0) = x0,

y(t) = C(t)x(t) + v(t),

Á�¦�Æ¶¼6»"�ôÁ�½Q÷W¾¡À¶Á�½Q»
u
¼G¾
v
»¡Á�½#¾ÊÂr¼B»tÐ�$=�>�¶Î+'�1�{� �a�@Âr¼B»ZÄ,¼6¸å¾xÃ�¸xÅ9¿{¾xÀ²Á�½9»Z¿?�,¼B÷W¾x¿�½�¾ÊÆ¶¼ »��r»ª�¾¡ÇGÈ ¼�µ>AI¿éÂ�Á�½�½�º6¼ZÀ¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼
x0
¼B»�¾3À¶½9÷�Á�½�½#Ã�¼�µ>A.¼
»¡À¶ü�½9¿�Æ

ξ(t)
¸x¼GÄ�¸xº6»¡¼G½#¾¡¼ZÃ�½�¼
Á�ÅQ»å¼G¸L	{¿?�¾¡À¶Á�½�Âr¼ Æý¿t	u¿u¸xÀ¶¿�Å�Æ²¼

y(t)
Q¼�¾"¤�Ä9¿u¸¡¾¡À¶¸�Âr¼Y÷�¼G¾å¾x¼ Á�ÅQ»å¼6¸�	{¿u¾¡À¶Á�½UÁ�½Å	�¼GÃr¾Z÷GÁ�½9»å¾¡¸xÃ�À¶¸¡¼(Ã�½�¼¼6»å¾¡À¶È ¿u¾¡À¶Á�½VÂr¼�ÆÖÕ ºG¾x¿{¾Pú9½9¿uÆ
x(T )

µ��Z½V÷xÏ�¼6¸x÷ Ï�¼�Ã�½�¼�¼B»�¾xÀ²È�¿{¾xÀ¶Á�½ Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼�Â�¿�½9»¹Æ²¼�»¡¼G½Q»Ð�Ã9¼YÆ¶¼6»�Ä,¼6¸å¾xÃ�¸¡ÅQ¿{¾¡À¶Á�½9»
u
¼�¾
v
@¿uÀ¶½9»¡À=Ð#Ã�¼YÆý¿ ÂrÁ�½�½9ºG¼YÀ¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼

x0
@ÂrÁ�À�	�¼G½#¾"µ�¾x¸¡¼é¿�Ã9»x»åÀÄ,¼�¾¡À²¾¡¼B»�Ð#Ã�¼ÊÄ,Á#»¡»¡À¶Å�Æ²¼�µ �Z½S÷xÏ�¼6¸x÷ Ï�¼(ÂrÁ�½9÷o¤ È À²½9À²È Àý»å¼6¸�Ã�½|÷�Á�ªr¾�Âr¼(Æý¿H�ôÁ�¸xÈ ¼

x(0)
T
Qx(0) +

∫ T

0

(‖w(t)‖2
W + ‖u(t)‖2

U )dt.

m Æ.»6Õ ¿uü�À}¾�ÂrÁ�½9÷Ê¼Z��¿�÷�¾¡¼GÈ ¼6½�¾�ÂrÃSÄ�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼IA=Ó
ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t),

y(t) = C(t)x(t),

C(u) = x(0)
T
Qx(0) +

∫ T

0

(‖y(t) − ξ(t)‖2
W + ‖u(t)‖2

U )dt,

�{���a�,Æ¶¼(Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ÊÐ#Ã�¼(Æ?Õ Á�½E	mÀ¶¼G½#¾�ÂeÕ ºG¾¡Ã9ÂrÀ¶¼G¸ ¥ x(0) ½�Á�½;úc�rºa§�µAPÕ ¼B»�¾xÀ²È�¿{¾xÀ²Á�½YÁ�Ä�¾¡À¶È ¿�Æ²¼3Âr¼ÔÆÖÕ ºG¾x¿{¾0¼B»�¾MÂrÁ�½9÷Pº6ü�¿�Æ²¼$¤
z(T ) ¥ 	�Á�À²¸=Ä9¸¡Á�ÄQÁ#»åÀ²¾xÀ²Á�½ Ò9µ Ò9µ Ò�§Wµ¸)�1&�Í0$-U��g��Ò9µ Ò9µ Òv�IAf¿�Å,Á�½�½�¼SÈ ¿�½�À¶ÇG¸x¼UÂeÕ À²½#¾¡¼6¸¡Ä�¸xº�¾x¼G¸ Æ¶¼;ú9Æ²¾¡¸x¼SÂ�¼-�(¿uÆ¶È�¿u½v¼B»�¾V»�¾ ¿��¾¡Àý»�¾xÀ¶Ð#Ã�¼�f÷�¼VÐ#Ã�À±ÂrºGÄQ¿�»x»å¼ Æ¶¼V÷6¿�Âr¸x¼�Âr¼ ÷�¼�¾YÁ�Ãc	m¸ ¿uü�¼�µ@ö¹½Ô�C¿�À}¾YÀ¶Æ��C¿�Ãr¾YÀ²½#¾¡¼G¸xÄ�¸xº�¾x¼G¸ Æ²¼B»Ä,¼G¸¡¾¡Ã�¸xÅ9¿{¾xÀ²Á�½9»

u
¼�¾
b
÷GÁ�È È ¼ Âr¼B»
Å�¸xÃ�À²¾x»
Å�Æý¿�½9÷G»
ü�¿�Ã9»¡»¡À¶¼G½9»fQ¼G¾

x0
÷�Á�È È ¼ Ã�½�¼t	{¿?�¸¡Àý¿uÅ�Æ¶¼�¿uÆ¶º6¿u¾¡Á�À²¸x¼Sü�¿uÃQ»¡»¡À²¼6½�½�¼�0¾xÁ�Ã9» »¡Ã�Ä�Ä,Á�»¡º6»V÷G¼G½#¾¡¸xº6»�¼6½

0 ¥ Ä,Á�Ã�¸;»åÀ¶È Ä�Æ²À²ú9¼6¸:§�µ+A.¼B»È ¿u¾¡¸xÀý÷�¼6»
Q,W (t), U(t)

»¡Á�½�¾�¿uÆ¶Á�¸ »YÆ²¼B»éÈ�¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼6» Âr¼E	{¿u¸xÀý¿u½9÷G¼ Â�¼
x0, v(t), u(t)

0¼G¾Æ²¼|Ä�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼|Â�¼|È À¶½�À¶È À¶»x¿{¾xÀ²Á�½ »6Õ À¶½�¾x¼G¸xÄ�¸¡ÇG¾¡¼|÷GÁ�È È ¼SÆ¶¼|Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼|ÂeÕ ¼6»å¾¡À¶È ¼G¸VÆÖÕ ºG¾x¿{¾
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ú9½9¿uÆPÂr¼t	u¿u¸xÀ¶¿�½9÷�¼éÈ À¶½�À¶È ¿�Æ²¼�.÷GÁ�½�½9¿�À¶»x»x¿u½�¾ÊÆÖÕ Á�Å9»¡¼G¸�	u¿{¾xÀ²Á�½

ξ(t) ¥ ¤S÷G¼�»åÃ���¼G¾fi	�Á�À²¸ÊÄQ¿u¸¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼t» Ë�½¶§�µ
·M¿u¸=¿�À²Æ¶Æ¶¼GÃ�¸ »IÆ²¼B»IÄ,Á�½9ÂrºG¸ ¿{¾xÀ²Á�½9»IÂrÁ�Àk	�¼6½�¾1µ�¾¡¸x¼±÷ Ï�Á�À¶»¡À²¼B»I¼G½��ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½YÂ�¼PÆÖÕ À²È Ä,Á�¸å¾ ¿u½9÷�¼Âr¼6»ÔÅ�¸xÃ�À²¾x»6µm·0¿�¸Ô¼��m¼6È Ä�Æ²¼Ê»¡À@Æ²¼
Å�¸xÃ�À²¾

v
¼B»�¾Ô¾x¸¡ÇB»±À¶È Ä,Á�¸¡¾x¿u½#¾3÷GÁ�È Ä9¿u¸xºZ¿�Ã Å�¸xÃ�À²¾

u
¼G¾B¤Æ?Õ À¶½9÷�¼G¸¡¾xÀ}¾xÃ9Âr¼ »åÃ9¸�Æ¶¿ ÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½;À¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼(¿�Æ²Á�¸x»ÔÁ�½S÷xÏ�Á�À¶»¡À²¾�Ã�½�¼(È�¿{¾x¸¡Àý÷�¼

W (t)
Ä,¼G¾¡À²¾¡¼�µ

ì)_.®m¯� 0C® 6 · 6 · ¤ · �Z½E	�¼GÃr¾�¼6»å¾¡À¶È ¼G¸
x(T )

Ä,Á�Ã�¸�Æ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼ÊÅ�¸xÃ�À²¾¡º
ẋ = u, y = x+ v,

ÂeÕ ¿�Ä�¸xÇ6»3Æ?Õ Á�Å9»¡¼G¸L	{¿u¾¡À¶Á�½
ξ(t)

µ
A.¼B»3º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½9»�Âr¼(Æý¿ Ä�¸¡Á�Ä,Á�»¡À}¾xÀ²Á�½ ÒQµ ÒQµ Ò ÂrÁ�½�½�¼6½�¾

ż = −FWz + FWξ, z(0) = 0,

Ḟ = U−1 − FWF, F (0) = Q−1.

�±Ï�Á�Àý»åÀý»x»åÁ�½9»ÔÆ²¼B»3Ä,Á�ÀýÂ�»
Q = 1, U(t) = 1,W (t) = w2 µv�Z½;¾x¸¡Á�Ãc	�¼

F (t) =
1

w
+
e−wt(−1 + w)

w
.

ö¹½ Ä9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ¶À²¼6¸(»¡À¹Æ²¼�Å�¸xÃ�À²¾
v
¼6»å¾(Ä,¼G¾¡À²¾Y¿�Æ²Á�¸x»
Á�½ Ä,¼GÃr¾Y÷ Ï�Á�À¶»¡À¶¸ÊÆ¶¼�Ä9¿u¸ ¿uÈ Ç�¾x¸¡¼

w
¾x¸¡ÇB»ü�¸ ¿u½9ÂyrÂr¼(»¡Á�¸¡¾¡¼
Ð#Ã�¼ÊÄ,Á�Ã9¸Ô¾¡Á�Ãr¾

t > 0
Á�½U¿

F (t) ' 1
µ �Z½;È Á�½#¾¡¸x¼Ê¿uÆ¶Á�¸ »5�C¿�÷GÀ²Æ¶¼GÈ ¼6½�¾f¿a	�¼B÷ÊÆÖÕ º6Ð#Ã9¿{¾xÀ¶Á�½�Âr¼

z
,Ð#Ã�¼

z(t) ' ξ(t)
,÷�¼éÐ#Ã�Àf¼6»å¾�Å9À²¼6½�÷�Á�Ï�º6¸¡¼6½�¾©�Q¼6½|¼��,¼G¾
»6Õ À¶Æf½.Õ �¿ Ä9¿�»�Âr¼(Å�¸xÃ�À²¾�¿�Æ²Á�¸x»ÔÁ�½;Á�Å9»¡¼G¸L	�¼
Â�À²¸x¼6÷�¾¡¼GÈ ¼6½�¾�Æ?Õ º�¾ ¿{¾�Ð#Ã�¼ÊÆÖÕ Á�½S÷xÏ9¼G¸ ÷xÏ�¼I¤ ¼B»�¾xÀ²È ¼6¸��

ù
¿u½9»�Æ¶¼Y÷6¿�»�ü�º6½�ºG¸ ¿uÆ´�Á�½�÷G¿uÆý÷�Ã9Æ²¼ ¥ ½#Ã�È ºG¸xÀýÐ�Ã9¼GÈ ¼G½�¾�§ z(T )
,÷�¼éÐ�Ã9Ài�ôÁ�Ã�¸x½�À}¾ZÆÖÕ ¼B»�¾xÀ@�È ¿u¾¡À¶Á�½SÂr¼

x(T )
»¡Á�Ã9Ï9¿uÀ²¾¡º6¼�µ

��°V��°+Ø Èwî�³5P�àåæfÝ�ãåÛPÜ ê�P�ÞOPZÜçã¡Ü±ÝmáIÞ>É=æMàåà�ávãåÜ�²
ÜZã�áeÝ�Þ�æ0â�â(ÛPÞrÝ�æyÉ±á&Qvàåæ
ê�Ýræ
´Zã¡àåãåê#æ=Ý�ã Û±Ü

�±Á�½Q»åÀýÂrºG¸xÁ�½Q»PÆ¶¼
Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼oA=Ó«»¡Ã�¸3ÆÖÕ À¶½�¾x¼G¸L	{¿uÆ¶Æ¶¼
[0,+∞[

µ>m Æe»6Õ ¿uü�À²¾3ÂeÕ Ã�½UÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼Âr¼U¸xºGü�Ã�Æ¶¿u¾¡À¶Á�½pÁ�¦vÆÖÕ Á�½w÷xÏ�¼6¸x÷ Ï�¼-¤�¸x¼G½9Â�¸¡¼;ÆÖÕ ¼G¸x¸¡¼GÃ9¸éÄ,¼G¾¡À²¾¡¼SÄ,Á�Ã�¸ ¾xÁ�Ãr¾ ¾x¼GÈ Ä9»6µ r�Á�ÃQ»½�Á�Ã9»�¸¡¼B»�¾x¸¡¼6À²ü�½�Á�½9»3¿uÃS÷G¿�»�Âr¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼6»�»å¾x¿u¾¡À¶Á�½�½9¿�À²¸x¼6»6µ>A.¼ ÷G¿�Â�¸¡¼
¼B»�¾�Æ¶¼(»¡Ã�Àk	u¿u½#¾6µ
�Z½S÷ Ï�¼G¸ ÷xÏ9¼I¤ Ârº�¾¡¼6¸¡È À¶½�¼G¸�Ã�½�¼Ê¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼Ê»¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½UÂr¼

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t), x(0) = x0,

È À¶½�À¶È À¶»x¿u½#¾�Æ²¼ ÷�Á�ªr¾
C(u) =

∫ ∞

0

(

‖x(t)‖2
W + |u(t)‖2

U

)

dt,

Á�¦SÂr¼(ÈtµGÈ ¼(Æ²¼B»3È�¿{¾x¸¡Àý÷�¼B»
W
¼G¾
U
»åÁ�½�¾�÷�Á�½9»å¾x¿u½#¾¡¼B»Gµ

�Z½S¿ Æý¿ ¸¡ºB»åÃ9Æ}¾ ¿{¾�»åÃ9Àk	u¿u½�¾Bµ
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��8 õm�Q¢�|m¯p® 6 · 6 · <i·ÕÑ þø'=�aÒ�Ògý<'���U1�g��Ïk�1'M&�Í�Î%$��¶"L�1'

W
��Î
U

'�ý�þ Î�'=?0&ßDZÎ%$��¶U1�g�1'ß��D1Æã þ �Ä�1'�Òcý0':�¶Î´�)�
�1' ½ ��ÎBU��g�OÏk�ë'=?<':ÎH@�&t���1':Î#"Lý?þgÎ%$8,?ÏkÍ�Ð�Ïk�a��»"Ïký{$G'Ñ�¶ÏI�4���T':Î3�ë�>þX�ë�>þg�¶U��g�Î+$�Í�áZ�G"�Îºý?�)$��B&H�¶þ �)&H�T'�Í�þ Îº�"Ògý0�K$�":�"Ò�$�ý�Ð�ÏF@�&t� ½ Í<'G'�ý�"��¶DL�ß'G�K$
[0,+∞[

Í0�ø"Lý?þgÎ%$8,?Ïk�¹ýLÒrÆÎ;�)&�Í�Ï
u(t) = U−1BTEx(t), ¥ ÒQµ ��C�§

ý0¹
E ∈ Mn(

· ¸
)
�1'�Î©Ï8� �>þ �¶U1�g�ä&tÍ?Î+$��¶":�V'=?0&ßDZÎ%$��¶U1�g�ë��D¶ã5þg�{�Ñþ�Dºÿ�Í?Î;�)���¨'�ý�ÏÓ�>Î´�{ý�þö���Ï8� D4U��gÍ�Î´�{ý�þ����O¸"�¶"4":Í�Î´�
'�Î3Í�Î´�{ý�þgþXÍ��)$��

ATE + EA+ EBU−1BTE = W. ¥ Ò9µÌ��J?§
WH�hÒXÏÓ�f'IÏk�(":ý0©>ÎN&��¶þg�)&�Í�Ï���Í0�>Î −x0

TEx0
��BÍ{$©Í?�¶Ï¶Ïk���K$G'IÏ��/'=?<'�ÎA@�&��HÐLý{��"ZÏÇD

ẋ = (A+BU−1BTE)x

�='�Î&ÿ�Ïký�ÐLÍ?Ïk�1&���þgÎ$Í<'=?0&)ÒvÎ3ý�Î´�¶U1�g��&��Zþ Ît':Î3Í�Ð�Ïk� ½ ��Î�ÏkÍ�.Zý�þ�"�Î´�{ý�þ
V (x) = −xTEx

�='�Ît�>þX�.Zý�þ�"�Î´�{ý�þø���OÊt?�ÍLÒr�>þvý0�M'�Î+$��¶"�Î3�hÒcý0�K$X":�®'G?<'�ÎH@1&��a�
¸)�1&�Í0$-U��g�|ÒQµ ÒQµ Ø �Êö¹½wÄ9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À¶¼G¸a=Æý¿�¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼;È À¶½�À¶È À¶»x¿u½#¾¡¼S¿�»¡»¡Ár÷�À¶ºG¼E¤�÷G¼;Ä9¸¡Á��Å�Æ²Ç6È ¼Ê¼6½UÏ�Á�¸¡À��GÁ�½;À²½rúQ½�Àe¾x¼G½9ÂE	�¼G¸ »

0
Æ²Á�¸x»xÐ#Ã�¼

t
¾¡¼6½9ÂE	�¼G¸ »ÔÆÖÕ À²½rú9½9À?µ

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�¨�Z½�»x¿uÀ²¾;Ârºª��¤ ¥ 	�Á�À¶¸VÄ9¸¡Á�Ä,Á�»¡À}¾xÀ²Á�½wÒ9µ¶´�µ Ë ¼G¾ ¸x¼GÈ�¿�¸xÐ#Ã�¼|Ò9µÌ�rµÌ��§ Ð#Ã.Õ À¶Æ¼Z�rÀ¶»å¾x¼ÊÃ�½�¼(Ã�½�ÀýÐ#Ã�¼Ê¾¡¸ ¿
��¼B÷W¾xÁ�À¶¸¡¼
Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼�>	�º6¸¡À²úQ¿�½�¾�Æ²¼B»3ºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½Q»
ẋ = Ax+Bu, ṗ = −pA+ xTW, lim

t→+∞
p(t) = 0,

¿a	�¼B÷
u = U−1BTpT µeù�¼ È�¿�½�À²Ç6¸¡¼Y¾xÁ�Ãr¾I¤¹�C¿uÀ²¾(»åÀ¶È À¶Æ¶¿�À²¸x¼H¤ Æý¿ Ä�¸x¼GÃc	�¼ ÂrÃ�¾xÏ�ºGÁ�¸¡ÇGÈ ¼Ò9µÌ�rµ¶´ÊÁ�½SÈ Á�½�¾x¸x¼�9Ä9¿u¸�Ã9½�¿u¸xü�Ã�È ¼6½�¾�ÂeÕ Ã�½�Àý÷�À²¾¡º�,Ð#Ã�¼

p(t) = x(t)
T
E
QÁ�¦

E
¼B»�¾Z»¡Á�Æ¶Ã>�¾¡À¶Á�½i#Ä,Á�Ã�¸L	mÃVÐ#Ã.Õ ¼6Æ²Æ¶¼�¼Z�rÀý»�¾x¼�#Âr¼ZÆ?Õ º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½ ¥ Ò9µÌ��J�§Wµ�m Æ �C¿uÃr¾3ÂrÁ�½9÷�È Á�½�¾x¸¡¼6¸PÆ?Õ ¼Z�rÀý»�¾x¼G½9÷G¼ÂeÕ Ã9½�¼Ê¾¡¼6Æ²Æ¶¼ »åÁ�Æ²Ãr¾xÀ¶Á�½.µ �ZÕ ¼6»å¾�ÆÖÕ Á�Å>��¼�¾�ÂrÃSÆ²¼6È È ¼ »¡Ã�Àk	u¿u½#¾6µ

�P®m¯p¯�® 6 · 6 · \ · ·�Ï±�4���T'�Î3�(�>þv�X�>þg�¶U��g�X&�Í�Î%$��¶"L�
E

'=?0&�D�Î+$��¶U��g����D¶ã5þg�{�HþrD´ÿ�Í�Î´�)���X'�ý{ÆÏÓ�>Î;�{ý?þ2���©Ï8� DGU1�gÍ?Î;�{ý?þÒÔ�� �ÇÈcb�Ö��
��$��1�K���M�0�ÅÏk��&(&��f�/m Æ@¼6»å¾ÔÅ9À²¼6½;÷GÆ¶¿�À²¸3Ð#Ã�¼
»¡À

x(·) ¼6»å¾ÔÈ À¶½�À²È Àý»¡¿�½�¾x¼ZÄ,Á�Ã�¸ÔÆ²¼
Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼A=Óÿ»åÃ�¸
[0,+∞[

,¿uÆ¶Á�¸ »�¼GÆ¶Æ¶¼ ÆÖÕ ¼B»�¾
¿�Ã9»¡»¡Àf»åÃ9¸Z÷xÏQ¿�Ð#Ã�¼ À¶½�¾¡¼6¸�	u¿uÆ¶Æ²¼
[0, T ]


T > 0

µy�±Á�½9»¡Àk�ÂrºG¸xÁ�½9»�ÂrÁ�½Q÷
Æ¶¼ÊÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼IA=ÓÑ»åÃ9¸
[0, T ]

ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0,

C(T, u) =

∫ T

0

(

‖x(t)‖2
W + ‖u(t)‖2

U

)

dt,

¼�¾�¿uÄ�Ä,¼6Æ²Á�½9»
E(T, t)

Æý¿ »åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½SÂr¼(Æ?Õ º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½SÂr¼IF�À¶÷6÷G¿{¾xÀ.¿�»¡»¡Ár÷�À¶ºG¼
Ė = W −ATE − EA− EBU−1BTE, E(T, T ) = 0.

�Z½w»¡¿�À}¾�Ð#Ã�¼|Âr¼UÄ9Æ²Ã9» Æ¶¼S÷GÁ�ªr¾�È À¶½�À¶È�¿uÆ�¼6»å¾
C(T, u) = −x0

TE(T, 0)x0
T µM·0Á�»¡Á�½9»¿uÆ¶Á�¸ »

D(T, t) = −E(T, T − t)
µcm Æ.¼6»å¾�Å�À¶¼G½|÷�Æý¿uÀ¶¸�Ð�Ã9¼

Ḋ = W +ATD +DA−DBU−1BTD, D(T, 0) = 0.
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�±¼�¾å¾x¼(ºBÐ#Ã9¿{¾xÀ²Á�½Uº�¾ ¿u½�¾�¼G½E�C¿�À}¾�À²½9Â�ºGÄ,¼G½9Â9¿u½�¾x¼ Â�¼

T
�Á�½UÄ,¼6Ãr¾�Ä,Á�»¡¼G¸

D(t) = D(T, t)
¼�¾

D(t)
¼B»�¾P»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½ Â�¼3ÆÖÕ ºBÐ#Ã9¿{¾xÀ²Á�½ Âr¼/F�À¶÷6÷G¿u¾¡À9÷�Àk�7Âr¼B»¡»¡Ã9»M»åÃ�¸�m F + µ�ù�¼�Ä�Æ¶Ã9»MÄ,Á�Ã�¸0¾xÁ�Ãr¾

T > 0
Á�½ ¿

D(T ) = −E(T, 0)
.¼�¾ ÷�Á�È È ¼ Æ¶¿UÈ ¿u¾¡¸xÀý÷�¼

W
¼6»å¾ »��mÈ º�¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼ Ârº�ú9½9À²¼Ä,Á�»¡À}¾xÀk	�¼ÊÁ�½SÂrº6ÂrÃ�À²¾�Â�ÃUÆ¶¼GÈ È ¼(Ò9µ Ë�µ Ë Ð�Ã9¼

D(T )
¼6»å¾�»��mÈ º�¾¡¸xÀýÐ�Ã9¼ÊÂrºGú9½�À¶¼(Ä,Á�»¡À}¾xÀk	�¼�µ·M¿u¸�¿uÀ¶Æ¶Æ²¼6Ã�¸x»3Á�½S¿crÄ,Á�Ã�¸Ô¾xÁ�Ãr¾

T > 0

C(T, u) = x0

TD(T )x0
µ>m Æ.¼6»å¾�÷GÆ¶¿�À²¸�Ð#Ã�¼(»åÀ

0 < t1 6 t2
¿uÆ¶Á�¸ »

C(t1, u) 6 C(t2, u)
,¼�¾(ÂrÁ�½9÷

x0
TD(t1)x0 6 x0

TD(t2)x0
µ&�±¼6÷�À¼6»å¾Y¼6½Ô�C¿�À}¾ À²½9Ârº6Ä,¼G½9Â9¿u½�¾ Âr¼

x0
0÷G¿u¸YÆÖÕ ºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½�Â�¼¼F�À¶÷6÷G¿{¾xÀ±½�¼;ÂrºGÄ,¼6½9Â�½#Ã�Æ¶Æ¶¼GÈ ¼G½�¾Âr¼|Æ¶¿�ÂrÁ�½�½9ºG¼SÀ¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼�µ5��À¶½9»åÀ�Ä,Á�Ã�¸ ¾xÁ�Ãr¾

x ∈ m F n Æý¿��ôÁ�½Q÷W¾¡À¶Á�½
t 7→ xTD(t)x

¼B»�¾÷�¸xÁ�Àý»¡»x¿u½�¾x¼�µÍ|Á�½�¾¡¸xÁ�½Q»�Ð#Ã.Õ ¼GÆ¶Æ²¼(¼B»�¾�ºGü�¿�Æ²¼6È ¼G½�¾�È�¿���Á�¸xºG¼�µgA.¼ »��r»�¾xÇGÈ ¼(º�¾ ¿u½�¾Z÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æý¿uÅ9Æ²¼�mÆÖÕ ¿u¸��ü�Ã�È ¼G½#¾VÂr¼SÆ¶¿ ¸¡¼6È ¿�¸xÐ#Ã�¼;ÒQµ²´�µ ��È Á�½#¾¡¸x¼SÐ#Ã.Õ À²Æ�¼��mÀý»å¾¡¼S¿�Ã)È Á�À¶½9» Ã9½w÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
v
»¡Ã�¸

[0,+∞[
Âr¼�÷GÁ�ªr¾VúQ½�À?µB�±Á�È È ¼�Æ¶¼�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼

u
¼6»å¾ Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ´PÁ�½�¼G½�Â�º6ÂrÃ�À²¾UÐ#Ã�¼�Æý¿�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½

t 7→ C(t, u)
¼B»�¾�È ¿���Á�¸¡º6¼ ¥ ÄQ¿u¸ C(v)

§�µ·0Á�Ã�¸�¾xÁ�Ãr¾
x ∈ m F n �Æý¿�� Á�½9÷W¾xÀ²Á�½ t 7→ xTD(t)x

º�¾x¿�½�¾Z÷�¸¡Á�Àý»¡»x¿u½�¾x¼
¼�¾�È�¿
��Á�¸¡º6¼�rÁ�½¼G½�Ârº6ÂrÃ�À²¾(Ð�ÃIÕ ¼6Æ²Æ¶¼é÷GÁ�½�	�¼G¸xü�¼�µ9ö¹½ ¿uÄ�Ä�Æ¶ÀýÐ�ÃQ¿u½�¾Ê÷�¼G¾å¾¡¼ ÷GÁ�½9÷GÆ²Ã9»¡À¶Á�½�¿�Ã>�Sº6Æ²º6È ¼G½�¾ »
ÂeÕ Ã�½�¼Å9¿�»¡¼
(ei)

Â�¼Em F n 0Á�½)¼G½wÂrºBÂrÃ�À²¾VÐ#Ã�¼S÷ Ï9¿�Ð#Ã�¼UºGÆ¶ºGÈ ¼G½#¾ dij(t)
Âr¼SÆ¶¿�È�¿{¾x¸¡Àý÷�¼

D(t)÷�Á�½�	�¼G¸xü�¼�m÷6¿u¸�¼G½U¼��,¼G¾

dij(t) = ei
TD(t)ej =

1

2
ei + ej

TD(t)(ei + ej) − ei
TD(t)ei − ej

TD(t)ej .

��À¶½9»¡À�Æý¿ È ¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼
D(t)

÷�Á�½�	�¼G¸xü�¼~	�¼6¸x» Ã9½�¼SÈ�¿{¾x¸¡Àý÷�¼ −E PÐ#Ã�À�¼B»�¾�½9º6÷�¼B»¡»x¿uÀ¶¸x¼GÈ ¼G½#¾»��mÈ º�¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼(Ârº�ú9½�À¶¼(½�º6ü�¿{¾xÀk	�¼(ÂeÕ ¿uÄ�¸xÇ6»3Æ¶¿ ÷G¸¡Á�À¶»x»x¿u½9÷�¼ÊÂr¼ÊÆý¿H�ôÁ�½Q÷W¾¡À¶Á�½
t 7→ xTD(t)x

µ·M¿u¸Y¿uÀ¶Æ¶Æ²¼6Ã�¸x»fIÂr¼�ÆÖÕ º6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½ ÂrÀk�@ºG¸x¼G½�¾xÀ²¼6Æ²Æ¶¼¹	�ºG¸xÀ}úQºG¼�Ä9¿u¸
D
IÁ�½�ÂrºBÂrÃ�À}¾ Ð#Ã�¼

Ḋ(t)÷�Á�½�	�¼G¸xü�¼�,¼�¾ ÷�¼G¾å¾¡¼ Æ¶À¶È À²¾x¼ ¼6»å¾(¿�Æ²Á�¸x»Z½�ºB÷�¼B»¡»x¿uÀ¶¸¡¼6È ¼G½�¾Ê½#Ã�Æ¶Æ²¼�µeö¹½ Ä9¿�»x»¡¿�½�¾I¤;Æý¿;Æ²À¶È À}¾x¼Â�¿u½9»;÷�¼�¾¡¾¡¼�º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½�ÂrÀk�,º6¸¡¼6½�¾¡À¶¼GÆ¶Æ¶¼�Á�½�Á�År¾xÀ²¼6½�¾ ú9½9¿�Æ²¼6È ¼G½�¾;ÆÖÕ º6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½�Âr¼�F�Àý÷G÷6¿{¾¡À»�¾ ¿{¾xÀ²Á�½�½9¿uÀ¶¸x¼ ¥ Ò9µÌ��J�§Wµö¹½rúQ½i�¼G½ Ä9¿�»x»¡¿�½�¾�¤
Æý¿
Æ¶À²È À²¾¡¼�Á�½ ¿
C(u) = −x0

TEx0
�ÂeÕ Á�¦ Á�½ Â�º6ÂrÃ�À²¾P¿�À¶»¡ºGÈ ¼G½#¾Æ?Õ Ã�½�Àý÷�À²¾¡º Â�¼ÊÆý¿ »¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½.µ

·0Á�Ã�¸0È Á�½#¾¡¸x¼G¸0Æ¶¿
Âr¼6Ã>�rÀ²Ç6È ¼3Ä9¿u¸¡¾¡À¶¼3ÂrÃY¾xÏ�ºGÁ�¸xÇGÈ ¼�BÀ¶Æ�»åÃc= ¾¹Âr¼h	�Á�À¶¸0Ð#Ã�¼ÔÆý¿/�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½
V (x) = −xTEx

¼B»�¾;Ã�½�¼.�ôÁ�½Q÷W¾¡À¶Á�½%Âr¼�Ai��¿�Ä�Ã�½�Á�	)ÄQÁ�Ã�¸ Æ¶¼�»��r»�¾xÇGÈ ¼�Å,Á�Ã9÷�Æ¶º
ẋ =

(A+BU−1BTE)x
µ>AI¿��ôÁ�¸xÈ ¼ZÐ#Ã9¿�Âr¸x¿u¾¡ÀýÐ#Ã�¼

V
¼6»å¾ÔÅ�À¶¼G½;Â�º�ú9½�À¶¼ZÄ,Á#»åÀ²¾¡À�	�¼ZÄ�Ã�Àý»¡Ð#Ã�¼

E¼6»å¾�»��mÈ º�¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼(ÂrºGú9½�À¶¼(½�ºGü#¿{¾xÀk	�¼�µr·0¿�¸�¿�À²Æ¶Æ¶¼GÃ�¸ »3Á�½|÷G¿uÆý÷�Ã9Æ²¼o�C¿�÷�À¶Æ¶¼GÈ ¼G½#¾�Æ¶¼(Æ²Á�½�ü�ÂeÕ Ã�½�¼¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼
x(t)

»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½SÂrÃ|»��r»å¾¡ÇGÈ ¼ÊÅ,Á�ÃQ÷�Æ¶º
d

dt
V (x(t)) = −x(t)T

(

W + EBU−1BTE
)

x(t).

�Z¸�Æý¿ È�¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼
W
¼6»å¾�Ä9¿�¸�Ï��mÄ,Áu¾¡Ï9Ç6»¡¼(ÂrºGú9½�À¶¼(Ä,Á#»åÀ²¾¡À�	�¼��¼G¾�Æý¿ È ¿u¾¡¸xÀý÷�¼

EBU−1BTE¼6»å¾ÔÄ,Á�»¡À}¾xÀk	�¼�mÂrÁ�½9÷Z÷G¼�¾å¾x¼
Ð#Ã9¿�½�¾¡À²¾¡º
¼6»å¾3»�¾x¸¡Àý÷W¾x¼GÈ ¼G½#¾Ô½�º6ü�¿{¾xÀk	�¼
»åÀ
x(t) 6= 0

µg�Z½ ¿éÂrÁ�½9÷Å�À²¼6½SÃ�½�¼o�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½SÂ�¼�Ai��¿uÄ9Ã�½�Á
	;»�¾x¸¡Àý÷W¾x¼�9÷�¼ Ð#Ã�À.Ä�¸xÁ�Ãc	�¼(Ð#Ã�¼(Æ¶¼ »��r»å¾¡ÇGÈ ¼ÊÅ,Á�Ã9÷�Æ¶ºÊ¼B»�¾¿�»��mÈ Är¾xÁu¾xÀ¶Ð#Ã�¼6È ¼G½�¾�»�¾ ¿uÅ�Æ¶¼�µ
¸)�1&�Í0$-U��g�;Ò9µ Ò9µ C �¨A.¼V÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼ Á�Är¾xÀ²È�¿�ÆP»GÕ º6÷G¸¡À²¾ »¡Á�Ã9»o�ôÁ�¸xÈ ¼VÂr¼�Å,Á�Ã9÷�Æ¶¼t�ô¼G¸xÈ º6¼

u =
Kx

.¿a	�¼B÷
K = U−1BTE

µ��Z½�¸x¼�¾x¸¡Á�Ãc	�¼YÆ¶¼H�C¿uÀ²¾ Ð#Ã�¼ »åÀMÆ²¼ »��r»�¾xÇGÈ ¼ ¼6»å¾(÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æý¿uÅ9Æ²¼¿uÆ¶Á�¸ »�À¶Æ0¼B»�¾(»å¾x¿�Å�À¶Æ²Àý»¡¿�Å�Æ¶¼éÄ9¿u¸¨�ô¼G¼6ÂrÅQ¿�÷:�|Æ²À¶½�ºB¿uÀ¶¸¡¼ ¥ 	�Á�À¶¸
Æ¶¼é¾¡Ï9ºGÁ�¸xÇGÈ ¼U´6Ë�µ¶´�µÌØVÂr¼ Ä�Æý¿�÷G¼Z�È ¼6½�¾�Âr¼ÊÄ,þ�Æ¶¼6»:§Wµ �±¼GÄ,¼6½9Â�¿u½#¾f9¿uÆ¶Á�¸ »ÔÐ#Ã�¼
Æý¿éÈ ºG¾¡Ï�ÁrÂ�¼(Âr¼(»�¾ ¿uÅ�À¶Æ¶À¶»x¿{¾xÀ²Á�½;ÂrºB÷�¸xÀ}¾x¼
Ä9¿�¸3Æ²¼
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¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼ ´6Ë�µ¶´�µÌØ ÷GÁ�½9»¡À¶»å¾¡¼H¤V¸¡ºB¿uÆ¶À¶»¡¼G¸�Ã�½�Ä�Æý¿�÷�¼6È ¼G½�¾ÊÂr¼éÄQþ�Æ²¼B»�QÀý÷�À=Æý¿VÈ�¿{¾¡¸xÀý÷�¼

K
¼6»�¾÷xÏ�Á�À¶»¡À¶¼ÊÂ�¼ÊÈ�¿u½�À¶ÇG¸x¼I¤ È À¶½�À¶È À¶»¡¼G¸�Ã�½S÷G¼G¸¡¾x¿�À²½S÷�¸xÀ}¾xÇG¸x¼�µ �Z½UÄ9¿u¸xÆ¶¼ÊÂr¼ »�¾ ¿uÅ�À¶Æ¶À¶»x¿{¾xÀ²Á�½;Ä9¿u¸¸¡¼G¾¡Á�Ã9¸YÂeÕ ºG¾x¿u¾YÁ�Ä�¾¡À¶È ¿�Æ?µ��ZÕ ¼B»�¾éÂrÁ�½9÷�Ã�½�¼ È ºG¾¡Ï�ÁrÂ�¼ ¥ Ä9¿�¸¡È ÀPÅ,¼B¿uÃ9÷�Á�Ã�Ä�ÂeÕ ¿uÃ�¾¡¸x¼6»:§ÊÂr¼»�¾ ¿uÅ�À¶Æ¶À¶»x¿{¾xÀ²Á�½.µ

¸)�1&�Í0$-U��g�UÒ9µ Ò9µ Jc�
ö¹½pü�º6½�ºG¸ ¿uÆ¹ÆÖÕ ºBÐ#Ã9¿{¾xÀ²Á�½ ¥ Ò9µÌ��J?§(¿�ÂrÈ ¼G¾YÄ�Æ¶Ã9»¡À²¼6Ã�¸x»Y»¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½9»�IÈ�¿uÀý»¼GÆ¶Æ²¼(½.Õ ¿�ÂrÈ ¼�¾�Ð#Ã.Õ Ã�½�¼ »å¼6Ã�Æ¶¼(»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½S»��mÈ º�¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼(Ârº�ú9½�À¶¼(½�º6ü�¿{¾xÀk	�¼�µ
ì)_.®m¯� 0C® 6 · 6 · ñ · �±Á�½Q»åÀýÂrºG¸xÁ�½Q»�Æ²¼ »��r»�¾xÇGÈ ¼ »x÷G¿uÆý¿uÀ¶¸x¼

ẋ = −x + u, x(0) = x0
¼G¾ÊÆ²¼÷�Á�ª�¾

C(u) =
∫∞
0

(x(t)2 +u(t)2)dt
µ�APÕ ºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½ Âr¼¨F�Àý÷G÷G¿u¾¡À@»å¾x¿{¾xÀ²Á�½�½9¿�À²¸x¼�¼6»å¾ −2E+

E2 = 1
�¼�¾�÷GÁ�½9ÂrÃ9À}¾)¤

E = 1 −
√

2 < 0
9ÂeÕ Á�¦UÆý¿é¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼ÊÁ�Är¾xÀ²È�¿uÆ¶¼

u(t) = (1 −
√

2)x(t), x(t) = x0e
−
√

2t.

ì)_.®m¯� 0C® 6 · 6 · ³ · �Z½S÷�Á�½Q»åÀýÂrÇG¸x¼
Æ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼(÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶º
ẋ = x+ y + u1, x(0) = 1,

ẏ = x− y + u2, y(0) = 1.

�Z½vÂrºB»åÀ¶¸¡¼;»å¾x¿�Å�À¶Æ²Àý»å¼6¸YÆý¿�»¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½vÂr¼U÷�¼U»��r»å¾¡Ç6È ¼~	�¼G¸ » ÆÖÕ Á�¸xÀ²ü�À²½9¼�f¼G½vÈ À¶½�À¶È À¶»x¿u½#¾ Æ²¼÷�Á�ª�¾
C(u) =

∫ +∞

0

(x(t)2 + y(t)2 + u1(t)
2 + u2(t)

2)dt.

·=Á�Ã�¸�÷�¼6Æ¶¿grº6÷G¸¡À�	�Á�½9»3Æ?Õ º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½SÂr¼IF�À¶÷6÷G¿{¾xÀ.»å¾x¿u¾¡À¶Á�½�½Q¿uÀ¶¸¡¼�r¿a	�¼B÷ZÆ¶¼6»�È ¿u¾¡¸xÀý÷�¼6»

A =

(

1 1
1 −1

)

, B = U = W = Id.

ö¹½SÄ,Á�»x¿u½#¾
E =

(

a c
c b

)

,

Á�½S¿u¸x¸xÀk	�¼Ê¿uÃS»��r»�¾xÇGÈ ¼(ÂeÕ º6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½9»
2a+ 2c+ a2 + c2 = 1,

2c− 2b+ c2 + b2 = 1,

a+ b+ ac+ cb = 0.

ö¹½SÄ9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ²À¶¼G¸�Æý¿é¾¡¸xÁ�Àý»åÀ¶ÇGÈ ¼Êº6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½U÷GÁ�½9ÂrÃ�À²¾)¤
(a+ b)(1 + c) = 0,

¼�¾MÄ9¿u¸0÷GÁ�½9»¡º6Ð#Ã�¼6½�¾
a = −b Á�Ã c = −1

µ��mÀ
a = −b DÆ¶¼6»1	u¿uÆ¶¼GÃ�¸ »fÄ�¸¡Á�Ä�¸x¼6»=Âr¼ÔÆý¿�È�¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼

E
»åÁ�½�¾�¿uÆ¶Á�¸ » ±√

a2 + c2
9÷G¼(Ð#Ã�ÀI¼6»å¾�¼Z��÷�Æ¶ÃSÄ�Ã�Àý»¡Ð#Ã�¼(Æý¿ È ¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼

E
ÂrÁ�À}¾)µ�¾¡¸x¼ Ârº�ú9½�À¶¼½�ºGü#¿{¾¡À�	�¼�µr·M¿u¸�÷GÁ�½9»¡º6Ð#Ã�¼6½�¾

c = −1
�¼�¾�Á�½;¾x¸¡Á�Ãc	�¼Ê¿�Æ²Á�¸x»

a = −1 ±
√

3, b = 1 ±
√

3.
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·0¿�¸¡È Àe÷�¼6»ÔÒéÄ,Á#»¡»¡À¶Å�À²Æ¶À²¾¡º6»f#Æý¿é»¡¼GÃ9Æ²¼"�C¿�ÃGÁ�½;ÂeÕ Á�År¾x¼G½�À¶¸3Ã�½�¼
È�¿{¾x¸¡Àý÷�¼

E
ÂrºGú9½�À¶¼
½�º6ü�¿{¾xÀ�	�¼¼6»å¾�Âr¼(Ä�¸x¼G½9Âr¸x¼

a = −1 −
√

3
¼G¾
b = 1 −

√
3
µ9ùZÁ�½9÷
ú9½9¿�Æ²¼6È ¼G½�¾

E =

(

−1 −
√

3 −1

−1 1 −
√

3

)

,

¼�¾�Æ²¼ »��m»å¾¡Ç6È ¼ÊÅ,Á�Ã9÷GÆ²ºÊ¼B»�¾�¿uÆ¶Á�¸ »
ẋ = −

√
3x, x(0) = 1,

ẏ = −
√

3y, y(0) = 1.ì)_.®#¢{©��?©�® 6 · 6 · 6 · �Z½S÷GÁ�½9»¡ÀýÂrÇG¸x¼
Æ¶¼(»��m»å¾¡Ç6È ¼(÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶º��
ẍ+ x = u, x(0) = 0, ẋ(0) = 1.´�µ�ÓZÃ�¼GÆ.¼6»å¾�Æ¶¼(÷GÁ�È Ä,Á�¸¡¾¡¼6È ¼6½�¾�Âr¼(Æ¶¿�»åÁ�Æ²Ãr¾xÀ²Á�½;¼6½UÆÖÕ ¿�Å9»¡¼G½9÷�¼(Âr¼ ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼�u

��µ)�Z½VÂrº6»¡À²¸x¼�»�¾ ¿uÅ�À¶Æ²Àý»¡¼G¸¹Æý¿ »¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½VÂr¼Z÷�¼�»��r»�¾xÇGÈ ¼/	�¼G¸ »MÆÖÕ Á�¸xÀ²ü�À²½�¼�ÄQ¿u¸PÆ¶¿(È º�¾xÏ�ÁrÂr¼Âr¼�F�À¶÷6÷G¿{¾xÀ.»å¾ ¿{¾¡À¶Á�½9½9¿uÀ¶¸¡¼�m¼G½SÈ À¶½�À¶È À¶»x¿u½#¾�Æ²¼ ÷�Á�ª�¾
C(u) =

∫ +∞

0

(x(t)2 + ẋ(t)2 + u(t)2)dt.

¥ ¿�§;Í|Á�½�¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼ÊÆý¿ »åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½SÂr¼ÊÆÖÕ º6Ð#Ã9¿{¾xÀ¶Á�½UÂ�¼IF�À¶÷6÷G¿{¾xÀ.»å¾x¿u¾¡À¶Á�½�½Q¿uÀ¶¸¡¼
¼6»å¾

E =

(

−α
√

2 1 −
√

2

1 −
√

2 −α

)

.

Á�¦
α =

√

2
√

2 − 1
µ

¥ Å §UùZÁ�½�½�¼6¸�ÆÖÕ ¼��mÄ9¸¡¼B»¡»¡À²Á�½;Â�ÃS÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ÊÁ�Är¾xÀ²È�¿uÆÖµ
¥ ÷f§UÍ|Á�½�¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼ÊÆý¿ »åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½SÂrÃ|»��r»å¾¡ÇGÈ ¼ÊÅ,Á�Ã9÷�Æ¶ºÊ¼6»å¾

x(t) =
2

β
e−

α
2 t sin

β

2
t,

Á�¦
β =

√

2
√

2 + 1
µ

¥ Âg§Å�±Á�È È ¼G½#¾¡¼G¸�Å�¸¡À¶Ç�	�¼6È ¼G½�¾�Æ²¼B»3¸xº6»¡Ã�Æ²¾x¿{¾ »3¼�¾�Æ¶¿ È ºG¾¡Ï�ÁrÂ�¼�µ
ì)_.®#¢{©��?©�® 6 · 6 · <i· Í|Á�½#¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼ Æý¿V»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½�Âr¼ ÆÖÕ ºBÐ#Ã9¿{¾xÀ²Á�½|Âr¼HF�À¶÷6÷G¿u¾¡Àf»å¾x¿u¾¡À¶Á�½�½Q¿uÀ¶¸¡¼Ä,Á�Ã�¸�Æ¶¼ÊÄ�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼IA0Ó

ẋ = y, ẏ = u, C(u) =

∫ +∞

0

x(t)2 + y(t)2 + u(t)2 dt,

¼6»å¾�Æý¿ È�¿{¾¡¸xÀý÷�¼
E =

(

−
√

3 −1

−1 −
√

3

)

.

ì)_.®#¢{©��?©�® 6 · 6 · \ · F�º6»¡Á�Ã9Âr¸x¼
Æ¶¼ÊÄ9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼oA0Ó
ẋ = y + u1, ẏ = u2, min

∫ +∞

0

x(t)2 + y(t)2 + u1(t)
2 + u2(t)

2 dt.

ì)_.®#¢{©��?©�® 6 · 6 · �y· ùZº�¾x¼G¸xÈ À²½�¼6¸VÆ¶¿�»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½ Âr¼
ẋ = −x + u

È À²½9À²È Àý»¡¿�½�¾ Æ²¼�÷GÁ�ªr¾
∫∞
0

(x(t)2 + αu(t)2)dt
9¿a	�¼B÷

α > 0
µ,ÓZÃ�¼(»¡¼ÊÄ9¿�»x»å¼��?¾��ÖÀ¶Æ@Æ¶Á�¸ »xÐ�Ã9¼

α→ +∞ u
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APÕ Á�Å���¼B÷W¾¡Àk�ÔÂ�¼ ÷�¼G¾å¾¡¼ Ä9¿u¸¡¾¡À¶¼ ¼6»�¾ Âr¼ Ä�¸xº6»¡¼G½#¾¡¼G¸(Âr¼6»Z¾x¼6÷ Ï�½�ÀýÐ#Ã�¼6»ÊÂ.Õ ¿�½9¿uÆ��r»å¼ Âr¼ Ä9¸¡Á��Å�Æ²Ç6È ¼6»éÂr¼;÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼�Á�Är¾¡À¶È�¿uÆP½9Á�½�Æ¶À²½9º6¿uÀ¶¸x¼6»6µ1�Z½�Ä9¸¡º6»¡¼G½#¾¡¼V½�Á�¾x¿�È È ¼6½�¾éÆ¶¼VÄ�¸xÀ¶½9÷�À¶Ä,¼ÂrÃvÈ�¿��rÀ¶ÈYÃ�È�Âr¼;·0Á�½�¾x¸��#¿uü�À¶½�¼G¾ Æ¶¿�¾¡Ï�º6Á�¸xÀ²¼UÂeÕ pZ¿uÈ À¶Æ}¾xÁ�½>�3q�¿�÷�Á�Å�À?µ1��½)÷ Ï9¿uÄ9À}¾x¸¡¼;¼6»å¾÷�Á�½Q»¡¿�÷�¸xº
¿uÃ>�;È º�¾¡Ï9ÁrÂr¼6»�½#Ã�È º6¸¡ÀýÐ#Ã�¼6»3¼6½S÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
Á�Är¾¡À¶È�¿uÆÖµùéÕ Ã9½ Ä,Á�À²½#¾YÂr¼�	mÃ�¼�ü�Æ¶Á�Å9¿�Æ;eÃ�½�Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�Âr¼V÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ Á�Är¾xÀ¶È ¿�ÆP»å¼t�ôÁ�¸xÈYÃ�Æ¶¼�»¡Ã�¸Ã�½�¼t	{¿u¸xÀ¶º�¾¡º

M
eÈ�¿uÀý»
½�Áu¾x¸¡¼ Ä,Á�À¶½�¾ Âr¼t	#Ã9¼ ¼6»å¾tÏkýz"LÍ?Ï±¼�¾(Á�½�¾x¸x¿
	{¿�À²Æ¶Æ¶¼é»¡Ã�¸ÊÃ�½ Á�Ãc	�¼6¸å¾

V
Ä,¼�¾xÀ}¾
Âr¼©m F n µ AI¿�Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ºGÈ�¿u¾¡ÀýÐ#Ã�¼(ü�º6½�ºG¸ ¿uÆ¶¼(ÂrÃ�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼(Á�Är¾xÀ²È�¿�ÆI¼6»å¾�Æý¿�»¡Ã�À�	{¿�½�¾¡¼�µ�±Á�½9»¡À¶Â�ºG¸xÁ�½9»ÔÃ�½|»��r»å¾¡Ç6È ¼(Â�¼(÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼Êü�ºG½9ºG¸x¿�Æ

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(t0) = x0,
¥ Ò9µÌ�?[�§

Á�¦
f
¼6»å¾±Ã9½�¼
¿uÄ9Ä�Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½ Âr¼
÷GÆ¶¿�»¡»¡¼

C1 Â�¼ I ×V ×U
Â�¿u½Q»5m F n  I ¼6»å¾ÔÃ�½ À¶½�¾¡¼6¸�	u¿uÆ¶Æ²¼Âr¼tm FI

V
Á�Ãc	�¼G¸¡¾(Âr¼tm F n  U Ã�½ Á�Ãc	�¼G¸¡¾ÊÂ�¼�m F m 

(t0, x0) ∈ I × V
µe·M¿u¸(¿�À²Æ¶Æ¶¼GÃ�¸ »ZÁ�½»åÃ�Ä9Ä,Á�»¡¼3Ð#Ã�¼�Æ²¼B»M÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B»

u(·) ¿�Ä�Ä9¿u¸¡¾¡À¶¼G½9½�¼G½�¾5¤
Ã�½�»åÁ�Ã9»ª�7¼G½9»¡¼GÈYÅ9Æ²¼3Â�¼ L∞
loc(I,

m F m)
µ�±¼B» Ï��#Ä,Á�¾¡Ï�ÇB»å¼B» ¿�»x»åÃ9¸¡¼6½�¾f0Ä,Á�Ã�¸ ¾¡Á�Ãr¾V÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼

u
MÆÖÕ ¼��mÀý»å¾¡¼G½Q÷�¼U¼G¾�ÆÖÕ Ã�½9À¶÷GÀ}¾xº|»¡Ã�¸ÂeÕ Ã9½�¼ »åÁ�Æ²Ãr¾xÀ²Á�½;È�¿��rÀ¶È�¿uÆ¶¼

xu(t)
»¡Ã�¸�Ã�½SÀ²½#¾¡¼G¸L	{¿�Æ²Æ¶¼

J ⊂ I
9ÂrÃSÄ�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ÊÂr¼H�Ô¿uÃ9÷ Ï��

¥ Ò9µÌ��[�§ ¥ 	�Á�À¶¸�»å¼B÷W¾¡À¶Á�½ ´�´�µ ËY¼6½S¿�½�½�¼Z�r¼
§Wµ·M¿u¸�÷GÁ�È È ÁrÂrÀ²¾¡º(ÂeÕ º6÷G¸¡À²¾¡Ã�¸x¼ÊÁ�½S»¡Ã�Ä�Ä,Á�»¡¼(Â�¿u½9»3¾¡Á�Ã�¾¡¼(Æ¶¿ »¡Ã�À²¾¡¼ Ð#Ã�¼
t0 = 0

µ·0Á�Ã�¸Z¾xÁ�Ãr¾(÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
u ∈ L∞

loc(I,
m F m)

@Æ¶¿V¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸x¼Y¿�»¡»¡Ár÷�À¶ºG¼
xu(·) ¼B»�¾ÊÂ�º�ú9½�À¶¼»åÃ�¸ Ã9½)À¶½�¾x¼G¸L	{¿uÆ¶Æ¶¼;È�¿��rÀ¶È�¿uÆ

[0, te(u)[
MÁ�¦

te(u) ∈ m F + ∪ {+∞} µM·M¿u¸ ¼Z�r¼6È Ä9Æ²¼|»åÀ
te(u) < +∞ ¿uÆ¶Á�¸ »�Æý¿�¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼ ¼��mÄ9Æ²Á#»å¼ ¼6½

te(u)
¥ ¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼éÂeÕ ºB÷xÏQ¿uÄ�Ä,¼6È ¼6½�¾f,Á�ÃÂeÕ ¼��rÄ�Æ²Á#»åÀ¶Á�½v§Wµ¹·0Á�Ã�¸V¾¡Á�Ã�¾

T > 0

T ∈ I

PÁ�½ ½�Áu¾x¼ UT
ÆÖÕ ¼6½9»å¼6ÈYÅ�Æ¶¼�Âr¼B»V÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼6»¿�ÂrÈ Àý»¡»¡À²Å9Æ²¼B»¹»¡Ã�¸

[0, T ]
�÷�Õ ¼B»�¾��º¤?�7ÂrÀ¶¸¡¼�Æ?Õ ¼G½9»¡¼GÈYÅ9Æ²¼�Â�¼6»P÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B»=¾x¼GÆý»PÐ#Ã�¼�Æ¶¿Ê¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼¿�»x»åÁr÷GÀ²º6¼
»¡Á�À²¾�Å�À¶¼G½|Ârº�ú9½9À²¼ »¡Ã�¸

[0, T ]
9¿�Ãr¾¡¸x¼GÈ ¼G½#¾�ÂrÀ²¾

T < te(u)
µ�mÁ�À²¼6½�¾

f0 Ã�½�¼h�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½�Âr¼�÷�Æý¿�»¡»¡¼ C1 »åÃ�¸ I×V ×U u¼G¾ g Ã�½�¼B�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½�÷�Á�½�¾xÀ²½mÃ�¼»åÃ�¸
V
µI·0Á�Ã�¸(¾xÁ�Ãr¾é÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼

u ∈ UT
Á�½ ÂrºGú9½�À²¾YÆ¶¼V÷�Á�ªr¾YÂr¼�Æý¿U¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼ ¿�»¡»¡Ár÷GÀ²º6¼

xu(·) »¡Ã�¸�Æ?Õ À¶½�¾x¼G¸�	u¿uÆ¶Æ²¼ [0, T ]

C(T, u) =

∫ T

0

f0(t, xu(t), u(t))dt+ g(T, xu(T )). ¥ ÒQµ ����§
�mÁ�À¶¼G½#¾

M0
¼�¾
M1

Âr¼GÃ>��»¡Á�Ã9»��Ö¼6½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼6»
Âr¼
V
µiA.¼ Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ Âr¼ ÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼éÁ�Är¾xÀ²È�¿�Æ¼6»å¾�Âr¼ ÂrºG¾¡¼G¸xÈ À²½9¼G¸�Æ¶¼6»Ô¾x¸x¿���¼B÷W¾xÁ�À¶¸¡¼B»

xu(·) »åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½9»�Âr¼
ẋu(t) = f(t, xu(t), u(t)),

¾¡¼GÆ¶Æ¶¼6»ZÐ#Ã�¼
xu(0) ∈ M0


xu(T ) ∈ M1

9¼G¾ZÈ À²½�À¶È À¶»x¿u½#¾ZÆ²¼é÷�Á�ªr¾
C(T, u)

µy�Z½�Â�À}¾
Ð#Ã�¼Æ²¼�Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�Âr¼V÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼ Á�Är¾¡À¶È�¿uÆM¼B»�¾�ÀÅÎ3�1&)Òy'�ã5þvÍ?Ï�þvý?þ#ã¼�aDV»¡ÀMÆ¶¼ ¾x¼GÈ Ä9»Êú9½Q¿uÆ
T¼6»å¾�Æ¶À²Å9¸¡¼��»¡À²½�Á�½UÁ�½UÄ9¿�¸¡Æ¶¼ÊÂr¼(Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼BÀ�Î3��&/Ò�'tã5þvÍ�Ï�ã¼�aD�µ
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��½ Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ Â�¼�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼ Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ¹»å¼�Ârº6÷GÁ�È Ä,Á�»¡¼ ¼G½ Âr¼6Ã>��Ä9¿u¸¡¾¡À¶¼6»��.Ä,Á�Ã9¸(Ârº��¾¡¼G¸xÈ À²½9¼G¸ Ã�½9¼;¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼;Á�Ä�¾¡À¶È ¿�Æ²¼H��Á�À²ü�½9¿u½#¾ Ã�½w¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼SÀ²½�À²¾¡Àý¿uÆ/¤�Ã�½9¼S÷GÀ²Å9Æ²¼�0À¶Æ�C¿uÃr¾éÂ.Õ ¿�Å,Á�¸ Â »x¿a	�Á�À²¸ »¡À±÷�¼�¾¡¾¡¼ ÷GÀ²Å�Æ¶¼V¼6»å¾é¿{¾¡¾¡¼GÀ¶ü�½Q¿uÅ�Æ¶¼�µ1�ZÕ ¼6»å¾YÆ²¼tÒr$�ý�ÐZÏÇ@1&��V����"Lý?þgÎ%$8,{ÆÏkÍ�Ð��¶Ï �¶ÎHD�µ.ö¹½9»¡Ã�À²¾¡¼�eÃ�½�¼H�ôÁ�À¶»Ê÷�¼ Ä�¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼Y¸xº6»¡Á�Æ¶Ãi,À²Æ1�C¿�Ãr¾(÷ Ï�¼G¸ ÷xÏ�¼6¸
Ä9¿u¸xÈ À=¾¡Á�Ã�¾¡¼6»Ê÷�¼B»¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼B»ÔÄ,Á�»x»åÀ¶Å�Æ¶¼6»�÷�¼GÆ¶Æ¶¼6»�Ð#Ã�À.Æ¶¼¨�ôÁ�½�¾�¼G½�"Lý{©>Îc&��¶þ �T&�Í?Ï7µù
¿u½9»é÷G¼ ÷ Ï9¿�Ä�À}¾x¸¡¼ ½�Á�ÃQ» ºG¾¡Ã9ÂrÀ¶Á�½Q»YÆ²¼ Ä�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼;Âr¼;÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æý¿�Å�À²Æ¶À²¾¡ºV¼�¾é¸ ¿uÄ�Ä,¼6Æ²Á�½9»Ð�Ã9¼GÆýÐ�Ã9¼6»$�C¿�À}¾ »Gµ
ttí�ì ¬ ¯~¯-öZ�1$�o������� ðB���&°1ïBð+®g���I°&�1�Zð
u�° ï ° ï ±�î^²
ÜZã Ý�ã�Û±Ü

�±Á�½9»åÀýÂrºG¸xÁ�½Q»�ÄQÁ�Ã�¸
Æ¶¼ »��r»�¾xÇGÈ ¼ ¥ Ò9µÌ�?[�§�Æ¶¼éÄ�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼ Â�¼�":ý�þ Î+$-,�Ï���»¡Ã�Àk	u¿u½�¾t�@º�¾x¿�½�¾ÂrÁ�½�½9ºZÃ�½;Ä,Á�À²½#¾
x1 ∈ m F n #¾¡¸xÁ�Ãc	�¼6¸±Ã�½ ¾x¼GÈ Ä9» T ¼�¾3Ã�½U÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ u »¡Ã�¸ [0, T ]

¾x¼GÆeÐ#Ã�¼Æ¶¿é¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼
xu
¿�»¡»¡Ár÷�À¶ºG¼o¤

u
9»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½SÂr¼ ¥ Ò9µÌ�?[�§�>	�ºG¸xÀ}úQ¼

xu(0) = x0 , xu(T ) = x1.

�±¼6÷�ÀI÷�Á�½9ÂrÃ�À²¾)¤ Æ¶¿ Â�º�ú9½�À²¾¡À¶Á�½|»¡Ã�Àk	u¿u½#¾¡¼�µ
T;õ�V0�f�C�6�C�,��<y· ¤ · ¤ · �mÁ�À}¾

T > 0
µ�Ê/� ÍLÒ�ÒvÏ �+":Í?Î;�{ý?þ}�Zþ Î+$-D:�1ÆA'�ý0$�Î´�{� ¼G½�¾x¼GÈ Ä9»

T
ÂrÃ�»��r»ª�¾¡ÇGÈ ¼ ÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²º ¥ Ò9µÌ�?[�§PÀ¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶À¶»¡ºI¤ x0

¼6»å¾�ÆÖÕ ¿uÄ�Ä�Æ¶Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½
ET : U −→ m F n

u 7−→ xu(T )

Á�¦ U ¼B»�¾¹ÆÖÕ ¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼�Âr¼6»P÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼6»M¿�ÂrÈ Àý»¡»¡À²Å9Æ²¼B»�>�{� �a�,ÆÖÕ ¼6½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼�Âr¼�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B» u ¾¡¼6Æ¶»Ð�Ã9¼ÊÆý¿é¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼Ê¿�»¡»¡Ár÷GÀ²º6¼Z¼6»å¾�Å�À²¼6½SÂrºGú9½�À¶¼ »åÃ9¸
[0, T ]

µ
��Ãr¾¡¸x¼GÈ ¼G½#¾PÂrÀ²¾auÆÖÕ ¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾xÀ²Á�½é¼6½�¾x¸¡º6¼Z� »åÁ�¸å¾xÀ²¼Ô¼G½ ¾x¼GÈ Ä9»

T
¿�»x»åÁ�÷�À¶¼h¤
Ã�½�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼

uÆ²¼¹Ä,Á�À²½#¾.ú9½9¿�Æ�Âr¼¹Æý¿Ô¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼M¿�»¡»¡Ár÷�À¶ºG¼�¤
u
µf��½�¼PÐ#Ã�¼6»å¾¡À¶Á�½(À²È Ä,Á�¸å¾ ¿u½�¾x¼M¼G½Ê¾xÏ�ºGÁ�¸¡À¶¼¹ÂrÃ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼Z¼6»å¾�ÂeÕ º�¾xÃ9ÂrÀ¶¼G¸�÷�¼G¾å¾¡¼(¿uÄ9Ä�Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½ ¼6½UÂrºB÷�¸xÀk	u¿u½�¾�»åÁ�½ À¶È�¿uü�¼�m»¡¼6»3»¡À¶½�ü�Ã�Æý¿u¸xÀ²¾¡º6»f¼�¾x÷�µ

[#Ø
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u�° ï °+¯ Èwî�³5P�àåæ=ÞQã Ýrî\è�á«à�ýôæ0â�â
àåã�Q@æfÝ�ã�ÛPÜ áIÜ±ÝrÞ�î.á>w{ê#Û¹ÞrÝ�ã�á

AI¿Z¸xºGü�Ã9Æ¶¿�¸¡À²¾¡º±Â�¼
ET
Ârº6Ä,¼G½9ÂéÅ�À²¼6½é¼6½�¾¡¼6½9ÂrÃ Âr¼ÔÆÖÕ ¼6»¡Ä9¿�÷�¼3Âr¼3Ârº6Ä9¿u¸¡¾0¼�¾MÂ�¼ÔÆý¿/�ôÁ�¸¡È ¼ÂrÃS»��r»å¾¡ÇGÈ ¼�µ

]Z�Q¨f¢ ¨=����`.�6�f|m¯p®-bQõm�=õ�¢{��
ö¹½U¾xÁ�Ãr¾x¼(ü�ºG½�º6¸x¿�Æ²À²¾xº
Á�½S¿ Æ²¼(¸xº6»¡Ã�Æ}¾ ¿{¾�»¡Ã�Àk	u¿u½#¾ ¥ 	�Á�À²¸�Ä9¿u¸�¼��m¼6È Ä�Æ²¼�»²´D���Ò��ccC9´�½Ä§Wµ

]Ê¢{�9 P�Q�B�C�6�C�,�(<i· ¤ · ¤ · Ó ý�þ;'��¶��D1$�ý�þ�'�Ï��®'=?<':ÎH@1&��#Ô�� �ÇÈ8$1Ö~ý{¹
f
�1'�Î

Cp ½ p > 1 ½ ��Îc'�ý?�¶Î
U ⊂ L∞([0, T ],

· ¸ m)
Ïk�X��ý0&�Í��¶þX�(���X��D+ã þ �¶Î;�{ý�þë���

ET ½ "y� �1':Î%Æ8À0Æ8�?�)$��IÏ8� ��þ;'���&tÐ�Ïk�X���='"Lý?þgÎ%$8,?Ïk�1'���ý�þ Î/ÏkÍEÎ%$�ÍHá��4"�Î3ý��)$��~Í<'G'�ý�"Z�¶D:�~�1':Î"ÐZ�{��þ>��D¶ã5þg�{��'G�K$
[0, T ]

�
»"Ïký0$G' U �1'�Î��>þý0�K���1$�Î����
L∞([0, T ],

· ¸ m) ½ �ZÎ ET
�1'�Î

Cp Í0�Õ'���þ;'
L∞ �W��"ÒvÏ �f'HÏ�Í¨��� C9D�$��Zþ Î;�{��Ï¶Ï��¨ÔªÍ0�ë'��Zþ�'����yx^$-D4"G:c��Î Ö¨���

ET
�Zþ��>þEÒcý��¶þ Î

u ∈ U �1':Î��ý�þ þ�D:�BÒcÍ0$�Ïk�®'G?<'�ÎH@1&���Ï �¶þrDLÍ{$��T'1Dt��þ
u

���©Ï�Íß&�Í�þ �¶@1$��®'=�>�)��Í�þgÎ3�a���Bý<'�ý�þ�' ½ Ògý0�K$IÎ3ý0�>Î
t ∈ [0, T ] ½

A(t) =
∂f

∂x
(t, xu(t), u(t)) , B(t) =

∂f

∂u
(t, xu(t), u(t)).

Ê&�®'G?<'�ÎH@1&��(���(":ý�þ Î+$-,?Ïk�©Ï �¶þrDLÍ��)$��
ẏv(t) = A(t)yv(t) +B(t)v(t)

yv(0) = 0

�='�Î¼Í:Ò�Òc��ÏFD�'=?<'�ÎA@�&��OÏ@� þrDLÍ{$��T'�D�Ïk��Ïký�þ�ÿ�����ÏkÍ}Î%$�ÍHá��4"�Î3ý��)$��
xu

�OÊ&Í���� C9D�$��Zþ Î;�{��Ï¶Ïk�Ò���
x^$-D4"G:c��Î����

ET
��þ

u
�1':Î~Í�Ïký{$G'�Ï-� ÍLÒ�ÒXÏ �+":Í?Î;�{ý?þ

dET (u)
Î3�ZÏ¶Ï���U1�g� ½ Ògý0�K$�Î3ý0�>Î

v ∈
L∞([0, T ],

· ¸ m) ½
dET (u).v = yv(T ) = M(T )

∫ T

0

M−1(s)B(s)v(s)ds ¥ Ørµ¶´a§
ý0¹

M
�='�Î¼ÏkÍ¢$-D1'Zý?ÏÓ��Í�þgÎ3�Ò�{��'=?<'�ÎA@�&���Ï �¶þrDLÍ0$��T'�D ½ �{� �f�±ÏkÍ*'Zý?ÏÓ�>Î´�{ý�þ &�Í�Î%$��¶"��{�ZÏÄÏk�\���

Ṁ = AM,M(0) =
·����

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv��·=Á�Ã9¸fÆý¿�ÂrºGÈ Á�½Q»�¾x¸x¿u¾¡À¶Á�½ ÂrÃ��C¿uÀ²¾0Ð�Ã9¼ U ¼B»�¾=Á�Ãc	�¼G¸å¾af	�Á�À¶¸5» C�´?
C�[>
C��
½7µ·0¿�¸éÏ��mÄQÁ�¾¡Ï�ÇB»å¼
u(·) ¼�¾�»¡¿�¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼;¿�»¡»¡Ár÷�À¶ºG¼ x(., x0, u)

»åÁ�½�¾ Ârº�úQ½�À¶» »¡Ã�¸
[0, T ]

µA¹Õ ¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼ Âr¼B»
÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼6»�º�¾ ¿u½�¾ÊÆ²¼B»
¿uÄ�Ä�Æ¶Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½9»�È ¼6»¡Ã�¸ ¿uÅ�Æ¶¼6»�¼G¾
Å,Á�¸x½�ºG¼B»�ÈYÃ�½�ÀMÂr¼Æ¶¿ ½�Á�¸¡È ¼
L∞ PÆ?Õ ¿uÄ9Ä�Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½

ET
¼6»å¾ Âr¼�÷�Æý¿�»x»¡¼

Cp »¡Ã�¸VÃ�½(	�Á�Àý»åÀ¶½9¿�ü�¼SÂr¼
u(·) ¼G½	�¼G¸¡¾¡ÃSÂr¼6»3¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼6»�Âr¼(Ârº6Ä,¼G½9Â9¿u½9÷�¼(Ä9¿u¸�¸x¿�Ä�Ä,Á�¸¡¾h¤ Ã�½SÄ9¿�¸x¿�È ÇG¾¡¸x¼�µmö��rÄ�¸xÀ²È Á�½9»�»¡¿ÂrÀ@�@ºG¸x¼G½#¾¡À¶¼GÆ¶Æ²¼é¿�Ã|»¡¼G½9»ZÂr¼©D9¸¡ºB÷xÏ�¼G¾6µX�mÁ�À²¾

v(·) Ã�½�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼Êúc�rº�QÁ�½|½�Á�¾¡¼ x(·) + δx(·)Æ¶¿Y¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼
¿�»¡»¡Ár÷�À¶ºG¼¨¤
u(·) + v(·) rÀ¶»x»åÃ9¼
¼G½ t = 0

Â�¼
x0
µr·M¿u¸3Ã9½UÂ�º�	�¼GÆ¶Á�Ä9Ä,¼GÈ ¼G½�¾Âr¼ ûf¿
�mÆ²Á�¸fmÁ�½UÁ�År¾¡À¶¼G½#¾

d

dt
(x+ δx)(t) = f(t, x(t) + δx(t), u(t) + v(t))

= f(t, x(t), u(t)) +
∂f

∂x
(t, x(t), u(t))δx(t) +

∂f

∂u
(t, x(t), u(t))v(t)

+
∂2f

∂x∂u
(t, x(t), u(t))(δx(t), v(t)) + · · ·



va�Ç��~���c�5#i0��±�/�10�����%c���±4�P %N÷´*��h4B�103% [�J
·0¿�¸�¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ9¸x»f

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t))
9ÂrÁ�½Q÷

d

dt
(δx)(t) =

∂f

∂x
(t, x(t), u(t))δx(t) +

∂f

∂u
(t, x(t), u(t))v(t) + · · ·

ö¹½;º6÷G¸¡À�	{¿�½�¾
δx = δ1x+ δ2x+ . . .

Á�¦
δ1x

¼6»å¾ÔÆý¿YÄ9¿u¸¡¾¡À¶¼ZÆ²À¶½�º6¿�À²¸x¼�¼6½
v

δ2x

Æý¿YÄ9¿u¸¡¾¡À¶¼Ð�ÃQ¿�Âr¸ ¿{¾xÀ¶Ð#Ã�¼�m¼�¾ ÷?�¼G¾�¼6½UÀýÂr¼G½#¾¡À²úQ¿u½#¾f9À²Æi	mÀ¶¼G½�¾
d

dt
(δ1x)(t) =

∂f

∂x
(t, x(t), u(t))δ1x(t)+

∂f

∂u
(t, x(t), u(t))v(t) = A(t)δ1x(t)+B(t)v(t).

�Z¸
x(0) + δx(0) = x0 = x(0)

IÂrÁ�½9÷
δx(0) = 0

¼�¾(Æý¿U÷GÁ�½9Â�À}¾xÀ²Á�½�À¶½�À}¾xÀý¿uÆ¶¼�Âr¼�÷�¼G¾å¾¡¼º6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½UÂ�À@�@ºG¸x¼G½�¾xÀ¶¼GÆ¶Æ²¼(¼6»å¾
δ1x(0) = 0

µ�ö¹½SÀ¶½�¾xºGü�¸x¿�½�¾frÁ�½UÁ�År¾xÀ²¼6½�¾

δ1x(T ) = M(T )

∫ T

0

M−1(s)B(s)v(s)ds

Á�¦
M
¼6»å¾.Æý¿3¸¡ºB»åÁ�Æk	u¿u½�¾x¼0ÂrÃ »��m»å¾¡Ç6È ¼MÏ�Á�È Á�ü�ÇG½�¼ d

dt
(δ1x)(t) =

∂f

∂x
(t, x(t), u(t))δ1x(t)


÷uÕ ¼6»å¾��3¤�� ÂrÀ²¸x¼

Ṁ(t) = A(t)M(t)
¿a	�¼B÷

A(t) =
∂f

∂x
(t, x(t), u(t))

¼�¾
M(0) = In

µ1�Z½
Á�Å9»¡¼G¸L	�¼YÐ�Ã9¼

δ1x(T )
¼B»�¾
Æ²À¶½�ºB¿uÀ¶¸¡¼Y¼�¾Ê÷�Á�½�¾¡À¶½#Ã�Ä9¿u¸Z¸ ¿uÄ�Ä,Á�¸å¾"¤

v(·) ¼G½�¾¡Á�Ä,Á�Æ¶Á�ü�À¶¼ L∞ µ�ZÕ ¼B»�¾�ÂrÁ�½Q÷
Æ¶¿ Â�À@�@ºG¸x¼G½�¾xÀ¶¼GÆ¶Æ²¼ Âr¼�D�¸xº6÷ Ï�¼�¾�¼G½
u(·) Âr¼ ET

µ
¸)�1&�Í0$-U��g� Ørµ¶´�µ¶´��Pö¹½Vü�ºG½�ºG¸ ¿uÆ

ET
½IÕ ¼B»�¾±Ä9¿�»PÂrº�úQ½�À²¼Z»¡Ã�¸

L∞([0, T ],
m F m)

¾xÁ�Ãr¾±¼6½�¾¡À¶¼G¸¤p÷6¿uÃ9»¡¼�Âr¼�Ä�Ï�ºG½�Á�È ÇG½�¼B»;ÂeÕ ¼��rÄ�Æ²Á#»åÀ¶Á�½IµP·0¿�¸;¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼�»åÀ
Á�½%÷�Á�½Q»åÀýÂrÇG¸x¼�Æ²¼�»��r»�¾xÇGÈ ¼»¡÷6¿uÆý¿uÀ¶¸¡¼
ẋ = x2 + u, x(0) = 0

=Á�½�	�Á�À²¾éÐ#Ã�¼ Ä,Á�Ã�¸
u = 1

Æý¿S¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À¶¸¡¼ ¿�»x»åÁr÷GÀ²º6¼¼Z�rÄ�Æ¶Á�»¡¼
¼G½
t = π

2

�¼�¾�ÂrÁ�½Q÷
½.Õ ¼6»�¾�Ä9¿�»�Ârº�úQ½�À²¼ »¡Ã�¸
[0, T ]

»åÀ
T >

π
2

µ
]Z�Q¨f¢ ¨=����`.�6�f|m¯p®U�2zp�f®
T;õ�V0�f�C�6�C�,�¿<y· ¤ · ñ · �Z½S¿uÄ�Ä,¼6Æ²Æ¶¼M'=?<':ÎH@�&t��Í�Y þv�M"Lý?þgÎ%$-,�ÏFD Ã�½|»��r»�¾xÇGÈ ¼(Âr¼(Æ¶¿H�ôÁ�¸¡È ¼

ẋ(t) = f0(x(t)) +

m
∑

i=1

ui(t)fi(x(t)),

Á�¦UÆ¶¼6»
fi
»åÁ�½�¾�Âr¼B»�÷ Ï9¿uÈ Ä9»�Âr¼I	�¼6÷W¾x¼GÃ�¸ »�Âr¼Im F n µ

·0Á�Ã�¸3Ã�½U»��m»å¾¡Ç6È ¼
¿�=�½�¼
Á�½ Ä,¼6Ãr¾�¿�È ºGÆ¶À²Á�¸¡¼6¸PÆ¶¼
¸¡ºB»åÃ�Æ²¾ ¿{¾ÔÄ�¸xº6÷Gº6Âr¼G½#¾ ¥ 	�Á�À¶¸¨» C�´?>C�[>C��
½Ä§Wµ
]Ê¢D�Q P�Q�B�ô�B�C�,�¿<y· ¤ · ñ · Ó ý�þ�':�¶��D1$�ý?þ;'X�>þV'=?<'�ÎA@�&���Í�Y�þX�©Ï �T'G'�� ½ ��Îc'�ý��¶Î U Ïk�M��ý0&�Í��¶þv����¨��D¶ã5þg�¶Î´�{ý�þ¿���

ET
»"Ïký{$G' U �1'�Î/�>þ(ý{�K�
��$�Î(���

L2([0, T ],
· ¸ m) ½ ��ÎIÏ8� ÍLÒ�ÒvÏ@�¶":Í?Î;�;ý�þ�Zþ Î+$-D:�1ÆA'�ý0$ZÎ;�{�

ET
�1'�Î±Ï �T'G'Z��Í0�B'Z��þ;'

L2 ½ ��Î �='�Î Í�þXÍ�ÏÓ?�Î´�¶U��g��'��&Ïk�1'O"4:gÍ0&)Òy'����O���4"�Î3�1�K$G''Zý?þgÎhÍ�þXÍ�ÏÓ?�Î´�¶U��g�='��
m Æf¼6»å¾�¾x¸¡ÇB»�À²½#¾¡ºG¸x¼6»x»x¿u½�¾ZÂr¼é÷�Á�½Q»åÀýÂrºG¸x¼G¸

L2 ÷�Á�È È ¼ ¼6»¡Ä9¿�÷�¼ Âr¼é÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B»Gµ�ö¹½�¼��,¼G¾Â�¿u½9» ÷G¼�¾ ¼B»åÄ9¿�÷�¼ Á�½pÅ,º6½�º�úQ÷GÀ²¼SÂeÕ Ã9½�¼U»å¾¡¸xÃ9÷�¾¡Ã�¸x¼ Ï�À¶Æ¶Å,¼G¸¡¾¡À¶¼G½�½�¼SÐ�Ã9ÀÔÄ,¼G¸xÈ ¼�¾ Âr¼~�C¿uÀ¶¸¡¼Ã�½�¼~Î):�DLý0$��{��'´Òc�4"�Î+$�Í?Ïk� Â�¼YÆÖÕ ¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾¡À¶Á�½�¼G½�¾x¸¡º6¼Z� »åÁ�¸å¾xÀ²¼��¼G¾ZÁ�½|Å,º6½�º�úQ÷GÀ²¼ ÂeÕ ¿uÃr¾x¸¡¼YÄ9¿u¸¡¾Âr¼ÊÅ,Á�½�½�¼B»3Ä�¸xÁ�Ä�¸xÀ²ºG¾¡ºB»3Âr¼#"Lý0&)ÒcÍ�"Z�¶ÎHD�.ZÍ?�{ÐZÏk� ¥ 	�Á�À¶¸o» C�[ccC��
½Ä§Wµ
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�Z½~	�¼GÃr¾�¸xºGÄ,Á�½9Âr¸x¼¨¤éÆý¿ Ð�Ã9¼6»å¾¡À¶Á�½U»¡Ã�À�	{¿u½#¾¡¼���º�¾ ¿u½�¾�ÂrÁ�½�½�ºÊÆ¶¼(»��r»å¾¡Ç6È ¼ ¥ ÒQµ ��[�§ZmÁ�¦Ä,¼GÃr¾��ÖÁ�½ ¿uÆ¶Æ²¼6¸
¼6½�¾x¼GÈ Ä9»
T
¼6½Ñ�C¿�À¶»x¿u½#¾o	{¿u¸xÀ¶¼G¸
Æ²¼�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼

u
u¼�Z½�¼B»�¾Ê¾¡Á�Ãr¾ ÂeÕ ¿�Å,Á�¸ Â¿uÈ ¼G½�º�¤ Ârº�ú9½�À¶¸�Æ¶¿ ½9Áu¾¡À¶Á�½SÂeÕ ¼G½Q»å¼6ÈYÅ�Æ²¼ ¿�÷G÷�¼B»¡»¡À²Å9Æ²¼�µ

u�°+¯�° ï  ÜZê#áIäµ´Zàåá%æ�QyQ@áIêmêmã8´Zà�á
T;õ�V0�f�C�6�?�Q�e<y· ñ · ¤ · Ê/� ��þ;'���&tÐ�Ïk�ÑÍ�"4":�='G'��{ÐZÏ����Zþ(Îº��&)Òy'

T
Ä,Á�Ã�¸ Æ²¼S»��r»�¾xÇGÈ ¼ ¥ Ò9µÌ�?[�§�½�Áu¾xº

Acc(x0, T )
m¼6»å¾ÔÆ?Õ ¼G½Q»å¼6ÈYÅ�Æ²¼ÊÂr¼6»Ô¼Z�m¾¡¸xºGÈ À²¾¡º6»Ô¿�Ã�¾x¼GÈ Ä9»

T
Âr¼6»3»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½9»ÔÂrÃ;»��r»ª�¾¡ÇGÈ ¼�ÄQ¿u¸¡¾x¿u½#¾¹Âr¼

x0
¿uÃé¾x¼GÈ Ä9»

t = 0
µ���Ã�¾¡¸x¼GÈ ¼G½#¾PÂrÀ²¾f�÷uÕ ¼6»å¾¹Æ?Õ À²È�¿�ü�¼�Âr¼�Æ?Õ ¿�Ä�Ä�Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½¼G½�¾x¸¡º6¼Z� »åÁ�¸å¾xÀ²¼
¼G½U¾¡¼6È ÄQ»

T
µ

��8 õ#�Q¢�|m¯p®.<y· ñ · ¤ · Ó�ý?þ;'��¶��D�$�ý�þ�'�Ïk�®'=?<':ÎH@�&t�(���M"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�
ẋ = f(t, x, u), x(0) = x0,ý0¹�ÏkÍX.Zý?þ�"�Î;�{ý?þ

f
�1'�Î

C1 '=�K$®· ¸ 1+n+m ½ ��Î"Ïk�1'#":ý�þgÎ%$-,�Ï��='
u
ÍLÒ�ÒgÍ0$�Î´�{�Zþ þv��þgÎ/À.Ï8� ��þyÆ'Z��&�ÐZÏ�� U ���1'�.Zý�þr"ZÎ´�{ý�þ�'Õ&t�1'=�K$�Í�Ð�Ïk�1'�Àø�
Í?Ïk���K$G'���Í�þ�'��>þ�":ý0&)ÒcÍ�"ZÎ

Ω ⊂ · ¸ m � Ñ þ'G�aÒ�Òcý0'Z��U1�g�
{ �¶Ïv�-���T'�Îº���>þ#$-DL��Ï
Ògý<'��¶Î;� .

b
Îº��ÏyU1�g�)Îºý0�>Î3�/Î+$�ÍHá��G"�Îºý?�T$��IÍ<'G'Zýz"Z�¶D:�o�1'�Î!�>þg� .Zý0$1&�D�&t��þgÎÐLý{$�þ�D:�BÒcÍ0$

b
'=�K$

[0, T ] ½ �{���a�
∃b > 0 | ∀u ∈ U ∀t ∈ [0, T ] ‖xu(t)‖ 6 b, ¥ Ø�µ ��§

{ Òcý{�K$IÎºý{�>Î
(t, x) ½ Ï-� �Zþ�'Z��&�ÐZÏ��M���1'/���4"�Îº���K$G'��a�¶Îº�1'G'Z�1'

V (t, x) = {f(t, x, u) | u ∈ Ω} ¥ Ø�µ Ë�§
�1':Î�":ý�þ����4���f�»"Ïký0$G'IÏ8� ��þ;'���&tÐ�Ïk�

Acc(x0, t)
�1'�Î�"Lý0&)ÒcÍ�"ZÎ/��Îc��Í0$Z�Ä��":ý�þgÎ´�¶þ�©K&���þgÎ$��þ

t
'=�K$

[0, T ]
�

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�)r�Áu¾xÁ�½9»e¾¡Á�Ãr¾fÂeÕ ¿uÅ,Á�¸xÂÊÐ�Ã9¼MÄ�Ã9À¶»xÐ#Ã�¼
Ω
¼6»å¾f÷�Á�È Ä9¿�÷�¾I¿uÆ¶Á�¸ »

V (t, x)
¼6»å¾ºGü�¿�Æ²¼6È ¼G½�¾=÷GÁ�È Ä9¿�÷�¾6µDÍ|Á�½#¾¡¸xÁ�½9»IÆ¶¿�÷GÁ�È Ä9¿�÷GÀ}¾xº±Âr¼

Acc(x0, t)
µ?�±¼GÆý¿�¸¡¼f	mÀ²¼6½�¾1¤�È Á�½#¾¡¸x¼G¸Ð#Ã�¼ ¾¡Á�Ã�¾¡¼é»¡Ã�À²¾¡¼

(xn)
Âr¼YÄ,Á�À¶½�¾ »ZÂr¼

Acc(x0, t)
¿�ÂrÈ ¼�¾ZÃ�½�¼ »åÁ�Ã9»ª� »¡Ã�À}¾x¼Y÷�Á�½�	�¼G¸xü�¼6½�¾¡¼�µ·=Á�Ã�¸�¾¡Á�Ãr¾�¼6½�¾xÀ²¼6¸

n
»åÁ�À}¾

un
Ã9½�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼(¸x¼GÆ¶À¶¿�½�¾

x0
¤
xn
¼6½S¾¡¼6È ÄQ»

t
Q¼�¾
»¡Á�À²¾

xn(·)Æ¶¿é¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼Ê÷�Á�¸¡¸x¼6»¡Ä,Á�½9Â�¿u½#¾¡¼�µg�Z½S¿ ÂrÁ�½9÷

xn = xn(t) = x0 +

∫ t

0

f(s, xn(s), un(s))ds.

·=Á#»åÁ�½9»�rÄ,Á�Ã9¸Ô¾xÁ�Ãr¾�¼6½�¾¡À¶¼G¸
n
¼�¾�¾xÁ�Ãr¾

s ∈ [0, t]


gn(s) = f(s, xn(s), un(s)).

AI¿�»åÃ9À}¾x¼¹Âr¼��ôÁ�½Q÷W¾¡À¶Á�½Q»
(gn(·))n∈ Ï Ð ¼B»�¾fÂeÕ ¿�Ä�¸xÇ6»@Æ¶¼6».Ï��mÄ,Áu¾xÏ�Ç6»¡¼6»eÅ,Á�¸x½�º6¼MÂ�¿�½9» L∞([0, t],

m F n)
¼�¾�Ä9¿�¸�÷GÁ�½9»¡º6Ð#Ã�¼6½�¾/¤ »¡Á�Ã9»��7»¡Ã�À²¾¡¼
Ä9¸¡ÇB»3¼GÆ¶Æ²¼ ÷�Á�½�	�¼G¸xü�¼¨	�¼G¸ »ÔÃ9½�¼o�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½

g(s)
Ä,Á�Ã�¸�Æý¿¾¡Á�ÄQÁ�Æ²Á�ü�À¶¼"�ô¿�À¶Å�Æ²¼��C|éÂr¼

L∞([0, t],
m F n)

µ�·=Á�»¡Á�½Q»3¿�Æ²Á�¸x»fmÄ,Á�Ã�¸3¾xÁ�Ãr¾
τ ∈ [0, t]



x(τ) = x0 +

∫ τ

0

g(s)ds,
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÷�¼éÐ#Ã�À0÷�Á�½9»�¾x¸¡Ã9À}¾ZÃ�½�¼©�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½

x(·) ¿�Å9»åÁ�Æ²Ã9È ¼6½�¾
÷�Á�½�¾xÀ²½mÃ�¼é»¡Ã�¸ [0, t]
µ@ù�¼éÄ�Æ¶Ã9»ZÁ�½�¿cÄ,Á�Ã�¸3¾xÁ�Ãr¾

s ∈ [0, t]


lim
n→+∞

xn(s) = x(s),

�{���a�,Æý¿�»åÃ9À}¾x¼ Âr¼o�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½9»
(xn(·))n∈ Ï Ð ÷�Á�½�	�¼G¸xü�¼Ê»¡À²È Ä�Æ¶¼GÈ ¼6½�¾)	�¼G¸ » x(·) µ A.¼(Å�Ãr¾�¼B»�¾Âr¼PÈ Á�½#¾¡¸x¼G¸fÐ#Ã�¼PÆý¿3¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À¶¸¡¼
x(·) ¼B»�¾=¿�»¡»¡Ár÷GÀ²º6¼ ¤�Ã�½é÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ u ¤/	{¿�Æ²¼6Ã�¸x»IÂ�¿�½9» Ω D÷�¼Ð�Ã9À�¸¡¼f	mÀ²¼6½�¾1¤�È Á�½#¾¡¸x¼G¸fÐ#Ã�¼PÄ,Á�Ã�¸fÄ�¸x¼6»xÐ�Ã9¼0¾xÁ�Ãr¾

s ∈ [0, t]
Á�½Y¿

g(s) = f(s, x(s), u(s))
µ·0Á�Ã�¸�÷�¼GÆý¿c�Â�º�ú9½�Àý»x»åÁ�½9»�rÄ,Á�Ã9¸3¾¡Á�Ã�¾�¼6½�¾xÀ²¼6¸

n
¼�¾�¾xÁ�Ãr¾

s ∈ [0, t]


hn(s) = f(s, x(s), un(s)),

¼�¾�À²½#¾¡¸xÁrÂrÃ�Àý»¡Á�½9»3Æ?Õ ¼G½9»¡¼GÈYÅ9Æ²¼
V = {h(·) ∈ L∞([0, t],

m F n) | h(s) ∈ V (s, x(s))
Ä,Á�Ã�¸�Ä�¸x¼6»xÐ#Ã�¼Z¾xÁ�Ãr¾

s ∈ [0, t]},
Âr¼�»¡Á�¸¡¾¡¼�Ð#Ã�¼

hn ∈ V Ä,Á�Ã�¸V¾¡Á�Ãr¾ ¼G½#¾¡À¶¼G¸
n
µP·0Á�Ã�¸V¾xÁ�Ãr¾

(t, x)
Æ?Õ ¼G½Q»å¼GÈéÅ�Æ²¼

V (t, x)¼6»å¾P÷�Á�È Ä9¿�÷�¾¹÷GÁ�½�	�¼Z�r¼�u¼�¾PÄ9¿u¸P÷�Á�½9»¡º6Ð#Ã�¼G½#¾ V ¼6»å¾P÷GÁ�½�	�¼��r¼$�ô¼G¸xÈ º�Â�¿u½Q» L∞([0, t],
m F n)ÈYÃ�½�À�Âr¼3»¡¿�¾¡Á�Ä,Á�Æ¶Á�ü�À²¼±»å¾x¿u½QÂ�¿u¸ Â ¥ ¾xÁ�Ä,Á�Æ²Á�ü�À¶¼±ÂrÀ}¾x¼+�ôÁ�¸¡¾¡¼
§Wµ{ùZÁ�½9÷±À²Ær¼6»�¾0ºGü#¿uÆ¶¼GÈ ¼G½#¾��ô¼G¸xÈ ºÂ�¿u½9»

L∞([0, t],
m F n)

ÈYÃ�½�ÀMÂr¼ Æý¿�¾xÁ�Ä,Á�Æ²Á�ü�À¶¼I�C¿�À²Å�Æ¶¼Z�B| ¥ 	�Á�À¶¸�»²´a[
½¶§�µ&�Z¸a,»¡À²È À¶Æ¶¿�À²¸x¼GÈ ¼6½�¾¤
(gn)

rÆý¿ »¡Ã�À²¾¡¼(Âr¼¨�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½9»
(hn)

¼B»�¾�Å,Á�¸x½�ºG¼ÊÂ9¿u½9»
L∞ r¼�¾�ÂrÁ�½9÷o¤ »¡Á�Ã9»��7»¡Ã�À²¾¡¼
Ä�¸xÇ6»÷�Á�½�	�¼G¸xü�¼P¼G½Y¾¡Á�Ä,Á�Æ¶Á�ü�À¶¼ �C¿uÀ¶Å�Æ¶¼Z�C|B	�¼6¸x»fÃ�½�¼+�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½

h
{Ð#Ã�Àr¿�Ä�Ä9¿u¸¡¾¡À¶¼G½#¾=½�º6÷G¼6»x»¡¿�À²¸x¼GÈ ¼G½#¾¤ V Ä�Ã�Àý»xÐ#Ã�¼(÷�¼ »åÁ�Ã9»��Ö¼6½9»å¼6ÈYÅ�Æ²¼Ê¼6»å¾h�ô¼G¸xÈ º¨�C¿�À²Å�Æ¶¼Z�B|mµö¹½�ú9½i9È Á�½�¾x¸¡Á�½9»3Ð#Ã�¼

g = h
Ä�¸x¼6»xÐ#Ã�¼
Ä9¿�¸å¾xÁ�Ãr¾Bµr·=Á�Ã�¸�÷G¼GÆý¿crº6÷G¸¡À�	�Á�½Q»�mÄ,Á�Ã�¸3¾¡Á�Ãr¾¡¼�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½

ϕ ∈ L1([0, t],
m F

)


∫ t

0

ϕ(s)gn(s)ds =

∫ t

0

ϕ(s)hn(s)ds+

∫ t

0

ϕ(s) (gn(s) − hn(s)) ds. ¥ Ø�µ Ò�§
ùYÕ ¿uÄ�¸xÇ6» Æ¶¼6» Ï��mÄ,Áu¾¡Ï9Ç6»¡¼6»f=Æý¿Ñ�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½

f
¼6»å¾ ü�Æ²Á�Å9¿uÆ¶¼GÈ ¼G½#¾ Æ¶À²ÄQ»¡÷ Ï�À²¾��GÀ¶¼G½9½�¼S¼G½

x
»¡Ã�¸

[0, T ] × B̄(0, b) × Ω
Ô¼�¾SÂrÁ�½9÷�ÂeÕ ¿uÄ�¸xÇ6» Æ¶¼�¾¡Ï9ºGÁ�¸xÇGÈ ¼�Âr¼6»U¿�÷6÷�¸xÁ�Àý»¡»¡¼GÈ ¼G½�¾ »�ú9½�Àý»�ÔÀ¶Æ¼Z�rÀ¶»å¾x¼ÊÃ�½�¼ ÷�Á�½9»�¾ ¿u½#¾¡¼
C > 0

¾¡¼6Æ²Æ¶¼ Ð�Ã9¼ÊÄ,Á�Ã�¸�Ä9¸¡¼B»¡Ð#Ã�¼
¾¡Á�Ãr¾
s ∈ [0, t]

‖gn(s) − hn(s)‖ 6 C‖xn(s) − x(s)‖.
AI¿ »¡Ã�À}¾x¼ Âr¼o�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½9»

(xn)
÷�Á�½�	�¼G¸xü�¼Ê»¡À²È Ä�Æ¶¼GÈ ¼G½#¾/	�¼G¸ »

x(·) 9ÂrÁ�½9÷(ÂeÕ ¿uÄ�¸xÇ6»3Æ¶¼
¾xÏ�ºGÁ��¸¡Ç6È ¼(Â�¼(÷GÁ�½�	�¼6¸¡ü�¼G½9÷G¼
ÂrÁ�È À¶½�º6¼
∫ t

0

ϕ(s) (gn(s) − hn(s)) ds →
n→+∞

0.

DfÀ¶½9¿�Æ²¼6È ¼6½�¾�¼6½UÄ9¿�»¡»x¿u½#¾B¤ Æý¿ Æ²À¶È À}¾x¼ Â�¿u½Q» ¥ Ø�µ Ò�§�rÀ¶Æi	mÀ²¼6½�¾
∫ t

0

ϕ(s)g(s)ds =

∫ t

0

ϕ(s)h(s)ds,

Ä,Á�Ã�¸�¾xÁ�Ãr¾x¼�� Á�½9÷W¾xÀ²Á�½
ϕ ∈ L1([0, t],

m F
)
Q¼�¾ZÄ9¿�¸Z÷�Á�½9»åºBÐ#Ã�¼G½�¾

g = h
Ä�¸x¼6»xÐ#Ã�¼ Ä9¿u¸¡¾¡Á�Ãr¾»åÃ�¸

[0, t]
µö¹½�Ä9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À¶¼G¸

g ∈ V Q¼G¾
ÂrÁ�½Q÷(Ä,Á�Ã9¸�Ä�¸¡¼B»¡Ð#Ã�¼(¾xÁ�Ãr¾ s ∈ [0, t]
À²Æ=¼Z�rÀ¶»å¾¡¼

u(s) ∈ Ω¾¡¼GÆfÐ�Ã9¼
g(s) = f(s, x(s), u(s)).
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	"��� 0��±4/%Yva�E'9PL�10��)0��10����"*E%"�>�54�P5#&0ª,Å0��)�)0ª4B%+*
ö¹½ ¿uÄ�Ä�Æ¶ÀýÐ#Ã9¿u½�¾0Ã9½éÆ¶¼GÈ È ¼3Âr¼�»åº6Æ²¼B÷W¾xÀ²Á�½YÈ ¼6»¡Ã�¸ ¿uÅ�Æ¶¼ÔÂr¼±¾xÏ�ºGÁ�¸¡À¶¼ÔÂ�¼ÔÆý¿�È ¼B»åÃ�¸x¼�DÁ�½YÄ,¼6Ãr¾È Á�½�¾x¸¡¼6¸ Ð#Ã�¼�ÆÖÕ ¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾¡À¶Á�½

u(·) Ä,¼6Ãr¾©µ�¾¡¸x¼V÷xÏ9Á�Àý»åÀ¶¼ È ¼6»¡Ã�¸ ¿uÅ�Æ¶¼�»¡Ã�¸ [0, T ] ¥ 	�Á�À¶¸�» Ò��>A.¼GÈSµQ�?�©�Ë��`Ä.µ.´aC�´�½¶§�µ��À²½9»¡À´eÆý¿ ¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼
x(·) ¼6»å¾(¿�»¡»¡Ár÷GÀ²º6¼é»¡Ã�¸ [0, t]

¿�Ã ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
u
¤E	{¿uÆ¶¼GÃ�¸ »ÊÂ�¿u½9»

Ω
r¼G¾

x(t)
¼6»å¾�Æ¶¿ Æ¶À²È À²¾¡¼ Â�¼6»3Ä,Á�À²½#¾x»

xn
µv�±¼B÷�ÀeÈ Á�½�¾¡¸x¼ÊÆý¿ ÷�Á�È Ä9¿�÷�À²¾¡º(Âr¼

Acc(x0, t)
µm Æ�¸x¼6»å¾¡¼/¤
º�¾ ¿uÅ�Æ¶À¶¸MÆý¿Ê÷GÁ�½#¾¡À¶½#Ã�À²¾¡º�Ä9¿u¸M¸ ¿uÄ9Ä,Á�¸¡¾�¤

t
Âr¼�ÆÖÕ ¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼�¿�÷6÷�¼6»x»¡À²Å�Æ¶¼�µ��rÁ�À¶¼G½�¾

t1, t2
Â�¼GÃ>� ¸xºG¼GÆý»Ê¾¡¼GÆý»YÐ�Ã9¼

0 < t1 < t2 6 T
I¼�¾

x2
Ã�½�Ä,Á�À¶½�¾YÂ�¼

Acc(x0, t2)
µI·0¿�¸Ârº�ú9½9À}¾xÀ²Á�½�À¶Æ=¼Z�rÀý»�¾x¼éÃ�½�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼

u
¤¹	{¿�Æ²¼6Ã�¸ »�Â�¿�½9»

Ω
@Âr¼Y¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼é¿�»x»åÁ�÷�À¶ºG¼

x(·) ¾¡¼GÆIÐ#Ã�¼
x2 = x(t2) = x0 +

∫ t2

0

f(t, x(t), u(t))dt.

m Æ.¼6»�¾�Å�À¶¼G½|÷�Æý¿uÀ¶¸�Ð#Ã�¼(Æ²¼(Ä,Á�À¶½�¾

x1 = x(t1) = x0 +

∫ t1

0

f(t, x(t), u(t))dt

¿uÄ�Ä9¿�¸å¾xÀ²¼6½�¾/¤
Acc(x0, t1)

�¼�¾�Âr¼(Ä�Æ¶Ã9»�ÂeÕ ¿uÄ�¸xÇ6»3Æ²¼B»3Ï��mÄ,Á�¾¡Ï�ÇB»å¼B»�»åÃ�¸
f
Á�½S¿

‖x2 − x1‖ 6 C|t2 − t1|.
�Z½S÷�Á�½Q÷�Æ¶Ãr¾�¿�Æ²Á�¸x»+�C¿�÷GÀ²Æ¶¼GÈ ¼6½�¾6µ
¸)�1&�Í0$-U��g�;ØrµÌ�rµ¶´��)APÕ Ï��mÄ,Áu¾¡Ï9Ç6»å¼ ¥ Ø�µ ��§�¼6»å¾ÊÀ¶½9ÂrÀý»åÄ,¼6½9»¡¿�Å�Æ¶¼�@¼GÆ¶Æ²¼ ½.Õ ¼6»å¾ÊÄ9¿�»ZÃ�½�¼�÷�Á�½Q»åº��Ð#Ã�¼G½9÷G¼
Âr¼B»Ô¿�Ãr¾¡¸x¼6»±Ï��mÄ,Á�¾¡Ï�ÇB»å¼B»Gµ#öP½;¼Z�@¼�¾�÷�Á�½Q»åÀýÂrºG¸xÁ�½9»±Âr¼
½�Á�Ãc	�¼6¿�ÃVÆ¶¼Ê»��r»å¾¡ÇGÈ ¼
Â�¼ZÆý¿¸¡¼6È ¿�¸xÐ#Ã�¼VØ�µ²´�µ²´���{� �a�

ẋ = x2 + u, x(0) = 0
fÁ�¦ Á�½�»åÃ�Ä9Ä,Á�»¡¼�Ð#Ã�¼ |u| 6 1

¼G¾éÐ#Ã�¼Æ²¼ ¾¡¼6È Ä9»Yú9½9¿�Æ±¼B»�¾
T = π

2

µ±��Æ¶Á�¸ »YÄ,Á�Ã�¸Y¾xÁ�Ãr¾ ÷GÁ�½�¾x¸xþ�Æ¶¼
u
÷GÁ�½9»å¾x¿�½�¾éºGü#¿uÆ$¤

c
0¿
	�¼6÷

0 < c < 1
@Æý¿V¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼é¿�»¡»¡Ár÷�À¶ºG¼Y¼6»å¾

xc(t) =
√
c tan

√
ct
eÂ�Á�½9÷é¼6»å¾
Å�À¶¼G½ Â�º�ú9½�À¶¼»åÃ�¸

[0, T ]
{È�¿uÀý»=Æ¶Á�¸ »¡Ð#Ã�¼

c
¾¡¼6½9ÂH	�¼G¸ »

1
¿uÆ¶Á�¸ »

xc(T )
¾x¼G½9ÂH	�¼6¸x»

+∞ µ{·M¿u¸M¿�À¶Æ²Æ¶¼GÃ�¸ »=À²Ær¼B»�¾�C¿�÷�À¶Æ¶¼�Â�¼/	�Á�À¶¸PÐ#Ã�¼�»¡Ã�¸±÷�¼�¾±¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼�Æ?Õ ¼G½Q»å¼GÈYÅ9Æ²¼�Â�¼6»P÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B»M¿�Â�È Àý»x»åÀ¶Å�Æ¶¼6»f�¤o	u¿uÆ¶¼GÃ�¸ »Â�¿u½9»
[−1, 1]

�¼6»å¾�ÆÖÕ ¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼ Âr¼6»h�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½9»�È ¼B»åÃ�¸ ¿uÅ9Æ²¼B»±¾¡¼6Æ²Æ¶¼6»�Ð#Ã�¼
u(t) ∈ [−1, 1[

µ
¸)�1&�Í0$-U��g�UØ�µ ��µ � �ZùZ¼�ÈtµGÈ ¼�IÆ?Õ Ï��mÄ,Áu¾xÏ�Ç6»¡¼�Â�¼�÷GÁ�½�	�¼Z�rÀ}¾xº ¥ Ø�µ Ë�§Z¼6»å¾ ½�º6÷G¼6»x»¡¿�À²¸x¼ ¥ 	�Á�À²¸» Ò��>�ö��r¼GÈ Ä�Æ¶¼Y�éÄ9¿uü�¼(�uÒ�Ò?½Ä§�µ
u�°+¯�°+¯ Èwîfê�PZà Ýræ=Ý�ê�è�á�Q@ÛPÜ±ÝrÞ�ßPàåæ¼´
ãåàåã7Ýmî
T;õ�V0�f�C�6�?�Q�¿<i· ñ · ñ · A.¼ »��r»å¾¡Ç6È ¼ ¥ ÒQµ ��[�§±¼B»�¾�Â�À}¾M"Lý?þgÎ%$-,�ÏkÍ�ÐZÏ���Ôª�Zþ�Îº��&)Òy'XU1�g��ÏF":ý�þrU1�g��ÖÂr¼GÄ�Ã9À¶»

x0
»¡À

m F n =
⋃

T>0

Acc(x0, T ).

m Æ.¼6»�¾�ÂrÀ²¾("Lý?þgÎ%$-,�ÏkÍ�ÐZÏ��t�ZþÑÎ3�1&)Òy'
T
»åÀim F n = Acc(x0, T )

µ
·M¿u¸UÂr¼6»;¿�¸¡ü�Ã�È ¼G½�¾ » ÂrÃ�¾ª�mÄ,¼�¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼�Âr¼B»¹�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½9» À¶È Ä�Æ²Àý÷�À²¾¡¼B»�ÔÆÖÕ ºG¾¡Ã9Â�¼�Âr¼Æ¶¿|÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æý¿uÅ�À¶Æ¶À}¾xº ÂrÃ�»��m»å¾xÇGÈ ¼ Æ²À¶½�ºB¿u¸xÀ¶»¡º ¥ Ð�Ã9À¹¼6»å¾ Ä�Æ²ÃQ» »åÀ¶È Ä�Æ¶¼a§�IÄ,¼G¸xÈ ¼G¾YÂr¼VÂrº6ÂrÃ�À¶¸x¼Âr¼6» ¸xº6»¡Ã�Æ}¾ ¿{¾ » Âr¼ë"Lý�þ Î+$-,?ÏkÍ�Ð��¶Ï �¶ÎHDEÏkýz"LÍ�Ï��UÂrÃp»��r»�¾xÇGÈ ¼VÂr¼ Ârº6Ä9¿u¸¡¾ ¥ 	�Á�À²¸¹»¶´D��IÒ��
½Ä§Wµf·0¿�¸¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼ZÁ�½;ÂrºBÂrÃ�À²¾�ÂrÃV¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼
Âr¼Ê÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æý¿uÅ�À¶Æ¶À}¾xºZÂ�¿u½9»±Æ¶¼
÷6¿�»PÆ¶À¶½�º6¿�À²¸x¼�Æý¿YÄ�¸¡Á�Ä,Á�»¡À@�¾¡À¶Á�½S»¡Ã�À�	{¿�½�¾¡¼�µ
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]Ê¢D�Q P�Q�B�ô�B�C�,� <i· ñ · ñ · Ó�ý?þ;'��¶��D�$�ý�þ�'¼Ïk�B'=?<'�ÎA@�&t�äÔ��v�ÇÈ8$=ÖOý{¹

f(x0, u0) = 0
�Eñ©ý?Îºý?þ;'

A = ∂f
∂x (x0, u0)

��Î
B = ∂f

∂u (x0, u0)
� Ñ þV'=�aÒ�Òcý<'��MU��g�

$;ÿ (
B|AB| · · · |An−1B

)

= n.»"Ïký0$G'IÏk�®'=?<':ÎH@�&t�H�1'�Î+Ïký�":Í�Ïk��&��Zþ Î�"Lý?þgÎ%$-,�ÏkÍ�ÐZÏk���Zþ
x0
�

M

m

θ

ζ2

l

ξ ξ2

ùhúÄû5ü Ørµ¶´ Ë ·0¼G½9Â�Ã�Æ²¼ À¶½�	�¼G¸ »¡º�µ

ì)_.®m¯� 0C®Ô<y· ñ · ¤ ¥ ·0¼G½9ÂrÃ9Æ²¼ À²½�	�¼G¸ »åº
§ · �±Á�½9»åÀýÂrº6¸¡Á�½9»�Ã�½�Ä,¼G½9ÂrÃ9Æ²¼ À¶½�	�¼6¸x»¡º�@Âr¼éÈ�¿�»x»¡¼
m
�úc�rº)¤(Ã�½ ÷xÏQ¿u¸xÀ²Á�¾PÂr¼�È ¿�»¡»¡¼

M
ÂrÁ�½�¾PÁ�½V÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�ÆÖÕ ¿�÷G÷�º6Æ²º6¸x¿u¾¡À¶Á�½

u(t) ¥ 	�Á�À²¸¹ú9ü�Ã9¸¡¼Ørµ¶´a§�µ.öP÷�¸xÀ�	�Á�½9»(Æ¶¼6» º6Ð#Ã9¿{¾xÀ¶Á�½9» ÂrÃ�È Á�Ãc	�¼6È ¼6½�¾Y¼G½�Ãr¾xÀ²Æ¶À¶»x¿u½#¾YÆ²¼B»(ºBÐ#Ã9¿{¾xÀ²Á�½9» ÂeÕ öPÃ�Æ²¼6¸��AI¿uü�¸x¿�½�ü�¼�µ>A¹Õ ºG½�¼6¸¡ü�À²¼Ê÷GÀ²½�ºG¾¡ÀýÐ#Ã�¼(¼�¾�Æ?Õ ºG½9¼G¸xü�À¶¼
Ä,Áu¾x¼G½#¾¡À¶¼GÆ¶Æ²¼ »¡Á�½�¾
Ec =

1

2
Mξ̇2 +

1

2
m(ξ̇22 + ζ̇2

2 ), Ep = mgζ2.

·0¿�¸�¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ9¸x»f#Á�½U¿
ζ2 = l cos θ

¼G¾
ξ2 = ξ + l sin θ

µ�ùZÁ�½9÷
Æ²¼IAI¿�ü�¸ ¿u½�ü�À¶¼G½ ÂrÃS»��m»å¾¡Ç6È ¼¼6»å¾
L = Ec − Ep =

1

2
(M +m)ξ̇2 +mlξ̇θ̇ cos θ +

1

2
ml2θ̇2 −mgl cos θ.ùYÕ ¿uÄ�¸xÇ6»3Æ¶¼6»�º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½9»�ÂeÕ ö¹Ã�Æ¶¼G¸��ºAI¿�ü�¸ ¿u½�ü�¼�

d

dt

∂L

∂ẋ
=
∂L

∂x
+ Fext,

Á�½UÁ�Å�¾¡À¶¼G½�¾
{

(M +m)ξ̈ +mlθ̈ cos θ −mlθ̇2 sin θ = u,

mlξ̈ cos θ +ml2θ̈ −mgl sin θ = 0,ÂeÕ Á�¦


















ξ̈ =
mlθ̇2 sin θ −mg cos θ sin θ + u

M +m sin2 θ
,

θ̈ =
−mlθ̇2 sin θ cos θ + (M +m)g sin θ − u cos θ

M +m sin2 θ
.
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	"��� 0��±4/%Yva�E'9PL�10��)0��10����"*E%"�>�54�P5#&0ª,Å0��)�)0ª4B%+*
�Z½|ºG¾x¿uÅ9Æ²À²¾)�C¿�÷GÀ²Æ¶¼GÈ ¼G½#¾
Ð#Ã�¼YÆ¶¼é»��r»å¾¡Ç6È ¼YÆ²À¶½�º6¿�¸¡Àý»¡º ¿�Ã|Ä,Á�À¶½#¾
ÂeÕ ºBÐ#Ã�À²Æ¶À¶Å�¸¡¼

(ξ = ξc, ξ̇ =
0, θ = 0, θ̇ = 0)

¼6»å¾�ÂrÁ�½�½�º(Ä9¿u¸�Æ¶¼6»�È ¿u¾¡¸xÀ¶÷G¼6»

A =









0 1 0 0
0 0 −mg

M 0
0 0 0 1

0 0 (M+m)g
lM 0









,
¼G¾
B =









0
1
M
0

− 1
lM









.

�Z½H	�ºG¸xÀ²ú9¼3¿uÀý»¡ºGÈ ¼G½�¾MÆý¿
÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½ Â�¼B�(¿uÆ¶È�¿u½i{÷�¼�Ð#Ã�Àrº�¾ ¿uÅ�Æ¶À²¾¹Ð#Ã�¼3Æ²¼3Ä,¼G½QÂrÃ�Æ²¼�À¶½�	�¼G¸ »¡º¼6»å¾�Æ¶Ár÷G¿�Æ²¼6È ¼G½�¾�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ¶¿�Å�Æ¶¼Z¼6½S÷�¼(Ä,Á�À¶½�¾�ÂeÕ º6Ð#Ã�À¶Æ²À¶Å�¸x¼ ¥ À¶½9»å¾x¿�Å�Æ²¼
§Wµ
A.¼ ¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼éÂr¼t�±Ï�Á�s«¸¡¼6Æ²À¶¼ Æý¿V÷GÁ�½�¾x¸xþ�Æý¿uÅ�À¶Æ²À²¾¡º©¤VÂ�¼6»�Ä�¸xÁ�Ä�¸xÀ¶º�¾¡ºB»�Â�¼é÷�¸xÁr÷xÏ�¼G¾x»�Âr¼A.À¶¼ZÂ�Ã;»��r»å¾¡Ç6È ¼�µ>�Z½;¿ Ä9¿�¸±¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼ZÆ¶¿é÷�Á�½9»åºBÐ�Ã9¼G½9÷G¼�»¡Ã�À�	{¿u½#¾¡¼
»åÃ�¸ÔÆ²¼B»±»��r»�¾xÇGÈ ¼6»ÔÂrÀ²¾x»'Zý{�f'=Æ¶¸)�{��&tÍ?þgþ �{�Zþ�'Wµ

]Ê¢{�9 P�Q�B�C�6�C�,�(<i· ñ · ³ · Ó ý�þ�':�¶��D1$�ý?þ;'(��Í�þ�'9· ¸ n Ïk�®'=?<':ÎH@�&t�®'Zý{�f'=Æ¶¸)�{��&tÍ?þgþ �{�ZþÑÏ �T'G'��

ẋ =

m
∑

i=1

uifi(x) , x(0) = x0.

Ñ þ¨'=�aÒ�Ògý<'���U1�g�©Ï8� Í�Ï ÿ�@aÐ1$��ß����Ê��{����þ�ÿ���þ��0$-D:�BÒcÍ{$�Ïk�1'X"G:cÍ0&)Ò�'(���(�
�G"�Îº���K$G'
fi

�1'�Î�������)&��Zþ�'��Äý?þ
n
��»"Ïký{$G'oÏ��/'=?<'�ÎA@�&��H�1':Î�":ý�þgÎ%$-,�Ï�Í�Ð�Ïk�f�

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv��·=Á�Ã9¸Z»¡À²È Ä�Æ¶À²ú9¼G¸ac�C¿�À¶»¡Á�½Q»�Æý¿VÂrº6È Á�½9»å¾¡¸ ¿{¾xÀ²Á�½|Â�¿u½9»�Æ¶¼Y÷6¿�»
m = 2

¼�¾
n = 3

µ±�Z½p»åÃ�Ä9Ä,Á�»¡¼VÐ#Ã�¼
rg(f1, f2, [f1, f2])(x) = 3

 ∀x ∈ m F n µ1�mÁ�À}¾ λ ∈ m F µ±�Z½÷�Á�½Q»åÀýÂrÇG¸x¼
ÆÖÕ ¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾xÀ²Á�½
ϕλ : (t1, t2, t3) 7−→ (expλf1 exp t3f2 exp − λf1)(exp t2f2)(exp t1f1)(x0).

�Z½�¿
ϕλ(0) = x0

µ,Í|Á�½�¾¡¸xÁ�½Q»�Ð#Ã�¼YÄ,Á�Ã9¸
λ 6= 0

¿�»¡»¡¼�� Ä,¼�¾xÀ}¾a
ϕλ
¼6»å¾�Ã�½9¼YÀ²È È ¼G¸ »¡À²Á�½¼G½

0
µ�ö¹½SÃ�¾¡À¶Æ²Àý»¡¿�½�¾�Æý¿H�ôÁ�¸xÈYÃ�Æ¶¼(Âr¼H�Ô¿uÈ Ä�Å,¼GÆ¶Æ@�3p�¿�Ã9»xÂrÁ�¸��1rÁ�½UÁ�Å�¾¡À¶¼G½�¾

ϕλ(t1, t2, t3) = exp(t1f1 + (t2 + t3)f2 + λt3[f1, f2] + . . .),

ÂeÕ Á�¦
∂ϕλ

∂t1
(0) = f1(x0),

∂ϕλ

∂t2
(0) = f2(x0),

∂ϕλ

∂t3
(0) = f2(x0) + λ[f1, f2](x0) +

Á
(λ).

·0¿�¸ Ï��mÄ,Áu¾¡Ï9Ç6»¡¼�MÆ¶¼6»�÷ Ï9¿uÈ Ä9»VÂr¼-	�¼B÷W¾¡¼6Ã�¸x»
f1, f2, [f1, f2]

»¡Á�½#¾�Æ²À¶½�º6¿�À¶¸¡¼GÈ ¼6½�¾�À¶½9ÂrºZ�Ä,¼G½9Â�¿�½�¾ »�rÂ�Á�½9÷ZÆý¿/�å¿�÷GÁ�Å�À¶¼G½9½�¼
Âr¼
ϕλ
¼6»å¾�Âr¼
¸ ¿u½�ü

3
¼6½

0
µcA.¼Z¾¡Ï�º6Á�¸xÇGÈ ¼
ÂeÕ À¶½�	�¼6¸x»¡À²Á�½Æ²Ár÷6¿uÆ¶¼
¼�¾�Ã�½|¿�¸¡ü�Ã�È ¼G½�¾�Âr¼ ÷�Á�½�½�¼Z�rÀ²¾¡ºÊ½�Á�Ã9»3Ä,¼G¸xÈ ¼�¾¡¾¡¼G½#¾�Âr¼ ÷�Á�½9÷�Æ¶Ã�¸x¼�µ

¸)�1&�Í0$-U��g� Ø�µ ��µ Ë �3ö¹½Sü�º6½�ºG¸ ¿uÆ´mÆ²¼(Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼(Âr¼ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æý¿uÅ�À¶Æ¶À}¾xº
¼6»å¾�ÂrÀk=V÷�À¶Æ²¼�µcm Æ.¼6»å¾�Æ¶À²º¤�Æý¿ Ð#Ã�¼6»å¾¡À¶Á�½wÂ�¼S»x¿
	�Á�À¶¸ Ð�ÃQ¿u½9ÂvÃ9½ »å¼6È Àk�7ü�¸xÁ�Ã�Ä,¼;Á�Ä,Ç6¸¡¼;¾¡¸ ¿u½9»¡À²¾¡À�	�¼GÈ ¼G½#¾6µ�m Æ�¼Z�rÀý»�¾x¼÷�¼GÄ,¼6½9Â�¿u½#¾�Âr¼6»±¾x¼6÷ Ï�½�ÀýÐ�Ã9¼6»ÔÄ,Á�Ã9¸ÔÈ Á�½�¾x¸¡¼6¸fmÂ�¿�½9»3÷�¼G¸¡¾x¿�À²½Q»±÷6¿�»f#Æý¿é÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æý¿uÅ9À²Æ¶À²¾¡º�ü�Æ²Á��Å9¿uÆ¶¼�µ�APÕ Ã9½�¼3ÂeÕ ¼G½#¾¡¸x¼Ô¼GÆ¶Æ¶¼6»fDÀ¶È Ä,Á�¸å¾ ¿u½#¾¡¼�{»6Õ ¿�Ä�Ä,¼GÆ¶Æ¶¼±Æý¿HÎº�G"4:>þg�¶U��g����� D�ÏkÍ0$;ÿ��T'G'���&t��þgÎ ¥ 	�Á�À²¸»²´D���Ò��
½Ä§Wµ



va�JIK�2�������±4��h#i%$*E*�0��~}��1#i03%54)* ��Ë
ttí8Q Ù ���H��°¼Ú�ö�ðB�e�&�Z����óEöZ�Zðh°±�
u�°+Ø�° ï ±�î^²
ÜZã Ý�ã�Û±Ü
T;õ�V0�f�C�6�C�,�R<i· ³ · ¤ · �mÁ�À}¾

u
Ã�½\÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�Ârº�ú9½�ÀÊ»¡Ã�¸

[0, T ]
¾¡¼6Æ
Ð#Ã�¼�»x¿ ¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼¿�»x»åÁr÷GÀ²º6¼

xu
Àý»¡»¡Ã�¼ZÂr¼

x(0) = x0
¼6»å¾ÔÂ�º�ú9½�À¶¼
»åÃ�¸

[0, T ]
µc�Z½ ÂrÀ²¾3Ð�Ã9¼�Æ²¼
÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼

u ¥ Á�ÃÆ¶¿ ¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸x¼
xu
§P¼6»å¾3»åÀ¶½�ü�Ã9Æ²À¶¼G¸Ô»¡Ã�¸

[0, T ]
»åÀ,Æý¿éÂrÀ@�@ºG¸x¼G½#¾¡À¶¼GÆ¶Æ²¼ÊÂr¼¨D9¸¡ºB÷xÏ�¼G¾

dET (u)
Âr¼Æ?Õ ¿uÄ�Ä9Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½U¼G½#¾¡¸xºG¼��7»¡Á�¸¡¾¡À¶¼Ê¿uÃUÄ,Á�À²½#¾

u
½.Õ ¼6»å¾�Ä9¿�»�»åÃ9¸{��¼B÷W¾¡À�	�¼�µ �mÀ¶½�Á�½SÁ�½|ÂrÀ²¾�Ð#Ã.Õ À²Æ.¼B»�¾¸¡º6ü�Ã�Æ¶À²¼6¸6µ

]Ê¢D�Q P�Q�B�ô�B�C�,�¢<y· ³ · ¤ · ºyý��{��þgÎ
x0

�ZÎ
T

ã!�fD1'��Nº �
u
�='�ÎO�>þ\":ý�þ Î+$-,�Ï���$-D´ÿ��>Ï �{��$ ½ Í�Ïký{$G'

ET
�='�Îhý0�K����$�Îº�(��Í�þ�'/�>þ¨�
ý?�T':�¶þXÍ�ÿ������

u
�

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv��·0¿u¸ZÏ��mÄ,Áu¾xÏ�Ç6»¡¼�9À¶Æf¼Z�rÀý»�¾x¼
n
÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B»

vi
¾x¼GÆý»�Ð#Ã�¼

dET (u).vi = eiÁ�¦
(e1, . . . , en)

¼6»å¾�Æý¿ Å9¿�»å¼(÷G¿�½�Á�½�ÀýÐ#Ã�¼ÊÂ�¼om F n µv�Z½S÷�Á�½Q»åÀýÂrÇG¸x¼
ÆÖÕ ¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾xÀ²Á�½

(λ1, . . . , λn) ∈ m F n 7−→ ET (u+

n
∑

i=1

λivi).

·0¿�¸�÷�Á�½Q»�¾x¸¡Ã9÷�¾¡À¶Á�½i�÷�Õ ¼B»�¾�Ã�½SÂ�À@�@ºGÁ�È Á�¸¡Ä9Ï�À¶»¡È ¼ÊÆ²Ár÷6¿uÆ´m¼G¾�Æ²¼(¸¡ºB»åÃ�Æ²¾ ¿{¾�»GÕ ¼G½Q»åÃ�À²¾6µ
��Ãr¾¡¸x¼GÈ ¼G½#¾�ÂrÀ²¾ ¼6½vÃ9½)Ä,Á�À¶½�¾

x1
¿{¾¡¾¡¼6À²ü�½9¿uÅ�Æ¶¼;¼G½v¾¡¼6È ÄQ»

T
Â�¼GÄ�Ã�Àý»

x0
Ä9¿�¸ Ã�½�¼¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼3¸xºGü�Ã9Æ²À¶ÇG¸x¼

x(·) uÆÖÕ ¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼�¿�÷G÷�¼B»¡»¡À²Å9Æ²¼ Acc(x0, T )
¼B»�¾/Ï�ý�"LÍ?Ïk��&t��þgÎ ý{�K���1$�ÎZ�{���a�,¼B»�¾(Ã�½O	�Á�Àý»åÀ¶½9¿�ü�¼éÂ�Ã�Ä,Á�À²½#¾

x1
µeö¹½ Ä9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ¶À²¼6¸Ê÷�¼6Æ¶¿;À¶È Ä�Æ²ÀýÐ#Ã�¼�Ð#Ã�¼ Æ¶¼ »��r»�¾xÇGÈ ¼¼6»å¾tÏ�ý�"LÍ?Ïk��&t��þgÎ�":ý�þ Î+$-,�Ï�Í�Ð�Ïk� ¿uÃ�¾¡Á�Ã9¸ÊÂ�Ã�Ä,Á�À²½#¾

x1
µ��Z½�ÄQ¿u¸xÆ²¼ ¿uÃ9»x»¡ÀMÂr¼¨"Lý?þgÎ%$8,?ÏkÍ�Ð��¶Ï �ÄÎADÏk�©Ïký�þ�ÿ����©ÏkÍ¹Î+$�Í�á��4"�Îºý?�)$��

x(·) µX�Z½;Á�År¾¡À¶¼G½#¾�¿uÀ¶½9»¡ÀeÆ¶¿ Ä9¸¡Á�ÄQÁ#»åÀ²¾xÀ²Á�½;»¡Ã�À�	{¿u½#¾¡¼�µ]Ê¢D�Q P�Q�B�ô�B�C�,��<i· ³ · ñ · º �
u
�1':Î
�>þV"Lý?þgÎ%$-,�Ïk��$8Dºÿ��>Ï �{�1$9'=�K$

[0, T ] ½ Í�Ï�ý0$G'"Ïk��'=?<'�ÎA@�&t�I�='�ÎÏký�":Í�Ïk��&t��þ Î�"Lý?þgÎ%$-,�ÏkÍ�ÐZÏk�HÏ���Ï�ý�þ�ÿÕ���©ÏkÍ¹Î+$�ÍHá��G"�Îºý��)$��tÍ0'G'Zýz"Z�¶D:��À�"L�M"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�a�
AI¼(÷�Á�¸¡Á�Æ²Æý¿uÀ¶¸¡¼
»¡Ã�Àk	u¿u½#¾�¼6»å¾�À¶È È ºBÂrÀý¿{¾6µ

ò �Q¢{�Q?C���C¢{® <i· ³ · ³ · ºXý?�¶Î
u

�>þµ":ý�þ Î+$-,�Ï�����D+ã þ �X'=�K$
[0, T ]

Îº��Ï/U��g�ë'�Í Î%$�ÍHá��G"ZÎ3ý��)$��Í<'G'�ý�"Z�¶D:�
xu

�T'G'=�g�(���
x(0) = x0

�='�Î���D+ã þ �{�®'G�K$
[0, T ]

��ÎN�0D1$�� ã$��Í0�ÅÎº��&/Ò�'
T

x(T ) ∈ ∂Acc(x0, T ).»"Ïký0$G'IÏk�M"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�
u
�='�Îc'��¶þ�ÿ��>Ï �{��$�'=�K$

[0, T ]
�

¸)�1&�Í0$-U��g�YØ�µ Ë9µ²´��+AI¼
»��r»å¾¡Ç6È ¼ZÄ,¼GÃ�¾$µG¾¡¸x¼ZÆ²Ár÷6¿uÆ¶¼GÈ ¼G½#¾Ô÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ¶¿�Å�Æ¶¼�Æ¶¼ZÆ²Á�½�üéÂeÕ Ã�½�¼Z¾¡¸ ¿����¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼(»¡À¶½�ü�Ã�Æ¶À¶ÇG¸¡¼�µg�ZÕ ¼6»å¾�Æ¶¼(÷6¿�»�ÂrÃ|»��r»å¾¡Ç6È ¼(»x÷G¿�Æ¶¿�À²¸x¼
ẋ = u3 �Á�¦UÆ²¼ ÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼ u = 0¼6»å¾�»¡À²½9ü�Ã�Æ¶À²¼6¸6µ

u�°+Ø�°+¯ Ú�æ0Þ�æ±Q@ÝmîIÞ9ãåê#æ=Ý�ã�ÛPÜGN�æMä ãåà�ÝmÛ±Ü�ã�áIÜ�Ü�á�è�áIê�Q@ÛPÜ±ÝmÞ9ßPà�áfêÑêmãåÜ9³5P�w
àåã�áIÞ9ê

Í|Á�½�¾x¸¡Á�½9»PÐ#Ã.Õ Ã�½�¼�¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼�»¡À²½9ü�Ã�Æ¶À²Ç6¸¡¼�Ä,¼GÃr¾�»å¼ZÄ9¿u¸ ¿uÈ º�¾x¸¡¼6¸P÷GÁ�È È ¼�Æý¿ Ä�¸xÁ?��¼6÷��¾¡À¶Á�½éÂ.Õ Ã�½9¼3»åÁ�Æ²Ãr¾xÀ¶Á�½YÂ.Õ Ã�½ »��r»�¾xÇGÈ ¼±Ï9¿�È À¶Æ²¾¡Á�½9À²¼6½é÷�Á�½�¾¡¸ ¿uÀ¶½#¾6µ?�±Á�½Q»åÀýÂrºG¸xÁ�½9»fÂr¼Ô½�Á�Ãc	�¼6¿�ÃÆ²¼ »��r»å¾¡Ç6È ¼(Â�¼(÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼Êü�ºG½�º6¸x¿�Æ
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), ¥ ØrµÌØ�§

Á�¦
f
¼6»å¾�Ã�½�¼ ¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾xÀ²Á�½UÂr¼ ÷�Æý¿�»x»å¼

C1 Âr¼Im F 1+n+m Â�¿�½9»hm F n µ



�uÒ �
	"��� 0��±4/%Yva�E'9PL�10��)0��10����"*E%"�>�54�P5#&0ª,Å0��)�)0ª4B%+*
T;õ�V0�f�C�6�?�Q�¿<y· ³ · ñ · A.¼��HÍ0&��¶Ï Î3ý�þg�{��þ�ÂrÃ|»��r»å¾¡Ç6È ¼ ¥ ØrµÌØ�§±¼B»�¾�Æ¶¿�� Á�½9÷W¾xÀ²Á�½

H :
m F × m F n × (

m F n \ {0}) × m F m −→ m F
(t, x, p, u) 7−→ H(t, x, p, u) = 〈p, f(t, x, u)〉

Á�¦ 〈 , 〉 ¼B»�¾�Æ²¼(Ä�¸xÁrÂrÃ�À²¾�»x÷G¿uÆý¿uÀ¶¸x¼ZÃ9»¡Ã�¼GÆIÂr¼Im F n µ
¸)�1&�Í0$-U��g� Ø�µ Ë9µ � �Im Æ�¼6»å¾ »¡Á�Ãg	�¼G½�¾ ÷GÁ�È È ÁrÂr¼�Âr¼�÷GÁ�½9»¡À¶Â�ºG¸x¼G¸

p
÷�Á�È È ¼|Ã9½�	�¼6÷�¾¡¼6Ã�¸Æ²À¶ü�½9¼�r¼G¾�¿�Æ²Á�¸x»3¿
	�¼6÷ÊÂr¼6»�½�Áu¾ ¿{¾xÀ²Á�½9»3È ¿u¾¡¸xÀ¶÷GÀ²¼6Æ²Æ¶¼6»3Á�½UÄ,¼6Ãr¾�º6÷G¸¡À¶¸x¼

H(t, x, p, u) = pf(t, x, u).

r�Á�Ã9»¹�ô¼6¸¡Á�½9»V¾¡Á�Ã���Á�Ã9¸x» Ä9¿�¸;Æý¿v»¡Ã�À}¾x¼ ÷�¼G¾å¾¡¼ ÷�Á�½>�ôÃ9»åÀ¶Á�½&±¼G¾UÆ²¼�	�¼B÷W¾x¼GÃ�¸S¿�Â
��Á�À¶½�¾S»¡¼G¸ ¿¾x¿�½�¾¡þ�¾(Ã9½O	�¼B÷W¾x¼GÃ�¸(Æ¶À¶ü�½�¼�@¾ ¿u½�¾xþu¾ Ã�½Ô	�¼6÷�¾¡¼6Ã�¸ ÷�Á�Æ²Á�½�½�¼�eÄQÁ�Ã�¸ ¿�Æ²Æ¶ºGü�¼G¸ÊÆ¶¼6»(½�Áu¾ ¿{¾¡À¶Á�½Q»Gµr�Á�Ã9»PÆý¿uÀý»¡»¡Á�½Q»P¿uÃVÆ¶¼6÷�¾¡¼GÃ9¸±Æ¶¼Z»¡Á�À¶½ Âr¼
»6Õ ¿�÷G÷�Á�È È Á�Âr¼G¸±Âr¼
÷�¼�¾¡¾¡¼"	�Á�Æ²Á�½�¾ ¿uÀ¶¸¡¼�¿uÈYÅ�À¶ü�ÃcÂ?¾¡º�µ
]Ê¢{�9 P�Q�B�C�6�C�,� <i· ³ · 6 · ºXý?�¶Î

u
�>þ�"Lý?þgÎ%$-,�Ïk��'��¶þ�ÿ��>Ï �{�1$M'G�K$

[0, T ]
Òcý0�K$�Ïk��'G?<'�ÎH@1&��B���"Lý?þgÎ%$8,?Ïk�VÔC�����=Ö ½ �ZÎ�'�ý��¶Î

x(·) ÏkÍ-Î%$�ÍHá��G"ZÎ3ý��)$��ß'��¶þ�ÿ{�>Ï �¶@�$��¼Í0'G'Zýz"Z�¶D:�f�c»"Ïký0$G'��¶Ï5�4���T':Î3���>þX�ÍLÒ�ÒXÏ �¶":Í?Î;�{ý?þ�Í�Ð='�ý�Ï �K&t��þgÎc":ý�þ Î;�¶þy�g�
p : [0, T ] −→ · ¸ n \ {0} ½ ÍLÒ�Òc��ÏFDL�®�
�G"�Îº���K$¨Í��Há�ý��ÄþgÎ ½Îº��Ï¶Ïk�MU��g��Ïk�1'®DGU1�gÍ?Î;�{ý?þ;'�'=�>�)��Í�þgÎ3�1'O'�ý�þ Îc�0D�$�� ãNDL�1'$Ògý0�K$$Òr$��1'�U1�g�©Î3ý0�>Î

t ∈ [0, T ]

ẋ(t) =
∂H

∂p
(t, x(t), p(t), u(t)), ¥ Ørµ C�§

ṗ(t) = −∂H
∂x

(t, x(t), p(t), u(t)), ¥ Ørµ J?§
∂H

∂u
(t, x(t), p(t), u(t)) = 0, ¥ Ørµ [�§

ý0¹
H

�1'�Î5Ï��O:gÍ0&��¶Ï Î3ý�þg�{��þ��0��'G?<'�ÎH@1&��a�
A¹Õ º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½ ¥ Ø�µ [�§±¼6»å¾�¿�Ä�Ä,¼GÆ¶ºG¼BDGU1�gÍ?Î;�{ý?þ2���(":ý�þ Î+$�Í?�¶þgÎ3��µ

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv��·0¿u¸3ÂrºGú9½�À²¾¡À¶Á�½imÆ¶¼Z÷GÁ�Ã�Ä9Æ²¼
(x, u)

¼6»å¾3»¡À²½�ü�Ã�Æ¶À²¼6¸Ô»åÃ�¸
[0, T ]

»¡À
dET (u)½.Õ ¼B»�¾
Ä9¿�»Z»åÃ�¸;��¼6÷�¾¡À�	�¼�µ,ùZÁ�½Q÷ À¶Æf¼��rÀ¶»å¾¡¼YÃ�½Ñ	�¼6÷�¾¡¼6Ã�¸ZÆ²À¶ü�½9¼

ψ ∈ m F n \ {0} ¾x¼GÆ0Ð#Ã�¼YÄ,Á�Ã�¸¾¡Á�Ãr¾�÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
v
Â�¿u½Q»

L∞ Á�½S¿uÀ²¾

ψ.dET (u).v = ψ

∫ T

0

M(T )M−1(s)B(s)v(s)ds = 0

·0¿�¸�÷�Á�½Q»åºBÐ�Ã9¼G½�¾
ψM(T )M−1(s)B(s) = 0

Ä.µ Ä.µ9»¡Ã�¸I» �c û$½
.

�Z½�Ä,Á�»¡¼
p(t) = ψM(T )M−1(t)

Ä,Á�Ã�¸
¾¡Á�Ãr¾
t ∈ [0, T ]

µ��ZÕ ¼6»å¾ÊÃ9½O	�¼6÷W¾x¼GÃ�¸(Æ²À¶ü�½�¼�Âr¼m F n \ {0} �¼G¾ p(T ) = ψ
µv�Z½S¿ Ä9¿�¸�ÂrºG¸xÀk	u¿{¾xÀ²Á�½

ṗ(t) = −p(t)∂f
∂x

(t, x(t), u(t)).

ö¹½SÀ¶½�¾¡¸xÁrÂrÃ9À¶»x¿u½#¾�Æ²¼�p�¿uÈ À¶Æ²¾¡Á�½9À²¼6½
H(t, x, p, u) = pf(t, x, u)

�Á�½UÁ�År¾xÀ²¼6½�¾

f(t, x(t), u(t)) =
∂H

∂p
(t, x(t), p(t), u(t)),



va�JIK�2�������±4��h#i%$*E*�0��~}��1#i03%54)* �#Ø
¼�¾

−p(t)∂f
∂x

(t, x(t), u(t)) = −∂H
∂x

(t, x(t), p(t), u(t)).

AI¿ Âr¼G¸x½�À¶ÇG¸x¼
¸x¼GÆý¿{¾xÀ²Á�½~	mÀ²¼6½�¾�Âr¼
p(t)B(t) = 0

÷G¿u¸
B(t) =

∂f

∂u
(t, x(t), u(t))

µ
¸)�1&�Í0$-U��g��Ørµ Ë�µ Ë ¥ m ½�¾¡¼6¸¡Ä9¸¡ºG¾x¿{¾xÀ²Á�½pü�ºGÁ�È ºG¾¡¸xÀ¶Ð#Ã�¼;ÂrÃ 	�¼6÷�¾¡¼6Ã�¸ ¿�Â
��Á�À²½#¾:§f�©�mÀ

u
¼6»å¾ Ã�½÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼±»åÀ¶½�ü�Ã�Æ²À¶¼G¸0»åÃ9¸

[0, T ]
¿uÆ¶Á�¸ »

u
¼6»å¾0¿�Ã9»¡»¡Àm»åÀ¶½�ü�Ã9Æ²À¶¼G¸0»åÃ�¸

[0, t]
Ä,Á�Ã�¸f¾¡Á�Ã�¾

t ∈]0, T ]
¼�¾UÂr¼�Ä�Æ¶Ã9»

p(t)
¼6»å¾;Á�¸¡¾¡Ï�Á�ü�Á�½9¿uÆ)¤�ÆÖÕ À¶È�¿uü�¼�Âr¼�ÆÖÕ ¿uÄ�Ä�Æ¶Àý÷G¿{¾xÀ²Á�½ Æ¶À¶½�º6¿�À²¸x¼

dEt(u)
µ±öP½Ä9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À¶¼G¸om È

dEt(u)
¼6»å¾ÊÃ�½ »åÁ�Ã9»��Ö¼6»¡Ä9¿�÷�¼éÂr¼tm F n Âr¼ ÷GÁrÂrÀ¶È ¼6½9»¡À²Á�½�»¡Ã�Ä,ºG¸xÀ²¼6Ã�¸¡¼ Á�ÃºGü�¿�Æ²¼I¤U´�µ

ö¹½S¼��,¼G¾f9Á�½S¿ Ä,Á�Ã9¸Ô¾xÁ�Ãr¾�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
v ∈ L∞([0, t],

m F m)

p(t)dEt(u).v = p(t)M(t)

∫ t

0

M(s)−1B(s)v(s)ds,

Á�¸
p(t) = ψM(T )M(t)−1 �Â.Õ Á�¦U¼G½SÄ�¸¡Á�Æ²Á�½�ü�¼B¿u½�¾ v(s) Ä9¿�¸ 0

»¡Ã�¸
]t, T ]



p(t)dEt(u).v = ψM(T )

∫ T

0

M(s)−1B(s)v(s)ds = ψdET (u).v = 0.

¸)�1&�Í0$-U��g�YØrµ Ë�µ Òv�+Af¿ Ä�¸xÁ�Ä,Á�»¡À²¾¡À¶Á�½ Ørµ Ë�µ Ò ¼�¾ÔÆ¶¼6»±¸¡¼6È�¿u¸ Ð�Ã9¼6»¹Ä�¸¡ºB÷�ºBÂr¼G½�¾x¼6»Ô»åÁ�½�¾±Æ¶¼6»±Ä�¸xºZ�È Àý»x»å¼B»�ÂrÃSÄ�¸¡À¶½9÷GÀ²Ä,¼(Â�ÃUÈ�¿?�mÀ¶ÈYÃ�È Âr¼(·=Á�½�¾x¸���¿�ü�À¶½.µ
u�°+Ø�°+Ø Ú�æMà�QyP�à è�áfê�Q@ÛPÜ±ÝrÞ�ßPàåáIê�êmãåÜ9³5P�à¡ã�á.Þ9ê

�±Á�½9»åÀýÂrºG¸xÁ�½Q»eÃ9½ Ä,Á�À²½#¾
(t0, x0, p0, u0)

¿uÄ�Ä9¿�¸å¾x¼G½9¿�½�¾1¤�Æ?Õ ¼G½Q»å¼6ÈYÅ�Æ²¼ÔÂr¼6»=÷�Á�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼6»

Σ =

{

(t, x, p, u) ∈ m F × m F n × m F n \ {0} × m F m | ∂H
∂u

(t, x, p, u) = 0

}

.

�mÀ�Æ¶¿op�¼B»¡»¡À²¼6½�½�¼ ( ∂2H

∂ui∂uj

)

i,j

¼6»å¾MÀ²½�	�¼G¸ »åÀ¶Å�Æ¶¼Ô¼G½�÷�¼3Ä,Á�À¶½�¾au¿�Æ²Á�¸x»0ÂeÕ ¿uÄ�¸xÇ6»=Æ¶¼Ô¾xÏ�ºGÁ�¸¡ÇGÈ ¼
Âr¼6»��ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½9»=À¶È Ä9Æ²Àý÷�À²¾¡¼B»0Æ²¼3÷GÁ�½�¾x¸xþ�Æ¶¼±»¡À¶½�ü�Ã�Æ¶À¶¼G¸=Ä,¼6Ãr¾¹»å¼3÷6¿uÆý÷�Ã�Æ¶¼G¸0÷GÁ�È È ¼ÔÃ�½�¼+�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½Âr¼

(t, x, p)
¿�ÃE	�Á�Àý»åÀ¶½9¿�ü�¼
Â�¼

(t0, x0, p0)
µ

ì)_.®#¢{©��?©�®�<i· ³ · ¤ · �Ô¿�Æ¶÷GÃ�Æ¶¼G¸�Æ²¼B»�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B»3»åÀ¶½�ü�Ã9Æ²À¶¼G¸ »3ÂrÃ|»��m»å¾¡Ç6È ¼
ẋ = y + u, ẏ = −x+ u2.�mÀPÆ²¼¼p�¿uÈ À¶Æ}¾xÁ�½�À¶¼G½ ¼B»�¾ Æ¶À¶½�º6¿uÀ¶¸x¼ ¼G½ Æ¶¼V÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�eÆý¿UÈ º�¾xÏ�ÁrÂr¼ ÷�Á�½9»¡Àý»�¾x¼�¤SÂ�ºG¸xÀk	�¼6¸Ä9¿u¸�¸x¿�Ä�Ä,Á�¸¡¾/¤

t
Æ¶¿V÷�Á�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼ ¥ Ørµ [�§�µX�±Á�½9»¡À¶Ârº6¸¡Á�½9»3ÄQ¿u¸�¼��r¼GÈ Ä�Æ¶¼ Ã�½ø'=?<'�ÎA@�&t�tÍ8Y�þX�&tý?þvý{Æ��Zþ Î+$-D:�(Æ²Àý»¡»¡¼

ẋ = f0(x) + uf1(x).m ÆQ÷�Á�½�	mÀ²¼6½�¾PÂeÕ Ãr¾xÀ²Æ¶Àý»å¼6¸¹Æ¶¼B� Á�¸¡È�¿�Æ²Àý»¡È ¼/p�¿�È À¶Æ²¾¡Á�½9À²¼6½.µ�·=Á#»åÁ�½9»
hi(x, p) = 〈p, fi(x)〉, i =

0, 1
�¼G¾

z(t) = (x(t), p(t))
µ�öP½|ÂrºG¸xÀ�	{¿u½#¾�Â�¼GÃ>�¼�ôÁ�Àý»�Æ¶¿ ÷�Á�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼ÊÁ�½UÁ�År¾¡À¶¼G½#¾

{{h1, h0}, h0}(z(t)) + u(t){{h1, h0}, h1}(z(t)) = 0,Á�¦ { , } ÂrºB»åÀ¶ü�½�¼�Æ²¼
÷�¸xÁr÷xÏ9¼�¾±Âr¼Z·=Á�Àý»x»åÁ�½i�¼G¾±Á�½�¼6½ Ârº6ÂrÃ9À}¾3ÂrÁ�½9÷�Æ²¼
÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�»åÀ¶½�ü�Ã9Æ²À¶¼G¸Ä,Á�Ã�¸L	mÃ;Ð#Ã�¼ {{h1, h0}, h1}(z(t))
½�¼(»6Õ ¿�½�½#Ã�Æ¶¼
Ä9¿�» ¥ 	�Á�À²¸o»¶´BØa½.Ä,Á�Ã�¸3Ä�Æ²ÃQ»�Âr¼ÊÂ�º�¾x¿�À²Æý»:§Wµ
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Ö ×ÙØ�ÚÙÛvÜ¼Ý-Þ �

¤ â á �%�ãè �3� â é �%��� ���

�¹í�ì î °±ïB�&ðB�H���I���Z���òñEóô¯E°1��õEöZ÷/øGð
Í�¿�À²½#¾¡¼6½9¿u½�¾af¼6½pÄ�Æ²Ã9» ÂeÕ Ã�½pÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ Â�¼;÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�IÁ�½p»¡¼ ÂrÁ�½�½�¼ Ã�½pÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼Âr¼ È À¶½�À¶È À¶»x¿{¾xÀ²Á�½ �3Ä9¿�¸¡È ÀZ¾xÁ�Ãr¾x¼6»UÆ²¼B»U»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½Q»;Â�Ã\»��r»�¾xÇGÈ ¼ ¥ Ò9µÌ�?[�§V¸x¼GÆ¶À¶¿�½�¾ x0

¤
x1
P¾x¸¡Á�Ãc	�¼G¸ Ã�½�¼�¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼�Ð#Ã�ÀZÈ À¶½�À¶È À¶»¡¼�Ã�½�¼�÷�¼6¸å¾ ¿uÀ¶½�¼Å�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½ ":ý0©>Î

C(T, u)
µ��½�¼ ¾¡¼GÆ¶Æ¶¼ ¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼�e»åÀM¼6Æ²Æ¶¼ ¼Z�rÀý»�¾x¼�e¼6»å¾ ÂrÀ²¾¡¼.ý:ÒvÎ´�)&tÍ?Ïk� Ä,Á�Ã�¸ ÷�¼�÷�Á�ª�¾6µiAPÕ ¼��mÀý»å¾¡¼G½Q÷�¼Âr¼é¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼6»�Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼6»
Â�ºGÄ,¼G½9Â Âr¼ Æ¶¿;¸xºGü�Ã�Æý¿u¸xÀ²¾¡ºéÂrÃ »��r»�¾xÇGÈ ¼é¼G¾(ÂrÃ ÷�Á�ªr¾ ¥ Ä,Á�Ã�¸Ã�½)º6½�Á�½Q÷�ºUü�º6½�ºG¸ ¿uÆ´1	�Á�À¶¸E»¶´B�>0Ò��>MÒ��
½Ä§Wµ m Æ�»¡¼UÄ,¼GÃ�¾V¿uÃ9»x»åÀ�Ð#Ã.Õ Ã�½ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼;Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ½.Õ ¼��rÀ¶»å¾¡¼ ÄQ¿�»ÊÂ�¿u½Q»
Æ¶¿U÷�Æý¿�»x»¡¼ Âr¼ ÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B»
÷�Á�½9»¡ÀýÂrºG¸xº6»f,È�¿uÀý»Z¼��rÀ¶»å¾¡¼ Â�¿�½9»
Ã�½ ¼6»¡Ä9¿�÷�¼Ä�Æ²ÃQ» ü�¸¡Á#»E�¹÷�Õ ¼B»�¾VÆ²¼|Ä�Ï�º6½�Á�È ÇG½�¼�Âr¼.AI¿
	m¸¡¼G½#¾¡À¶¼�	 ¥ 	�Á�À²¸Å»ÌØ?�
½Ä§WµPö¹½ Ä9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã9Æ²À¶¼G¸�Á�½ ¿À²½#¾¡ºG¸Lµ�¾�¤�¾x¸x¿
	{¿�À²Æ¶Æ²¼6¸éÂ�¿�½9»éÃ�½)¼B»åÄ9¿�÷�¼UÂr¼U÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼6»é÷�Á�È Ä�Æ²¼G¾ ¼G¾�Ð�Ã9À3¿�À}¾�Âr¼UÅ,Á�½�½�¼B»Ä�¸¡Á�Ä�¸xÀ²ºG¾¡º6»�Âr¼(÷GÁ�È Ä9¿�÷�À²¾¡ºt�c	�Á�À¶Æ�¤ Ä,Á�Ã�¸ Ð#Ã�Á�Ày¤ ½9Á�Ãc	�¼B¿uÃ;ÆÖÕ ¼B»åÄQ¿�÷�¼

L2 ¼6»å¾�À¶½�¾xºG¸x¼6»x»¡¿�½�¾6µ
�¹í43 ¬*ô �Z�i��ðB��$ð ñEðÙ�&°±��õið� �1����°±ðB� �I¯~����øG��öZðB�
��°+¯�° ï WUÛ5P�Þwè�áIêvê�ì�ê�ÝríIäçáIê�³¹îfÜ�î.Þ�æ�P/x
��8 õm�Q¢�|m¯p® \ · ñ · ¤ · Ó�ý?þ;'��¶��D�$�ý�þ�'�Ïk�®'=?<':ÎH@�&t�M���M"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)),ý0¹
f
�='�Î

C1 ���c· ¸ 1+n+m ��Í�þ�'t· ¸ n ½ Ïk�1'�":ý�þ Î+$-,�Ï��='
u

'�ý�þ Î�À���Í�Ïk���K$G'���Í?þ;'��>þB":ý0&)ÒcÍ�"�Î
Ω ⊂ · ¸ m ½ ��Îhý0¹äD1���Zþ Î+�g��Ï¶Ï��1&���þgÎ$ý?þOÍ#���='X":ý�þ Î+$�Í��¶þ Îº�1'�'G�K$oÏ-� DZÎ3Í�Î

c1(x) 6 0, . . . , cr(x) 6 0,ý0¹
c1, . . . cr

'�ý�þgÎ����1'�.Zý�þ�"�Î´�{ý�þ;'ß":ý�þ Î;�¶þy�g�='X'=�K$O· ¸ n �Eºyý��{��þgÎ
M0

�ZÎ
M1

���1���ä":ý0&MÆÒcÍ�"�Î+'����E· ¸ n Îº��ÏJ'�U1�g�
M1

�1'�Î&Í�"G"L�1'4'��{Ð�Ïk�����3Ò��>�T'
M0

�Kºyý��¶Î U Ï8� �Zþ�'��1&�ÐZÏ������1'�":ý�þ Î+$-,�Ï��='À��
Í?Ïk���K$G'ß��Í?þ;'
Ω

á�ý��@ÿ�þvÍ?þgÎ
M0

À
M1

�cºXý��{��þgÎ
f0 �>þX��.Zý�þr"ZÎ´�{ý�þ\����"ZÏ�Í<'G'��

C1 'G�K$· ¸ 1+n+m ½ ��Î g �>þv�c.Zý�þ�"�Î´�{ý�þø":ý�þgÎ´�¶þ��g�/'=�K$�· ¸ n � Ñ þë":ý�þ�':�¶��@1$��HÏk�M":ý0©>Î
C(u) =

∫ t(u)

0

f0(t, x(t), u(t))dt+ g(t(u), x(t(u))),

��J



��[ �
	)�9� 0��±4B%Y�f�2�������±4��h#i%µ���¨�10ª,.�)#
ý0¹
t(u) > 0

�1':Î+Î3��Ï�U��g�
x(t(u)) ∈M1

� Ñ þ¨'G�aÒ�Òcý<'���U1�g�
{ �¶Ï/�-���T'�Îº���>þ\$-DL��Ï�Òcý<'��¶Î´� .

b
Î3��Ï�U1�g�-Îºý{�>Îº�EÎ+$�Í�á��4"�Îºý?�)$��ÑÍ<'G'�ý�"��¶DL�ëÀ2�>þ¢"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�

u ∈ U �1'�ÎN�>þg� .Zý0$=&ßD�&t��þgÎhÐ:ý0$�þrDL�BÒcÍ{$
b

'=�K$
[0, t(u)] ½ �{� �a�

∃b > 0 | ∀u ∈ U ∀t ∈ [0, t(u)] ‖xu(t)‖ 6 b, ¥ C9µ²´
§
{ Òcý{�K$IÎºý{�>Î

(t, x) ∈ · ¸ 1+n ½ Ï8� ��þ;'���&tÐ�Ïk�����1'/�
�G"�Îº���K$G'��a�¶Îº�1'G'Z��Í{��ÿ{&��Zþ ÎAD
Ṽ (t, x) = {(f0(t, x, u), f(t, x, u)) | u ∈ Ω} ¥ C9µ ��§

�1':Î�":ý�þ����4���f�»"Ïký0$G'��¶Ï5�4���T'�Îº�ß�>þ�":ý�þgÎ%$-,�Ïk�~ýLÒXÎ;�)&�Í�Ï
u

'=�K$
[0, t(u)]

Î3�ZÏEU��g��ÏkÍ-Î%$�Í�á��4"�Îºý?�)$��~Í0'4'�ý�"��¶D:�á�ý��¶þgÎ
M0

À
M1

��þ.Î3��&/Ò�'
t(u)

��Î$��þ2"Lý{©>ÎN&H�¶þ �)&tÍ?Ïk�
�ÔÀ¶¼G½�¼6½�¾x¼G½9ÂrÃvÄ,Á�Ã�¸éÃ�½pÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ Âr¼;÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�Á�Ä�¾¡À¶È ¿�Æ$¤S¾¡¼6È Ä9» ú9½Q¿uÆPúc�rº Á�½À²È Ä,Á�»¡¼

t(u) = T ¥ ¼�¾ ¼6½pÄ9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ²À¶¼G¸éÁ�½v»¡Ã�Ä�Ä,Á�»¡¼ Ð#Ã�¼;Æ¶¿�÷GÀ²Å�Æ¶¼ M1
¼B»�¾ ¿�÷G÷G¼6»x»åÀ¶Å�Æ¶¼Âr¼GÄ�Ã9À¶»

M0
¼G½;¾x¼GÈ Ä9»

T
§�µ

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�)AI¿ Ä�¸x¼GÃc	�¼Ê¼6»å¾�»�¾x¸¡Àý÷W¾x¼GÈ ¼G½#¾�»¡¼GÈYÅ�Æý¿uÅ9Æ²¼I¤ ÷G¼GÆ¶Æ²¼ ÂrÃ;¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼(Ø�µ ��µ²´�À²ÆI»¡Ã>= ¾�Âr¼(¸x¿�À¶»¡Á�½�½9¼G¸3»¡Ã�¸�Æ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼(¿uÃ�ü�È ¼G½�¾xº
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)),

ẋ0(t) = f0(t, x(t), u(t)),

¼G½ ÷�Á�½9»¡À¶Ârº6¸x¿�½�¾�Ã�½�¼w»åÃ�À²¾¡¼)È À¶½�À¶È À¶»x¿u½#¾¡¼
(xn(·), un(·)) µ¨Af¿�Ä�¸xÀý»å¼p¼6½ ÷�Á�È Ä�¾¡¼)Âr¼÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼6»�»åÃ�¸�ÆÖÕ º�¾x¿u¾�½9¼ÊÄ,Á#»å¼(¿uÃQ÷�Ã�½UÄ�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼�µ

¸)�1&�Í0$-U��g�ÑC9µ ��µ¶´��H�Z½wÄQ¼6Ãr¾VÈ Á�½#¾¡¸x¼G¸ Ã9½w¸xº6»¡Ã�Æ²¾x¿{¾�Ä�Æ¶Ã9»�ü�º6½�ºG¸ ¿uÆ3Á�¦wÆÖÕ ¼6½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼|Âr¼ÂrºGÄ9¿�¸å¾
M0

¼�¾|Æ¶¿w÷GÀ²Å�Æ¶¼
M1

Ârº6Ä,¼G½9Âr¼6½�¾�ÂrÃ\¾¡¼6È Ä9»
t
�¿uÀ¶½9»åÀ(Ð#Ã�¼ Æ²¼�ÂrÁ�È�¿uÀ¶½�¼ Âr¼6»÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼6»

Ω
»åÃ�¸�Æ²¼ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ ¥ 	�Á�À²¸I» Ò��
½Ä§Wµ

��°+¯�°+¯ WUÛ5P�Þwè�áIêvê�ì�ê�ÝríIäÿáfê�æ�� Ü�áIê
�Z½S¿ Ä,Á�Ã9¸�Æ²¼B»�»��m»å¾¡Ç6È ¼6»�¿�=�½�¼B»3Æ²¼(¸xº6»¡Ã�Æ}¾ ¿{¾�»¡Ã�Àk	u¿u½�¾Bµ

]Ê¢{�9 P�Q�B�C�6�C�,� \ · ñ · ñ · Ó ý�þ�':�¶��D1$�ý?þ;'�Ï��/'=?<'�ÎA@�&��HÍ�Y þv�M��Í?þ;'9· ¸ n

ẋ = f0(x) +

m
∑

i=1

uifi(x) , x(0) = x0, x(T ) = x1,
¥ C9µ Ë�§

Í0���4"HÏk�(":ý0©>Î
CT (u) =

∫ T

0

m
∑

i=1

u2
i (t)dt,

¥ C9µ Ò�§
ý0¹

T > 0
�1'�Î�ã!�fD���Î/ÏkÍ¨"�ÏkÍ0'4'�� U ���1'ß"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�1'�Í��0&��T'4'��{Ð�Ïk�1'¼�='�Î/Ïk��'�ý0�f'=Æ���þ;'���&tÐ�Ïk����

L2([0, T ],
· ¸ m)

Îº��Ï!U1�g�
É�� ∀u ∈ U xu

�1'�Î$Ð��{��þ2��D¶ã5þg�{�®'=�K$
[0, T ] �È�� ∃BT | ∀u ∈ U ∀t ∈ [0, T ] ||xu(t)|| 6 BT

�



�a� ¾;�¼%Eü"0�*i�1%c�M�1%¿'"% �±4/���?%O�B���$0ª4B%+*ø���"�10ª,Ñ�)#i%$* ���
º �
x1

�1'�ÎIÍ�"4":�='G'��{Ð�Ïk�¨���ºÒr�>�T'
x0

�Zþ}Î3�1&)Òy'
T ½ Í�Ïký{$G'¼�¶ÏB�4���Ç'�Î3���>þ*":ý�þgÎ%$-,�Ïk�.ýLÒvÎ´�)&tÍ?Ï$��ZÏ �{Í?þgÎ

x0
À
x1
�

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�¨�±Á�½9»¡À¶Â�ºG¸xÁ�½9»PÃ�½9¼Ê»åÃ9À}¾x¼ÊÂr¼Ê÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼6»
(u

(n)
i (t))n∈ Ï Ð ¾¡¸ ¿u½9»��ôºG¸ ¿u½#¾ x0¼G½

x1
,¾x¼GÆ¶Æ¶¼ Ð#Ã�¼ Æ¶¼GÃ�¸(÷GÁ�ªr¾
¾x¼G½9Â�	�¼G¸ »ZÆý¿;Å,Á�¸x½�¼éÀ¶½>�ôºG¸xÀ¶¼GÃ�¸x¼ Â�¼6»Ê÷GÁ�ªr¾ »ÊÂr¼6»Ê÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼6»¸¡¼6Æ²Àý¿u½#¾
x0

¤
x1
µ �mÁ�À²¾

x(n) Æý¿é¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼Ê¿�»x»åÁ�÷�À¶ºG¼
¿�ÃS÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ u(n) y�{� �a�

x(n)(t) = x0 +

∫ T

0

(

f0(x
(n)(t)) +

m
∑

i=1

u
(n)
i (t)fi(x

(n)(t))

)

dt.

A.¼6»
u

(n)
i

»¡Á�½#¾�Å,Á�¸x½�ºB»3Â�¿�½9»
L2([0, T ],

m F m)
�¼�¾�Ä9¿u¸�÷GÁ�È Ä9¿�÷GÀ}¾xº"�C¿�À²Å9Æ²¼�

∃(nk)k∈ Ï Ð | u(nk)
i ⇀

k→+∞
vi ∈ L2([0, T ],

m F m).

m ÆQ¼6»å¾±Ä9¿�¸±¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ9¸x»��C¿�÷�À¶Æ²¼ZÂr¼)	�Á�À²¸±Ð#Ã�¼�Æý¿ »¡Ã�À²¾¡¼
ẋ(nk) ¼6»å¾±Å,Á�¸x½�ºG¼�Â�¿�½9» L2([0, T ],

m F n)
¼�¾�Ä9¿u¸�÷GÁ�½9»¡º6Ð#Ã�¼6½�¾

x(nk) ¼6»å¾�ÅQÁ�¸¡½9ºG¼(Â�¿u½9» H1([0, T ],
m F n)

�¼�¾�Ä9¿�¸3¸xºZ«9¼��rÀk	mÀ²¾¡º�

∃(nkp
)p∈ Ï Ð | x(nkp ) H1

⇀ x ∈ H1([0, T ],
m F n)

�Z¸
H1 �↪→ C0 �Â�Á�½9÷

x(nkp ) � Í�� � ÌF�����j���AÍE�−−−−−−−−−→ x
»åÃ�¸

[0, T ]
µv�Z½S÷�Á�½Q÷�Æ¶Ãr¾�¿�Æ²Á�¸x»3¿�À¶»¡ºGÈ ¼G½#¾Ä9¿u¸�Ä9¿�»¡»x¿uü�¼¨¤ Æ¶¿ Æ¶À¶È À}¾x¼ Ð#Ã�¼

x(t) = x0 +

∫ t

0

(

f0(x(t)) +

m
∑

i=1

vi(t)fi(x(t))

)

dt

¼�¾�Ð#Ã�¼
x(T ) = x1

µ
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� �`� á æ �hé � �åä ������� ä¦� ���
� â á �%�¢¥ ��� � á

ù
¿u½9»�÷�¼�¾¡¾¡¼Y»å¼B÷W¾xÀ²Á�½UÁ�½|ÂrÁ�½�½�¼(Ã�½�¼�	�¼G¸ »¡À²Á�½;ü�º6½�ºG¸ ¿uÆ¶¼ÊÂ�ÃSÄ�¸xÀ²½Q÷�À¶Ä,¼ ÂrÃSÈ�¿��rÀ¶ÈYÃ�ÈÂr¼ ·=Á�½�¾¡¸L��¿�ü�À¶½.µv�±¼Ê¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼(¼B»�¾ZÂ�À@=V÷�À¶Æ¶¼©¤�Ârº6È Á�½�¾x¸¡¼6¸6µ�ö¹½�¸x¼�	{¿�½9÷xÏ9¼ÊÆ¶Á�¸ »¡Ð#Ã.Õ À¶Æe½.Õ �¿(Ä9¿�»PÂ�¼�÷GÁ�½�¾x¸ ¿uÀ¶½�¾¡¼�»¡Ã�¸PÆ¶¼�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼�uÆý¿(Ä�¸x¼GÃc	�¼�¼B»�¾Ô»¡À²È Ä�Æ¶¼��¼G¾PÁ�½V¿u¸x¸¡À�	�¼�¿uÃ�Ä�¸xÀ¶½9÷�À¶Ä,¼ÂrÃéÈ�¿��rÀ¶ÈYÃ�ÈÑÂrÀ²¾1�C¿�À²Å�Æ¶¼�µ��ZÕ ¼B»�¾�¤Z÷G¼�¾¡¾¡¼$	�¼6¸x»¡À²Á�½ Ä�Æ¶Ã9»0»¡À²È Ä�Æ¶¼3Ð#Ã�¼±½9Á�Ã9»0¿uÆ¶Æ²Á�½9»=ÂeÕ ¿uÅ,Á�¸ Â½�Á�Ã9»�À²½#¾¡ºG¸x¼6»x»¡¼G¸Bµm·¹Ã�Àý»�½�Á�Ã9»3Ä9¿�»¡»¡¼G¸xÁ�½9»3¿uÃS÷G¿�»3ü�ºG½9ºG¸ ¿uÆÖµ

� í�ì Ù �����&�©�~�o+�©�H�&°±���Z�H��ð���ó¼°eöZð $���H�&°
Ú�ö�ð ù¼¯E°1�Z�Õ$��¯�ð
ñEó øG� ô ��ø óEø �����ZõEöZð

� ° ï ° ï � á«â�Þ�ÛE´
à�íIäçá`è�á � æ
³¹Þ�æMÜ9³¹á
�±¼ Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ »¡À¶È Ä9Æ²À²ú9º ¼B»�¾ÊÆ¶¼ »¡Ã�À�	{¿u½#¾6µ&�Z½ ÷xÏ�¼6¸x÷ Ï�¼ Â�¼6»Ê÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½9»
½�ºB÷�¼6»x»¡¿�À¶¸¡¼6»ÂeÕ Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶À²¾¡º(Ä,Á�Ã�¸�Æ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), ¥ Jmµ¶´a§
Á�¦(Æ¶¼6»f÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B»

u(·) ∈ U »åÁ�½�¾=Ârº�ú9½�Àý»f»¡Ã�¸ [0, T ]
¼G¾fÆ²¼B».¾¡¸ ¿�� ¼B÷W¾xÁ�À¶¸¡¼B».¿�»x»¡Ár÷�À¶ºG¼6».ÂrÁ�Àk	�¼6½�¾	�ºG¸xÀ}ú9¼6¸

x(0) = x0
¼G¾
x(T ) = x1

¸6Æ¶¼PÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼¹¼B»�¾=Âr¼±È À¶½�À¶È À¶»¡¼G¸fÃ9½Y÷�Á�ªr¾=Âr¼PÆý¿h�ôÁ�¸¡È ¼

C(u) =

∫ T

0

f0(t, x(t), u(t))dt, ¥ JmµÌ��§
Á�¦

T
¼B»�¾�úc�rº�µ

�Z»¡»¡Ár÷�À¶Á�½Q»3¿uÃS»��r»å¾¡Ç6È ¼ ¥ Jmµ¶´a§±Æ¶¼�'G?<'�ÎH@1&��HÍ{��ÿ{&��Zþ ÎAD »¡Ã�À�	{¿u½#¾
ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)),

ẋ0(t) = f0(t, x(t), u(t)),
¥ Jmµ Ë�§

´f��´



´f��� �
	)�9� 0��±4B%¢¡<�#�54B0��M�10H� %ã'#��,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0��
¼�¾ ½�Áu¾xÁ�½9»

x̃ = (x, x0)

f̃ = (f, f0)

µ�AI¼;Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ ¸x¼�	mÀ¶¼G½�¾ ÂrÁ�½9÷~¤�÷xÏ�¼6¸x÷ Ï�¼G¸ Ã�½�¼¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼Z»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½;Âr¼ ¥ Jmµ Ë�§y��Á�À¶ü�½Q¿u½�¾ÔÆ¶¼6»±Ä,Á�À²½#¾x» x̃0 = (x0, 0)
¼�¾
x̃1 = (x1, x

0(T ))
¼�¾�È À²½�À¶È Àý»¡¿�½�¾�Æ¶¿�Âr¼G¸x½�À²Ç6¸¡¼(÷�ÁmÁ�¸xÂ�Á�½�½�º6¼

x0(T )
µA¹Õ ¼G½Q»å¼6ÈYÅ�Æ²¼�Âr¼B»Vº�¾x¿u¾x» ¿�÷6÷�¼B»¡»¡À²Å9Æ²¼B»�¤ ÄQ¿u¸¡¾¡À¶¸ Âr¼

x̃0
Ä,Á�Ã�¸ Æ²¼�»��r»�¾xÇGÈ ¼ ¥ Jmµ Ë�§ ¼B»�¾

Ãcc(x̃0, T ) =
⋃

u(·)
x̃(T, x̃0, u)

µ
A.¼(Æ²¼6È È ¼ ÷G¸¡Ã9÷GÀ¶¿�Æ@¼B»�¾�¿uÆ¶Á�¸ »ÔÆ²¼ »åÃ9Àk	u¿u½�¾Bµ

�P®m¯p¯�®V�y· ¤ · ¤ · º �iÏ��O":ý�þ Î+$-,?Ïk�
u
Í<'G'�ý�"��¶DIÍ{��'=?<'�ÎA@�&��O����"Lý?þgÎ%$8,?Ïk�(ÔEba�)É=Ö��1':Î�ý:ÒvÎ´�)&tÍ?ÏÒcý0�K$.Ïk�2":ý0©>ÎÕÔ=b
�ÇÈ1Ö ½ Í?Ïký0$G'.�¶Ï¨�1'�ÎX'��¶þ�ÿ��>Ï �{��$V'G�K$

[0, T ]
Ògý0�K$.Ïk�¨'=?<'�ÎA@�&t�OÍ{��ÿ{&��Zþ ÎADÔ=b
��=Ö��

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�)r�Áu¾xÁ�½9»
x̃
Æ¶¿(¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼�¿�»x»åÁr÷GÀ²º6¼��»åÁ�Æ²Ãr¾xÀ²Á�½VÂrÃ;»��r»å¾¡ÇGÈ ¼Z¿uÃ�ü�È ¼G½�¾xº

¥ Jrµ Ë�§�mÀý»¡»¡Ã�¼ÊÂr¼ x̃0 = (x0, 0)
µcA.¼Ê÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼

u
º�¾x¿�½�¾�Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ@Ä,Á�Ã�¸3Æ¶¼Ê÷�Á�ªr¾ ¥ JmµÌ��§�rÀ²Æe¼G½¸¡ºB»åÃ�Æ²¾¡¼�Ð�Ã9¼�Æ¶¼�Ä,Á�À²½#¾

x̃(T )
¿uÄ9Ä9¿u¸¡¾¡À¶¼G½#¾5¤ÊÆ¶¿¨�ô¸xÁ�½#¾¡À¶ÇG¸x¼�Âr¼�ÆÖÕ ¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼

Ãcc(x̃0, T ) ¥ 	�Á�À²¸ú9ü�Ã�¸x¼¨Jmµ¶´a§�µ�ö¹½V¼��,¼G¾Ô»¡À²½9Á�½i�À²ÆQ¼��rÀ¶»å¾¡¼6¸x¿�À}¾PÃ�½¹	�Á�Àý»åÀ¶½9¿�ü�¼�ÂrÃVÄ,Á�À¶½�¾
x̃(T ) = (x1, x

0(T ))Â�¿u½9»
Ãcc(x̃0, T )

÷GÁ�½�¾x¼G½9¿�½�¾fÃ�½ Ä,Á�À²½#¾
ỹ(T )

»¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½ ÂrÃY»��r»�¾xÇGÈ ¼ ¥ Jmµ Ë�§e¼�¾f¾¡¼GÆmÐ#Ã�¼PÆÖÕ Á�½¿uÀ²¾
y0(T ) < x0(T )

B÷�¼±Ð#Ã�À#÷�Á�½�¾¡¸x¼6Â�À²¸ ¿uÀ²¾.ÆÖÕ Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶À}¾xº±ÂrÃY÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
u
µ6·M¿u¸f÷GÁ�½9»¡º6Ð#Ã�¼6½�¾aÂeÕ ¿�Ä�¸xÇ6»eÆ¶¿3Ä9¸¡Á�Ä,Á�»¡À}¾xÀ²Á�½ÊØ�µ Ë9µ²´�WÆ¶¼¹÷GÁ�½�¾x¸xþ�Æ¶¼

u
¼6»å¾IÃ�½ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼M»¡À²½9ü�Ã�Æ¶À²¼6¸eÄ,Á�Ã�¸.Æ¶¼¹»��r»�¾xÇGÈ ¼¿uÃ�ü�È ¼6½�¾xº ¥ Jmµ Ë�§Ô»åÃ�¸ [0, T ]

µ

¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤g¤

¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥g¥

x

x0

x1

x0(T )

Ãcc(x̃0, T )

ùhúÄû+ü Jrµ²´ Ë ö¹½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼ ¿�÷G÷�¼B»¡»¡À¶Å�Æ²¼(¿uÃ�ü�È ¼6½�¾xº�µ

ù
¿u½9» Æ¶¿|»¡À}¾xÃ9¿{¾xÀ²Á�½�ÂrÃ Æ¶¼GÈ È ¼�fÂeÕ ¿uÄ�¸xÇ6»(Æ¶¿SÄ�¸xÁ�Ä,Á#»åÀ²¾¡À¶Á�½ Ørµ Ë�µ ÒgeÀ¶ÆP¼Z�rÀý»�¾x¼�Ã�½�¼V¿�Ä>�Ä�Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½
p̃ : [0, T ] −→ m F n+1 \ {0} ¾¡¼GÆ¶Æ¶¼ Ð#Ã�¼ (x̃, p̃, ũ)

»¡Á�À²¾é»åÁ�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½�ÂrÃv»��r»å¾¡Ç6È ¼Ï9¿uÈ À¶Æ}¾xÁ�½�À¶¼G½

˙̃x(t) =
∂H̃

∂p̃
(t, x̃(t), p̃(t), u(t)), ˙̃p(t) = −∂H̃

∂x̃
(t, x̃(t), p̃(t), u(t)), ¥ Jmµ Ò�§

∂H̃

∂u
(t, x̃(t), p̃(t), u(t)) = 0 ¥ Jrµ Ø�§

Á�¦
H̃(t, x̃, p̃, u) = 〈p̃, f̃(t, x̃, u)〉 µ



¡z�Ç����±�"*I*>���"*ß�������±4/�/0����1%Ñ*
��4�#&%������H�±4��h#&%��=�+4B0��(�10H�5%Ñ'#�~,.��ü"0ª,¢��,��>�/0ª!h#i%�´a��Ë
ö¹½�ºB÷�¸xÀk	{¿�½�¾

p̃ = (p, p0) ∈ (
m F n × m F

) \ {0} @Á�¦ p0 ¼B»�¾Ê¿�Ä�Ä,¼GÆ¶ºG¼H	{¿�¸¡Àý¿uÅ�Æ¶¼YÂ�Ã9¿uÆ¶¼ÂrÃ|÷�Á�ª�¾f�Á�½UÁ�År¾xÀ¶¼G½�¾

(ṗ, ṗ0) = −(p, p0)











∂f

∂x
0

∂f0

∂x
0











,

ÂeÕ Á�¦`¼G½«Ä9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À¶¼G¸
ṗ0(t) = 0

�÷uÕ ¼6»å¾��3¤�� ÂrÀ¶¸¡¼ Ð#Ã�¼
p0(t)

¼6»å¾�÷�Á�½9»å¾x¿u½#¾�»åÃ9¸
[0, T ]

µ�±Á�È È ¼ÊÆ²¼o	�¼B÷W¾x¼GÃ�¸
p̃(t)

¼B»�¾�Ârº�ú9½9Ài¤ »x÷G¿�Æ¶¿�À²¸x¼ZÈYÃ�Æ²¾¡À¶Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾¡Àk�0Ä�¸xÇ6»fmÁ�½S÷xÏ�Á�À¶»¡À²¾
p0 6 0

µ·0¿�¸�¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ9¸x»f
H̃ = 〈p̃, f̃(t, x, u)〉 = pf + p0f

9ÂrÁ�½Q÷
∂H̃

∂u
= 0 = p

∂f

∂u
+ p0 ∂f

0

∂u
.

DfÀ¶½9¿�Æ²¼6È ¼6½�¾�Á�½S¿ Á�År¾x¼G½#ÃSÆ?Õ ºG½9Á�½9÷Gº(»åÃ�À�	{¿�½�¾Bµ
��8 õm�Q¢�|m¯p®w�i· ¤ · ñ ¥ ·¹¸xÀ²½9÷GÀ²Ä,¼;Â�ÃpÈ ¿?�rÀ²ÈYÃ9È��C¿uÀ¶Å�Æ¶¼a§ · ºv�/Ïk�V"Lý�þ Î+$-,?Ïk�

u
Í<'G'�ý�"��¶DÅÍ{�'G?<'�ÎH@1&������O"Lý�þ Î+$-,?Ïk�XÔEba�)ÉGÖH�1'�Î±ýLÒvÎ´�)&�Í�Ï�Ògý0�K$BÏk�O"Lý{©>ÎNÔ=b
�ÇÈ1Ö ½ Í�Ïký{$G'B�¶Ïv�-���T'�Î3���>þv�)Í:Ò�ÒXÏ �)Æ"LÍ?Î;�{ý�þ

p(·) Í�Ð='�ý�Ï �K&t��þgÎO"Lý?þgÎ´�¶þ��g��'G�K$
[0, T ] ½ À��
Í?Ïk���K$G'ß��Í?þ;'®· ¸ n ½ ÍLÒ�Òg�ZÏFD:�#���4"�Îº���K$Í��Há�ý?�¶þ Î ½ ��ÎX�>þ¢$-DL��Ï

p0 6 0 ½ Îº��ÏJ'¨U1�g�ÅÏ��ä":ý0�aÒXÏk�
(p(·), p0)

�1'�Î©þvý?þ(Î%$��)�a�ÄÍ?Ï ½ ��Î©Ïk�1'D4U��gÍ�Î´�{ý�þ�'�'G�>�)��Í�þ Îº�1'O'�ý�þ ÎN�<D�$�� ãND:�='hÒcý0�K$$Òr$��='�U��g�©Îºý{�>Î
t ∈ [0, T ]

ẋ(t) =
∂H

∂p
(t, x(t), p(t), p0, u(t)), ¥ Jrµ C�§

ṗ(t) = −∂H
∂x

(t, x(t), p(t), p0, u(t)), ¥ JrµÊJ�§
∂H

∂u
(t, x(t), p(t), p0, u(t)) = 0, ¥ Jmµ [�§

ý0¹
H

�1'�Î5Ï��U�HÍ0&��¶Ï Î3ý�þg�{��þÔÍ<'G'�ý�"��¶DtÍ0��'=?z'�ÎH@1&��BÔEb
�)ÉGÖ~�ZÎhÍ{�¨":ý0©>Î�ÔEba�ÇÈ�Ö
H(t, x, p, p0, u) = 〈p, f(t, x, u)〉 + p0f0(t, x, u). ¥ Jrµ ��§

� ° ï °+¯ � á«â�Þ�ÛE´
à�íIäçá`è�á ¦�æeìPá.Þ9w5� æ
³¹Þ9æMÜ�³Pá
�Z½UÈ ÁrÂrÀ²ú9¼ÊÆ¶¼(Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼
Ä9¸¡ºB÷�º6Â�¼G½�¾�¼G½SÀ²½#¾¡¸xÁrÂrÃ�Àý»¡¿�½�¾�Æ¶¼(÷GÁ�ªr¾

C(t, u) =

∫ t

0

f0(s, xu(s), u(s))ds+ g(t, xu(t)), ¥ Jrµ²´a��§
¼�¾3Á�¦ Æ¶¼�¾x¼GÈ Ä9»±ú9½9¿�Æ

t
½.Õ ¼6»å¾3Ä9¿�»Púc�rº�µ>�mÁ�À}¾

M1
Ã�½�¼¨	{¿u¸xÀ¶º�¾¡º
Âr¼"m F n µ>A.¼ZÄ9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼ZÂr¼÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
Á�Ä�¾¡À¶È ¿�Æe¼B»�¾�¿uÆ¶Á�¸ »3Âr¼(ÂrºG¾¡¼6¸¡È À¶½�¼G¸�Ã9½�¼Ê¾¡¸ ¿
��¼B÷W¾xÁ�À¶¸¡¼Ê»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½SÂr¼

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(0) = x0,

Á�¦ÊÆ¶¼6».÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ¶¼6»
u(·) »¡Á�½�¾fÂ�¿u½9»eÆÖÕ ¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼ U Âr¼6»I÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼6»e¿�ÂrÈ À¶»x»¡À²Å�Æ¶¼6».»¡Ã�¸ [0, te(u)[ ¾¡¼GÆ¶Æ¶¼(Ð#Ã�¼

x(T ) ∈M1
�¼G¾�Âr¼ÊÄ9Æ²Ã9»

x(·) È À¶½�À²È Àý»¡¼(»¡Ã�¸ [0, T ]
Æ²¼ ÷�Á�ªr¾ ¥ Jmµ¶´f��§�µ



´f�uÒ �
	)�9� 0��±4B%¢¡<�#�54B0��M�10H� %ã'#��,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0��
�mÃ�Ä9Ä,Á�»¡Á�½9»�Ð#Ã�¼ÊÆý¿�	{¿�¸¡À¶º�¾xº

M1
¼B»�¾�ÂrÁ�½�½�ºG¼(Ä9¿u¸

M1 = {x ∈ m F n | F (x) = 0},
Á�¦
F
¼6»å¾0Ã�½�¼$� Á�½9÷W¾xÀ²Á�½ Âr¼3÷�Æý¿�»x»å¼

C1 Âr¼$m F n Â�¿�½9»1m F p µ{ö¹½éºB÷�¸xÀk	u¿u½�¾ F = (F1, . . . , Fp)Á�¦UÆ¶¼6»$�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½9»
Fi
»åÁ�½�¾/¤�	u¿uÆ¶¼GÃ�¸ »Ô¸xºG¼GÆ¶Æ¶¼6»�rÀ¶Æi	mÀ²¼6½�¾
M1 = {x ∈ m F n | F1(x) = · · · = Fp(x) = 0},

¼�¾�Âr¼(Ä�Æ¶Ã9»3ÆÖÕ ¼6»¡Ä9¿�÷G¼Z¾ ¿u½�ü�¼G½�¾)¤
M1

¼6½UÃ�½SÄ,Á�À¶½�¾
x ∈M1

¼B»�¾
TxM1 = {v ∈ m F n | ∇Fi(x).v = 0, i = 1, . . . , p}.

m ½�¾x¸¡Á�ÂrÃ�Àý»åÁ�½9»3¿�Æ²Á�¸x»ÔÆÖÕ ¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾¡À¶Á�½
h(t, u) = (F ◦ E(t, u), C(t, u)).

¸)�1&�Í0$-U��g�ÅJmµ¶´�µ¶´��¨A¹Õ ¿uÄ�Ä�Æ¶Àý÷G¿{¾xÀ²Á�½
h
½.Õ ¼6»å¾ Ä9¿�»¨�ôÁ�¸x÷GºGÈ ¼G½#¾YÂrÀ@�@ºG¸x¼G½#¾¡Àý¿uÅ�Æ¶¼V¿�Ã »¡¼G½9» Âr¼D�¸xº6÷ Ï�¼�¾Bµ&�±¼GÆý¿;Â�ºGÄ,¼G½9Â�¼G½�¼��,¼�¾ Âr¼ Æ¶¿;¸¡º6ü�Ã�Æý¿u¸xÀ²¾¡ºéÂrÃ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼

u
µ&�mÀMÄ9¿u¸Ê¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼

u¼6»å¾�÷GÁ�½�¾xÀ²½mÃU¼6½
t
9¿uÆ¶Á�¸ »

∂E

∂t
(t, u) = f(t, x(t), u(t)).

ùZ¿�½9»
Æ¶¼6»(÷G¿uÆý÷�Ã�Æý»ÊÐ#Ã�À¹»åÃ�À�	�¼G½#¾feÁ�½�Á�Ã�Å�Æ¶À²¼ ÷G¼�¾å¾x¼�ÂrÀ@=V÷GÃ�Æ}¾xº ¼�¾(Á�½ »¡Ã�Ä�Ä,Á#»å¼ Ð#Ã�¼
h
¼B»�¾ÂrÀ@�@ºG¸x¼G½#¾¡Àý¿uÅ�Æ¶¼�µ

A.¼¼�C¿uÀ²¾ »¡Ã�À�	{¿u½#¾é¼B»�¾ Ã�½�¼S÷�Á�½9»¡º6Ð#Ã�¼6½9÷�¼ À¶È È ºBÂrÀ¶¿u¾¡¼UÂrÃp¾xÏ�ºGÁ�¸¡Ç6È ¼;Âr¼6»©�ôÁ�½Q÷W¾¡À¶Á�½Q»À²È Ä�Æ¶Àý÷�À²¾¡¼6»6µ
�P®m¯p¯�®V�i· ¤ · ³ · º ���>þÕ":ý�þ Î+$-,�Ï��

u
�1'�Î�ý:ÒvÎ´�)&tÍ?Ïy'G�K$

[0, T ]
Í�Ïký{$G')Ï8� ÍLÒ�ÒvÏ@�¶":Í?Î;�{ý?þ

h
þ^� �='�ÎÒcÍ<'/'=�gÐ1&��1$G'��)����Í0��Òcý��¶þ Î

(T, u)
�

·M¿u¸=÷GÁ�½9»¡º6Ð#Ã�¼G½#¾=Â�¿u½Q»f÷�¼±÷6¿�»IÆÖÕ ¿�Ä�Ä�Æ¶À¶÷6¿{¾xÀ²Á�½
dh(T, u)

½IÕ ¼B»�¾=Ä9¿�»=»åÃ�¸;��¼6÷�¾¡À�	�¼�B¼�¾0ÂrÁ�½9÷À²Æ@¼Z�rÀý»�¾x¼ZÃ�½¼	�¼B÷W¾x¼GÃ�¸Ô½�Á�½�¾x¸xÀk	mÀý¿uÆ
ψ̃1 = (ψ1, ψ

0) ∈ m F n × m F%Ð#Ã�À@¼6»å¾ÔÁ�¸¡¾¡Ï9Á�ü�Á�½9¿uÆQÂ�¿�½9»m F p+1 ¤�m È
dh(T, u)

i�{� �a�
ψ̃1dh(T, u) = 0.�±¼6÷�À.À¶È Ä9Æ²ÀýÐ#Ã�¼(Æ²¼B»�Âr¼6Ã>�;ºGü#¿uÆ¶À}¾xº6»3¿�ÃUÄ,Á�À¶½�¾

(T, u)

ψ1
∂

∂t
F ◦ E + ψ0 ∂C

∂t
= 0, ¥ Jmµ¶´�´a§

ψ1
∂

∂u
F ◦ E + ψ0 ∂C

∂u
= 0. ¥ Jmµ¶´B��§

·=Á#»åÁ�½9»
C0(t, u) =

∫ t

0

f0(s, xu(s), u(s))ds,

Âr¼ »åÁ�¸å¾x¼ÊÐ#Ã�¼
C(t, u) = C0(t, u) + g(t, xu(t)) = C0(t, u) + g(t, E(t, u)).



¡z�Ç����±�"*I*>���"*ß�������±4/�/0����1%Ñ*
��4�#&%������H�±4��h#&%��=�+4B0��(�10H�5%Ñ'#�~,.��ü"0ª,¢��,��>�/0ª!h#i%�´a��Ø
�&	�¼6÷(÷�¼G¾å¾¡¼(½9Áu¾x¿u¾¡À¶Á�½UÀ²Æi	mÀ¶¼G½�¾a9÷�Á�È Ä�¾¡¼Z�Ö¾¡¼6½#Ã|Âr¼ ∂C0

∂t = f0 ¼G¾ ∂E
∂t = f


∂C

∂t
= f0 +

∂g

∂t
+
∂g

∂x
f,

¼�¾
∂C

∂u
=
∂C0

∂u
+
∂g

∂x

∂E

∂u
,

¿uÃUÄ,Á�À¶½�¾
(T, u)

µ�ö¹½S¸x¼GÄ,Á�¸å¾ ¿u½�¾�Â�¿u½9»�Æ²¼B»3¸x¼GÆý¿{¾¡À¶Á�½Q» ¥ Jrµ²´�´a§±¼�¾ ¥ Jrµ²´D��§PÁ�½UÁ�År¾xÀ²¼6½�¾

ψf + ψ0(f0 +
∂g

∂t
) = 0, ¥ Jrµ²´BË�§

ψ
∂E

∂u
+ ψ0 ∂C0

∂u
= 0, ¥ Jrµ¶´GÒ�§

¿uÃUÄ,Á�À¶½�¾
(T, u)

�Á�¦UÄQ¿u¸�Ârº�ú9½9À}¾xÀ²Á�½

ψ = ψ1.∇F + ψ0 ∂g

∂x
.

ö¹½SÄ9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ²À¶¼G¸�»¡ÀeÁ�½;Ä,Á#»å¼
ψ1 = (λ1, . . . , λp)

�Á�½UÁ�År¾xÀ²¼6½�¾
ψ1.∇F =

∑p
i=1 λi∇Fi

µ
¸)�1&�Í0$-U��g�-Jrµ²´�µ � �¨�mÀ¹Á�½ ¼G½�	mÀý»¡¿�ü�¼ Æ¶¼ Ä�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼�Âr¼VÍ�¿
��¼G¸��3AI¿uü�¸x¿u½�ü�¼�ÀÅÎ3�1&)Òy'�ã5þvÍ?Ïã!�fD

T
9¿�Æ²Á�¸x»ÔÁ�½S÷GÁ�½9»¡ÀýÂrÇG¸x¼
Æ²¼ ÷�Á�ªr¾

CT (u) =

∫ T

0

f0(s, xu(s), u(s))ds+ g(xu(T )).

A.¼ ¸ ¿uÀý»åÁ�½�½�¼6È ¼6½�¾
Ä�¸xº6÷Gº6Âr¼6½�¾Ê¼B»�¾(Ð#Ã9¿�»åÀ¶È ¼G½#¾ÊÀ²½9÷ Ï9¿�½�ü�º�@»x¿uÃ>�ÔÐ#Ã�¼ ÆÖÕ Á�½�¸x¿�À¶»¡Á�½�½9¼é»¡Ã�¸Æ?Õ ¿uÄ�Ä9Æ²Àý÷G¿u¾¡À¶Á�½-¤é¾¡¼GÈ Ä9»3úg�mº
T

hT (u) = (F ◦ ET (u), CT (u)),

¼�¾ Á�½pÁ�År¾xÀ²¼6½�¾ Âr¼;ÈtµGÈ ¼;Æý¿�¸x¼GÆý¿{¾xÀ²Á�½ ¥ Jrµ²´6Ò�§�µfö¹½v¸x¼�	{¿�½9÷ Ï�¼VÁ�½p½.Õ ¿�Ä�Æ¶Ã9»éÆÖÕ ºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½¥ Jmµ¶´BË�§Wµ
��À²½9»¡À.ÆÖÕ ºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½ ¥ Jrµ¶´6Ë�§P¾¡¸ ¿�ÂrÃ9À}¾��Ö¼6Æ²Æ¶¼ÊÆ²¼o�C¿uÀ²¾�Ð�Ã9¼ÊÆ¶¼
¾x¼GÈ Ä9»3ú9½9¿�Æe½.Õ ¼6»å¾�Ä9¿�»Ôúg�mº�µ¸)�1&�Í0$-U��g�©Jmµ¶´�µ Ë �+AI¿(¸¡¼6Æ¶¿u¾¡À¶Á�½ ¥ Jmµ¶´GÒ�§0¿?= ¸xÈ ¼�¼Z��¿�÷�¾¡¼GÈ ¼G½#¾±Ð#Ã�¼�Æ²¼Z÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ u ¼6»å¾±»¡À²½c�ü�Ã�Æ¶À²¼6¸±»¡Ã�¸

[0, T ]
Ä,Á�Ã�¸±Æ²¼
»��r»å¾¡Ç6È ¼

ẋ = f(t, x, u)
¿��@¼6÷�¾¡ºZÂ�Ã ÷�Á�ªr¾

C0(u)
µ���Ã�¾¡¸x¼GÈ ¼G½#¾ÂrÀ}¾�Á�½S»6Õ ¼B»�¾�¸ ¿uÈ ¼6½�ºo¤ Ã�½SÄ�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼(Âr¼�AI¿�ü�¸ ¿u½�ü�¼¨¤é¾x¼GÈ Ä9»�½�Á�½Uúc�rº�µ

ö¹½�Ä9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã�Æ¶À¶¼G¸Z¼G½�¿�Ä�Ä�Æ¶À¶Ð#Ã9¿�½�¾ZÆý¿VÄ�¸xÁ�Ä,Á#»åÀ²¾¡À¶Á�½�Ørµ Ë9µ Ò 9Á�½�Á�År¾¡À¶¼G½#¾f@»¡À²È À¶Æ¶¿�À¶¸¡¼GÈ ¼6½�¾¿uÃUÄ9¿�¸x¿�ü�¸x¿uÄ�Ï�¼
Ä�¸¡ºB÷�ºBÂr¼G½#¾f�Æ²¼(¸¡ºB»åÃ�Æ²¾ ¿{¾�»åÃ9Àk	u¿u½�¾Bµ
��8 õm�Q¢�|m¯p®)�i· ¤ · 6 ¥ ·P¸¡À¶½9÷�À¶Ä,¼ ÂrÃpÍ�¿?�rÀ²ÈYÃ�È��C¿uÀ¶Å�Æ²¼�f÷G¿�» Âr¼ Í�¿
��¼G¸��ºAf¿uü�¸x¿{½9ü�¼a§ · ºv�Ïk��"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�

u
�1':ÎIý:ÒvÎ´�)&tÍ?Ïc'=�K$

[0, T ]
Í�Ïký{$G'¹�¶Ïh�4���Ç'�Î3�#�>þv�EÍ:Ò�ÒvÏ@�ð":Í?Î´�{ý?þ

p : [0, T ] →· ¸ n \ {0} Í�Ð1'Zý?ÏÓ�K&��Zþ ÎN":ý�þ Î;�¶þy�g� ½ �ZÎc�>þ�$-D:�ZÏ
p0 6 0 ½ Îº��ÏJ'/U��g�oÏk�("Lý{�aÒvÏk�

(p(·), p0)
�1'�Îþvý�þÑÎ%$��)�f�{Í?Ï ½ �ZÎ

ẋ(t) =
∂H

∂p
(t, x(t), p(t), p0, u(t)), ṗ(t) = −∂H

∂x
(t, x(t), p(t), p0, u(t)), ¥ Jrµ²´DØ�§



´f��C �
	)�9� 0��±4B%¢¡<�#�54B0��M�10H� %ã'#��,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0��
∂H

∂u
(t, x(t), p(t), p0, u(t)) = 0, ¥ Jrµ²´aC�§

ý0¹
H(t, x, p, p0, u) = 〈p, f(t, x, u)〉 + p0f0(t, x, u)

�ºv�����©ÒvÏÓ�f'¼ÏkÍø"��{Ð�Ïk�
M1

�='�Î��>þv�#'�ý0�f'=ÆH��Í0$��¶D�ÎADV���ß· ¸ n Í?Ïký0$G'~�¶ÏB�4���T'�Î3�����1'#$-D:�ZÏJ'
λ1, . . . , λp ½ Î3�ZÏÓ'®U��g��Ï8� ý�þÔÍ?�¶ÎhÍ{�HÒgý��¶þgÎrã5þvÍ?Ï

(T, x1)

p(T ) =

p
∑

i=1

λi∇Fi + p0 ∂g

∂x
. ¥ Jmµ¶´
J?§

W��$ÒvÏ �f'�'���Ïk��Îº��&)Òy'tã þXÍ�Ïyþr� �1'�ÎyÒcÍ<'Eã¼�aDX��Í�þ;'oÏ��hÒ�$�ý�Ð�ÏF@�&t�����(":ý�þ Î+$-,�Ï��HýLÒXÎ;�)&�Í�Ï ½�ZÎc'��
u
�='�Î�"Lý?þgÎ´�¶þ��.Í{�-Î3��&/Ò�'

T ½ Í?Ïký0$G'Hý�þOÍ~Í0�ÅÎº��&)Òy'tã5þvÍ?Ï
T

H(T, x(T ), p(T ), p0, u(T )) = −p0 ∂g

∂t
(T, x(T )).

� í43 î °±�Z��$��¯�ð ñ~ó øG� ô ��ø ó-ø ñ~ð î �©�H�&°¼Û��������
AI¿O	�¼G¸x»¡À¶Á�½��ôÁ�¸¡¾¡¼|»¡Ã�À�	{¿�½�¾¡¼�MÅ,¼6¿�Ã9÷�Á�Ã�ÄwÄ�Æ²ÃQ»VÂrÀ@=V÷�À¶Æ¶¼.¤ È Á�½�¾x¸¡¼6¸f¹ÂrÃw¾xÏ�ºGÁ�¸xÇGÈ ¼Ä�¸¡ºB÷�ºBÂr¼G½�¾ ¥ 	�Á�À¶¸O»ÌØ�Jf½(Ä,Á�Ã�¸UÃ�½9¼ ÂrºGÈ Á�½Q»�¾x¸x¿u¾¡À¶Á�½i$	�Á�À¶¸S¿uÃQ»¡»¡À�»¶´B���Ë�C>3Ò��
½¶§Z3Ä9¸¡¼6½9Â¼G½p÷�Á�È Är¾x¼�Æ¶¼6»Y÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼6»(»¡Ã�¸ Æ¶¼V÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�.¼�¾é¿�=�¸xÈ ¼VÐ#Ã�¼ ÷�¼�¾Y¼Z�m¾x¸¡¼6ÈYÃ�È ¼6»å¾ Ã�½È ¿?�rÀ²ÈYÃ9ÈUµv�Z½S¿ ÆÖÕ º6½�Á�½Q÷�ºÊü�º6½�ºG¸ ¿uÆe»¡Ã�À�	{¿u½#¾6µ

� °+¯�° ï  Ü�ÛPÜ)Q@îö³PîIÜ�î.Þ9æ0à
��8 õ#�Q¢�|m¯p®��y· ñ · ¤ ·#Ñ þ2"Lý?þ;'��¶��@�$��HÏk�®'G?<'�ÎH@1&��(���M"Lý�þ Î+$-,?Ïk�M��Í?þ;'9· ¸ n

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), ¥ Jmµ¶´f[�§
ý0¹

f :
· ¸ × · ¸ n × · ¸ m −→ · ¸ n �='�Î(���ä"�ÏkÍ0'4'��

C1 ��ÎHý0¹}Ïk�1'V"Lý?þgÎ%$8,?Ïk�1'�'�ý�þ ÎX���='ÍLÒ�ÒXÏ �¶":Í?Î;�{ý?þ�'®&��='=�K$�Í�Ð�Ïk�1'���ÎhÐLý{$�þ�D:�='X��D¶ã5þg�{�1'�'G�K$��>þ.�¶þ Îº��$=��Í�Ï¶Ï��
[0, te(u)[

���O· ¸ + �ZÎÀX��Í�Ï��1�K$G'O��Í�þ�'
Ω ⊂ · ¸ m �rºyý��{��þgÎ

M0
�ZÎ
M1

�������('�ý0�f'=Æ���þ;'��1&�Ð�Ïk�='O����· ¸ n � Ñ þ~þvý?Îº�
U Ï8� ��þ;'��1&�Ð�Ïk�V���1'�"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�1'~Í��0&��T'G':�{Ð�Ïk�1'

u
��ý?þgÎoÏk�='¹Î%$�ÍHá��G"ZÎ3ý��)$��1'EÍ0'G'Zýz"Z�¶D:�='�$���Ï �{�Zþ Î�>þtÒcý��¶þ Î$�¶þg�¶Î´�{Í�Ï¼���

M0
Àß�>þtÒgý��¶þgÎrã5þvÍ?Ï����

M1
�ZþÑÎ3�1&)Òy'

t(u) < te(u)
��BÍ0$HÍ��¶Ï¶Ï��1�K$G'Hý�þ2��D¶ã5þg�¶Î+Ï��(":ý0©>Î���� �>þ2"Lý?þgÎ%$8,?Ïk�

u
'G�K$

[0, t]

C(t, u) =

∫ t

0

f0(s, x(s), u(s))ds+ g(t, x(t)),

ý0¹
f0 :

· ¸ × · ¸ n × · ¸ m −→ · ¸ ��Î
g :

· ¸ × · ¸ n → · ¸ '�ý�þgÎ
C1 ½ ��Î

x(·) �1'�Î�ÏkÍÎ+$�Í�á��4"�Îºý?�)$��('Zý?ÏÓ�>Î;�{ý?þ2���#Ô=b
�)É!$1Ö~Í<'G'�ý�"��¶DL��Í0�ä"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�
u
�Ñ þø":ý�þ�':�¶��@1$���Ïk�)Ò�$�ý�Ð�ÏF@�&t�#���ß":ý�þ Î+$-,�Ï���ýLÒXÎ;�)&�Í�Ï¼'=�>�)�
Í?þgÎ¨§N��D�Îº��$=&��¶þv��$X�>þX�©Î%$�Í0Æá��4"�Îºý?�)$��X$��ZÏ@�{Í�þgÎ

M0
À
M1

��Îc&��¶þg�)&��T'ZÍ?þgÎ+Ïk�M"Lý0©>Î3�^Ê&��Î3��&/Ò�'
ã5þvÍ?Ï�Òc���>Î�âZÎ%$��Eã¼�fD�ý{�þvý?þv�ºv�XÏ��O"Lý�þ Î+$-,?Ïk�
u ∈ U Í<'G'�ý�"��¶D�À�ÏkÍ�Î+$�Í�á��4"�Îºý?�)$��

x(·) �1'�Î±ýLÒXÎ;�)&�Í�Ï�'=�K$
[0, T ] ½ Í?Ïký0$='B�¶Ï�-���T'�Îº�M�>þX�tÍLÒ�ÒXÏ �¶":Í?Î;�{ý?þ

p(·) : [0, T ] −→ · ¸ n Í�Ð1'�ý�ÏÓ�K&��Zþ Î9"Lý�þ Î;�¶þy�g�tÍ:Ò�Òc��ÏFD:�ß���4"�Îº���K$



¡z� ¾;�#�54B0��M�10H� %¿'���,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0�� ´a��J
Í��Há�ý?�¶þ Î ½ �ZÎt�>þÕ$-DL��Ï

p0 6 0 ½ Îº��ÏJ'OU��g�¨Ïk�/":ý0�aÒXÏk�
(p(·), p0)

�1'�Î�þvý�þ-Î+$Z�T�a�{Í�Ï ½ ��Î�Îº��ÏJ'OU��g� ½Òcý0�K$hÒ�$��='�U��g�©Îºý{�>Î
t ∈ [0, T ] ½

ẋ(t) =
∂H

∂p
(t, x(t), p(t), p0, u(t)),

ṗ(t) = −∂H
∂x

(t, x(t), p(t), p0, u(t)),

¥ Jmµ¶´f��§

ý0¹
H(t, x, p, p0, u) = 〈p, f(t, x, u)〉+p0f0(t, x, u)

�1':Î�Ïk���HÍ0&��¶Ï Î3ý�þg�{��þ¨�{�B'=?<':ÎH@�&t� ½�ZÎhý?þOÍ�ÏkÍ�":ý�þr���¶Î´�{ý�þ����X&�Í����)&H�T'�Í?Î;�{ý�þ¼Ò�$��1'�U1�g�BÒcÍ{$�Îºý{�>Îc'=�K$
[0, T ]

H(t, x(t), p(t), p0, u(t)) = max
v∈Ω

H(t, x(t), p(t), p0, v). ¥ JmµÌ�?��§
ºv�X���¹ÒvÏÓ�f'ÅÏ��ÑÎ3�1&)Òy'®ã5þvÍ�Ï�Òcý0�K$®á�ý��¶þr�0$��OÏkÍÒ"��{Ð�Ïk�

M1
þr� �='�Î)ÒcÍ<'Xã¼�fD ½ ý?þ Í�Ï�Í"Lý?þ����¶Î´�{ý�þ�Í0�ÅÎ3�1&)Òy'Eã þvÍ?Ï

T

max
v∈Ω

H(T, x(T ), p(T ), p0, v) = −p0 ∂g

∂t
(T, x(T )). ¥ Jrµ ��´a§

ºv�����©ÒvÏÓ�f'
M0

�ZÎ
M1

Ôªý0�Bá=�f'�Îº�~Ï8� �>þ*���='Õ�������Ô��þ;'���&tÐ�Ïk�1'AÖV'�ý�þgÎ®���1'B��Í0$��¶D�ÎAD1'���O· ¸ n Í0?�Í?þgÎ����1'©�1'´ÒcÍ�":�1'�ÎºÍ?þ�ÿ��Zþ Î¶'���þ
x(0) ∈M0

�ZÎ
x(T ) ∈M1 ½ Í?Ïký0$G'�Ïk�X���4"�Îº���K$Í��Há�ý?�¶þ Î&Òc�1�>Î�âZÎ%$��X":ý�þ;'�Î%$=�>�¶Î����®&�Í�þ �¶@1$��MÀ��0D�$�� ã+��$oÏk�1'®":ý�þ��?�¶Î;�{ý?þ;'X����Î%$�Í?þ;'=���1$G'�Í�Ï@�¶ÎADÍ0���Õ�������E�4��Î%$-D1&��¶ÎHD='�Ôªý0�/á=�f':Î3��Ï8� �>þX�(���1'X��������Ö

p(0) ⊥ Tx(0)M0
¥ JmµÌ����§

�ZÎ
p(T ) − p0 ∂g

∂x
(T, x(T )) ⊥ Tx(T )M1.

¥ JmµÌ�uË�§
¸)�1&�Í0$-U��g�ÑJmµÌ�rµ¶´��I�rÀÔÆ²¼U÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼

u
¼B»�¾ ÷�Á�½�¾¡À¶½#Ã)¿uÃ�¾x¼GÈ Ä9»

T
=Æý¿�÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½ ¥ JmµÌ�r´a§Ä,¼GÃr¾�»6Õ º6÷�¸xÀ¶¸¡¼

H(T, x(T ), p(T ), p0, u(T )) = −p0 ∂g

∂t
(T, x(T )). ¥ Jrµ �uÒ�§

¸)�1&�Í0$-U��g��JmµÌ�rµÌ�g�/�mÀ.Æ¶¿t	{¿u¸xÀ¶º�¾¡º
M1

»6Õ ºB÷�¸xÀ}¾�»¡Á�Ã9»3Æý¿H�ôÁ�¸xÈ ¼
M1 = {x ∈ m F n | F1(x) = · · · = Fp(x) = 0},

Á�¦ Æ¶¼6»
Fi
»¡Á�½�¾±Âr¼6»��ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½9»PÂr¼�÷GÆ¶¿�»¡»¡¼

C1 »¡Ã�¸ m F n �¿uÆ¶Á�¸ »=Æý¿(÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½ ¥ JmµÌ�uË�§0»¡¼�È ¼�¾»åÁ�Ã9»3Æ¶¿H�ôÁ�¸¡È ¼

∃λ1, . . . , λp ∈ m F | p(T ) =

p
∑

i=1

λi∇Fi(x(T )) + p0 ∂g

∂x
(T, x(T )). ¥ Jrµ ��Ø�§

¸)�1&�Í0$-U��g�-Jrµ ��µ Ëv�Zù
¿u½9»(Æ¶¼6» ÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½9» ÂrÃ ¾¡Ï9ºGÁ�¸xÇGÈ ¼�.Á�½ ¿|Âr¼�Ä�Æ¶Ã9»(Ä,Á�Ã9¸(Ä�¸¡¼B»¡Ð#Ã�¼¾¡Á�Ã�¾
t ∈ [0, T ]

d

dt
H(t, x(t), p(t), p0, u(t)) =

∂H

∂t
(t, x(t), p(t), p0, u(t)). ¥ Jrµ ��C�§



´f��[ �
	)�9� 0��±4B%¢¡<�#�54B0��M�10H� %ã'#��,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0��
ö¹½YÄ9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ¶À²¼6¸f»¡À#Æ²¼Ô»��m»å¾¡Ç6È ¼±¿uÃ�ü�È ¼G½�¾xºP¼6»å¾BÍ0�>Î3ý�þvý{&t����{���a�@»¡À

f
¼�¾
f0 ½�¼ÔÂrºGÄ,¼G½QÂr¼G½#¾Ä9¿�»�Â�¼

t
9¿uÆ¶Á�¸ »

H
½�¼ ÂrºGÄ,¼G½QÂ;ÄQ¿�»�Âr¼

t
�¼�¾�Á�½S¿

∀t ∈ [0, T ] max
v∈Ω

H(x(t), p(t), p0, v) =
�Ô»�¾x¼

.

r�Á�¾¡Á�½Q».Ð�Ã9¼¹÷�¼G¾å¾¡¼¹º6ü�¿uÆ¶À²¾¡ºM¼6»å¾I¿uÆ¶Á�¸ »X	{¿�Æ¶¿�Å�Æ²¼MÄ9¿u¸¡¾¡Á�Ãr¾I»åÃ�¸
[0, T ] ¥ ¼6½Ê¼��,¼G¾f÷�¼�¾¡¾¡¼��ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½Âr¼

t
¼6»å¾�Æ¶À²ÄQ»¡÷ Ï�À²¾��GÀ¶¼G½9½�¼a§Wµ

¸)�1&�Í0$-U��g�ÅJrµ ��µ ÒX�¨AI¿|÷GÁ�½�	�¼G½�¾xÀ²Á�½
p0 6 0

÷GÁ�½9ÂrÃ�À²¾é¿�Ã Ä�¸xÀ²½9÷GÀ²Ä,¼ ÂrÃ¢&�Í����)&M�K&Sµ�AI¿÷�Á�½�	�¼G½#¾¡À¶Á�½
p0 > 0

÷�Á�½9ÂrÃ�À¶¸ ¿uÀ²¾3¿�Ã;Ä�¸¡À¶½9÷GÀ²Ä,¼ÊÂ�Ãë&��¶þg�)&M�K&-y�{���a�,Æý¿ ÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½ ¥ JmµÌ�?��§»å¼6¸x¿�À}¾�Ã�½�¼ ÷�Á�½9ÂrÀ}¾xÀ¶Á�½SÂr¼(È À²½�À¶ÈYÃ�ÈSµ
¸)�1&�Í0$-U��g�tJrµ ��µÌØg��ùZ¿�½9»3Æ¶¼(÷6¿�»3Á�¦

Ω =
m F m i�{���a�@Æ²Á�¸x»xÐ#Ã.Õ À¶Æ@½.Õ �;¿ Ä9¿�»�Âr¼(÷GÁ�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾¡¼»åÃ�¸3Æ²¼Ê÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼�#Æ¶¿ ÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ²Á�½;Âr¼
È ¿?�rÀ²ÈYÃ�È ¥ JmµÌ�?��§¹Âr¼f	mÀ²¼6½�¾ ∂H

∂u = 0
m¼�¾3Á�½ ¸x¼�¾x¸¡Á�Ãc	�¼Æ²¼(Ä�¸xÀ²½9÷GÀ²Ä,¼ ÂrÃSÈ ¿?�rÀ²ÈYÃ�Èe�C¿�À²Å�Æ¶¼ ¥ ¾xÏ�ºGÁ�¸xÇGÈ ¼©Jrµ²´�µ ��§Wµ

T;õ�V0�f�C�6�?�Q� �y· ñ · ¤ · ��½�¼��4��Î+$-D�&tÍ?Ïk�(ÂrÃ;Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼
Âr¼Ê÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ@¼6»å¾3Ã�½UÐ#Ã9¿��Âr¸¡Ã9Ä�Æ²¼G¾
(x(·), p(·), p0, u(·)) »¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½UÂr¼6»�º6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½9» ¥ Jmµ¶´f��§P¼�¾ ¥ JmµÌ�?��§Wµg�mÀ p0 = 0

�Á�½ÂrÀ}¾ZÐ�Ã9¼ÊÆÖÕ ¼��#¾x¸¡º6È�¿uÆ¶¼
¼6»å¾HÍ�þvý{$=&tÍ?Ïk��9¼G¾�»åÀ
p0 6= 0

ÆÖÕ ¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿uÆ¶¼
¼B»�¾�ÂrÀ²¾¡¼�þvý{$=&�Í�Ïk��µ
¸)�1&�Í0$-U��g�¹JmµÌ�rµ C �BAIÁ�¸ »¡Ð#Ã�¼

Ω =
m F m &�{���a�,Æ¶Á�¸ »xÐ#Ã.Õ À¶Æe½IÕ �U¿ ÄQ¿�»�Âr¼Y÷GÁ�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼ »¡Ã�¸�Æ²¼÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�e¿�Æ²Á�¸x»
Æ¶¿;¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼

x(·) I¿�»x»¡Ár÷�À¶ºG¼ ¿�Ã ÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ u(·) .¼6»å¾(Ã�½�¼ ¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸x¼»åÀ¶½�ü�Ã9Æ²À¶ÇG¸x¼3Â�Ã »��r»�¾xÇGÈ ¼ ¥ Jmµ¶´a§��»åÀ�¼�¾±»å¼6Ã�Æ²¼6È ¼6½�¾P»¡À�¼GÆ¶Æ²¼�¼6»å¾MÄ9¸¡Á?��¼6÷�¾¡À¶Á�½ ÂeÕ Ã�½�¼�¼��#¾x¸¡º6È�¿uÆ¶¼¿u½�Á�¸¡È�¿uÆ¶¼
(x(·), p(·), 0, u(·)) µ�±¼6÷GÀ,¸xº6»¡Ã�Æ²¾¡¼Z¼6½ ¼Z�@¼�¾�Âr¼ZÆý¿é÷G¿�¸x¿�÷W¾xºG¸xÀ¶»x¿D¾xÀ²Á�½�Ï9¿uÈ À¶Æ}¾xÁ�½�À¶¼G½9½�¼
Âr¼B»P¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼6»±»¡À²½c�ü�Ã�Æ¶À¶ÇG¸¡¼B»�,÷��PÄ�¸xÁ�Ä,Á�»¡À²¾¡À¶Á�½�Ørµ Ë�µ Ò9µ F�¼GÈ�¿u¸ Ð#Ã�Á�½9»ZÐ�Ã9¼YÄ�Ã�Àý»xÐ�Ã9¼

p0 = 0
@÷�¼6»�¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼6»½�¼�Â�ºGÄ,¼G½9Â�¼G½�¾YÄ9¿�»(ÂrÃ�÷�Á�ªr¾6µ.ö¹Æ¶Æ²¼B» »åÁ�½�¾(À¶½�¾x¸¡À¶½9»¡Ç6Ð#Ã�¼6»(¿�Ã »��r»�¾xÇGÈ ¼�µ&A.¼��C¿�À}¾YÐ#Ã.Õ ¼GÆ¶Æ²¼B»Ä�Ã�Àý»¡»¡¼G½#¾3Ä,Á�Ã�¸å¾ ¿u½#¾hµ�¾¡¸x¼
Á�Ä�¾¡À¶È ¿�Æ¶¼6»3»GÕ ¼Z�rÄ�Æ¶ÀýÐ�Ã9¼ÊÂr¼
Æý¿éÈ�¿u½�À¶ÇG¸x¼
»¡Ã�À�	{¿�½�¾¡¼��r¼6½;ü�º6½�ºG¸ ¿uÆ´Ã�½�¼�¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼�»¡À²½9ü�Ã�Æ¶À²Ç6¸¡¼�¿pÃ�½9¼�Ä�¸¡Á�Ä�¸xÀ²ºG¾¡º�Âr¼Ò$��@ÿ?�¶�?�¶ÎAD�I�{� �a�@÷uÕ ¼6»å¾UÆ¶¿)»å¼6Ã�Æ²¼�¾¡¸ ¿����¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼���Á�À²ü�½9¿u½#¾�»¡¼6» ¼��#¾x¸xºGÈ À}¾xº6»fM¼�¾ ÂrÁ�½Q÷U¼G½wÄ9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ¶À²¼6¸ ¼GÆ¶Æ¶¼S¼6»å¾�Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼�¹÷G¼6÷�ÀÀ²½9Â�ºGÄ,¼G½QÂ�¿uÈ È ¼G½�¾ZÂrÃ|÷�¸xÀ}¾xÇG¸x¼ÊÂeÕ Á�Ä�¾¡À¶È Àý»x¿{¾¡À¶Á�½U÷ Ï�Á�Àý»¡À?µ

�±¼�Æ²À¶¼G½ ¼6½�¾¡¸x¼3¼��m¾¡¸xºGÈ�¿uÆ¶¼6»M¿u½�Á�¸¡È�¿�Æ²¼B»f¼G¾M¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼B»0»åÀ¶½�ü�Ã�Æ²À¶ÇG¸x¼6»f{Ä,Á�Ã�¸
Ω =

m F m È Á�½�¾x¸¡¼ÊÅ�À¶¼G½SÆý¿ ÂrÀk=�÷GÃ�Æ²¾¡º(Æ¶À²º6¼I¤ ÆÖÕ ¼Z�rÀ¶»å¾¡¼6½9÷�¼(º�	�¼G½#¾¡Ã�¼6Æ²Æ¶¼(Â�¼
¾x¼GÆ¶Æ²¼B»Ô¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼6»6µ
T;õ�V0�f�C�6�?�Q�Ñ�i· ñ · ñ · A.¼6»(÷GÁ�½9Â�À}¾xÀ²Á�½9» ¥ JmµÌ����§�¼�¾ ¥ Jrµ ��Ë�§
»åÁ�½�¾ ¿uÄ�Ä,¼6Æ²º6¼6»B"Lý?þ��?� Î´�{ý�þ�'#���Î+$�Í?þ;'=�
��$G'�Í�Ï �¶ÎHD�'=�K$+Ïk���
�G"ZÎ3���K$BÍ��Há�ý?�¶þ Î�µ?AI¿Z÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½ ¥ JmµÌ�r´a§.¼6»å¾0¿�Ä�Ä,¼GÆ¶ºG¼�":ý�þ��?�¶Î;�{ý?þÕ���Î+$�Í?þ;'=�
��$G'�Í�Ï �¶ÎHDO'G�K$)Ïk���HÍ0&��¶Ï Îºý?þg�{��þ=µ#ö¹Æ¶Æ²¼B»±»åÁ�½�¾PÀý÷�ÀQºB÷�¸xÀ}¾x¼6»PÂ�¼�È�¿�½�À²Ç6¸¡¼�¾¡¸xÇ6»Pü�ºG½9ºG¸ ¿uÆ¶¼�¼�¾�Â�¿u½9»3Æ¶¼6»�Âr¼6Ã>�;Ä9¿u¸ ¿uü�¸x¿uÄ�Ï�¼6»Ô»¡Ã�À�	{¿u½#¾x»3½�Á�ÃQ»3¿�Æ²Æ¶Á�½Q»ÔÆ²¼B»3¸xºGº6÷G¸¡À¶¸¡¼ÊÂ�¿u½9»�Âr¼B»�÷G¿�»ÔÄ�Æ¶Ã9»»åÀ¶È Ä�Æ¶¼6»Gµ
¸)�1&�Í0$-U��g�oJmµÌ�rµ Jc��A.¼ÔÄ�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼ÔÀ¶È Ä,Á�¸å¾ ¿u½#¾0Â�Ã~Î3�1&)Òy'�&��¶þg�)&�Í�Ï,÷�Á�¸¡¸x¼6»¡Ä,Á�½9Â�¤

f0 = 1¼�¾
g = 0

eÁ�Ã�Å�À¶¼G½�¤
f0 = 0

¼�¾
g(t, x) = t

µ.ù
¿u½Q»ÊÆ²¼B»(Âr¼GÃ>� ÷G¿�»
Æ²¼B»(÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ²Á�½9»(Âr¼¾¡¸ ¿u½9»�	�¼G¸ »¡¿uÆ¶À²¾¡º
Á�År¾x¼G½#Ã�¼B»�»¡Á�½#¾�Å�À¶¼G½SÆ²¼B»3ÈtµGÈ ¼6»6µ
¸)�1&�Í0$-U��g��Jrµ ��µ [v�+m Æe¼Z�rÀ¶»å¾¡¼ÊÂr¼B»$	�¼G¸ »åÀ¶Á�½Q»PÄ�Æ¶Ã9»3ü�ºG½�º6¸x¿�Æ²¼B»±ÂrÃUÄ�¸¡À¶½9÷�À¶Ä,¼ÊÂrÃUÈ ¿?�rÀ²ÈYÃ�È-Ä,Á�Ã�¸=Âr¼6»fÂc�#½Q¿uÈ À¶Ð#Ã�¼B».½9Á�½ Æ²Àý»¡»¡¼6»IÁ�Ã Ï��mÅ�¸xÀ¶Â�¼6» ¥ 	�Á�À²¸IÄQ¿u¸I¼��r¼GÈ Ä�Æ¶¼)» ��´?aC�C>aC�Jf½#¼G¾fÆ¶¼GÃ�¸ »¸¡º��ôºG¸x¼G½9÷�¼B»�i	�Á�À¶¸ ¿uÃ9»x»¡ÀMÄ�Æ¶Ã9» Æ²Á�À²½ Ä,Á�Ã9¸(Æ¶¼�Ä�¸xÀ¶½9÷�À¶Ä,¼VÂrÃ È�¿��rÀ¶ÈYÃ�È�¿a	�¼B÷ ÷�Á�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼6»»åÃ�¸�Æ?Õ º�¾ ¿{¾:§�µ



¡z� ¾;�#�54B0��M�10H� %¿'���,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0�� ´a���
� °+¯�°+¯ Ú�ÛPÜ�èZã Ý�ã�Û±Ü�ê�è�á\ÝrÞ�æMÜ�ê�ÉPá.Þ9ê#æMà¡ã Ýrî
ò �,�=§f�C�6�C�,�=�é§=®|�G¢{���=� � ®#¢{�6�9C�ô�Bõ��6¨f¢ C® � ®m©u�B®m¨I¢;��§9©B�Q�?�@�
ù
¿u½9»
÷G¼éÄ9¿u¸ ¿uü�¸x¿uÄ�Ï�¼ Æ¶¼Y¾¡¼6È ÄQ»�ú9½Q¿uÆ=Ä,Á�Ã�¸
¿u¾å¾¡¼6À²½QÂr¸¡¼éÆý¿ ÷GÀ²Å9Æ²¼éÄ,¼6Ãr¾oµ�¾¡¸x¼Yúc�rºéÁ�Ã½�Á�½.µ+F�º6º6÷�¸xÀ�	�Á�½9» Æ¶¼6»V÷GÁ�½9ÂrÀ²¾xÀ²Á�½9» ¥ JmµÌ����§é¼G¾ ¥ JmµÌ�uË�§ Â�¿u½Q»�Æ²¼B»VÂr¼6Ã>� ÷G¿�»�À¶È Ä,Á�¸¡¾x¿u½#¾x»»åÃ�À�	{¿�½�¾ »Gµ
Ë ]Ê¢{�9ó0{|m¯p®S§f®.�P�cbQ¢{���1bQ®v· ù
¿u½9»�÷�¼(÷6¿�»3Æ¶¼(÷GÁ�ªr¾�»6Õ º6÷�¸xÀ²¾

C(t, u) =

∫ t

0

f0(s, x(s), u(s))ds,

�{���a�
g = 0

µgAI¼6»�÷GÁ�½9ÂrÀ²¾xÀ²Á�½9»�Âr¼Ê¾¡¸ ¿u½9»�	�¼G¸ »x¿{Æ¶À²¾¡º ¥ Jrµ ����§±¼�¾ ¥ Jrµ ��Ë�§Ô»åÃ�¸�Æ²¼I	�¼6÷�¾¡¼GÃ9¸¿�Â
��Á�À²½#¾�»6Õ º6÷�¸xÀk	�¼G½�¾�¿uÆ¶Á�¸ »
p(0) ⊥ Tx(0)M0, p(T ) ⊥ Tx(T )M1.

¥ JmµÌ��J?§
¸)�1&�Í0$-U��g�-JmµÌ�rµ � �¨�mÀ¹Ä9¿�¸Ê¼Z�r¼6È Ä9Æ²¼

M0 = {x0}
.Æ¶¿S÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½ ¥ Jrµ ����§ZÂ�¼�	mÀ²¼6½�¾	mÀ¶Âr¼�µ��mÀ±¿uÃ�÷�Á�½�¾¡¸ ¿uÀ¶¸x¼

M0 =
m F n 5�{���a�@»¡À¹Æ¶¼�Ä,Á�À¶½�¾YÀ²½�À²¾¡Àý¿uÆP½.Õ ¼6»å¾ Ä9¿�»Êúc�rº�IÁ�½Á�År¾xÀ²¼6½�¾

p(0) = 0
µù�¼ ÈtµGÈ ¼�=»åÀ

M1 =
m F n IÁ�½ Á�Å�¾¡À¶¼G½�¾ p(T ) = 0

µ���Ã�¾¡¸x¼GÈ ¼G½�¾ ÂrÀ²¾#':�/Ï��IÒcý?�¶þgÎã þXÍ�Ï��='�Î+Ï �{Ð�$���Í?Ïký0$G'�Ïk�X�
�G"ZÎ3���K$�Í���á�ý��ÄþgÎ/Í0�ÅÎº��&/Ò�'tã5þvÍ�Ï��1'�Î5þy�>Ïk�
Ë ]Ê¢{�9ó0{|m¯p®S§f®.^Ñ��`,®#¢�· ù
¿u½9»�÷�¼ ÷G¿�»3Æ¶¼(÷GÁ�ªr¾�»GÕ º6÷G¸¡À²¾

C(t, u) = g(t, x(t)),

�{���a�
f0 = 0

µiA.¼B»Ê÷GÁ�½9ÂrÀ²¾xÀ²Á�½9»ÊÂr¼ ¾x¸x¿�½9»�	�¼6¸x»x¿uÆ¶À}¾xº ¥ JmµÌ����§�¼G¾ ¥ Jrµ ��Ë�§ ¥ Á�Ã ¥ JmµÌ��Ø�§�§½�¼ »å¼(»¡À²È Ä�Æ¶À²ú9¼G½#¾�Ä9¿�»�¿ Ä�¸¡À¶Á�¸xÀÖµÍ�¿uÀý»=Â�¿�½9»=Æ²¼3÷6¿�»fÄ9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ²À¶¼G¸=À¶È Ä,Á�¸¡¾x¿�½�¾=Á�¦
M1 =

m F n {¿uÃ�¾¡¸x¼GÈ ¼G½#¾0ÂrÀ²¾BÏk�1Ògý��¶þ Îã þXÍ�Ï
x(T )

�='�Î+Ï �{Ð�$���9Æ¶¿ ÷GÁ�½9Â�À}¾xÀ²Á�½ ¥ JmµÌ��Ë�§±Â�¼�	mÀ²¼6½�¾

p(T ) = p0 ∂g

∂x
(T, x(T )). ¥ Jrµ ��[�§

�mÀ(Âr¼ Ä�Æ¶Ã9»
g
½�¼ ÂrºGÄ,¼G½QÂ%Ä9¿�»UÂ�Ã�¾x¼GÈ Ä9»f3Á�½\¿)÷�Á�Ãr¾¡Ã�È ¼ ÂeÕ º6÷G¸¡À¶¸¡¼

p(T ) =
p0∇g(x(T ))

�¿uÃ�¾¡¸x¼GÈ ¼G½�¾�ÂrÀ²¾�Æ²¼o	�¼6÷W¾x¼GÃ�¸�¿�Â
��Á�À¶½�¾�¿uÃ ¾x¼GÈ Ä9»Ôú9½9¿�Æ@¼B»�¾�ºGü�¿�Æ;>¤éÆ¶¿÷�Á�½9»�¾ ¿u½#¾¡¼
p0 Ä�¸xÇ6»f�¿uÃUü�¸ ¿�ÂrÀ¶¼G½#¾�Âr¼ g Ä�¸xÀý»�¿uÃUÄ,Á�À¶½�¾�ú9½9¿�Æ?µ

ò �,�=§f�C�6�C�,�w§=®|�G¢{���f� � ®#¢{�6��?�ô�Bõ|�B¨f¢ C®Åj|��¯p�?ô�6�,�f�C®m�
Af¿Y÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½ ¥ JmµÌ�r´
§M½.Õ ¼B»�¾h	{¿uÆý¿uÅ�Æ¶¼ZÐ#Ã�¼
»åÀ,Æ¶¼�¾¡¼6È ÄQ»Pú9½9¿�Æ,Ä,Á�Ã�¸3¿{¾¡¾¡¼GÀ¶½9Âr¸x¼�Æý¿é÷�À¶Å�Æ²¼½.Õ ¼B»�¾�Ä9¿�»Ôúc�rº�µ9ùZ¿�½9»�÷�¼ÊÄ9¿�¸x¿�ü�¸x¿uÄ�Ï9¼Z½�Á�Ã9»3½�Á�Ã9»3Ä�Æý¿�Ã�Á�½9»�ÂrÁ�½9÷(Â�¿u½9»�÷G¼(÷6¿�»6µAf¿|»å¼6Ã�Æ¶¼V»¡À²È Ä�Æ¶À²úQ÷G¿u¾¡À¶Á�½ ½�Á�¾x¿�Å�Æ¶¼VÂr¼ ÷�¼G¾å¾x¼ ÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½ ¼B»�¾YÆ¶¼ ÷G¿�» Á�¦ Æý¿E�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½

g
½�¼YÂ�ºGÄ,¼G½9Â|Ä9¿�»�ÂrÃS¾x¼GÈ Ä9»

t ¥ ÷G¼YÐ#Ã�Àf¼6»å¾)	m¸ ¿uÀIÄ9¿u¸�¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼ Ä,Á�Ã�¸�Ã�½|Ä�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼YÂr¼AI¿uü�¸x¿�½�ü�¼a§Z.¼�¾éÆý¿�÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½pÂ�¼�¾x¸x¿�½9»�	�¼G¸ »¡¿uÆ¶À}¾xº ¥ JmµÌ�r´
§Ê»¡Ã�¸éÆ²¼~p�¿�È À²Æ²¾¡Á�½�À²¼6½pÂ�¼�	mÀ²¼6½�¾¿uÆ¶Á�¸ »
max
v∈Ω

H(T, x(T ), p(T ), p0, v) = 0, ¥ Jrµ ����§



´�´f� �
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Á�ÃU¼G½Q÷�Á�¸x¼��»åÀ

u
¼B»�¾�÷�Á�½#¾¡À¶½#Ã|¿uÃ;¾x¼GÈ Ä9»

T


H(T, x(T ), p(T ), p0, u(T )) = 0. ¥ Jrµ Ë���§
��Ãr¾x¸¡¼6È ¼6½�¾�Â�À}¾�Ï��U�HÍ0&��¶Ï Î3ý�þg�{��þä'K� Í?þgþy�>Ïk�HÍ{�-Î3�1&)Òy'Eã þXÍ�Ï µ
¸)�1&�Í0$-U��g��JmµÌ�rµ¶´f�v�o�rÀÔÆ¶¼U»��r»å¾¡ÇGÈ ¼U¿uÃ9ü�È ¼G½�¾xº;¼6»å¾ Âr¼UÄ�Æ¶Ã9» ¿uÃr¾xÁ�½�Á�È ¼�+�{� �a�@»¡À

f
¼�¾

f0 ½9¼;ÂrºGÄ,¼6½9Âr¼G½#¾ Ä9¿�»éÂr¼ t =¿uÆ¶Á�¸ » ÂeÕ ¿uÄ9¸¡ÇB» Æ¶¿�¸¡¼6È ¿�¸xÐ#Ã�¼EJmµÌ�rµ ËSÁ�½v¿|Æ¶¼ Æ²Á�½�ü�ÂeÕ Ã�½�¼¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿uÆ¶¼
∀t ∈ [0, T ] max

v∈Ω
H(x(t), p(t), p0, v) = 0.

ª õm�fõ#¢{��C�?�6���6�C�,�w§=®m� ©��,�f§=�ô�B�C�,�f� §f®|�G¢{���=� � ®#¢{�B��C�C�6õ
·0Á�Ã�¸.ºB÷�¸xÀ²¸x¼0Æ¶¼6».÷GÁ�½9Â�À}¾xÀ²Á�½9».Âr¼0¾x¸x¿�½9»�	�¼G¸ »¡¿uÆ¶À}¾xº0¿�»¡»¡Ár÷�À¶ºG¼B»X¤3Ã�½(Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼¹Âr¼¹÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼Ä�Æ²ÃQ»Zü�º6½�ºG¸ ¿uÆ´9À¶Æ��C¿�Ãr¾
º6÷G¸¡À¶¸x¼ Æ¶¼6»Z¸x¼GÆý¿{¾¡À¶Á�½Q»�¿�Ârº6Ð#Ã9¿u¾¡¼6»�¼6½|¾x¼G¸xÈ ¼6»
Âr¼éÈYÃ�Æ²¾¡À¶Ä�Æ²Àý÷G¿u¾¡¼6Ã�¸x»Âr¼�AI¿uü�¸x¿�½�ü�¼�µ
·M¿u¸�¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼Y÷�Á�½9»¡À¶Ârº6¸¡Á�½9»3Ã�½�Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ Â�¼©AI¿�ü�¸ ¿u½�ü�¼(¿
	�¼6÷(Âr¼B»�÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½9»�¿uÃc�Æ²À¶È À}¾x¼6»�È ºGÆý¿u½9ü�ºG¼B»�y�{���a�,Á�½S÷xÏ9¼G¸ ÷xÏ�¼ÊÃ�½9¼
¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼Ê»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½SÂr¼

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)),

È À¶½�À¶È À¶»x¿u½#¾�Æ²¼ ÷�Á�ªr¾
C(T, u) =

∫ T

0

f0(t, x(t), u(t))dt,

¼�¾/	�ºG¸xÀ²úQ¿u½�¾�Æ¶¼6»�÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ²Á�½9»�¿�Ã>� Æ¶À²È À²¾¡¼6»
(x(0), x(T )) ∈M,

Á�¦
M
¼6»å¾�Ã�½9¼(»¡Á�ÃQ»ª�º	{¿u¸¡À¶º�¾xº
Âr¼Im F n × m F n µ�Z½SÄ,¼GÃr¾Z¿�Æ²Á�¸x»3È Á�½�¾x¸¡¼6¸ ¥ 	�Á�À¶¸I»Ì�
½¶§�Ð#Ã�¼ Â�¿�½9»�÷�¼ ÷G¿�»3Æ¶¼6»�÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ²Á�½9»�Âr¼Ê¾x¸x¿�½9»�	�¼G¸��»¡¿�Æ²À²¾¡º ¥ JmµÌ����§P¼�¾ ¥ JmµÌ�uË�§Ô»¡Ã�¸�Æ²¼I	�¼6÷�¾¡¼6Ã�¸�¿�Â
��Á�À²½#¾�»6Õ º6÷�¸xÀ�	�¼G½�¾

(−p(0), p(T )) ⊥ T(x(0),x(T ))M.

��½�÷6¿�»�À²È Ä,Á�¸¡¾ ¿u½�¾
Âr¼ ÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½9»�È ºGÆý¿u½9ü�ºG¼B»�¼6»å¾ZÆ¶¼é÷6¿�»ZÂr¼6»�¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸x¼6»�Ä,ºG¸xÀ²Á��ÂrÀ¶Ð#Ã�¼B»�i�{� �f�
x(0) = x(T )

½�Á�½;úc�rº�µ9ùZ¿�½9»�÷G¼(÷G¿�»3Á�½S¿
M = {(x, x) | x ∈ m F n},

¼�¾�Æ¶¿�÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ²Á�½SÂr¼
¾x¸x¿�½9»�	�¼G¸ »¡¿uÆ¶À}¾xº
ÂrÁ�½�½�¼
p(0) = p(T ).

��Ãr¾x¸¡¼6È ¼6½�¾�ÂrÀ²¾fr½�Á�½U»¡¼GÃ�Æ¶¼GÈ ¼G½#¾3Æý¿ ¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼�¼6»å¾3Ä,ºG¸xÀ¶ÁrÂrÀýÐ�Ã9¼�#È�¿uÀý»Ô¿�Ã9»x»åÀ@»¡Á�½ ¸x¼GÆ¶ÇZ�	�¼GÈ ¼G½#¾�¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿uÆÖµ
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]Ê¢D�?�=©��ô P®S§f¨w¯p�>_.�?¯�¨=¯�� � ®m©;©��,�e�G¢{���C�e�6®S�B¨f¢ å°²õ#�6����· A.¼
Ä�¸¡À¶½9÷�À¶Ä,¼ÊÂrÃ;È ¿?�rÀ@�ÈYÃ�È\¾x¼GÆ#Ð#Ã.Õ À²Æ�	mÀ²¼6½�¾=ÂeÕ µ�¾¡¸x¼¹ºG½9Á�½9÷GºMÄ9¸¡¼G½QÂÊ¼G½ ÷GÁ�È Är¾¡¼±Âr¼6»f÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼6».»¡Ã�¸IÆ¶¼P÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼�È ¿�À¶»Z½�¼YÄ9¸¡¼6½9Â|Ä9¿�»Z¼G½�÷GÁ�È Är¾¡¼ ÂeÕ º�	�¼G½#¾¡Ã�¼6Æ²Æ¶¼6»
÷GÁ�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼B»�»¡Ã�¸ZÆÖÕ ºG¾x¿{¾Bµi�±¼YÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼¼6»å¾Y¼G½�¼��,¼G¾éÅ,¼6¿uÃQ÷�Á�Ã9Ä Ä�Æ¶Ã9»éÂrÀ@=V÷�À¶Æ¶¼�µ�m Æ±¼Z�rÀ¶»å¾¡¼VÄ9Æ²Ã9»¡À¶¼GÃ�¸ »�	�¼G¸ »åÀ¶Á�½9» ÂrÃpÄ�¸¡À¶½9÷GÀ²Ä,¼ ÂrÃÈ ¿?�rÀ²ÈYÃ�Èb¿
	�¼6÷V÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼6» »¡Ã�¸YÆÖÕ ºG¾x¿{¾ ¥ 	�Á�À²¸H¤�÷�¼ »¡Ã���¼�¾~»Ì�?�>0�r´�fË�Òc=Ë��>0Ø���0Ø�Ë
½¶§�µAI¿ ¾xÏ�ºGÁ�¸¡À¶¼(¼6»å¾Z÷�¼6Ä,¼G½9Â�¿�½�¾�Å,¼B¿uÃ9÷�Á�Ã�ÄSÄ�Æ¶Ã9»�÷GÁ�È Ä�Æ¶À¶Ð#Ã�º6¼�9¼�¾�½9Á�Ã9»�½�¼ ÆÖÕ ¿�Å,Á�¸ ÂrÁ�½9»3ÄQ¿�»Â�¿u½9» ÷�¼�¾ Á�Ãc	m¸x¿�ü�¼�µ���½�¼UÂ�À@�@ºG¸x¼G½9÷G¼¹�ôÁ�½9Â�¿uÈ ¼G½#¾x¿�Æ²¼;¿
	�¼6÷VÆ¶¼ Ä9¸¡À¶½9÷�À¶Ä,¼;ÂrÃvÈ�¿��rÀ¶ÈYÃ�È÷�Æý¿�»x»åÀýÐ#Ã�¼U¼6»å¾VÐ#Ã�¼SÆý¿ Ä�¸xº6»¡¼G½9÷G¼SÂr¼�÷�Á�½�¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼6»�»åÃ�¸�ÆÖÕ º�¾x¿u¾�Ä,¼6Ãr¾V¸¡¼6½9Âr¸x¼UÆ¶¼-	�¼B÷W¾¡¼6Ã�¸¿�Â
��Á�À²½#¾�ÂrÀý»x÷�Á�½#¾¡À¶½#Ã.µv�Z½U¸ ¿���Á�Ãr¾x¼Ê¿�Æ²Á�¸x»3Âr¼B»�÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½Q»�Âr¼(»x¿uÃ�¾f�Á�ÃSÂr¼h��Á�½9÷�¾¡À¶Á�½.µ
ö¹½¿�C¿�À}¾a±Æ¶Á�¸ »xÐ�ÃIÕ À¶Æ�¼Z�rÀý»�¾x¼�Âr¼6»U÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼6» »¡Ã�¸;Æ?Õ º�¾ ¿{¾UÂ�¼�Æý¿Ô�ôÁ�¸¡È ¼

ci(x) 6 0


i = 1, . . . , p
IÁ�¦ Æ¶¼6»o�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½9»

ci :
m F n → m F »åÁ�½�¾YÂr¼V÷�Æý¿�»x»å¼

C1 I¿�Æ²Á�¸x»ÊÆ²¼�	�¼B÷W¾¡¼6Ã�¸¿�Â
��Á�À²½#¾
p(·) ¼6»å¾�»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½SÂr¼(Æ?Õ º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½UÀ²½#¾¡º6ü�¸ ¿uÆ¶¼

p(t) = p(T ) +

∫ T

t

∂H

∂x
dt−

p
∑

i=1

∫ T

t

∂ci
∂x

dµi,

Á�¦SÆ²¼B»
µi
»åÁ�½�¾�Âr¼B»�È ¼B»åÃ9¸¡¼B»3Ä,Á�»¡À²¾¡À�	�¼6»3Á�ÃU½mÃ�Æ¶Æ²¼B»�ÂrÁ�½�¾�Æ¶¼ »¡Ã�Ä�Ä,Á�¸¡¾�¼6»å¾�÷�Á�½#¾¡¼6½#Ã|Â�¿�½9»

{t ∈ [0, T ] | ci(x(t)) = 0} µù
¿u½9»
Æ¶¿U»å¼B÷W¾¡À¶Á�½ÔJrµ Ò QÁ�½�¾¡¸ ¿uÀ²¾¡¼ ÷�Á�È Ä�Æ²ÇG¾¡¼6È ¼6½�¾ÊÃ�½�¼Z�r¼6È Ä9Æ²¼ ¥ »¡À²È Ä�Æ¶À²ú9ºa§
Âr¼éÄ9¸¡Á��Å�Æ²Ç6È ¼YÂr¼Y÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼(Á�Är¾xÀ²È�¿uÆIÁ�¦|¿uÄ�Ä9¿�¸x¿�À¶»x»å¼6½�¾�Âr¼B»�÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼6»�»åÃ9¸�ÆÖÕ ºG¾x¿{¾ ¥ Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼Âr¼é¸¡¼6½�¾¡¸xºG¼é¿{¾xÈ Á�»¡Ä�Ï�ºG¸xÀýÐ�Ã9¼YÂeÕ Ã�½�¼é½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼a§�µi�±¼GÄ,¼6½9Â�¿u½#¾
Á�½�¿�¸¡¸xÀk	�¼©¤Vº�	mÀ²¾¡¼6¸ZÆÖÕ Ã9»x¿uü�¼ÂeÕ Ã9½SÄ�¸¡À¶½9÷�À¶Ä,¼(Â�ÃUÈ�¿��rÀ¶ÈYÃ�È ¿
	�¼6÷Ê÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼6»6µ
^Ñõ#� 8 �e§=® §f®  Põm�f��?�C�B�r�6�?�Q�+· ��½�È Á���¼G½�»¡À¶È Ä�Æ²¼ Âr¼ È ¿�½�À¶Ä�Ã�Æ¶¼G¸ÊÂr¼6»
÷�Á�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼B»»åÃ�¸�ÆÖÕ ºG¾x¿u¾�¼6»å¾ZÂr¼Y¸¡ºB»åÁ�Ã9Âr¸¡¼(Ã�½|Ä�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼YÂr¼Y÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼(Á�Är¾¡À¶È�¿uÆIÈ ÁrÂrÀ²ú9º�QÁ�¦iQ÷GÁ�È È ¼Â�¿u½9»ÊÆ¶¿ ¾xÏ�ºGÁ�¸¡À¶¼�A0ÓH@Á�½�Ä,Á�½9ÂrÇG¸x¼ ÷G¼�¾¡¾¡¼�÷�Á�½�¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼�eÂr¼ È ¿�½�À¶ÇG¸x¼�¤;Æý¿¼�ôÁ�¸ ÷�¼G¸I¤~µ�¾¡¸x¼	�ºG¸xÀ}ú9º6¼�µyAI¼ Ä9¸¡À¶½9÷�À¶Ä,¼ ü�ºG½�º6¸x¿�Æ0Âr¼�÷�¼G¾å¾x¼ È ºG¾¡Ï�Á�Âr¼ ¼6»å¾ÊÆ¶¼�»åÃ�À�	{¿�½�¾6µ&�mÃ�Ä9Ä,Á�»¡Á�½9»ÊÐ#Ã.Õ Á�½	�¼GÃ�À¶Æ²Æ¶¼3À¶È Ä,Á�»¡¼G¸�¤
ÆÖÕ ºG¾x¿{¾PÂeÕ ¿uÄ�Ä9¿�¸å¾x¼G½�À¶¸�¤
Ã�½ »¡Á�Ã9»��Ö¼6½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼

C ⊂ m F n µ�ù�Á�½�½�Á�½9»ª�7½�Á�Ã9»Ã�½�¼��ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½
g
»åÃ�¸"m F n Q½mÃ�Æ¶Æ²¼ »åÃ�¸ C ¼G¾
»å¾¡¸xÀ¶÷�¾¡¼6È ¼6½�¾
Ä,Á�»¡À}¾xÀk	�¼é¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ9¸x» ¥ À²Æ��C¿�Ãr¾"µG¾¡¸x¼÷G¿uÄQ¿uÅ�Æ¶¼éÂr¼é÷GÁ�½9»å¾¡¸xÃ�À¶¸¡¼YÃ�½�¼Y¾¡¼6Æ²Æ¶¼©�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½ §�µX��Æ¶Á�¸ »f9¼6½�¿���Á�Ãr¾x¿�½�¾
¿�Ã�÷�Á�ªr¾

C(t, u)
Æ²¼

»¡÷6¿uÆý¿uÀ¶¸¡¼
λ
∫ T

0
g(x(t))dt

rÁ�¦
λ > 0

¼6»å¾�Ã�½UÄ,Á�ÀýÂ�»3Ð#Ã�¼ÊÆ?Õ Á�½UÄQ¼6Ãr¾�÷ Ï�Á�Àý»¡À²¸�¿�»x»¡¼��Zü�¸x¿�½9ÂyÁ�½�¼6»¡Ä,ÇG¸x¼�Ð#Ã�¼�Æ¶¿ ¸¡ºB»åÁ�Æ²Ãr¾xÀ²Á�½�Âr¼�÷G¼�Ä�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼�Âr¼Z÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼�Á�Är¾¡À¶È�¿uÆQÈ Á�ÂrÀ}úQº/	{¿o�ôÁ�¸ ÷�¼6¸Æ¶¿�¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼©¤�¸x¼6»å¾¡¼G¸ZÂ�¿�½9»�Æ?Õ ¼G½9»¡¼GÈYÅ�Æ¶¼
C
µ,ö¹½�¼��,¼G¾
»¡À

x(t)
»¡Á�¸¡¾ZÂr¼YÆÖÕ ¼6½9»å¼6ÈYÅ�Æ¶¼

C
¼�¾ »¡À

λ
¼6»å¾Vü�¸ ¿u½9ÂiM¿�Æ²Á�¸x» Æ²¼�÷GÁ�ªr¾ ÷GÁ�¸x¸¡¼6»¡Ä,Á�½9Â�¿u½#¾ ¼6»å¾Vü�¸x¿�½9ÂyM¼�¾VÄ9¸¡Á�Å9¿uÅ�Æ¶¼GÈ ¼6½�¾�Æý¿¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼
½9¼(»¡¼G¸ ¿éÄ9¿�»3Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼�µ

Af¿o��Ã9»å¾¡À²úQ÷6¿{¾¡À¶Á�½�¾¡Ï�º6Á�¸xÀ¶Ð#Ã�¼éÂr¼ ÷�¼YÄ�¸xÁr÷Gº6Ârº ¸xº6»¡ÀýÂr¼YÂ�¿�½9»�Æý¿VÄ�¸xÁ�Ä,Á�»¡À²¾¡À¶Á�½Sü�ºG½�º6¸x¿�Æ²¼»åÃ�À�	{¿�½�¾x¼�µ
]Ê¢D�Q P�Q�B�ô�B�C�,� �i· ñ · ñ · ºyý��¶Î

(E, d)
�>þã�1';ÒgÍ�"L�ë&�D�Î+$��¶U��g� ½ C �>þ¢'Zý{�f'=Æ��Zþ�'Z��&�ÐZÏk�ë���

E ½ ��Î f �>þX��.Zý�þr"ZÎ´�{ý�þ
k

Æ3Ï � Ò�'1"G:��¶ÎV«��{�Zþ þv�B'=�K$
E
�t�Bý{�K$�Î3ý0�>Î

x ∈ E ½ Òcý<'�ý�þ�'
g(x) =

d(x,C)
��ºy�aÒ�Ògý<'�ý�þ�'�U1�g�-ÏkÍ�.Zý�þ�"�Î´�{ý�þ

f
$��1'�Î+$����¶þgÎ3�VÀ

C
Í?Î;Î3��� þ Î�'Zý?þ*&��¶þg�)&M�K& �Zþ

x0 ∈ C ½ �{� �a�
f(x0) = min

x∈C
f(x).



´�´B� �
	)�9� 0��±4B%¢¡<�#�54B0��M�10H� %ã'#��,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0��
»"Ïký0$G' ½ Ògý0�K$IÎ3ý0�>Îc$-D:�ZÏ

λ > k ½ ý�þOÍ
f(x0) + λg(x0) = min

x∈C
f(x) + λg(x),

�{���a�
x0

�1'�Î+Í0�f'G'��
�>þHÒgý��¶þgÎhý0¹
f + λg

Í�Î´Îº���¶þ Ît'�ý�þ¨&H�¶þ �)&(�K&�'G�K$
C
�^Ê&Íß$-D4"�� Ò�$�ý�U��g��='�ÎN�z$�Í?�{�X':�c���BÒvÏÓ�f'

λ > k
��Îc'��

C
�='�Î�.Z��$=&�Da�

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�)F�¿uÀý»åÁ�½�½�Á�½9»(Ä9¿u¸YÆÖÕ ¿�Å9»åÃ9¸xÂr¼�I¼�¾ »åÃ9Ä�Ä,Á�»¡Á�½9» Ð#Ã.Õ À¶Æ±¼Z�rÀ¶»å¾¡¼
y ∈ E

¼�¾
ε > 0

¾x¼GÆý»�Ð#Ã�¼
f(y) + λd(y, C) < f(x0) − λε

µv�mÁ�À}¾Z¿�Æ²Á�¸x»
z ∈ E

¾¡¼6ÆfÐ#Ã�¼
d(y, z) 6

d(y, C) + ε
µv�Z½S¿
f(z) 6 f(y) + kd(y, z) 6 f(y) + λd(y, C) + λε < f(x0),

÷�¼(Ð#Ã�À.¼B»�¾�Ã�½�¼ ÷�Á�½�¾¡¸ ¿�Â�À¶÷�¾¡À¶Á�½.µ·0Á�Ã�¸±Æý¿ ¸xº6÷�À¶Ä�¸xÁrÐ#Ã�¼��»¡Ã�Ä�Ä,Á�»¡Á�½9»±Ð�Ã9¼
λ > k

¼�¾3Ð#Ã�¼
C
¼B»�¾+�ô¼G¸xÈ º�µ>�mÁ�À²¾

x0 ∈ C
Ã�½Ä,Á�À¶½�¾ÊÁ�¦

f + λg
¿u¾å¾x¼GÀ¶½�¾(»¡Á�½�È À¶½�À¶ÈYÃ�ÈÉ»¡Ã�¸

C
@¼�¾(»¡Á�À²¾

ε > 0
µXm Æ0¼��rÀ¶»å¾¡¼

z ∈ C
¾x¼GÆÐ#Ã�¼

d(x0, z) < d(x0, C) + ε/λ
µv�Z½S¿

f(z) 6 f(x0) + kd(x0, z)

6 f(x0) + kd(x0, C) +
k

λ
ε

< f(x0) + λd(x0, C) − (λ− k)d(x0, C) + ε

< f(z) − (λ− k)d(x0, C) + ε

¼�¾YÂ�Á�½9÷
(λ − k)d(x0, C) < ε

µ&A.¼�¸xºG¼6Æ
ε > 0

º�¾ ¿u½#¾Y¿u¸xÅ�À²¾¡¸ ¿uÀ¶¸¡¼�eÁ�½ ¼6½�Ârº6ÂrÃ9À}¾éÐ#Ã�¼
d(x0, C) = 0

e¼�¾YÂrÁ�½9÷
x0 ∈ C

Ä9Ã�À¶»xÐ#Ã�¼
C
¼6»å¾o�ô¼G¸xÈ º�µ��Z½ ÷GÁ�½9÷GÆ²Ãr¾ Ð#Ã�¼ Ä,Á�Ã�¸
¾¡Á�Ãr¾

z ∈ C
Á�½S¿

f(z) > f(x0)
µ

� í8Q ¬*ô ð/ø ¯-öZðB�eð$� ð ô ðh°¼$�1$ðB�
� °+Ø�° ï Ú�ÛPÜ±ÝmÞ9ßPà�á\Û¹â�Ýrã¡äçæ0àéè®ý;P�Ü�Þ�áfê#ê#ÛPÞrÝ)Ü�Û±Ü�à¡ãåÜ�î.æMã�Þ�á

F�¼6Ä�¸¡¼6½�Á�½9»VÆÖÕ ¼��m¼6È Ä�Æ²¼�PÆ¶¼GÀ²¾¡È Á�¾¡À�	wÂ�¼�÷�¼�Æ²À�	m¸¡¼�PÂrÃ�¸¡¼B»¡»¡Á�¸¡¾�½�Á�½�Æ²À¶½�º6¿�À²¸x¼Å	mÃ�¼6½À²½#¾¡¸xÁrÂrÃ9÷�¾¡À¶Á�½i�È Á�ÂrºGÆ¶À¶»¡ºÊÄ9¿u¸�Æ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼(Âr¼ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
{

ẋ(t) = y(t),

ẏ(t) = −x(t) − 2x(t)3 + u(t),

Á�¦éÁ�½ ¿�Ãr¾¡Á�¸¡Àý»¡¼±÷GÁ�È È ¼3÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼6»f¾¡Á�Ã�¾¡¼6»0Æ²¼B»��ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½9»
u(t)

÷�Á�½#¾¡À¶½#Ã�¼B»=Ä9¿�¸0È Á�¸x÷G¼6¿uÃc�¾¡¼GÆ¶Æ¶¼6»éÐ#Ã�¼ |u(t)| 6 1
µ±A¹Õ Á�Å>��¼6÷�¾¡Àk��¼6»å¾ ÂeÕ ¿uÈ ¼G½�¼6¸YÆ¶¼ ¸¡¼B»¡»¡Á�¸¡¾YÂeÕ Ã�½�¼ Ä,Á#»åÀ²¾xÀ²Á�½�À²½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼Ð#Ã�¼GÆý÷�Á�½QÐ�Ã9¼

(x0, y0 = ẋ0)
¤ »¡¿ Ä,Á�»¡À²¾¡À¶Á�½SÂeÕ º6Ð#Ã�À¶Æ²À¶Å�¸x¼

(0, 0)
��þÑÎº��&/Ò�'�&��¶þg�)&�Í�Ï

t∗
µ

�  = =?�C©��r�6�C�,� §=¨(]Ê¢D�?�=©��ô P®�§f¨(^Ñ�c_.�C¯ ¨=¯
A.¼�p�¿�È À¶Æ²¾¡Á�½�À²¼6½SÂrÃ|»��r»å¾¡Ç6È ¼(Ä�¸¡ºB÷�º6Â�¼G½�¾�»GÕ º6÷G¸¡À²¾

H(x, p, u) = pxy + py(−x− 2x3 + u),



¡z�JIK�¼%Eü"%5,V�5#&%+*-%"��%Eü"%54��10��1%+* ´�´6Ë
¼�¾�»åÀ

(x, p, u)
¼6»å¾�Ã�½�¼(¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿�Æ²¼Ê¿�Æ¶Á�¸ »±Á�½SÂrÁ�À²¾�¿
	�Á�À¶¸

ṗx = −∂H
∂x

= py(1 + 6x2),
¼G¾
ṗy = −∂H

∂y
= −px.

r�Áu¾xÁ�½9»�Ð#Ã�¼ Ä�Ã�Àý»xÐ#Ã�¼ Æ²¼�	�¼B÷W¾x¼GÃ�¸Z¿�Â
��Á�À²½#¾
(px, py)

ÂrÁ�À²¾)µG¾¡¸x¼(½�Á�½S¾¡¸xÀk	mÀý¿uÆ´
py
½�¼ Ä,¼6Ãr¾»GÕ ¿u½�½mÃ�Æ¶¼G¸;»¡Ã�¸;Ã�½�À¶½�¾¡¼6¸�	u¿uÆ¶Æ²¼ ¥ »åÀ¶½�Á�½�Á�½�¿uÃ9¸x¿�À}¾ ºGü#¿uÆ¶¼GÈ ¼G½#¾ px = −ṗy = 0
§WµÔ·0¿�¸¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ�¸ »3Æ¶¿ ÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½UÆý¿ ÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½SÂr¼(È�¿��rÀ¶È À¶»x¿{¾xÀ²Á�½;½�Á�Ã9»�ÂrÁ�½�½�¼

pyu = max
|v|61

pyv.

�±Á�È È ¼
py
½�¼(»GÕ ¿u½9½#Ã�Æ¶¼Ê»¡Ã�¸�¿�Ã9÷�Ã�½UÀ²½#¾¡¼6¸�	u¿uÆ¶Æ²¼�mÁ�½;¼6½UÂ�º6ÂrÃ�À²¾�Ð�Ã9¼�rÄ�¸x¼6»xÐ�Ã9¼ZÄQ¿u¸¡¾¡Á�Ã�¾f

u(t) =
»¡À¶ü�½�¼

py(t).

ö¹½�Ä9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã9Æ²À¶¼G¸
Æ²¼B»
÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼6»�Á�Är¾¡À¶È�¿uÃ>��»¡Á�½#¾Ê»åÃQ÷G÷�¼B»¡»¡À�	�¼GÈ ¼G½�¾
ºGü#¿uÃ>�.¤ ±1
@÷�Õ ¼B»�¾ÊÆ²¼Ä�¸¡À¶½9÷GÀ²Ä,¼�Ð:Í�þ�ÿ{Æ�Ð:Í�þ�ÿ ¥ 	�Á�À¶¸-» Ò��
½Ä§WµM·¹Æ¶Ã9» Ä�¸xº6÷�Àý»¡ºGÈ ¼G½#¾f0Æ¶¼E	�¼B÷W¾¡¼6Ã�¸�¿�Â
��Á�À²½#¾�¿uÃv¾x¼GÈ Ä9»ú9½9¿uÆ

t∗
º�¾ ¿u½#¾�ÂrºGú9½�À&¤ »x÷G¿�Æ¶¿�À²¸x¼ZÈYÃ9Æ}¾xÀ²Ä�Æ¶Àý÷G¿{¾xÀk�0Ä�¸xÇ6»frÁ�½UÄ,¼GÃr¾Z¿�=�¸¡È ¼6¸

u(t) =
»åÀ¶ü�½9¼

(py(t))
Á�¦

py
¼6»å¾�Æ¶¿ »¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½SÂr¼ { p̈y(t) + py(t) (1 + 6x(t)2) = 0,

py(t∗) = cosα, ṗy(t∗) = − sinα,

Æ²¼(Ä9¿u¸ ¿uÈ ÇG¾¡¸x¼
α ∈ [0, 2π[

º�¾x¿�½�¾�À¶½9Ârº�¾x¼G¸xÈ À¶½�º�µ
ö¹½ À¶½�	�¼6¸x»x¿u½�¾MÆ²¼Ô¾x¼GÈ Ä9» ¥ t 7→ −t §�uÀ¶Ær¼B»�¾P÷�Æý¿uÀ¶¸MÐ#Ã�¼3½�Á�¾¡¸x¼ÔÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼3¼6»å¾Mº6Ð#Ã�À�	{¿�Æ²¼6½�¾¿uÃUÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼(ÂrÃU¾¡¼6È ÄQ»�È À¶½�À¶È�¿uÆ.Ä,Á�Ã�¸�Æ¶¼ »��r»å¾¡ÇGÈ ¼























ẋ(t) = −y(t)
ẏ(t) = x(t) + 2x(t)3 − »åÀ¶ü�½9¼ (py(t))

ṗy(t) = px(t)

ṗx(t) = −py(t)(1 + 6x(t)2)

¥ Jmµ Ë�´a§

¿a	�¼B÷
x(0) = y(0) = 0, x(t∗) = x0, y(t∗) = y0, py(0) = cosα, px(0) = sinα,

Á�¦
α ∈ [0, 2π[

¼B»�¾)¤ Ârº�¾x¼G¸xÈ À²½�¼6¸6µ
z õm�B�Q?¨I�B�C�Q�)�.¨=¯põ#¢D�;9e¨f®¬ å°²���C§=®|§f®\®°¯*±�²V³

�Z½S»¡Ã�Ä�Ä,Á�»¡¼(Ârº6»¡Á�¸xÈ�¿uÀý»ÔÐ#Ã�¼
x0 = 0

¼�¾
ẋ0 = 6

µ
·0Á�Ã�¸�¸¡º6»¡Á�ÃQÂr¸¡¼
Æ¶¼ÊÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ÊÁ�½UÄ9¸¡Ár÷GÇ6Âr¼Ê¼G½|ØéºG¾x¿�Ä,¼6»6µ

]Ê¢D®m¯v�{|#¢{®võ#�6�� ¹®v· �Z½v»¡¿�À¶»¡À²¾YÆ¶¼;»��r»å¾¡Ç6È ¼;ÂrÀk�,º6¸¡¼6½�¾xÀ²¼6Æ ¥ Jmµ Ë�´
§�fÄ�Ã�Àý»YÁ�½�¾x¸x¿�÷�¼ Â�¿�½9»Æ²¼�Ä�Æý¿u½ Â�¼ Ä�ÏQ¿�»¡¼
(x, y)

Æ²¼B»(Â�¼GÃ>� »¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½Q»
¸x¼6»¡Ä,¼6÷�¾¡À�	�¼GÈ ¼G½#¾ ¿�»x»¡Ár÷�À¶ºG¼6»o¤
α = 1

¼G¾
α = 2.5

�¿
	�¼B÷
t ∈ [0, 10] ¥ 	�Á�À²¸3ú9ü�Ã�¸¡¼©JmµÌ��§�µ



´�´GÒ �
	)�9� 0��±4B%¢¡<�#�54B0��M�10H� %ã'#��,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0��
Z�lam^nok�p�dEb-qrj�b8_�j0pyxzsEb8_�juklamKvwk�p�dEb-srj�b8_�j0p�qtb-_�j@6fv�|<qtb-_�j�}{~yx�if]@;��a�!.�b-�
b-_�jajuklamK~wk�p�dEb4��j�b8_�j0p�[Eb-_�juklama�îk�p�dEb8[^j�b8_�j0pyx<�tb8_�j�|�bzn´6K�;|<qtb-_�j�}�v�juki0s�i�k�p�lam^n^�4l�mfvt�-l�mK~
�-l�ma��kZé]a��nok�p��AqEbG�yj<pf�t��stbG��j<pf�t�8�
bG��j<p���g;i�b<n�j��H[cb4��j0p�if]��cbzn�j0�wk]a��vwk�p��AqEbG�yj<pf�t��stbG��j<pf�t�8�
bG��j<p���g;i�bGvE����j��H[EbG��j<p�iK]��EbGvE���yj<�wk]a� k�p ]a��n^��]��{vwkZ*dfea�yhag�_tby�-i<syi{�t���AqEb-_rj���sEb8_�j��8�
b8_rj��H[cb8_�j<�E��_KpK�E�f��nz�
�ö�G]��{�E�i0_Kl��riK]<�fl�pK�E���f�
�äif��l���l�pN�Aqtb8_�j���stb-_�j<�t�Gh;]���l;�{gfhag��fp��+��h{�;l
���;l��a��j��

–6

–4

–2

2

4

6

8

y(t)

–2 –1 1 2x(t)

ù$úÄû+ü JrµÌ� Ë
T;®m¨�_.�{|m¯p®Yõ��B�r P®v· �Z½YÄ,Á�»¡¼

T = 10

N = 100


h = T/N

¼�¾
tn = nh, n = 0 . . . N

µ·=Á�Ã�¸
α = 1

DÄ�Ã�Àý»=Ä,Á�Ã�¸
α = 2.5

{Á�½YºB÷�¸xÀ}¾0Ã�½�¼ÔÅ,Á�Ã9÷GÆ²¼3Ð#Ã�Àr÷G¿�Æ¶÷GÃ�Æ²¼±Æ¶¼ÔÄ�Æ¶Ã9»=Ä,¼�¾xÀ}¾M¼G½#¾¡À¶¼G¸
k
¾¡¼6ÆIÐ#Ã�¼

x(tk)x(tk+1) 6 0
¼G¾ |y(tk+1) − 6| < 0.5.

�Z½S¿�=V÷xÏ9¼(¿uÆ¶Á�¸ »ÔÆ²¼B»h	{¿�Æ²¼6Ã�¸x»�Âr¼ÊÆý¿ »¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½S¿uÃ>� ¾¡¼6È ÄQ»
tk
¼�¾
tk+1

µ
Zöi�gKh�nok�p¿��i�gKh*SKl
bEHKi0syi���qEb4��j0pf�
��sEb4��j0pf�
�8�tb4��j0p��{g;i�bzn�j��H[EbG��j<p�iK]��Eb<n�j!I
�

H�qEb8_rj���stb-_�j��8�tb8_�j��H[Eb8_rj!I¼�Õ_fs���lap��f�!.�l���]��Kjuk
4�k�p^n<�E���wk�µ�k�p^nz�f��k�`�kHp7410*µ�kq9D�k�pK��k( g��eD ( �;g/.�n�_;gOµ��Kgi�gfh*Dîk�pµi�gKh�n�bFDy|<`rjukq9D���l�[�kHpµi<�f�ri�b1i�gfh!DE�8qtb8_rjajuks9D���l�[�kHpµi<�f�ri�b1i�gfh!DE�8stb8_rjajuk] ( q9Dy|0q9D���l{[1¶�pf�O)��;�	)��ri�b-s7D���l{[rx{��j!¶��c���\_a`�l����K�Kl9)8D ( ]¼kq9D�k�p�q7Da��l�[îkga�Nk¨i�gKh�nrbBDy|<`rj��



¡z�JIK�¼%Eü"%5,V�5#&%+*-%"��%Eü"%54��10��1%+* ´�´BØ
� ¢{�,�C�B�{|m¯�® õ#�B�r P® · �Z½ º6÷G¸¡À²¾ÔÃ�½�¼
Ä�¸xÁr÷Gº6ÂrÃ�¸x¼©Îº��&)Òy'£§�· Ò�$�ý�"�ÔªÍ�Ï Ò�:gÍ ½ �3Ò�'AÖYÐ#Ã�Àe÷G¿uÆý÷�Ã�Æ¶¼Ã�½�¼(¿uÄ9Ä�¸¡Á
�rÀ²È�¿u¾¡À¶Á�½ Â�Ã ¾x¼GÈ Ä9»

t
¾x¼GÆ.Ð#Ã�¼

x(t) = 0
¼�¾ |y(t)− 6| < 0.5

µr·=Á�Ã�¸�÷G¼GÆý¿éÁ�½Æ²Ár÷6¿uÆ¶Àý»å¼3¾xÁ�Ãr¾3ÂeÕ ¿uÅ,Á�¸ Â ÷G¼�¾¡¼GÈ Ä9»Ô÷�Á�È È ¼"¤(ÆÖÕ º�¾x¿�Ä,¼�Ä9¸¡ºB÷�º6Âr¼6½�¾x¼��Ä�Ã�Àý»PÁ�½�¼Z�@¼6÷�¾¡Ã�¼ZÃ�½�¼ÂrÀ¶÷ Ï�Á�¾¡Á�È À¶¼Y»¡Ã�¸
t
¼6½�¾¡¸x¼

tk
¼G¾
tk+1

Ä,Á�Ã�¸Z÷6¿uÆý÷�Ã�Æ¶¼G¸�Æ¶¼ ¾¡¼GÈ Ä9»ZÁ�¦
x(t)

»6Õ ¿u½�½mÃ�Æ²¼H¤
epsÄ�¸¡ÇB» ¥ ÷�Õ ¼B»�¾��º¤?�7ÂrÀ¶¸x¼ |x(t)| < eps

§Wµ
Z*_;l@.��ri�k�p¢�K�;g;��bE)fh0�f`2)
�-l���ifjhag��*)Kh¿i�gKh¼�1i�gfh!Dc�C4E�BµE�H`c�BDE��q9DE��q7Da�;l{[N��s7Da�;l{[c�8_K�
�8_^nr��_!.���q;�
��q^n^��q5. ki�gKh�k�p¿�yi�gKh*SKl¼b�HKi<s�i���qtbG��j<pK�
��stbG��j<pK�
�8�tb4��j<py�{g;i�b=)fh0�f`2)�j��[cbG�yj<pyif]z�Eb=)fh{�a`2)yj!I¼�¸H�qEb-_rj���sEb8_�j��8�
b-_�j��H[cb8_�j*I¼��_fsa��l�p��a�!.rl���]a�fjuk
4�k�p^n<�E���wk�µ�k�p^n<�a��k�`�kHp7410*µ�kq9D�k�pK��k( g��eD ( �;g/.�n�_;gOµö�fgi�gfh*D�k�p�i{gKh!bBDy|<`rjukq9D���l�[�kHp iz�f�ri�b1i�gfh!DE�8qtb8_rjajuks9D���l�[�kHp iz�f�ri�b1i�gfh!DE�8stb8_rjajuk] ( q9Dy|0q9Da�;l{[1¶�pf�O)��;�	)��ri�b-s7D���l{[rx{��j!¶a�E���\_a`�l����K�Kl9)8D ( ]¼kq9D�k�p�q7Da��l�[îkga�Nk_;�ck�ptbBD�x;n�j�|<`îk�_�n�k�p7Dy|z`�kq;�ck�pyiz�a�ri�b1i�gfh!b8_;��j��8qtb8_�jfjukÕq^n�k�pyiz�f��i�b�i{gfh!b-_^n�j���qtb8_rjajuk¹ �;l/.>)��Km��;l�kÕq;�¿l�_¿q�n*i{g��K_ ( g����{l@.�l{�K_��KléiK]/;a��l�i¢��g{�K_f�2)�]z�Kl�i[f`^]�halO)��ri�b-q�n�xzq;��j{Zal{��i>�Kg_!.�k�ptb-_K�86a_^n�j!0av�kq!.�k�pyi<�a��i�b1i{gfh¼b8_5.!j���qtb-_�jaj�k] ( q!.�|0q;�:¶��\_a`�l��¿q^n�k�paq5. k�_�n�k�p�_!. klKh;i�l*qK�ck�paq5. k�_;�ck�p�_!. k( ]!kga�Nk
Nfe948G2N7µtb-_K��j��l��;��k

² ¨=�r�G¢{�{|m¯p®�õ#�6�r P®v· �Z½wº6÷�¸xÀ²¾�Ã�½�¼|Ä�¸¡Á�÷�º6Â�Ã�¸¡¼��?�¶"4:gý*· Ò�$�ýz"�Ô3�3Ò�'AÖ Ð#Ã�À�÷6¿uÆý÷�Ã�Æ¶¼SÄ9¿u¸ÂrÀ¶÷ Ï�Á�¾¡Á�È À¶¼ »¡Ã�¸
α
9¼G½#¾¡¸x¼

α = 1
¼G¾
α = 2.5

QÃ�½�¼Y¿�Ä�Ä�¸xÁa�rÀ¶È�¿{¾¡À¶Á�½SÂrÃ|¸xºG¼6Æ
α
¾¡¼6ÆfÐ#Ã�¼Æ¶¿ »¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½UÂr¼ ¥ Jrµ Ë9´a§Ô¿�»x»åÁ�÷�À¶ºG¼"	�º6¸¡À²ú9¼

∃t∗ | x(t∗) = 0, y(t∗) = 6,

Æ²¼(¸¡º6¼GÆ
eps

º�¾x¿�½�¾�Æ¶¿ Ä�¸¡ºB÷�Àý»åÀ¶Á�½iy�{� �f� |x(t∗)| < eps, |y(t∗) − 6| < eps
µ·¹Æ¶Ã9»�Ä�¸xº6÷�Àý»¡ºGÈ ¼G½#¾f�Á�½S÷xÏ9¼G¸ ÷xÏ�¼ÊÆ¶¼Ê¸xºG¼6Æ

α
Ä9¿�¸�Â�À¶÷ Ï�Áu¾xÁ�È À¶¼(Âr¼(»¡Á�¸¡¾¡¼(Ð#Ã�¼

| y(α, temps(α, eps) ) − 6 | < eps

Á�¦ (
x(α, ·), y(α, ·), z(α, ·), w(α, ·)

) ¼6»å¾±Æ¶¿Y»åÁ�Æ²Ãr¾xÀ¶Á�½VÂr¼ ¥ Jmµ Ë�´a§ ¥ ½�Áu¾xÁ�½9»±Ð#Ã�¼�Æý¿(Ä�¸xÁr÷�º��ÂrÃ�¸x¼tÎº��&)Òy'(¿�»¡»¡Ã�¸x¼
Â�ºª��¤ Ð#Ã�¼ |x(α, temps(α, eps))| < eps
§Wµ

Z¢��]a�<`�g�k�p¢�K�;g;��bGl{��iKj



´�´fC �
	)�9� 0��±4B%¢¡<�#�54B0��M�10H� %ã'#��,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0��
hag��*)Khn)t���c�i.��=i{gKh8)
�1i{gfh0�N�=i{gKh´.���_2)
��_a�c��_5.���s:)t��s��c�8s5. k
)ck�p^nok#��k�pKvc����ki�gKh7)wk�p¿��i�gKh*SKl
bEHKi0syi���qEb4��j0pf�
��sEb4��j0pf�
�8�tb4��j0p��{g;i�b=)�j��H[EbG��j<p�iK]��EbE)�j!I
�

H{qEb-_rj��8stb8_rj��8�
b-_�j���[Eb8_�j*I¼��_fsa��lap��a�*.�l��r]��fjuki�gKh{��k�p¿��i�gKh*SKl
bEHKi0syi���qEb4��j0pf�
��sEb4��j0pf�
�8�tb4��j0p��{g;i�b��rj��H[EbG��j<p�iK]��Eb8�rj!I
�
H{qEb-_rj��8stb8_rj��8�
b-_�j���[Eb8_�j*I¼��_fsa��lap��a�*.�l��r]��fjuk_2)ck�pa_Kl/.���i�b=)t�-l{�rifjukÕ_a��k�pa_;l/.;��i�b��c�4l{��ifj�ks2)ck�pyiz�a�ri�b1i{gKh8)¼b-_:)�j���stb8_rjajukÕsa��k�pyi<�a��i�b�i{gfh{�Eb8_��^j���sEb8_�jfjuk[f`^]�halO)��ri�b-sa�rxzs2)�j{Zal{��i>�Kg

.9kHpKl8S2)fh ( bfb=)86��rj!0av�juki�gfh/. k�p¿�yi�gKh!S;l¼b�HKi<syi!��qtbG��j<pf�t��stbG��j<pf�t�8�
bG��j<p���g;i�bj.�j���[Eb4��j0p�if]z�Ebi.!j!I¼�
H�qEb-_rj���sEb8_�j��-�
b8_rj��H[Eb-_�j!I
��_fsa�;lap��a�!.rl���]a�fjuk_!.�k�pa_;l/.;��i�bi.��4l{��iKjuks!.ûk�pµiz�f�ri�b1i�gfh´.�b8_5.�j���stb-_�jajuk] ( b-s5.!x{��ja|�b8s2)�x0�yj!¶��\_a`�l�����kHp5. kÕsa��k�pas!. klKh;i�le)ckHp5. kÕs2)Ek�pas!. k( ]!kga�Nk

Nfe948G2N7µtbE)�j��l��;�Nk
ò �?�19e¨f�;|#¯p® õ#�B�r P® · �Z½;÷6¿uÆý÷�Ã�Æ¶¼ZÃ�½�¼(¿uÄ�Ä�¸xÁa�rÀ¶È�¿{¾xÀ²Á�½VÂr¼

α
Ä,Á�Ã�¸

eps = 0.01
r¼�¾3Á�½¾¡¸ ¿�÷�¼(Â�¿�½9»3Æ¶¼ÊÄ�Æý¿u½SÂ�¼ÊÄ�ÏQ¿�»¡¼
Æý¿ »¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½UÁ�År¾x¼G½mÃ�¼ ¥ 	�Á�À¶¸3ú9ü�Ã�¸x¼©Jmµ Ë�§Wµ

Z¢��]a�<`�g¼b4�c����n�j�� vc��n<~a�9º�n/»9ºa�a�Z*_;l@.��ri�b4vc�1nz~a�9º�n/»9ºa�a�t�-�E���rn�j��
»c�Bºf~7ºf�a�a�f�a�a�Z*dfea�yhag�_tby�-i<syi{�t���AqEb-_rj���sEb8_�j��8�
b8_rj��H[cb8_�j<�E��_fpK�E�a�C»c�Cºa~9ºa�
��a�AqEbG��j0pf�
��sEb4��j0pf�
�-�
b4��j0p��{g�i�b4vE��nz~a�9º�n/»7ºf�a��j��H[Eb4�yj<p�iK]��EbGvE�1nz~f�7º�n@»7ºa�f��j<�a�E�i0_Kl��riK]<�fl�pK�E���f�
�äif��l��;lapN�%qEb8_�j���stb8_rj<�t�Gh;]���l;�{gfhag��fp��+��h{�;l��yj��

A.¼ ¾x¼GÈ Ä9»ÊÈ À¶½�À¶È�¿uÆMÄ,Á�Ã�¸(¿uÈ ¼6½�¼G¸ÊÆ¶¼ ¸x¼6»x»åÁ�¸å¾ÊÂr¼ Æý¿;Ä,Á#»åÀ²¾¡À¶Á�½
(0, 6)

¤;ÆÖÕ º6Ð#Ã�À¶Æ²À¶Å�¸x¼
(0, 0)

¼6»å¾�Â�Á�½9÷ÊÂ�¼
8.7375 s

µ
¸)�1&�Í0$-U��g��Jmµ Ë�µ¶´��)�±Á�½9»¡À¶Â�ºG¸xÁ�½9»ÔÆ¶¼(÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼

u(t) =
»¡À¶ü�½�¼

(y(t) − 0.1)/1.33.

�Z½ ÷�Á�½Q»�¾ ¿{¾¡¼ ½#Ã9È º6¸¡ÀýÐ#Ã�¼GÈ ¼6½�¾ Ð#Ã�¼ Æý¿U»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½ ÂrÃ »��r»å¾¡ÇGÈ ¼ ¿�»¡»¡Ár÷�À¶ºG¼�¤U÷�¼�÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼Ä9¿�»x»å¼�Å�À²¼6½ Ä9¿�¸(Æ¶¼�Ä,Á�À¶½�¾
(0, 6)

¿uÃ ¾¡¼GÈ Ä9»
t = 10.92

µ&AI¼ ¾¡¼6È Ä9»YÐ#Ã.Õ À²Æ �C¿uÃ�¾©¤|÷�¼G¾å¾x¼¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼MÄ,Á�Ã�¸f¿uÆ¶Æ²¼6¸IÂr¼
(0, 0)

¿�ÃÊÄ,Á�À²½#¾
(0, 6)

¼B»�¾IÅ�À¶¼G½ »¡Ã�Ä,º6¸¡À¶¼GÃ�¸I¿�Ã
¾¡¼6È Ä9».È À¶½�À²È�¿�Æ÷G¿uÆý÷�Ã9Æ²º�µ
� °+Ø�°+¯  x�á.Þ Qeã�Q@áIê
ì)_.®#¢{©��?©�®Ñ�i· ³ · ¤ ¥ ·¹¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�Â�Ã ¾¡¼6È Ä9» È À¶½�À¶È�¿uÆZÄ,Á�Ã�¸ Ã�½�¼.�ôÃ9»åº6¼Ñ¤�È Á�Ãc	�¼6È ¼G½�¾¸¡¼B÷W¾¡À¶Æ¶À²ü�½�¼a§ · �±Á�½9»åÀýÂrº6¸¡Á�½9»YÃ�½9¼UÈ ÁrÂrº6Æ²Àý»x¿{¾¡À¶Á�½)»¡À²È Ä�Æ¶À²ú9ºG¼|ÂrÃ)È Á�Ãc	�¼GÈ ¼G½#¾ ¸x¼6÷W¾xÀ²Æ¶À¶ü�½�¼
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J

–4

–2

0

2

4

6

y(t)

–2 –1 1 2x(t)

ù$úÄû+ü Jrµ Ë Ë
ÂeÕ Ã9½�¼o�ôÃ9»¡ºG¼�i�{� �a�

ẋ(t) = u(t), ẏ(t) = u(t)2,

Á�¦
x(t)

¸x¼GÄ�¸xº6»¡¼G½�¾x¼ Æ¶¿�	mÀ²¾¡¼B»¡»¡¼ ¼�¾
y(t)

¼6»å¾�À¶½�	�¼6¸x»¡¼GÈ ¼6½�¾�Ä�¸xÁ�Ä,Á�¸å¾xÀ²Á�½�½�¼6Æ²Æ¶¼�¤�Æ¶¿VÈ�¿�»x»å¼Âr¼ÊÆÖÕ ¼G½�ü�À²½.µgA.¼ ÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼
u(t)

¼6»å¾�Æý¿ Ä,Á�Ã9»x»¡ºG¼
¼G¾/	�ºG¸xÀ}ú9¼ÊÆý¿ ÷�Á�½�¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼ |u(t)| 6 1
µ

F�ºB»åÁ�Ã9Âr¸x¼¹Æ²¼±Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼PÂ�Ã(¾x¼GÈ Ä9»fÈ À¶½�À¶È�¿uÆ#Ä,Á�Ã�¸=¿{¾¡¾¡¼6À²½QÂr¸¡¼PÆ¶¼PÄ,Á�À²½#¾Iú9½9¿�Æ
(x1, y1)

¼G½UÄQ¿u¸¡¾x¿u½#¾�Âr¼ÊÆÖÕ Á�¸xÀ²ü�À²½9¼�µ
·�þr���¶":Í�Î;�{ý?þ;'k§ A.¼tpZ¿uÈ À¶Æ}¾xÁ�½�À¶¼G½�¼B»�¾

H = pxu + pyu + p0 @Á�¦ px
¼�¾
py»åÁ�½�¾ ÷�Á�½Q»�¾ ¿u½�¾x¼6»6µ0ÓZÃ�¼GÆ¶Æ¶¼ Ð#Ã�¼;»åÁ�À}¾YÆý¿Å	u¿uÆ¶¼GÃ�¸éÂr¼

p0 fÀ¶Æ5�C¿uÃr¾éÈ�¿?�mÀ¶È Àý»å¼G¸
pxu+ pyu

2 mÄ,Á�Ã�¸ −1 6 u 6 1
µrÍ|Á�½�¾x¸¡¼6¸ÔÐ#Ã�¼�r»å¼6Æ²Á�½VÆ¶¼6»3»åÀ¶ü�½�¼B»±Âr¼

px
¼�¾

py
GÆ²¼P÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼

u
¼B»�¾f÷�Á�½9»�¾ ¿u½�¾a�¼G¾.Ä�¸x¼G½QÂÊ»å¼B»y	{¿�Æ²¼6Ã�¸x»eÂ9¿u½9» {−1, 1,− px

2py
} µÍ|Á�½#¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼��Ä,Á�Ã�¸�¿�Æ²Æ¶¼G¸�¼G½SÃ�½UÄ,Á�À²½#¾

(x1, x2)
¾¡¼GÆfÐ�Ã9¼

Ë 0 < x2 < x1
ZÀ¶Æé¼Z�rÀý»�¾x¼pÃ�½ »å¼6Ã�Æé÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�Á�Är¾xÀ²È�¿uÆ´
»åÀ¶½�ü�Ã�Æ¶À¶¼G¸�¼�¾÷GÁ�½9»å¾x¿�½�¾&¸

Ë x2 = |x1|
rÀ¶Æ.¼Z�rÀý»�¾x¼
Ã9½S»¡¼GÃ�ÆI÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ;�÷GÁ�½9»å¾x¿�½�¾amº6ü�¿�Æy¤

1
Á�Ã¤ −1

¸
Ë x2 > x1

�À¶Æ.¼Z�rÀý»�¾x¼ÊÃ�½�¼(À¶½rú9½�À²¾xº Âr¼ ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B»ÔÁ�Är¾xÀ²È�¿�Ã>�y�Ð#Ã�ÀI»¡Á�½�¾�Âr¼6»»¡Ã9÷6÷�¼6»x»åÀ¶Á�½9»3ÂeÕ ¿�¸x÷6» ±1
µgF�¼GÈ�¿�¸xÐ#Ã�¼6¸�¿uÃ9»x»åÀ.Ð#Ã�¼ÊÆ¶¼
¾x¼GÈ Ä9»�È À¶½�À²È�¿�Æe¼B»�¾

tf = x2
µ&r�Áu¾x¼G¸YÐ#Ã.Õ À²ÆP½.Õ � ¿SÄ9¿�»(Ã�½�Àý÷�À²¾¡º;Âr¼�Æý¿U¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸x¼ Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼Â9¿u½9»�÷G¼�¾å¾x¼I�GÁ�½�¼�µ

ì)_.®#¢{©��?©�®S�i· ³ · ñ ¥ ·¹¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ZÂr¼]¼,¼G¸xÈ ¼GÆ¶Á�§ · A.¼�È Á�Ãc	�¼6È ¼6½�¾ÔÂeÕ Ã�½�¼�ÅQ¿u¸ Ð�Ã9¼�»¡¼�Ârº6Ä�Æý¿��ÃG¿u½#¾I¤~	#À²¾¡¼B»¡»¡¼ ÷GÁ�½9»å¾x¿�½�¾x¼ »¡Ã�¸ÊÃ�½�¼ ¸xÀ�	#À¶ÇG¸x¼éÁ�¦�À²Æ���¿;Ã�½ ÷GÁ�Ã�¸ ¿u½#¾
c(y)

¼B»�¾ÊÈ ÁrÂ�ºGÆ¶À¶»¡ºÄ9¿u¸
ẋ(t) = v cosu(t) + c(y(t)), x(0) = 0,

ẏ(t) = v sinu(t), y(0) = 0,

Á�¦
v
¼B»�¾
Æý¿¼	#À²¾x¼6»x»å¼é¼�¾

u(t)
,ÆÖÕ ¿�½�ü�Æ¶¼éÂr¼ Æ¶¿ Å9¿u¸ Ð#Ã�¼YÄ9¿�¸Z¸x¿�Ä�Ä,Á�¸¡¾"¤ ÆÖÕ ¿?�r¼

(0x)
,¼B»�¾
Æ¶¼÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�µ
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	)�9� 0��±4B%¢¡<�#�54B0��M�10H� %ã'#��,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0��
´�µ/�mÃ�Ä�Ä,Á#»åÁ�½9» Ð#Ã�¼SÄ,Á�Ã9¸ ¾xÁ�Ãr¾

y
Á�½ ¿uÀ²¾

c(y) > v
µ±ÓZÃ9¼GÆ¶Æ²¼S¼6»å¾�Æý¿�Æ¶Á�À�Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼Ä,¼G¸xÈ ¼G¾å¾ ¿u½�¾±Âr¼�È À²½9À²È Àý»å¼6¸¹Æ¶¼�Ârº6Ä,Á�¸¡¾

x(tf )
Ä,Á�Ã9¸P¿{¾å¾x¼GÀ¶½9Âr¸x¼�Æý¿ÊÅ,¼G¸xü�¼3Á�Ä�Ä,Á�»¡ºG¼�u

��µBF�º6»¡Á�Ã9Â�¸¡¼
Æ¶¼
Ä9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼ÊÂr¼
¾¡¼6È ÄQ»3È À²½9À²È�¿uÆ.Ä,Á�Ã�¸�¿{¾å¾x¼GÀ¶½9Âr¸x¼
Æý¿éÅ,¼6¸¡ü�¼ZÁ�Ä�Ä,Á�»¡ºG¼�µ
Ë9µBF�º6»¡Á�Ã9Â�¸¡¼ZÆ¶¼
Ä9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼
Âr¼
¾¡¼6È ÄQ»3È À¶½�À¶È�¿uÆeÄ,Á�Ã�¸�¿u¾å¾¡¼6À²½QÂr¸¡¼
Ã9½;Ä,Á�À¶½�¾

M
Âr¼
Æý¿Å,¼G¸xü�¼
Á�Ä�Ä,Á�»¡ºG¼�µ

·�þr���¶"LÍ?Î;�{ý?þ;'a§fùZ¿�½9»3Æ¶¼6»3¾¡¸xÁ�Àý»3÷6¿�»frÆ²¼�p�¿�È À¶Æ²¾¡Á�½�À²¼6½U¼6»å¾
H = px(v cosu+ c(y)) + pyv sinu.

�m¼GÃ�Æ¶¼6»�Æ¶¼6»�÷GÁ�½9Â�À}¾xÀ²Á�½9»�Âr¼Ê¾¡¸ ¿u½9»�	�¼G¸ »x¿{Æ¶À²¾¡ºÊ÷xÏ9¿�½�ü�¼6½�¾Bµ
´�µ)�Z½S¿ ¿uÆ¶Á�¸ »

px = −1
¼�¾
H(tf ) = 0

µv�Z½;¾¡¸xÁ�Ãc	�¼

u =
��¸ ÷G÷GÁ�» (− v

c(y)

)

.

�rµ)�Z½S¿
px = 0

¼�¾
H(tf ) = 0

�Ä�Ã�Àý»
u = π

2

µ
Ë�µ)�Z½S¿

px =
�Ô»å¾¡¼�

H(tf ) = 0
rÄ9Ã�À¶»

u =
��¸ ÷G÷GÁ�» pxv

1 − pxc(y)
,

Á�¦
px
ÂrÁ�À²¾+µ�¾¡¸x¼Z÷xÏ�Á�À¶»¡ÀQÂ�¼�È ¿�½�À¶ÇG¸x¼)¤ ¿{¾¡¾¡¼6À²½9Â�¸¡¼

M ¥ ÷Z�.È º�¾xÏ�ÁrÂr¼ZÂr¼¾¡À¶¸�§Wµ
ì)_.®#¢{©��?©�®��i· ³ · ³ ¥ ûI¸ ¿u½9»��ô¼G¸¡¾3Á�Är¾xÀ²È�¿�ÆeÂr¼
úQ÷ Ï�À¶¼G¸x»3À²½c�ôÁ�¸xÈ ¿u¾¡ÀýÐ#Ã�¼6»:§ · ��½;úQ÷xÏ9À²¼6¸�Âr¼ x0Í|Á;ÂrÁ�À²¾¨µ�¾¡¸x¼ ¾¡¸ ¿u½Q»ª�ôº6¸¡º Ä9¿�¸ZÆ²¼é¸¡ºB»å¼B¿uÃ.µ �ÿ÷ Ï9¿�Ð#Ã�¼ ¾x¼GÈ Ä9»

t
Á�½�Ä,¼6Ãr¾Ê÷xÏ9Á�Àý»åÀ¶¸�Æ¶¼ ¾ ¿uÃ>�Âr¼ ¾¡¸ ¿u½9»¡È À¶»x»åÀ¶Á�½

u(t) ∈ [0, 1]
Í|Á:�{»fIÈ�¿uÀý»YÀ¶ÆÔ¼G½)÷�Á�ªr¾¡¼

u(t)f(t)
=Á�¦

f(·) ¼B»�¾ Ã�½�¼�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½�÷�Á�½�½#Ã�¼�µIù�¼VÄ�Æ¶Ã9» ¿�Ã�¾x¼GÈ Ä9»(ú9½9¿uÆ¹Á�½ ¿SÃ�½�÷GÁ�ªr¾Y»¡Ã�Ä�Ä�Æ¶ºGÈ ¼G½#¾x¿�À²¸x¼
γt2f

IÁ�¦
γ > 0

µgA.¼ »��r»å¾¡Ç6È ¼Ê¼B»�¾�ÂrÁ�½9÷
ẋ = −u, x(0) = x0, x(tf ) = 0,

¼�¾�Á�½E	�¼6Ãr¾�È À¶½�À¶È À¶»¡¼G¸�Æ²¼ ÷�Á�ªr¾
C(tf , u) =

∫ tf

0

u(t)f(t)dt+ γt2f .

ÓZÃ�¼GÆ¶Æ¶¼Ê¼6»å¾�Æý¿ Ä,Á�Æ¶À}¾xÀ¶Ð#Ã�¼(Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ²¼�u
·�þr���¶"LÍ?Î;�{ý?þ;'½§1m Æ=¼6»å¾
÷GÆ¶¿�À²¸
Ð�ÃIÕ À¶Æf½IÕ �|¿VÄ9¿�»ZÂ�¼ ¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼Y»åÀ¶½�ü�Ã9Æ²À¶ÇG¸x¼�QÁ�½Ä,¼GÃr¾UÂrÁ�½9÷�»åÃ�Ä9Ä,Á�»¡¼G¸

p0 = −1
µB�Z½ Ä,Á#»å¼

f0 = uf
¼G¾
g = γt2

µ+AI¼p�¿�È À¶Æ²¾¡Á�½9À²¼6½U¼6»å¾�Â�Á�½9÷
H = −pu− fu

µ
·¹Ã�Àý»¡Ð#Ã�¼

ṗ = 0
�Á�½S¿

p(t) =
�Ô»å¾¡¼��¼G¾�Â�¼ÊÄ�Æ¶Ã9»�¿uÃ;¾x¼GÈ Ä9»3ú9½Q¿uÆ

H(tf ) = −p0 ∂g

∂t
= 2γtf ,

ÂeÕ Á�¦
−u(tf )(p+ f(tf )) = 2γtf .
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·0¿�¸ÔÆý¿é÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½UÂr¼
È�¿��rÀ¶È À¶»x¿{¾xÀ²Á�½i

u(t)
ÂrºGÄ,¼G½QÂ;ÂrÃU»¡À²ü�½�¼
Âr¼

p+ f(t)
¼�¾�¼B»�¾�»¡Á�À²¾�ºGü#¿uÆi¤

0
9»¡Á�À²¾�ºGü#¿uÆi¤

1
µcm Æ.¼6»å¾�÷�Æý¿uÀ¶¸�Ð�ÃIÕ ¿�Ã;¾¡¼6È ÄQ»3ú9½9¿�Æ

tf
Á�½¿

u(tf ) = 1 ¥ »¡À²½�Á�½ u ½�¼ »¡¼G¸ ¿uÀ²¾ZÄ9¿�»ZÁ�Är¾¡À¶È�¿uÆ´y¤;÷G¿�Ã9»å¼ Â�Ã�¾x¼G¸xÈ ¼ γt2f §Z¼�¾�ÂrÁ�½9÷
p = −2γtf − f(tf )

µgD=À¶½9¿uÆ¶¼GÈ ¼G½#¾

u(t) =

{

0
»åÀ
f(t) > −p,

1
»åÀ
f(t) < −p.r�Á�¾¡¼G¸�Ð#Ã.Õ Á�½U¿�Ã�¸ ¿uÀ²¾3Ä�ÃSÈ ¼�¾å¾x¸¡¼(Æ¶¼(÷GÁ�ªr¾�»¡Á�ÃQ»ÔÆý¿H�ôÁ�¸xÈ ¼

C(tf , u) =

∫ tf

0

(u(t)f(t) + 2γt)dt.

ì)_.®#¢{©��?©�®é�i· ³ · 6 ¥ �±Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼MÁ�Är¾xÀ²È�¿�Æ�Â�Ã(½�Àk	�¼B¿uÃ(Â.Õ Ã�½ ¸¡ºB»å¼6¸�	�Á�À¶¸:§ · �Z½o	�¼GÃ�¾f¿���Á�Ãr¾x¼G¸IÂr¼Æ?Õ ¼6¿�ÃYÂ�¿u½9»fÃ�½Y¸¡ºB»å¼G¸L	�Á�À¶¸f6Âr¼ �C¿�Ã�Á�½�¤�¿u¾å¾x¼GÀ¶½9Âr¸x¼PÆ²¼±½�À�	�¼6¿uÃYÂeÕ ¼6¿�Ã
h1
B¼G½ ¾¡¼6½9¿u½�¾0÷GÁ�È Är¾x¼ÂrÃ¼�C¿uÀ²¾�Ð#Ã.Õ À²ÆX�C¿uÃr¾�÷GÁ�È Ä,¼G½Q»å¼G¸ÔÃ9½�¼
Ä,¼G¸¡¾¡¼ÊÂeÕ ¼6¿uÃ;Æ²À¶½�ºB¿uÀ¶¸¡¼Z¼G½ ¾x¼GÈ Ä9»6µ>AI¿éÈ Á�ÂrºGÆ¶À¶»x¿{¾xÀ¶Á�½¼6»å¾

ḣ(t) = u(t) − t, h(0) = 0,Á�¦
u(t)

¼6»å¾fÆ¶¼±÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼�µDÓZÃ�¼6Æ²Æ¶¼P¼6»å¾=Æ¶¿�Æ¶Á�À#Á�Är¾xÀ²È�¿uÆ¶¼PÄ,¼G¸xÈ ¼�¾¡¾x¿u½#¾=Â.Õ ¿u¾å¾x¼GÀ¶½9Âr¸¡¼±Æ?Õ Á�Å>��¼6÷�¾¡Àk�
¼G½UÈ À¶½�À¶È À¶»x¿u½#¾ ∫ tf

0
u(t)2dt

�Æ¶¼
¾x¼GÈ Ä9»3ú9½Q¿uÆ
tf
½IÕ ºG¾x¿u½#¾�Ä9¿�»Ôúg�mº�u

·�þr���¶":Í�Î;�{ý?þ;'a§IÁ�½;¾¡¸xÁ�Ãg	�¼
u(t) = 2

√

2h1

3

µ
ì)_.®#¢{©��?©�®%�y· ³ ·¶<y· A.¼;È Á�Ãc	�¼GÈ ¼6½�¾ ÂeÕ Ã9½pÈ Àý»¡»¡À¶Æ²¼�=ÂrºB÷�¸xÀ}¾ ÷GÁ�È È ¼ Ã�½�¼;Ä9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ²¼;Âr¼È ¿�»¡»¡¼

m
»¡Á�Ã9È Àý»¡¼t¤UÆ¶¿Uü�¸ ¿
	#À²¾ ¿{¾¡À¶Á�½�¼�¾©¤UÆ¶¿U¸xº6»åÀý»å¾x¿�½9÷�¼ Âr¼ ÆÖÕ ¿�À²¸a@¼B»�¾YÂrÁ�½�½9º Ä9¿u¸(Æ²¼B»º6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½9»

ẋ1 = x3, ẋ2 = x4, ẋ3 = α cosu, ẋ4 = α sinu,Á�¦
u(t) ∈ m Fë¼B»�¾
Æ¶¼ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�µvA.¼éÅ�Ãr¾Ê¼6»å¾ÊÂr¼éÈ À²½�À¶È À¶»¡¼G¸
Æý¿ Ð#Ã9¿�½�¾¡À²¾¡º

tf + g(x(tf ))
Á�¦

g
¼B»�¾�Ã�½�¼o�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½SÂ�¼(÷GÆ¶¿�»¡»¡¼

C1 µ9Í|Á�½�¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼ÊÆ¶¼(÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ÊÂrÁ�À²¾B	�ºG¸¡À²ú9¼6¸
tanu(t) =

c1 + c2t

c3 + c4t
,

Á�¦
c1, c2, c3, c4 ∈ m F(µ

·�þr���¶":Í�Î;�{ý?þ;'¨§mÆ¶¼6»fºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½Q»fÂrÁ�½�½9¼G½�¾
tanu = p3c

p4c


ṗ3 = −p1


ṗ4 = −p2

¿a	�¼B÷
p1, p2

÷GÁ�½9»å¾x¿�½�¾x¼6»6µ
ì)_.®#¢{©��?©�®v�y· ³ · \ ¥ ��½�Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼éÂ�¼��ÔÁ�Æ��6¿�½�ÁV¼6½�º6÷GÁ�½�Á�È À¶¼a§ · ��½�À¶½9ÂrÀ�	mÀ¶ÂrÃ ÂrÀý»åÄ,Á#»å¼ÂeÕ Ã9½p¸x¼�	�¼6½#Ã

r(t)

0 6 t 6 T

=Ð#Ã.Õ À¶Æ±Ä,¼GÃ�¾ Â�ºGÄ,¼G½9»¡¼G¸éÁ�Ã�Ä�Æý¿�÷G¼G¸H¤�Æý¿|ÅQ¿u½9Ð#Ã�¼;¿
	�¼6÷Ã�½ ¾ ¿uÃ>�;ÂeÕ À¶½�¾xºG¸Lµ�¾
τ
µ�m Æy	�¼GÃr¾�¸xº6¿uÆ¶Àý»å¼6¸±Ã�½;Ä9¸¡Á�ü�¸ ¿uÈ È ¼ZÂ�¼ÊÂrº6ÄQ¼6½9»¡¼

u(t)
»¡Ã�¸

[0, T ]
Âr¼È ¿�½�À¶ÇG¸x¼o¤ È�¿��rÀ¶È À¶»¡¼G¸�Æ¶¿ Ð#Ã9¿�½�¾xÀ}¾xº

∫ T

0

lnu(t)e−atdt.

A¹Õ º�	�Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½UÂr¼ »¡Á�½S¿a	�Á�À²¸
x(t)

¼6»å¾�¿uÆ¶Á�¸ »3ÂrÁ�½9½�ºG¼ÊÄQ¿u¸
ẋ(t) = r(t) + τx(t) − u(t),¼�¾éÂr¼�Ä9Æ²Ã9» Á�½ À¶È Ä,Á�»¡¼

x(T ) > 0
5�{� �f�@Æ?Õ ¿
	�Á�À¶¸(Â�¼�ÆÖÕ À¶½9ÂrÀ�	mÀ¶Â�Ã ¼B»�¾YÄ,Á�»¡À}¾xÀ@��¿uÃ ¾¡¼6È ÄQ»ú9½9¿uÆ

T
µ,ÓZÃ�¼6Æ²Æ¶¼Ê¼6»å¾�Æý¿ Æ¶Á�ÀeÁ�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼�u
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¸)�1&�Í0$-U��g��Jmµ Ë�µÌ�g��ù�¼(È�¿u½9À²Ç6¸¡¼Êü�º6½�ºG¸ ¿uÆ¶¼�mÁ�½S¿uÄ�Ä,¼GÆ¶Æ¶¼"Ò�$�ý�ÐZÏF@�&������]¾"ý�Ï «aÍ�þXý�Ã�½UÄ9¸¡Á��Å�Æ²Ç6È ¼(Â�¼(÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ÊÁ�Är¾xÀ²È�¿uÆ.Á�¦UÁ�½E	�¼6Ãr¾�È�¿��rÀ²È Àý»å¼6¸3Ã�½|÷�Á�ªr¾�Â�Ã;¾ª�mÄ,¼

CT (u) =
n
∑

i=1

cixi(T ).

·�þr���¶"LÍ?Î;�{ý?þ;'~§.·=Á�Ã�¸�¿
	�Á�À¶¸ÔÆ?Õ ¼Z�rÀý»�¾x¼G½9÷G¼ÊÂr¼Z¾x¸ ¿
��¼B÷W¾xÁ�À¶¸¡¼B»PÁ�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼6»fmÀ¶Æv�C¿�Ãr¾¸¡¼6Æ¶¿?�r¼G¸YÆ¶¿�÷GÁ�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼
x(T ) > 0

¼G½
x(T ) > 0

µ±A.¼U÷G¿�»
x(T ) = 0

¼B»�¾¿uÆ¶Á�¸ »+	mÃ|÷�Á�È È ¼ÊÃ�½|÷G¿�»3Æ²À¶È À}¾x¼�µv�Z½SÂ�À¶»å¾¡À¶½�ü�Ã9¼(Âr¼6Ã>�U÷G¿�»¨�
Ë »¡À x(T ) > 0

eÄ9Ã�À¶»xÐ#Ã.Õ À²Æ¹¼6»å¾(½�Á�½�úc�rº�.¿uÆ¶Á�¸ »
p(T ) = 0

µ1�Z¸
ṗ = −pr Â.Õ Á�¦

p(t) = 0
Q¼�¾

H = p0 lnu e−at µvAI¿�÷GÁ�½9Â�À}¾xÀ²Á�½|Âr¼ È�¿?�mÀ¶È À¶»x¿{¾xÀ¶Á�½»¡Ã�¸
H
÷GÁ�½9ÂrÃ9À}¾�¿uÆ¶Á�¸ »h¤ Ã�½�¼ ¿uÅ9»¡Ã�¸ ÂrÀ²¾¡º�µ

Ë »¡À x(T ) = 0
@Á�½�½IÕ ¿;¿�Ã9÷�Ã9½�¼ ÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½�»¡Ã�¸

p(T )
µ&�Z½�Ä,¼GÃr¾(Ä�¸¡¼6½9Âr¸x¼

p0 = 1 ¥ Ä9¿�»�Âr¼ »¡À²½�ü�Ã�Æ¶À²Ç6¸¡¼
§�r¼�¾�Á�½;¾¡¸xÁ�Ãc	�¼ u(t) = e−(a+r)t

p(0)

µgAI¿ ÷�Á�½9ÂrÀk�
¾xÀ²Á�½;À¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼

p(0)
¼6»å¾�Ârº�¾x¼G¸xÈ À²½�º6¼
¼6½U÷6¿uÆý÷�Ã�Æý¿u½#¾

x(t)
r¼�¾�¼6½;À¶È Ä,Á�»x¿u½#¾

x(T ) = 0 ¥ ÷��0È º�¾xÏ�ÁrÂr¼ Âr¼Ê¾¡À¶¸:§�µ
ì)_.®#¢{©��?©�® �i· ³ ·ý� ¥ ·0Á�Æ¶À}¾xÀýÐ�Ã9¼�Á�Är¾xÀ²È�¿uÆ¶¼�Âr¼�Ävµ6÷ Ï�¼a§ · A¹Õ º�	�Á�Æ²Ã�¾¡À¶Á�½ Â.Õ Ã�½9¼�ÄQÁ�Ä�Ã�Æý¿{¾xÀ²Á�½ Âr¼Ä,Á�Àý»¡»¡Á�½9»

x(t)
¼6»å¾�È ÁrÂrº6Æ²Àý»¡ºG¼ÊÄ9¿u¸
ẋ(t) = 0.08x(t)(1 − 10−6x(t)) − u(t), x(0) = x0,

Á�¦
u(t)

.Æ¶¼V÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�e¸x¼GÄ�¸xº6»¡¼G½�¾x¼ Æ²¼�½�Á�ÈYÅ�¸x¼�Âr¼�Ä,Á�Àý»x»åÁ�½9»
ÄvµB÷xÏ�ºB»GµIùZº�¾x¼G¸xÈ À¶½�¼6¸ Ã�½�¼Ä,Á�Æ¶À}¾xÀ¶Ð#Ã�¼(Á�Är¾xÀ²È�¿uÆ¶¼(Âr¼(Ävµ6÷ Ï�¼�9Âr¼(È�¿u½9À²Ç6¸¡¼I¤ È ¿?�rÀ²È Àý»å¼6¸3Æý¿ Ð#Ã9¿u½#¾¡À²¾¡º
∫ T

0

e−0.03t lnu(t) dt,

¼�¾)¤ ¿a	�Á�À¶¸3¿�Ã;¾¡¼GÈ Ä9»�ú9½9¿uÆ
x(T ) > 0

µ
·�þr���¶"LÍ?Î;�{ý?þ;'a§IÈ�µ6È ¼Ê¸ ¿uÀý»¡Á�½�½�¼6È ¼G½�¾�Ð#Ã.Õ ¤ ÆÖÕ ¼��r¼G¸ ÷�Àý÷�¼
Ä9¸¡º6÷Gº6Âr¼6½�¾Bµ

ì)_.®#¢{©��?©�®S�i· ³ ·�W ¥ m ½�	�¼6»å¾¡Àý»¡»¡¼GÈ ¼6½�¾±Á�Ä�¾¡À¶È ¿�Æ § · APÕ ºf	�Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½VÂrÃ ¸¡¼f	�¼G½#Ã r(t) ÂeÕ Ã�½�¼Z¼G½>�¾¡¸x¼GÄ�¸xÀ¶»¡¼
¼B»�¾�È ÁrÂrºGÆ¶Àý»åº6¼
ÄQ¿u¸�Æ²¼ »��m»å¾¡Ç6È ¼(÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶º

ṙ(t) = −2r(t) +
3

2
u(t), r(0) = r0,

Á�¦
u(t)

6Æ²¼±÷GÁ�½�¾x¸xþ�Æ¶¼�G¸¡¼6Ä�¸¡ºB»å¼6½�¾x¼MÆÖÕ À²½�	�¼6»å¾¡Àý»¡»¡¼GÈ ¼G½#¾=¿uÃÊ¾x¼GÈ Ä9»
t
B¼�¾�	�º6¸¡À²ú9¼¹Æý¿�÷GÁ�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼

0 6 u(t) 6 a
µv�mÁ�À²¾

T > 1
2 ln 3

Ã�½S¸¡º6¼GÆÖµ�ùZº�¾x¼G¸¡È À¶½�¼G¸�Æý¿ Ä,Á�Æ¶À²¾¡ÀýÐ#Ã�¼ÊÁ�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼ÊÄ,¼G¸xÈ ¼�¾��¾x¿�½�¾�Âr¼(È À¶½�À¶È À¶»¡¼G¸�Æ¶¿ Ð#Ã9¿�½�¾xÀ}¾xº

−r(T ) +

∫ T

0

(u(t) − r(t))dt.

·�þr���¶"LÍ?Î;�{ý?þ;'"§�Í|Á�½�¾x¸¡¼6¸0Ð�ÃIÕ À¶Æm½.Õ �Y¿�Ä9¿�»=Âr¼3»¡À¶½�ü�Ã�Æ¶À¶ÇG¸x¼�BÄ�Ã�Àý»0Ð#Ã�¼
u
Ârº6Ä,¼G½9ÂÂrÃU»åÀ¶ü�½9¼ZÂr¼

ϕ = 3
2p− 1

mÁ�¦
ṗ = 2p− 1

r¼�¾
p(T ) = 1

µm·0¿�¸ÔÀ²½#¾¡º6ü�¸ ¿{¾¡À¶Á�½iÈ Á�½�¾x¸¡¼6¸(Ð#Ã�¼
ϕ(t)

»GÕ ¿u½�½mÃ�Æ¶¼ ¼G½
tc = T − 1

2 ln 3
e¼G¾(¼6½ Ârº6Â�Ã�À²¸x¼�Ð#Ã�¼ Æý¿Ä,Á�Æ¶À}¾xÀ¶Ð#Ã�¼(Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ²¼Ê¼B»�¾

u = 0
»¡Ã�¸

[0, tc[
�Ä�Ã9À¶»

u = a
»åÃ�¸

]tc, T ]
µ
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ì)_.®#¢{©��?©�®U�y· ³ ·ý£ ¥ �±Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼�Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ9Âr¼�Ä,Á�Ä9Ã�Æ¶¿u¾¡À¶Á�½�Â�¿u½Q»MÃ�½�¼�¸xÃ9÷ Ï�¼a§ · �±Á�½9»¡ÀýÂrºG¸xÁ�½9»Ã�½�¼ Ä,Á�Ä�Ã�Æý¿{¾¡À¶Á�½|Â.Õ ¿�Å,¼GÀ¶Æ²Æ¶¼6»�÷�Á�½Q»�¾xÀ}¾xÃ�ºG¼Y¿uÃS¾¡¼6È Ä9»

t
Âr¼

w(t)
¾¡¸ ¿a	u¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ9»¡¼6»3¼G¾ZÂr¼

q(t)¸¡¼6À²½�¼B»Gµv�mÁ�À²¾
u(t)

Æ²¼Y÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼��Ð#Ã�Àf¸¡¼6Ä�¸¡ºB»å¼6½�¾x¼ÊÆÖÕ ¼Z�,Á�¸å¾ZÂr¼B»�¿�Å,¼GÀ¶Æ²Æ¶¼6»�Ä,Á�Ã�¸/�ôÁ�Ã�¸x½�À¶¸�Âr¼6»¸¡¼6À²½�¼B»B¤ Æ¶¿ ¸xÃ9÷ Ï�¼�µgAI¿ È ÁrÂrºGÆ¶Àý»¡¿u¾¡À¶Á�½;¼B»�¾
ẇ(t) = au(t)w(t) − bw(t), q̇(t) = c(1 − u(t))w(t), 0 6 u(t) 6 1,

Á�¦
a, b, c

»¡Á�½#¾ Âr¼6»é÷GÁ�½9»å¾x¿�½�¾¡¼B»(¾x¼GÆ¶Æ²¼B»éÐ#Ã�¼
a > b

µMÓZÃ�¼6ÆÔÂrÁ�À²¾HµG¾¡¸x¼VÆ¶¼;÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
u(t)Ä,Á�Ã�¸�È�¿��rÀ¶È À¶»¡¼G¸�¿uÃ;¾¡¼6È Ä9»

T
Æ¶¼Ê½�Á�ÈYÅ�¸¡¼(Âr¼(¸x¼GÀ¶½�¼6» u

·�þr���¶":Í�Î;�{ý?þ;'y§�A.¼�pZ¿uÈ À²Æ²¾¡Á�½�À¶¼G½S¼6»å¾
H = p1(auw − bw) + p2c(1 − u)w

Á�¦
ṗ1 = −p1(au− b) − p2c(1 − u), ṗ2 = 0.A.¼B» ÷GÁ�½9Â�À}¾xÀ²Á�½9» Âr¼;¾x¸x¿�½9»�	�¼6¸x»x¿uÆ¶À}¾xº;ÂrÁ�½9½�¼G½#¾

p1(T ) = 0
¼�¾
p2(T ) = 1¥ ÂrÁ�½9÷ p2(t) =

�Ô»�¾x¼
= 1

§�e¼G¾ »å¼6Æ²Á�½�Æý¿U÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½ Âr¼ È ¿?�rÀ²È Àý»¡¿u¾¡À¶Á�½�Á�½¿crÄ9Ã�À¶»xÐ#Ã�¼
w > 0



u(t) =

{

0
»åÀ
p1(t)a− p2c < 0,

1
»åÀ
p1(t)a− p2c > 0.

��Ã ¾x¼GÈ Ä9»(ú9½9¿uÆ
T
Á�½ ¿|ÂrÁ�½9÷

u(T ) = 0
Ä�Ã�Àý»xÐ�Ã9¼

p1(T )a − p2(T )c =
−c < 0

µ.·0¿�¸ ÷�Á�½�¾xÀ²½mÃ�À}¾xºVÂr¼�Æý¿~�ôÁ�½9÷W¾¡À¶Á�½ Âr¼V÷�Á�È ÈYÃr¾x¿u¾¡À¶Á�½i.Æ¶¼�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ¶¼
u
¼B»�¾�½mÃ�ÆI»¡Ã�¸�Ã�½SÀ²½#¾¡¼6¸�	u¿uÆ¶Æ²¼

[t1, T ]
µv�mÃ�¸�÷�¼G¾�À²½#¾¡¼6¸�	u¿uÆ¶Æ²¼�rÁ�½S¿�¿uÆ¶Á�¸ »

ṗ1 =
p1b− c

9ÂeÕ Á�¦
p1(t) =

c

b
(1 − eb(t−T )),

¼�¾
p1
¼B»�¾±ÂrºB÷�¸xÁ�Àý»¡»x¿u½#¾6µuö¹½V¸x¿�À¶»¡Á�½9½9¿u½�¾¹¼G½ ¾x¼GÈ Ä9»PÀ²½�	�¼G¸ »å¼�uÁ�½�¿(Ã�½�¼�÷GÁ�È��ÈYÃr¾x¿u¾¡À¶Á�½|¿uÃ;¾¡¼6È Ä9»

t1
¾¡¼GÆIÐ#Ã�¼

p1(t1)a− c = 0
9»åÁ�À}¾

t1 = T − 1

b
ln(1 − c+

ac

b
).

·=Á�Ã�¸
t < t1

BÁ�½Y¿
ṗ1 = −p1(a−b) < 0

{ÂrÁ�½9÷
p1
¼6»å¾=¼G½9÷�Á�¸¡¼±ÂrºB÷�¸xÁ�Àý»¡»x¿u½�¾Bµm Æ.½.Õ �;¿ Â�Á�½9÷
Ä9¿�»�ÂeÕ ¿uÃr¾x¸¡¼(÷GÁ�È ÈYÃr¾x¿u¾¡À¶Á�½Iµ

�±Á�½9÷GÆ²ÃQ»åÀ¶Á�½E��Æ¶¿ÊÄ,Á�Æ¶À²¾¡ÀýÐ#Ã�¼�Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ²¼�¼6»å¾
u(t) = 1

»¡Ã�¸
[0, t1]

uÄ9Ã�À¶»
u(t) =

0
µ

ì)_.®#¢{©��?©�®ÿ�y· ³ · ¤�d ¥ �±Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼�Á�Är¾¡À¶È�¿uÆÊÂeÕ Ã9½�¼�¸¡ºB¿�÷W¾xÀ²Á�½�÷xÏ�À¶È ÀýÐ�Ã9¼a§ · ��½�¼�¸xº6¿�÷�¾¡À¶Á�½÷xÏ�À¶È À¶Ð#Ã�¼(¼B»�¾�È ÁrÂrºGÆ¶Àý»åº6¼
Ä9¿�¸
ẋ1 = −ux1 + u2x2, x1(0) = 1,

ẋ2 = ux1 − 3u2x2, x2(0) = 0,

Á�¦
x1, x2

»åÁ�½�¾.Æ¶¼6»I÷�Á�½9÷G¼G½#¾¡¸ ¿{¾¡À¶Á�½Q»@Â�¼6».¸¡º6¿�÷W¾xÀ@�C»f�¼�¾IÆ¶¼¹÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
u(t)

	�ºG¸xÀ}ú9¼MÆý¿�÷�Á�½�¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼
0 < u(t) 6 1

µmÓZÃ�¼6Æ²Æ¶¼�¼6»å¾¹Æý¿ÊÄ,Á�Æ¶À²¾¡ÀýÐ#Ã�¼�Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼�Ä,¼G¸xÈ ¼G¾å¾ ¿u½�¾±Âr¼�È�¿��rÀ¶È Àý»¡¼G¸MÆý¿(Ð#Ã9¿u½c�¾¡À²¾¡ºÊú9½Q¿uÆ¶¼
x2(1)

ÂrÃ|»å¼B÷�Á�½9Â ¸xº6¿�÷W¾¡Àk��u



´B��� �
	)�9� 0��±4B%¢¡<�#�54B0��M�10H� %ã'#��,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0��
·�þr���¶"LÍ?Î;�{ý?þ;'"§cA.¼hp�¿uÈ À¶Æ}¾xÁ�½�À¶¼G½ »GÕ º6÷G¸¡À²¾

H = p1(−ux1+u2x2)+p2(ux1−
3u2x2)

r¼G¾
ṗ1 = (p1 − p2)u, ṗ2 = (−p1 + 3p2)u

2, p1(1) = 0, p2(1) = 1.

m Æh�C¿�Ãr¾�È�¿?�rÀ²È Àý»å¼6¸�»åÃ�¸
]0, 1]

Æý¿��ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½
ϕ = (p1 − p1)x1u + (p1 −

3p2)x2u
2 µÍ|Á�½#¾¡¸x¼G¸¹Ð#Ã�¼��÷GÁ�È Är¾x¼Z�?¾x¼G½mÃ�Âr¼6»P÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½9»MÀ¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼6»f

x2(t)
½�¼�¸¡¼B»�¾x¼3Ä9¿�»½#Ã�ÆIÄ,Á�Ã�¸

t > 0
Ä,¼�¾¡À²¾6µ

Í|Á�½#¾¡¸x¼G¸�Ð�Ã9¼ÊÆ¶¼(÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼Ê»¡À¶½�ü�Ã�Æ¶À¶¼G¸�»GÕ º6÷G¸¡À²¾

us =
(p1 − p2)x1

2(p1 − 3p2)x2
,

¿a	�¼B÷
ṗ1 =

(p1 − p2)
2x1

2(p1 − 3p2)x2
, ṗ2 =

(p1 − p2)
2x2

1

4(p1 − 3p2)x2
2

.

ö¹½�Ârº6Â�Ã�À²¸x¼�Ð#Ã�¼��ôÁ�¸x÷GºGÈ ¼G½#¾
p1(0) 6= p2(0)

.¼�¾YÐ#Ã�¼
us(t) ∼ +∞ Ä,Á�Ã9¸

t > 0
Ä,¼G¾¡À²¾6µ

ö¹½�Â�º6ÂrÃ�À¶¸x¼YÐ#Ã�¼YÆý¿�Ä,Á�Æ¶À²¾¡ÀýÐ#Ã�¼ Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼Y÷GÁ�½9»¡À¶»å¾¡¼©¤VÄ�¸x¼G½9Âr¸x¼
u = +1

¿�ÃÂrºGÅ�Ã�¾f9Ä�Ã�Àý»
u = us

µ
ì)_.®#¢{©��?©�®��i· ³ · ¤,¤ ¥ �±Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ZÁ�Är¾xÀ²È�¿�Æ@ÂeÕ Ã�½�¼
º6Ä�ÀýÂrºGÈ À¶¼a§ · �±Á�½9»¡ÀýÂrºG¸xÁ�½9»PÃ�½9¼
Ä,Á�Ä�Ã�Æý¿��¾¡À¶Á�½�¾¡Á�ÃQ÷xÏ�º6¼YÄ9¿�¸ZÃ�½�¼éºGÄ9À¶Ârº6È À²¼ Ð#Ã�¼éÆ?Õ Á�½�÷xÏ�¼6¸x÷ Ï�¼H¤V¼6½�¸ ¿a��¼6¸�Ä9¿u¸ZÃ�½�¼H	u¿�÷G÷GÀ²½Q¿{¾¡À¶Á�½.µ�Z½U½�Áu¾x¼

Ë I(t)
mÆ¶¼
½�Á�ÈYÅ�¸¡¼ÊÂeÕ À²½9Â�Àk	mÀýÂrÃ9»3À²½c�ô¼6÷W¾xÀ²¼6Ã>�y�Ð#Ã�À@Ä,¼6Ãc	�¼G½#¾�÷GÁ�½#¾x¿uÈ À¶½�¼G¸3Æ²¼B»3¿uÃr¾x¸¡¼B»i¸

Ë S(t)
�Æ²¼(½�Á�ÈYÅ9¸¡¼(ÂeÕ À¶½9ÂrÀk	mÀýÂrÃ9»�½9Á�½UÀ¶½>�ô¼6÷�¾¡À¶¼GÃ>�y9È ¿�À¶»�÷GÁ�½#¾x¿uÈ À¶½9¿uÅ9Æ²¼B»i¸

Ë R(t)
@Æ¶¼é½�Á�ÈYÅ�¸x¼éÂeÕ À¶½9ÂrÀ�	mÀ¶ÂrÃ9»ÊÀ²½>�ô¼B÷W¾xº6»f@¼�¾(ÂrÀý»åÄ9¿�¸¡Ã9»f,Á�Ã�À¶»¡Á�Æ¶º6»
ÂrÃ�¸¡¼B»�¾x¼éÂ�¼éÆý¿Ä,Á�Ä�Ã�Æý¿{¾xÀ²Á�½.µ�mÁ�À²¾

r > 0
Æ¶¼é¾ ¿uÃ>��Â.Õ À¶½>�ô¼6÷�¾¡À¶Á�½i

γ > 0
Æ¶¼é¾x¿�Ã>��Âr¼�ÂrÀ¶»¡Ä9¿�¸¡À²¾¡À¶Á�½i@¼�¾

u(t)
Æ²¼é¾ ¿uÃ>��Âr¼	{¿�÷6÷�À¶½9¿{¾xÀ²Á�½.µ�AI¼Ê÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼

u(t)
	�ºG¸xÀ}úQ¼
Æ¶¿ ÷GÁ�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾¡¼

0 6 u(t) 6 a
µgAI¿éÈ ÁrÂrºGÆ¶Àý»¡¿u¾¡À¶Á�½¼6»å¾

Ṡ(t) = −rS(t)I(t) − u(t),

İ(t) = rS(t)I(t) − γI(t),

Ṙ(t) = γI(t),

¼�¾�Æ¶¼ÊÅ9Ãr¾�¼6»å¾�Âr¼ Ârº�¾x¼G¸xÈ À¶½�¼6¸�Ã�½�¼(Æ¶Á�À.Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ²¼(Â�¼o	u¿�÷G÷GÀ²½Q¿{¾¡À¶Á�½&rÂr¼(È�¿u½�À¶ÇG¸x¼I¤ È À²½�Àk�È Àý»¡¼G¸ar¼G½SÃ�½;¾x¼GÈ Ä9»
T
�Æ¶¼(÷GÁ�ªr¾

C(u) = I(T ) +

∫ T

0

u(t)dt.

Í|Á�½#¾¡¸x¼G¸�Ð�Ã9¼ÊÆý¿ Ä,Á�Æ¶À}¾xÀ¶Ð#Ã�¼(Á�Är¾xÀ²È�¿uÆ¶¼Ê¼6»å¾�Å9¿u½�ü��ÖÅ9¿�½�ügr¿
	�¼6÷
u = 0

¤ Æý¿éú9½.µ
·�þr���¶"LÍ?Î;�{ý?þ;'U§cAI¼hpZ¿uÈ À¶Æ}¾xÁ�½�À¶¼G½ ¼6»å¾

H = pS(−rSI−u)+pI(rSI−γI)+
pRγI + p0u

r¼G¾
ṗS = pSrI − pIrI, ṗI = pSrS − pI(rS − γ) − pRγ, ṗR = 0.
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ö¹½ ¸¡¼6È ¿�¸xÐ#Ã9¿�½�¾�Ð�Ã9¼

pS ≡ 0 ⇒ pI ≡ 0 ⇒ pR ≡ 0
MÈ Á�½�¾¡¸x¼G¸VÐ#Ã.Õ À¶Æ½.Õ ��¿;ÄQ¿�»ÊÂr¼�»åÀ¶½�ü�Ã�Æ²À¶ÇG¸x¼�@¼�¾(¼G½ Ârº6ÂrÃ9À²¸x¼ Ð#Ã�¼ Æý¿;Ä,Á�Æ¶À²¾¡ÀýÐ#Ã�¼ Á�Ä�¾¡À¶È ¿�Æ¶¼é¼B»�¾Å9¿u½9ü?�ÖÅQ¿u½�üQµ

AI¿��ôÁ�½Q÷W¾¡À¶Á�½�Âr¼ ÷GÁ�È ÈYÃr¾ ¿{¾¡À¶Á�½S¼B»�¾
ϕ(t) = −pS(t) − 1

µ9ö¹½|¸x¼GÈ�¿�¸xÐ#Ã9¿�½�¾Ð#Ã.Õ Á�½vÂrÁ�À²¾ ¿
	�Á�À¶¸
pS(T ) = 0

¤�Æý¿|ú9½&=È Á�½#¾¡¸x¼G¸ Ð#Ã�¼
ϕ(T ) < 0

¼�¾ ¼G½Ârº6ÂrÃ9À²¸x¼(Ð#Ã�¼
u = 0

¤ Æý¿éú9½.µ
ì)_.®#¢{©��?©�®��i· ³ · ¤�ñ · �±Á�½9»¡À¶Â�ºG¸xÁ�½9»ÔÆ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼(Âr¼ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ÊÂ�¿u½Q»hm F 3

ẋ1 = x2, ẋ2 = x3, ẋ3 = u,

Á�¦
u(t) ∈ m F(µ�ù�ºG¾¡¼G¸xÈ À²½9¼G¸SÆý¿v¾¡¸ ¿�� ¼B÷W¾xÁ�À¶¸¡¼�Á�Ä�¾¡À¶È�¿uÆ¶¼ ÷GÁ�½9ÂrÃ9À¶»x¿u½#¾UÆ¶¼ Ä,Á�À²½#¾SÀ¶½�À}¾xÀ¶¿�Æ

(0, 0, 5)
¤ Æý¿ »åÄ9Ï�ÇG¸x¼
Ã9½�À}¾xº

S2 Âr¼Im F 3 �Ä,Á�Ã�¸�Æ¶¼(÷GÁ�ªr¾
C(u) =

∫ 1

0
u(t)2dt

µ
·�þr���¶":Í�Î;�{ý?þ;'¿§"�Z½)À¶È Ä,Á#»å¼-¤�Æ¶¿�ú9½

p(1) ⊥ Tx(1)S
2 µ�AI¼6» ÷G¿�Æ¶÷GÃ�Æý» »¡Á�½#¾�C¿�»å¾¡ÀýÂrÀ¶¼GÃ>�eµ

ì)_.®#¢{©��?©�®��y· ³ · ¤m³ ¥ �±Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼�Á�Är¾xÀ²È�¿�ÆPÂeÕ Ã�½�Ä�¸xÁr÷Gº6ÂrºVÂr¼��ô¼G¸xÈ ¼6½�¾ ¿{¾¡À¶Á�½v§ · �±Á�½Q»åÀýÂrºZ�¸¡Á�½9»ÔÆ¶¼ÊÄ9¸¡Ár÷Gº6Ârº(Âr¼o� ¼6¸¡È ¼6½�¾x¿u¾¡À¶Á�½
ẋ(t) = −x(t) + u(t)(1 − x(t)), x(0) = x0,

ẏ(t) = x(t) − u(t)y(t), y(0) = y0,Á�¦
x(t)

¸¡¼6Ä�¸xº6»¡¼G½�¾x¼ZÆý¿ ÷�Á�½9÷�¼6½�¾x¸x¿u¾¡À¶Á�½;Âr¼(»¡Ã9÷�¸x¼�
y(t)

Æý¿ ÷GÁ�½9÷G¼G½�¾x¸x¿u¾¡À¶Á�½;Â.Õ ºG¾¡Ï9¿�½�Á�Æ´m¼G¾
u(t)

�Æ²¼ ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼�m¼6»å¾�Æ¶¼Ê¾x¿uÃc�;ÂeÕ º�	u¿uÄ,Á�¸x¿{¾xÀ²Á�½.µc�
½U»¡Ã�Ä�Ä,Á#»å¼
0 6 u(t) 6 M

�¼�¾
0 < x0 < 1, y0 > 0.

Í|Á�½#¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼ÊÆý¿éÄ,Á�Æ¶À²¾¡ÀýÐ#Ã�¼Ê¼G½;¾¡¼6È ÄQ»3È À¶½�À²È�¿�ÆeÄ,Á�Ã9¸3¸x¼ª��Á�À¶½9Âr¸x¼
y(tf ) = y1

¼B»�¾�Å9¿�½�ü?�Å9¿u½�ü r¼�¾�÷�Á�½9»¡À¶»å¾¡¼I¤ Ä�¸x¼G½9Âr¸x¼(»åÁ�À}¾
u = M

Ä�Ã�Àý»
u = 0

9»¡Á�À²¾3¾¡Á�Ã?��Á�Ã�¸ »
u = 0

µ
·�þr���¶":Í�Î;�{ý?þ;''§ AI¼�pZ¿uÈ À¶Æ}¾xÁ�½�À¶¼G½�¼6»å¾

H = px(−x + u(1 − x)) + py(x −
uy) + p0 r¼G¾

ṗx = px(1 + u) − py, ṗy = upy.AI¿E�ôÁ�½Q÷W¾¡À¶Á�½pÂr¼V÷GÁ�È ÈYÃr¾ ¿{¾¡À¶Á�½�»6Õ º6÷�¸xÀ²¾
ϕ = px(1 − x) − pyy

µfÍ|Á�½�¾¡¸x¼G¸Ð#Ã�¼
u(t) = 0

»¡À
ϕ(t) < 0

�¼G¾
u(t) = M

»¡À
ϕ(t) > 0

µ
ö¹½

t = tf
�È Á�½�¾x¸¡¼6¸¹Ð#Ã.Õ Á�½�¿

px(tf ) = 0
�¼�¾

py(tf ) > 0 ¥ �C¿uÀ¶¸x¼�Ã�½�Â�¼6»x»åÀ¶½¸¡¼6Ä�¸xº6»å¼6½�¾ ¿u½�¾a#Â�¿u½Q»PÆ¶¼ZÄ�Æ¶¿�½
(x, y)

mÆ¶¿é÷�À¶Å�Æ²¼�#¼�¾3Æ?Õ ¼G½9»¡¼GÈYÅ9Æ²¼
¿�÷G÷�¼B»¡»¡À¶Å�Æ²¼�¼G½¾¡¼6È ÄQ»
tf
§�µ

Í|Á�½#¾¡¸x¼G¸PÐ#Ã�¼��Æ¶¼�Æ²Á�½�ü ÂeÕ Ã�½�¼Z»¡À²½�ü�Ã�Æ¶À²Ç6¸¡¼�uÁ�½V¿
px(1−x)−pyy ≡ 0

�Ä�Ã9À¶»fÄ9¿u¸ ÂrºG¸xÀ�	{¿{¾xÀ²Á�½i
px ≡ py

µPö¹½�¸x¼GÈ�¿u¸ Ð#Ã9¿u½#¾�Ð#Ã�¼
px(tf ) 6= py(tf )

¹¼G½Ârº6ÂrÃ9À²¸x¼éÐ#Ã.Õ À¶Æ=½.Õ �|¿VÄ9¿�»ZÂr¼é»¡À¶½�ü�Ã�Æ¶À¶ÇG¸¡¼�9Ä�Ã�Àý»
Ð�Ã9¼YÆ¶¿VÄ,Á�Æ¶À}¾xÀýÐ�Ã9¼ Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼¼6»å¾�Å9¿�½�ü?�7Å9¿u½9ü9µ
ö¹½�¸¡¼6È ¿�¸xÐ#Ã9¿�½�¾�Ð#Ã�¼

ϕ(tf ) < 0
,È Á�½�¾x¸¡¼6¸ZÐ#Ã�¼

u = 0
»¡Ã�¸�Ã�½�À²½#¾¡¼G¸L	{¿�Æ²Æ¶¼ÂrÃ(¾ª�mÄ,¼

[tf−ε, tf ]
µ6öP½ À¶½�¾xºGü�¸x¿�½�¾fÆ²¼Ô»��r»å¾¡ÇGÈ ¼±»¡Ã�¸=÷�¼�¾=À¶½�¾¡¼6¸�	u¿uÆ¶Æ²¼�GÈ Á�½#¾¡¸x¼G¸Ð#Ã�¼

ϕ(t) = −py(tf )(1 − e−t+tf + yfe
−t+tf )et−tf .ö¹½)¸ ¿uÀý»¡Á�½�½9¿�½�¾ »¡Ã�¸ Æ¶¼U»¡À¶ü�½�¼UÂr¼

ϕ(0)
¹ÂrÀ¶»x÷�Ã�¾¡¼G¸�¿uÆ¶Á�¸ »Y¼G½��ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½wÂr¼6»ÂrÁ�½9½�ºG¼6»�Æ¶¿ »å¾¡¸xÃ9÷W¾xÃ�¸x¼ÊÂ�¼ÊÆý¿é¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À¶¸x¼
Á�Är¾xÀ²È�¿uÆ¶¼�µ
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ì)_.®#¢{©��?©�®`�i· ³ · ¤�6 ¥ �±Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼;Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ�ÂeÕ Ã�½ ¿
	mÀ²Á�½ § · �±Á�½9»¡ÀýÂrºG¸xÁ�½9»éÆ¶¼SÈ Á�Ãc	�¼6È ¼G½�¾ÂeÕ Ã9½|¿a	mÀ¶Á�½irÈ ÁrÂrºGÆ¶Àý»åºÊÄ9¿�¸

ẋ(t) = v(t), v̇(t) =
u(t)

mv(t)
− µg − c

m
v(t)2,

Á�¦
x(t)

¼B»�¾VÆý¿ Â�À¶»å¾x¿�½9÷�¼�¿uÃ�»åÁ�Æ�Ä9¿�¸x÷GÁ�Ã�¸xÃ�¼�
v(t)

¼B»�¾VÆ¶¼|È ÁrÂrÃ�Æ¶¼�Âr¼|Æý¿O	mÀ²¾¡¼6»x»¡¼�¹Æ²¼÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
u(t)

¼6»å¾�ÆÖÕ ¿uÄ�Ä,Á�¸¡¾�ÂeÕ º6½�¼G¸xü�À¶¼�
m
¼6»å¾�Æ¶¿ È�¿�»x»¡¼��¼�¾

µ, c
»åÁ�½�¾�Â�¼6»�÷�Ám¼Z=V÷GÀ²¼6½�¾x»¿uºG¸xÁrÂ>�m½9¿�È À¶Ð#Ã�¼B»Gµ�AI¼(÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼¨	�º6¸¡À²ú9¼ÊÆý¿ ÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼

0 < a 6 u(t) 6 b,

¼�¾|Æ²¼ Å�Ãr¾|¼6»å¾|Â�¼ ÂrºG¾¡¼G¸xÈ À²½9¼G¸SÃ�½�¼ ¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸x¼�È ¼6½9¿u½#¾|ÂrÃ`Ä,Á�À¶½�¾|À²½9À}¾xÀ¶¿�Æ
x(0) =

x0, v(0) = v0
Ô¿uÃ�Ä,Á�À¶½�¾ ú9½Q¿uÆ

x(tf ) = xf , v(tf ) = vf
±¼�¾UÈ À²½�À¶È À¶»x¿u½#¾;Æ¶¼�÷�Á�ª�¾

C(u) =
∫ tf

0
u(t)dt

�Æ¶¼
¾x¼GÈ Ä9»3ú9½Q¿uÆ
tf
½.Õ º�¾x¿�½�¾�Ä9¿�»Ôúc�rº�µ

Í|Á�½�¾¡¸x¼G¸3Ð�ÃIÕ À¶Æ,½.Õ ¼Z�rÀý»å¾¡¼
¿uÃQ÷�Ã�½�¼�¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼�»¡À¶½�ü�Ã�Æ¶À¶ÇG¸x¼��Ä�Ã9À¶»Ô¼Z�rÄ�Æ¶À¶Ð#Ã�¼6¸Ô÷GÁ�È È ¼G½�¾È ¼G¾å¾x¸¡¼(¼G½SÁm¼GÃc	m¸x¼
Ã�½�¼(È º�¾xÏ�ÁrÂr¼(½#Ã�È ºG¸xÀýÐ#Ã�¼ÊÄ,Á�Ã9¸3¸xº6»¡Á�ÃQÂr¸¡¼Ê÷�¼(Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�µ
ì)_.®#¢{©��?©�®%�y· ³ · ¤ < ¥ ·¹¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼;Âr¼-¾
ÁrÂ9Â�¿u¸ Â�»¡À²È Ä�Æ¶À}úQºa§ · A.¼UÂrº6÷GÁ�Æ¶Æ¶¿�ü�¼ ÂeÕ Ã�½�¼¼�ôÃ9»¡ºG¼¼6»å¾�È ÁrÂrº6Æ²Àý»¡º
ÄQ¿u¸�Æ²¼B»3ºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½Q»

ḣ(t) = v(t), h(0) = 0,

v̇(t) =
u(t)

m(t)
− g, v(0) = 0,

ṁ(t) = −bu(t), m(0) = m0,

Á�¦
h(t)

¼6»å¾¹ÆÖÕ ¿�Æ}¾xÀ²¾¡Ã9Âr¼�
v(t)

Æ¶¼�È ÁrÂrÃ9Æ²¼�Âr¼�Æ¶¿o	mÀ}¾x¼6»x»å¼�
m(t)

Æý¿
È�¿�»x»¡¼�
g
ÆÖÕ ¿�÷G÷�º6Æ²º6¸x¿u¾¡À¶Á�½Âr¼éÆ¶¿VÄ,¼B»¡¿�½�¾¡¼6Ã�¸aQ¼�¾

b > 0
Ã�½�¸¡º6¼GÆÖµvA.¼ ÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼ ¼B»�¾
Æ¶¿ Ä,Á�Ã9»x»åº6¼

u(t)
@Ð#Ã�À1	�º6¸¡À²ú9¼YÆý¿÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼

0 6 u(t) 6 umax
µI·M¿u¸Y¿�À²Æ¶Æ¶¼GÃ�¸ »ÊÆý¿SÈ�¿�»x»å¼VÂr¼VÆ¶¿E�ôÃ9»¡ºG¼V¼6½ ÆÖÕ ¿�Å9»å¼6½9÷�¼VÂr¼÷G¿u¸xÅ�Ã�¸ ¿u½#¾�¼6»å¾

m1
@»¡ÀfÅ�À¶¼G½�Ð#Ã�¼YÆý¿VÈ�¿�»x»å¼

m(t)
	�ºG¸xÀ}úQ¼ Æý¿ ÷�Á�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼

m1 6 m(t) 6

m0
µ�ö¹½rú9½i9Á�½S»åÃ�Ä9Ä,Á�»¡¼ÊÐ#Ã�¼

umax > gm0
µ

Í|Á�½�¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼
Æ¶¿éÄ,Á�Æ¶À²¾¡ÀýÐ#Ã�¼
Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ²¼
Ä,¼G¸xÈ ¼�¾å¾ ¿u½#¾�Âr¼ÊÈ ¿?�rÀ²È Àý»å¼6¸ÔÆ?Õ ¿uÆ²¾¡À²¾¡ÃQÂr¼ZúQ½9¿uÆ¶¼¼6»å¾
Å9¿�½�ü?�7Å9¿u½9üg,¿a	�¼B÷Y¿uÃ�Ä�Æ¶Ã9»
Ã�½�¼ ÷�Á�È ÈYÃr¾x¿u¾¡À¶Á�½i@Â�Ã�¾ª�mÄ,¼
u = umax

Ä�Ã9À¶»Ê»6Õ À¶Æ1��¿÷�Á�È ÈYÃr¾ ¿{¾xÀ²Á�½
u = 0

µ
·�þr���¶"LÍ?Î;�{ý?þ;'�§�Í�Á�½�¾x¸¡¼6¸.Ð#Ã�¼¹Æ²¼B».÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½9».Âr¼M¾¡¸ ¿u½Q»�	�¼6¸x»x¿uÆ²À²¾¡ºM»åÁ�½�¾

px(tf ) =
1

pv(tf ) = 0

¼�¾
H(tf ) = 0

µmö¹½UÂrº6ÂrÃ�À¶¸x¼
Ð�Ã9¼�Æý¿��ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½;Âr¼
÷GÁ�È ÈYÃr¾x¿?�
¾¡À¶Á�½S»6Õ º6÷�¸xÀ²¾

ϕ(t) =
tf−t
m(t) − bpm(t)

µ
r�Á�¾¡¼G¸ Ð#Ã�¼�.¿uÃ Ârº6Å�Ãr¾fIÁ�½ ÂrÁ�À}¾ ¿
	�Á�À²¸

v̇ > 0
 �{� �f�

u > mg
I÷�¼�Ð#Ã�À¹¼6»å¾Ä,Á�»x»åÀ¶Å�Æ¶¼3Ä�Ã�Àý»¡Ð#Ã�¼

umax > gm0
µuö¹½VÂrº6ÂrÃ9À²¸x¼�Ð#Ã�¼��¿uÃ Â�ºGÅ�Ãr¾auÁ�½ ¿

u > 0
¼�¾Ê»¡Á�À²¾

ϕ > 0
@»¡Á�À²¾

ϕ ≡ 0
µ&�Ô¿uÆý÷�Ã�Æ¶¼G¸

ϕ′(t)
@È Á�½�¾x¸¡¼6¸
Ð�Ã9¼

ϕ′(t) < 0
,¼G¾÷�Á�½Q÷�Æ¶Ã�¸¡¼VÐ�Ã9¼�Æ?Õ ¿uÆ²¾x¼G¸x½9¿{¾xÀk	�¼

ϕ ≡ 0
¼6»å¾ À¶È Ä,Á#»¡»¡À²Å9Æ²¼�µ.ö¹½pÂrº6ÂrÃ9À²¸x¼VÐ#Ã�¼�Æý¿Ä,Á�Æ¶À}¾xÀ¶Ð#Ã�¼�Á�Är¾xÀ²È�¿uÆ¶¼3¼6»å¾MÅ9¿�½�ü?�7Å9¿u½9üg{¿a	�¼B÷Ô¿uÃ Ä�Æ¶Ã9»MÃ�½�¼�÷�Á�È ÈYÃr¾ ¿{¾xÀ²Á�½iuÂrÃ¾3�mÄ,¼

u = umax
Ä�Ã�Àý»�»GÕ À¶Æy�;¿ ÷�Á�È ÈYÃr¾x¿u¾¡À¶Á�½

u = 0
µ

ì)_.®#¢{©��?©�® �i· ³ · ¤>\ ¥ ¾
Ã�ÀýÂ�¿uü�¼ÔÂeÕ Ã�½Y¼G½9ü�À¶½Y»¡Ä9¿{¾xÀ¶¿�Æ § · �±Á�½9»¡ÀýÂrºG¸xÁ�½9».Æ¶¼±È Á�Ãc	�¼6È ¼6½�¾0ÂeÕ Ã�½
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ṙ(t) = v(t),

v̇(t) =
θ(t)2

r(t)
− 1

r(t)2
+ u1(t)

c

m(t)
sinu2(t),

θ̇(t) = −v(t)θ(t)
r(t)

+ u1(t)
c

m(t)
cosu2(t),

ṁ(t) = −u1(t),Á�¦
r(t)

¸x¼GÄ9¸¡º6»¡¼G½#¾¡¼VÆ¶¿�Â�À¶»å¾x¿�½9÷�¼ Â�¼VÆÖÕ ¼G½�ü�À²½p¿�Ãp÷�¼6½�¾¡¸x¼ Âr¼ Æý¿�ûf¼G¸x¸¡¼�
v(t)

Æ¶¿Å	mÀ²¾¡¼B»¡»¡¼¸x¿�ÂrÀ¶¿�Æ²¼�
θ(t)

Æý¿.	mÀ}¾x¼6»x»å¼;¿u½�ü�Ã�Æ¶¿�À²¸x¼�
m(t)

Æ¶¿�È�¿�»x»å¼ Â�¼ ÆÖÕ ¼6½�ü�À¶½.µ1AI¼6»é÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼6»Y»¡Á�½�¾
u1(t)

IÆý¿|Ä,Á�Ã9»x»¡ºG¼�I¼�¾
u2(t)

fÆ?Õ ¿�½�ü�Æ¶¼VÂr¼ ü�Çý¾¡¼�µ�A.¼ ÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
u1

	�ºG¸xÀ}ú9¼VÆý¿|÷GÁ�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾¡¼
0 6 u1 6 β

µv�Z½S÷GÁ�½9»¡À¶Â�ÇG¸x¼
Æ²¼B»�÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½9»�¿uÃ>� Æ¶À¶È À}¾x¼6»
r(0) = 1, r(tf ) = rf ,

v(0) = 0, v(tf ) = 0,

θ(0) = 1, θ(tf ) =
1

√
rf
,

m(0) = 1.

ù�ºG¾¡¼G¸xÈ À²½9¼G¸(Ã�½9¼ ¾¡¸ ¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼H	�ºG¸¡À²úQ¿�½�¾ ÷�¼6»(÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½Q»Ê¿�Ã>��Æ¶À²È À²¾¡¼6»f.¼�¾ È ¿?�rÀ²È Àý»¡¿�½�¾Æ¶¿ È�¿�»¡»¡¼Zú9½Q¿uÆ¶¼
m(tf )

�Æ¶¼
¾x¼GÈ Ä9»3ú9½9¿�Æ.½.Õ ºG¾x¿�½�¾�Ä9¿�»Ôúg�mº�µ
·�þr���¶":Í�Î;�{ý?þ;'a§I¸x¿�À¶»¡Á�½�½9¼GÈ ¼G½#¾�»¡À²È À¶Æ¶¿�À²¸x¼o¤ ÆÖÕ ¼��r¼G¸ ÷�Àý÷�¼�Jrµ Ë9µ²´�Jmµ

ì)_.®#¢{©��?©�®%�y· ³ · ¤ � ¥ �mÃ?� ¼G¾�ÂeÕ ¼���¿uÈ ¼G½ § · A.¼ Ä�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼ ¼6»å¾ Â�¼ È�¿��rÀ¶È À¶»¡¼G¸éÆ²¼UÂrºGÄ,Á�¸¡¾Æ¶¿u¾¡ºG¸ ¿uÆ3ÂeÕ Ã�½�¼~�ôÃQ»åº6¼SÂrÁ�½�¾ Æ¶¼UÈ Á�Ãc	�¼6È ¼6½�¾ ¼6»å¾ Ä�Æý¿u½v¼G¾ Æý¿�Ä,Á�Ã9»x»åº6¼;¼6»å¾ Æ¶À¶È À²¾¡º6¼�µ ��Ã¾¡¼GÈ Ä9»
t
�Á�½�½�Áu¾x¼

x(t) = (x1(t), x2(t))
Æý¿ÊÄ,Á#»åÀ²¾¡À¶Á�½VÂr¼�Æý¿o�ôÃ9»åº6¼�

v(t) = (v1(t), v2(t))»¡¿o	mÀ}¾x¼6»x»å¼�
m(t)

»¡¿ÊÈ�¿�»x»å¼�
θ(t)

ÆÖÕ ¿�½�ü�Æ¶¼�Â�¼�Æý¿(ÂrÀ¶¸¡¼6÷�¾¡À¶Á�½�Âr¼�Ä,Á�Ã9»x»åº6¼�u¼�¾
u(t)

Æý¿o	{¿u¸xÀý¿��¾¡À¶Á�½�Â�¼�È�¿�»x»¡¼ ¥ Ä9¸¡Á�Ä,Á�¸¡¾¡À¶Á�½�½�¼6Æ²Æ¶¼B¤ÊÆ¶¿¨�ôÁ�¸x÷G¼�Â�¼�Ä,Á�Ã9»¡»¡ºG¼
§Wµu·0Á�Ã�¸±»åÀ¶È Ä�Æ²À²ú9¼6¸f�Á�½ ½�ºGü�Æ¶À²ü�¼Æ²¼B»��ôÁ�¸x÷G¼6»P¿uº6¸¡Á�Â>�m½9¿uÈ À¶Ð#Ã�¼B»0¼G¾±Á�½ »åÃ�Ä9ÄQÁ#»å¼�Ð#Ã�¼�ÆÖÕ ¿�÷G÷GºGÆ¶ºG¸ ¿{¾¡À¶Á�½�Âr¼�Æý¿(Ä,¼6»x¿u½#¾¡¼6Ã�¸
g
¼B»�¾÷�Á�½Q»�¾ ¿u½�¾x¼�µ�A.¼Z»��r»å¾¡ÇGÈ ¼�È ÁrÂrº6Æ²Àý»¡¿�½�¾PÆ²¼�È Á�Ãc	�¼6È ¼6½�¾±Â�¼�Æý¿¨�ôÃQ»åº6¼�¼6»å¾±¿�Æ²Á�¸x»MÆ²¼Z»åÃ9Àk	{¿�½�¾)�

ẋ1 = v1

ẋ2 = v2

v̇1 =
c

m
u cos θ

v̇2 =
c

m
u sin θ − g

ṁ = −u
Á�¦

c > 0
¼6»å¾�÷GÁ�½9»å¾x¿�½�¾¡¼�µcA.¼B»�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼6»�»åÁ�½�¾

θ(t)
¼G¾
u(t)

µv�Z½U»¡Ã�Ä�Ä,Á#»å¼(Ð#Ã�¼
θ ∈ m F×¼�¾

0 6 u 6 A.

A.¼6»�ÂrÁ�½�½9ºG¼6»3À¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼6»�»åÁ�½�¾I�
x1(0) = x0

1, x2(0) = x0
2, v1(0) = v0

1 , v2(0) = v0
2 , m(0) = m0.
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AI¿
È ¿�»¡»¡¼3Âr¼�Æ¶¿"�ôÃ9»¡ºG¼3Æ¶Á�¸x»xÐ#Ã.Õ À¶Æm½.Õ �é¿ZÄ9¿�»MÂr¼�÷G¿�¸¡Å9Ã�¸x¿�½�¾0¼6»å¾

m1
µ���Ãr¾x¸¡¼6È ¼6½�¾PÂrÀ²¾

m(t)ÂrÁ�À²¾B	�º6¸¡À²ú9¼6¸o�
m1 6 m(t) 6 m0.�Z½SÂrº6»¡À²¸x¼ÊÈ ¼6½�¼G¸�Æ¶¿H�ôÃQ»åº6¼(ÂrÃSÄ,Á�À²½#¾�À¶½�À²¾¡Àý¿uÆ.Ä�¸xº6÷�ºBÂr¼G½#¾/¤ Æý¿�	{¿�¸¡À¶º�¾xºZ¾¡¼6¸¡È À¶½9¿uÆ¶¼

x2(tf ) = x1
2, m(tf ) = m1,

Æ²¼Ê¾¡¼6È ÄQ»3ú9½9¿uÆ
tf
º�¾ ¿u½�¾�Æ¶À²Å9¸¡¼�r¼�¾�Á�½~	�¼6Ãr¾�È�¿��rÀ²È Àý»å¼6¸3Æý¿ Ð#Ã9¿u½#¾¡À²¾¡º

x1(tf ).

´�µ9»+Ò�ÒvÏ �¶":Í�Î´�{ý�þ��{�HÒr$��¶þ�"�� Òc���{��&�Í����)&M�K&���Z½ À²½#¾¡¸xÁrÂrÃ�À²¾PÆ²¼B»�	u¿u¸xÀ¶¿�Å�Æ²¼B»0¿�Â
��Á�À¶½�¾x¼6»
px1

, px2
, pv1

, pv2
, pm

�¼G¾
p0 µ��Z½ Ä,Á#»å¼�Âr¼Ä�Æ¶Ã9»

λ = px2
(tf )

µ
¥ ¿�§ öP÷G¸¡À¶¸¡¼ÔÆ¶¼hpZ¿uÈ À²Æ²¾xÁ�½�À¶¼G½ ¿�»¡»¡Ár÷�À¶º$¤
÷�¼ÔÄ�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼3Âr¼�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼±Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ´{¿uÀ¶½9»¡ÀÐ#Ã�¼ÊÆ¶¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼(ÂrÀk�,º6¸¡¼6½�¾xÀ²¼6Æ.¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿�Æ?µ
¥ Å §;öP÷G¸¡À¶¸¡¼ÊÆ¶¼6»�÷�Á�½9Â�À}¾xÀ²Á�½9»�Âr¼Ê¾¡¸ ¿u½9»�	�¼G¸ »x¿{Æ¶À²¾¡ºÊ»åÃ�¸�Æ¶¼I	�¼6÷W¾x¼GÃ�¸�¿�Â
��Á�À¶½�¾Bµ
¥ ÷f§UÍ|Á�½�¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼ÊÆ¶¼IpZ¿uÈ À¶Æ}¾xÁ�½�À¶¼G½U¼B»�¾�½#Ã9Æ.Æ²¼(Æ²Á�½�ü�Âr¼Ê¾¡Á�Ã�¾¡¼(¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿uÆ¶¼�µ
¥ Âg§Å�Ô¿uÆý÷�Ã9Æ²¼6¸

px1
(t), px2

(t), pv1
(t)
¼G¾
pv2

(t)
¼G½E�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½SÂ�¼

λ
¼G¾
p0 µ��µtÓ Í�ÏF"��>Ï¼���1'X"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�1'©�4��Î%$-D�&tÍ{�����

¥ ¿�§;Í|Á�½�¾¡¸x¼G¸
Ð#Ã�¼YÆÖÕ Á�½�½�¼éÄ,¼GÃr¾
Ä9¿�»Z¿
	�Á�À¶¸�»¡À¶ÈYÃ�Æ}¾ ¿u½�º6È ¼G½�¾ p0 = 0
¼�¾
λ = 0

µö¹½�Ârº6Â�Ã�À²¸x¼(ÆÖÕ ¼��rÄ�¸¡¼B»¡»¡À²Á�½UÂr¼B»�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B»Ô¼��#¾x¸xºGÈ�¿uÃ>�
θ(t)

9È Á�½#¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã.Õ À¶Æ¶»»¡Á�½�¾�÷�Á�½9»å¾x¿�½�¾ »�r¼G¾�Ä9¸¡ºB÷�Àý»å¼6¸3Æ²¼6Ã�¸B	u¿uÆ¶¼GÃ�¸
θ0
¼6½~�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½|Âr¼

λ
¼�¾
p0 µ

¥ Å §Å�Z½UÀ¶½�¾¡¸xÁrÂrÃ�À²¾�Æ¶¿H�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½
ϕ
»¡Ã�¸

[0, tf ]

ϕ(t) =
c

m(t)

√

(p0)2 + λ2(tf − t) − pm(t).

Í|Á�½�¾¡¸x¼G¸�Ä9¿�¸�Æ?Õ ¿uÅQ»åÃ�¸ Âr¼(Ð#Ã�¼ÊÆý¿H�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½
ϕ
½�¼ »GÕ ¿�½�½#Ã�Æ¶¼(»¡Ã�¸�¿�Ã9÷�Ã�½|»åÁ�Ã9»��À¶½�¾¡¼6¸�	u¿uÆ¶Æ²¼�Âr¼

[0, tf ]
µ.·¹¸xº6÷GÀ¶»¡¼G¸ÊÆý¿UÈ Á�½�Á�¾¡Á�½9À²¼�Âr¼

ϕ
µ.ö¹½�ÂrºBÂrÃ�À¶¸¡¼�Ð#Ã�¼ Æ¶¼6»÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B»
¼��m¾¡¸xºGÈ�¿uÃ>�

u(t)
÷GÁ�È ÈYÃr¾¡¼6½�¾é¿�Ã Ä9Æ²Ã9» Ã�½�¼��ôÁ�Àý» »¡Ã�¸

[0, tf ]
I¼�¾Ä9¿�»¡»¡¼G½�¾�Â9¿u½9»�÷G¼(÷G¿�»�Âr¼ÊÆý¿�	{¿�Æ²¼6Ã�¸

A
¤ Æý¿�	{¿�Æ²¼6Ã�¸

0
µ

¥ ÷f§Å�Z½S»¡Ã�Ä�Ä,Á�»¡¼(Ð�Ã9¼
Atf > m0 −m1.Í|Á�½�¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼

u
÷GÁ�È ÈYÃr¾x¼Ê¼��r¿�÷W¾x¼GÈ ¼G½#¾�Ã�½�¼o�ôÁ�Àý»�¿�Ã;¾¡¼GÈ Ä9»

tc =
m0 −m1

A
,

Ä9¿�»¡»¡¼ÊÂr¼ÊÆý¿�	{¿uÆ¶¼GÃ�¸
A
¤ Æ¶¿�	{¿�Æ²¼6Ã�¸

0
¼G½S÷G¼
¾¡¼GÈ Ä9»

tc
r¼G¾�Âr¼(Ä�Æ²ÃQ»

m(tc) =
m1
µ

Ë9µtÓ Í�ÏF"��>Ï¼���1'X"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�1'©��þ�Ð:ý0��"�Ïk�N.Z��$=&ßDL�a�
¥ ¿�§;Í|Á�½�¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼

θ0 = − arctan
v1(tf )

v2(tf )
.
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¥ Å §UÍ|Á�½#¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼
v2(tf )2 = v2(tc)

2 − 2g(x1
2 − x2(tc)) ,

¼�¾�¼G½|Ârº6Â�Ã�À²¸x¼(Ð#Ã�¼

tan2 θ0 =
v1(tc)

2

v2(tc)2 − 2g(x1
2 − x2(tc))

.

¥ ÷f§UÍ|Á�½#¾¡¸x¼G¸�Æ²¼B»Ô¾x¸¡Á�À¶»$�ôÁ�¸xÈYÃ�Æ¶¼6»�»¡Ã�À�	{¿u½#¾¡¼B»¨�
v1(tc) = v0

1 + c cos θ0 ln
m0

m1
,

v2(tc) = v0
2 + c sin θ0 ln

m0

m1
− gtc,

x2(tc) = x0
2 + v0

2tc −
g

2
t2c − c sin θ0

(

tc ln
m1

m0
− tc −

m0

A
ln
m1

m0

)

.

ö¹½|ÂrºBÂrÃ�À¶¸¡¼ Ð#Ã�¼ÊÆÖÕ Á�½UÄ,¼GÃr¾�¼��rÄ�¸¡À¶È ¼G¸
θ0
¼6½~�ôÁ�½9÷W¾¡À¶Á�½SÂr¼6»�ÂrÁ�½9½�ºG¼6»

x0
2, v

0
1 , v

0
2 ,m0,m1, A, c, g

¥ Á�½p½�¼U÷ Ï�¼G¸ ÷xÏ9¼G¸ ¿SÄQ¿�»YÃ�½�¼;¼��rÄ�¸¡¼B»¡»¡À¶Á�½ ¼��rÄ�Æ²Àý÷�À²¾x¼a§WµMÍ|Á�½#¾¡¸x¼G¸ Ð#Ã�¼ ÆÖÕ Á�½v¿¿uÀ¶½9»¡À�¼��rÄ�¸¡À¶È º¹Æ¶¼6»f÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼6»
θ
¼�¾
u
¼G½ Å,Á�Ã9÷�Æ¶¼��ô¼6¸¡È º6¼�µ{ÓZÃ�¼6Æ�¼B»�¾fÆÖÕ ¿a	{¿�½�¾ ¿uü�¼Âr¼ ÷�¼ÊÄ9¸¡Ár÷Gº6Ârº�u

ì)_.®#¢{©��?©�®p�i· ³ · ¤ W ¥ ·¹¸xÁ?��¼�¾��Q¾¡¸ ¿u½Q»ª�ô¼G¸¡¾ZÁ�¸xÅ�À²¾x¿�ÆfÂeÕ Ã�½�»x¿{¾x¼GÆ¶Æ²À²¾¡¼é¼G½�¾¡¼GÈ Ä9»ZÈ À¶½�À¶È ¿�Æ?µÊ§ ·��½�Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�À²È Ä,Á�¸å¾ ¿u½�¾¹¼6½ È º6÷6¿u½�ÀýÐ#Ã�¼�»åÄQ¿{¾¡Àý¿uÆ¶¼3¼B»�¾±Âr¼�¾¡¸ ¿u½9»��ôºG¸x¼G¸MÃ�½�¼G½�ü�À¶½ »¡Ä9¿u¾¡Àý¿uÆ»åÁ�Ã�È À¶»$¤ ÆÖÕ ¿{¾¡¾¡¸ ¿�÷W¾xÀ²Á�½�¾¡¼G¸x¸x¼6»�¾x¸x¼�»åÃ9¸±Ã�½9¼Z¼GÆ¶Æ¶À²Ä9»¡¼¨�Ê¼GÄ9Æ²¼6¸¡À¶¼G½�½�¼ZÁ�Ã ¼G½ Ã�½;ÄQÁ�À²½#¾3Âr¼
÷G¼�¾¼GÆ¶Æ²À¶Ä9»¡¼�@Ä,Á�Ã�¸ÊÆ²¼ Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ Âr¼ ¸¡¼6½9Âr¼����´	�Á�Ã9»
¿a	�¼B÷YÃ�½ ¿uÃr¾x¸¡¼ ¼G½�ü�À²½Iµ&�±¼é¾ª�#Ä,¼�Âr¼ Ä9¸¡Á��Å�Æ²Ç6È ¼3÷GÆ¶¿�»¡»¡ÀýÐ#Ã�¼Ô¿Zº�¾xºÔ¸xº6¿�÷W¾¡ÃQ¿uÆ¶À¶»¡ºÔ¿a	�¼B÷PÆý¿�¾¡¼B÷xÏ�½9Á�Æ¶Á�ü�À¶¼ÔÂr¼B»=È Á�¾¡¼GÃ9¸x»±¤ZÄ,Á�ÃQ»¡»¡ºG¼+�C¿uÀ¶Å�Æ²¼¼�¾M÷�Á�½�¾xÀ²½mÃ�¼�µ�APÕ Á�Å���¼B÷W¾¡Àk�,Âr¼3÷�¼ÔÄ�¸xÁ���¼G¾=¼B»�¾MÂeÕ ¿uÄ�Ä�Æ¶ÀýÐ#Ã�¼G¸0Âr¼B»I¾x¼6÷ Ï�½�ÀýÐ#Ã�¼6»0Âr¼3÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼PÁ�Ä>�¾¡À¶È�¿uÆQÄ,Á�Ã�¸±¸¡ºB¿uÆ¶À¶»¡¼G¸¹½mÃ�È ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼6È ¼G½�¾ÔÃ�½VÄ9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼�Âr¼�¾x¸ ¿u½9»��ô¼G¸¡¾P¼G½�¾x¼GÈ Ä9»±È À²½9À²È�¿uÆ´¿a	�¼B÷ZÄ,Á�Ã9»¡»¡ºG¼¨�C¿uÀ¶Å�Æ¶¼�9»åÃ9¸�Ã�½�¼(Á�¸xÅ�À²¾¡¼Êü�º6Á�»å¾x¿{¾xÀ²Á�½�½9¿�À²¸¡¼�µ
Ì.ýz��D�Ï �T'�Í?Î;�{ý?þë�{��Ò�$�ý�Ð�ÏF@�&t�a�cAI¼Z»x¿{¾¡¼6Æ²Æ¶À²¾¡¼�¼B»�¾3¿�»x»åÀ¶È À²Æ¶º)¤ Ã�½ Ä,Á�À¶½�¾ÔÈ�¿{¾xºG¸¡À¶¼GÆ,Â�¼�È�¿�»x»¡¼
m
@»åÁ�Ã�È À¶»"¤VÆÖÕ ¿u¾å¾x¸x¿�÷W¾xÀ²Á�½U¾x¼G¸x¸¡¼B»�¾x¸¡¼ ¼�¾o¤VÃ�½�¼©�ôÁ�¸ ÷�¼éÂr¼éÄ�¸¡Á�Ä�Ã�Æý»åÀ¶Á�½

F
µ,ö¹½�Ä�¸x¼GÈ À¶ÇG¸x¼¿uÄ�Ä�¸xÁ
�mÀ¶È�¿{¾xÀ²Á�½imÆ²¼ »��r»å¾¡Ç6È ¼(»6Õ º6÷�¸xÀ²¾

q̈ = −µ q

‖q‖3
+
F

m
,

Á�¦
q
Ârº6»¡À²ü�½�¼VÆ¶¼¹	�¼6÷W¾x¼GÃ�¸éÄ,Á�»¡À}¾xÀ²Á�½�Â�Ãv»¡¿u¾¡¼GÆ¶Æ¶À}¾x¼ Â�¿�½9» Ã9½�¸xºZ�ôº6¸¡¼6½�¾xÀ²¼6Æ±ÂrÁ�½�¾éÆÖÕ Á�¸¡À¶ü�À¶½�¼¼6»å¾3Æ²¼Ê÷G¼G½�¾x¸¡¼ÊÂr¼
Æý¿Y¾¡¼G¸x¸x¼�

µ
Æý¿é÷GÁ�½9»å¾x¿�½�¾¡¼ÊÂr¼
ü�¸ ¿
	#À²¾x¿u¾¡À¶Á�½ Âr¼
Æý¿YÄ�Æý¿�½�Ç�¾¡¼�µ>A.¼Ê»��r»�¾xÇGÈ ¼Æ²À¶Å�¸x¼

F = 0
÷�Á�¸¡¸x¼6»¡Ä,Á�½9ÂS¿�Ã>�SºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½Q»�Âr¼��Ê¼GÄ�Æ¶¼G¸BµQ·¹¸ ¿{¾¡ÀýÐ#Ã�¼GÈ ¼6½�¾f,Æý¿VÄ,Á�Ã9»x»¡ºG¼ ¼B»�¾Æ²À¶È À}¾xºG¼���{� �a� ‖F‖ 6 Fmax

¼�¾ZÁ�½|Ä,¼6Ãr¾
÷ Ï9¿�½�ü�¼G¸Z»¡Á�½|Á�¸¡À¶¼G½#¾x¿u¾¡À¶Á�½.µ Af¿�Ä�¸xÁ�Ä�Ã�Æý»¡À²Á�½|»¡¼�C¿uÀ²¾¹Ä9¿�¸Mº���¼6÷W¾xÀ²Á�½�Âr¼�È�¿u¾¡À¶ÇG¸x¼��¤¨	mÀ²¾¡¼B»¡»¡¼
ve
¼G¾¹À¶Æc�C¿uÃr¾P¸x¿���Á�Ãr¾¡¼6¸¹¿uÃ�»��r»å¾¡ÇGÈ ¼�ÆÖÕ ºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½

ṁ = −F

ve
,
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	)�9� 0��±4B%¢¡<�#�54B0��M�10H� %ã'#��,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0��
¼�¾ Â�¿�½9»YÆ²¼ Ä9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼¼¤|Ä,Á�Ã9»¡»¡ºG¼��C¿�À²Å�Æ¶¼�=Æ¶¿Å�ôÁ�¸ ÷�¼ Â�¼ Ä,Á�Ã9»x»åº6¼V¼6»å¾éÄ,¼�¾¡À²¾¡¼U÷�Á�È Ä9¿u¸xºG¼¤VÆý¿��ôÁ�¸x÷G¼éÂeÕ ¿{¾¡¾¡¸ ¿�÷W¾xÀ²Á�½.µvAPÕ ºG¾x¿u¾ÊÂrÃ�»��m»å¾¡Ç6È ¼Y¼B»�¾

(q, q̇)
¼�¾
Æ¶¼éÄ�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ Âr¼Y¾¡¸ ¿u½Q»ª�ô¼6¸å¾Á�¸xÅ�À}¾ ¿uÆ)¤ ¸¡ºB»åÁ�Ã9Âr¸x¼U¼6»å¾ Â�¼S¾x¸x¿�½9»ª�ôº6¸¡¼6¸ Æ¶¼�»��r»�¾xÇGÈ ¼�ÂeÕ Ã�½�º�¾ ¿{¾VÀ¶½�À²¾¡Àý¿uÆ"¤ Ã�½�¼�Á�¸xÅ�À²¾¡¼ü�ºGÁ#»�¾ ¿{¾xÀ²Á�½�½9¿uÀ¶¸¡¼Z¼6½;¾¡¼6È Ä9»�È À²½�À¶È�¿uÆÖµv�Z½S÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼
Æý¿ Ä,Á�Ã9»x»¡ºG¼ÊÂ�¼ÊÆÖÕ ¼6½�ü�À¶½.µm�÷�À´fÁ�½p÷�Á�½Q»åÀýÂrÇG¸x¼�Æ¶¼ Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ Âr¼V¾¡¸ ¿u½9»��ô¼G¸¡¾YÁ�¸xÅ�À²¾x¿uÆ+¤�È ¿�»¡»¡¼¹	{¿u¸xÀý¿uÅ�Æ¶¼VÂ�¿u½9»YÆ²¼Ä�Æ¶¿�½i,Ð#Ã�¼éÆ?Õ Á�½�¸x¼GÄ�¸xº6»¡¼G½#¾¡¼YÂ�¿�½9»ZÂr¼B»Z÷�ÁmÁ�¸xÂ�Á�½�½�º6¼6»�ÂrÀ²¾¡¼B»Zº6Ð#Ã�À¶½�Áa�rÀý¿uÆ¶¼6»

(p, ex, ey, L)
Á�¦

p
¼B»�¾�¿�Ä�Ä,¼GÆ¶ºÊÆ²¼ÊÄ9¿�¸x¿�È Ç�¾¡¸x¼�

(ex, ey)
¼B»�¾�¿�Ä�Ä,¼GÆ¶ºo	�¼6÷W¾x¼GÃ�¸�¼Z��÷�¼6½�¾x¸¡Àý÷�À²¾¡ºÊ¼�¾

L
¼B»�¾�Æý¿Æ²Á�½�ü�À²¾¡ÃQÂr¼�µ�A.¼ ÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼�¼6»å¾éÂrº6÷�Á�È Ä,Á�»¡º�Â�¿�½9»(Æ¶¼V¸x¼GÄ,ÇG¸x¼ ¸ ¿�Â�À¶¿�Æ@�7Á�¸å¾xÏ�Á�¸x¿�ÂrÀý¿uÆ;.÷�¼ Ð#Ã�À÷�Á�½QÂrÃ�À²¾�¿�Ã>� ºBÐ�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½Q»3»¡Ã�À�	{¿u½#¾¡¼B»

ṗ =
2

W

√

p3

µ

Tmax

m
uor

ėx =

√

p

µ

(

ex + cosL

W
+ cosL

)

Tmax

m
uor +

√

p

µ
sinL

Tmax

m
ur

ėy =

√

p

µ

(

ey + sinL

W
+ sinL

)

Tmax

m
uor −

√

p

µ
cosL

Tmax

m
ur

L̇ =
W 2

p

√

µ

p

ṁ = −δTmax|u|Á
W = 1 + ex cosL + ey sinL

=Á�¦ |u| =
√

u2
or + u2

o

0¼�¾ Á�¦
Tmax

¼B»�¾ Æý¿Ñ	{¿uÆ¶¼GÃ9¸È ¿?�rÀ²È�¿�Æ²¼�ÂrÃ È ÁrÂ�Ã�Æ²¼VÂr¼ Ä,Á�Ã9»x»åº6¼�µiA.¼ Ä�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼�÷�Á�½9»¡À¶»å¾¡¼�ÂrÁ�½Q÷?e¼6½ ¸x¼6»¡Ä,¼6÷W¾ ¿u½#¾ÊÆý¿÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼
u2

r + u2
or 6 1,

¤UÈ À¶½�À²È Àý»å¼6¸(Æ¶¼ ¾¡¼GÈ Ä9»YÂr¼ ¾x¸x¿�½9»��ô¼G¸¡¾(ÂeÕ Ã�½�¼VÁ�¸xÅ�À}¾x¼ Å9¿�»x»å¼Ârº�ú9½9À²¼SÄQ¿u¸
p(0) = 11625

�mÈ-
ex(0) = 0.75


ey(0) = 0


L(0) = π

 ¤ Ã�½�¼SÁ�¸��Å�À}¾x¼ ü�ºGÁ#»�¾ ¿{¾xÀ²Á�½�½9¿uÀ¶¸¡¼�ÂrºGú9½�À²¼ Ä9¿�¸
p(tf ) = 42165

�mÈ-
ex(tf ) = 0


ey(tf ) = 0

fÆý¿Æ²Á�½�ü�À²¾¡ÃQÂr¼
ú9½9¿�Æ²¼ÊºG¾x¿�½�¾�Æ²À¶Å�¸x¼�µ
���g�1'�Î;�{ý?þ;'��
¤ · ·0Á�Ã�¸ÊÂr¼B»�¸ ¿uÀý»¡Á�½9»�½mÃ�È ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼B»�º�	mÀýÂr¼G½#¾¡¼B»ZÀ²Æ=¼B»�¾
Ä�¸xºZ�ôº6¸x¿�Å�Æ¶¼YÂr¼é½9Á�¸xÈ ¿�Æ²Àý»¡¼G¸�Æ¶¿¼	{¿��
¸¡Àý¿uÅ�Æ¶¼

p
¼6½�Ä,Á#»¡¿�½�¾

p̄ =
p

p(tf )

µ3ö¹½%À¶½�¾¡¸xÁrÂrÃ9À¶»x¿u½#¾;Æ²¼B»;÷GÁ�½9»å¾x¿�½�¾¡¼B»
α =

√

µ

pf

¼�¾

ε =

√

pf

µ
Tmax

�È Á�½�¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼ÊÆ¶¼6»�º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½9»�»GÕ º6÷G¸¡À�	�¼G½#¾

q̇ = F0(q) + urFr(q) + uorFor(q),

ṁ = −δTmax|u|,¿a	�¼B÷
q = (p̄, ex, ey, l)
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¼�¾�º6÷G¸¡À¶¸¡¼ÊÆ²¼�p�¿�È À¶Æ²¾¡Á�½9À²¼6½SÂr¼ ÷�¼(»��r»�¾xÇGÈ ¼(»¡Á�Ã9»3Æý¿H�ôÁ�¸xÈ ¼

H = 〈λ, F0 + urFr(q) + uorFor(q)〉 − λmδTmax|u|,
Á�¦ ¥ λ, λm) = (λp̄, λex

, λey
, λl, λm)

¼B»�¾�Æ²¼I	�¼6÷�¾¡¼6Ã�¸�¿�Â
��Á�À²½#¾6µ
ñ · Í|Á�½#¾¡¸x¼G¸éÐ�Ã9¼VÆ²¼B»Y÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼B»Ê¼��m¾¡¸xºGÈ�¿uÃ>�O	�ºG¸xÀ²ú9¼G½#¾

u2
r + u2

or = 1 ¥ Ä,Á�Ã�¸é÷�¼6Æ¶¿gIÁ�½¼6»x»¡¿�À²¼6¸x¿ Âr¼ È Á�½#¾¡¸x¼G¸ÊÐ#Ã�¼
λm(t)

¼B»�¾
¾xÁ�Ã���Á�Ã�¸x»
½�ºGü#¿{¾xÀ@�:§Wµeö¹½ Ârº6ÂrÃ�À¶¸x¼ ¼G½�Ä9¿u¸¡¾¡Àý÷�Ã9Æ²À¶¼G¸Ð�Ã9¼
m(t) = m0 − δTmaxt

�¼�¾�È Á�½#¾¡¸x¼G¸�Ð#Ã�¼ÊÆ¶¼6»�÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼6»Ô¼Z�m¾x¸¡º6È ¿�Ã>�;»GÕ º6÷G¸¡À�	�¼G½#¾

ur =
〈λ, Fr〉

√

〈λ, Fr〉2 + 〈λ, For〉2
, uor =

〈λ, For〉
√

〈λ, Fr〉2 + 〈λ, For〉2
.

³ · ö¹½|¸x¼GÈ�¿u¸ Ð#Ã9¿u½#¾�Ð#Ã�¼ Æ?Õ Á�½SÄ,¼6Ãr¾�Á�Ã9Å�Æ²À¶¼G¸�Æý¿t	{¿�¸¡Àý¿uÅ�Æ¶¼(¿�Â
��Á�À²½#¾
λm

9º6÷�¸xÀ¶¸¡¼ÊÆ¶¼6»�º6Ð#Ã9¿��¾¡À¶Á�½9»MÂrÃ »��r»�¾xÇGÈ ¼Ô¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿uÆrÂrÁ�½9½�ºG¼B»fÄQ¿u¸0Æ²¼3Ä�¸¡À¶½9÷�À¶Ä,¼3ÂrÃ È�¿��rÀ²ÈYÃ9È ¥ �C¿uÀ¶¸¡¼ÔÆ¶¼6»0÷6¿uÆý÷�Ã�Æý»¤ Æ?Õ ¿uÀýÂr¼(Âr¼tÌÑÍLÒXÏk�
§Wµ
6 ÿ��� f 0C�?©��r�B�C�,� �.¨f¯võ�¢{�;9e¨f®2��· ö¹½wÃr¾¡À¶Æ¶À¶»x¿u½#¾ Ã�½�¼UÈ ºG¾¡Ï�ÁrÂ�¼UÂ�¼;¾¡À¶¸ ÈYÃ�Æ²¾¡À¶Ä�Æ²¼�¹Ârº��¾¡¼G¸xÈ À²½9¼G¸±½#Ã�È ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼6È ¼G½�¾ÔÃ�½¹	�¼6÷�¾¡¼GÃ9¸±¿�Â���Á�À¶½�¾±À¶½�À}¾xÀ¶¿�Æ

(λp̄(0), λex
(0), λey

(0), λL(0))Ä,Á�Ã�¸�Æ¶¼6Ð#Ã�¼6ÆIÆ¶¿ ¾¡¸ ¿
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m0 = 1500

�mü
, δ = 0.05112

�mÈ −1.
»
, µ = 398600.47

�mÈ 3.
» −2,

¼�¾0Á�½é÷ Ï�Á�Àý»¡À²¸ ¿�Ã�½�¼$	{¿uÆ¶¼GÃ9¸
Tmax

Âr¼±Ä9Æ²Ã9»=¼6½YÄ�Æ¶Ã9»=Ä,¼�¾xÀ}¾x¼ ¥ Ä9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼$¤/�C¿uÀ¶Å�Æ²¼ÔÄ,Á�ÃQ»¡»¡ºG¼
§Wµ·0¿�¸�¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼ÊÁ�½UÄ,Á�Ã�¸x¸x¿éÄ�¸x¼G½9Âr¸x¼(»åÃ9÷6÷�¼6»x»¡Àk	�¼6È ¼G½�¾
Tmax = 60, 24, 12, 9, 6, 3, 2, 1.4, 1, 0.7, 0.5, 0.3

r
.

<y· ·0Á�Ã�¸
Tmax = 0.3
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|u| 6 1 − ε

rÁ�¦
ε
¼B»�¾�Ã�½SÄ,¼�¾xÀ}¾�Ä9¿u¸ ¿uÈ Ç�¾x¸¡¼�µg�Z½S÷xÏ�Á�À¶»¡À²¾�Ä9¿u¸�¼��m¼6È Ä�Æ²¼

ε = 0.1
µ
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¾x¸ ¿
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	�¼�¾å¾x¼�µ&AI¿UÄ�¸x¼GÈ À¶ÇG¸¡¼Ð#Ã�¼6»å¾¡À¶Á�½vÐ#Ã�ÀÔ»¡¼ Ä,Á�»¡¼ ¼6»�¾ Æý¿�»¡Ã�À�	{¿�½�¾¡¼Ñ�=Æ¶¼6»��ôÁ�¸x÷G¼6»Y¿�ºG¸xÁrÂ>�m½9¿�È ÀýÐ#Ã�¼6»(Ä,¼6Ãc	�¼G½#¾��7¼GÆ¶Æ²¼B»÷�Á�½#¾¡¸xÀ²Å9Ã�¼G¸±¤)�ô¸¡¼6À²½9¼G¸0Æ¶¿Z½9¿
	�¼�¾å¾x¼3Âr¼ÔÈ�¿u½�À¶ÇG¸x¼Ô¿�Â�º6Ð#Ã9¿{¾x¼�uÔö¹½©�C¿�À}¾¹»åÀmÆÖÕ ¿uÆ²¾¡À²¾¡Ã9Âr¼3¼6»å¾=¾¡¸xÁ�ÄºGÆ¶¼�	�ºG¼ ¥ »¡Ã�Ä,ºG¸xÀ²¼6Ã�¸¡¼©¤|´B���t�#È¹§Z,¿uÆ¶Á�¸ »�Æ¶¿VÂ�¼G½9»¡À}¾xºY¿u¾¡È Á�»¡Ä�Ï�º6¸¡ÀýÐ#Ã�¼(¼6»å¾�¾¡¸xÁ�Ä-�C¿uÀ¶Å�Æ¶¼�Q¼�¾À²Æ=¼6»å¾ZÄ9Ï��r»åÀýÐ#Ã�¼GÈ ¼G½#¾ZÀ¶È Ä,Á�»x»åÀ¶Å�Æ¶¼éÂr¼Yü�ºG½�ºG¸x¼G¸ZÂr¼B»/�ôÁ�¸ ÷�¼B»�¿uº6¸¡Á�Â>�m½9¿uÈ ÀýÐ�Ã�¼B»�»åÃc=�»x¿uÈ��
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È ¿�½�¼G½#¾�À¶½�¾¡¼6½9»¡¼6»6µg��Ã|÷GÁ�½�¾x¸x¿�À²¸x¼�r»¡À.ÆÖÕ ¿�Æ}¾xÀ}¾xÃ9Âr¼(¼B»�¾�¾x¸¡Á�ÄUÅ9¿�»x»å¼ ¥ È Á�À²½Q»�Âr¼Y�?���mÈ�§Z�Æý¿Âr¼G½9»¡À²¾¡º ¿{¾xÈ Á�»¡Ä�Ï�ºG¸xÀýÐ�Ã9¼ ¼6»å¾(¾x¸¡Á�Ä ü�¸ ¿u½9Âr¼�e¼G¾YÆ²¼ »¡¼GÃ�ÆP¼GÈ Ä�Æ¶Á�À±Âr¼B»o�ôÁ�¸x÷G¼6» ¿uº6¸¡ÁrÂc�#½Q¿��È ÀýÐ#Ã�¼6» ÷�Á�½9Â�Ã�À²¸ ¿uÀ²¾H¤�Ã�½vÂrº6Ä9¿�»x»å¼6È ¼G½�¾ ÂrÃv»¡¼GÃ9À²ÆÔ¿�Ãr¾¡Á�¸¡Àý»¡º�Ä,Á�Ã9¸YÆ¶¼¹«9Ã>� ¾¡Ï�¼6¸¡È ÀýÐ�Ã9¼Á�ÃwÆ¶¿ Ä�¸x¼6»x»åÀ¶Á�½wÂ>�m½9¿uÈ ÀýÐ#Ã�¼�µMöP½w¼��,¼G¾VÆ¶¿ ¸x¼G½�¾x¸¡º6¼S¿{¾xÈ Á�»¡Ä�Ï�ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼S»6Õ ¼��,¼B÷W¾xÃ�¼Å¤ Âr¼6»	#À²¾x¼6»x»å¼6»�¾¡¸xÇ6»�ºGÆ¶¼�	�ºG¼B»Gµ9ö¹½�¸¡¼f	{¿u½9÷ Ï�¼ »åÀIÆÖÕ ¿uÆ²¾¡À²¾¡Ã9Â�¼ ¼6»å¾Z÷�Á�È Ä9¸¡Àý»å¼(¼G½#¾¡¸x¼é�?� ¼�¾é´B�?�t�#È-Á�½UÄ,¼GÃr¾�¾¡¸xÁ�Ãc	�¼6¸3Ã�½|÷�Á�È Ä�¸xÁ�È Àý»Gµ �ZÕ ¼B»�¾�÷�¼ Ð�ÃIÕ Á�½U¿�Ä�Ä,¼GÆ¶Æ¶¼ÊÆ¶¿©Ò�:cÍ0'Z�tÍ?Î+&�ý<'´Ò;:�D�$��¶U1�g��µ
ùZÃ�¸ ¿u½�¾Y÷G¼�¾å¾x¼�Ä�Ï9¿�»å¼V¿{¾¡È Á#»åÄ�Ï9ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼�@Æý¿U½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼V»¡¼�÷GÁ�È Ä,Á�¸¡¾¡¼�÷�Á�È È ¼�Ã�½�ÒvÏkÍ{Æþv���K$�m÷�Õ ¼B»�¾��º¤?�7ÂrÀ¶¸¡¼ZÐ#Ã�¼ZÆ²¼B»±È Áu¾¡¼6Ã�¸ »±»¡Á�½�¾3÷GÁ�Ã�Ä,ºB»)�mÀ²Æ@½.Õ ��¿YÄ9¿�»±Âr¼"�ôÁ�¸ ÷�¼ZÂr¼
Ä,Á�Ã9»x»¡ºG¼�µA¹Õ ¼G½�ü�À²½S¼6»�¾�Â�Á�½9÷(»åÁ�Ã�È À¶»�Ã�½�ÀýÐ�Ã9¼GÈ ¼G½�¾"¤ Æ¶¿��ôÁ�¸ ÷�¼(Âr¼(ü�¸ ¿
	#À²¾¡ºÊ¼�¾�¿�Ã>�¹�ôÁ�¸x÷G¼6»�¿uº6¸¡Á�Â>���½9¿uÈ ÀýÐ�Ã9¼6»6µ>AI¼Ê÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼Z¼B»�¾�ÆÖÕ ¿�½�ü�Æ¶¼ÊÂr¼Êü?Ç¶¾x¼ÊÐ#Ã�À.¸¡¼6Ä�¸¡ºB»å¼6½�¾¡¼
ÆÖÕ ¿u½�ü�Æ²¼
¼G½#¾¡¸x¼ÊÆ²¼B»3¿�À²Æ¶¼6»3¼�¾Ã�½UÄ9Æ¶¿�½S÷�Á�½#¾¡¼G½Q¿u½�¾�Æ¶¿ ½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼�µ�ö¹½rú9½&�Á�½U÷ Ï�Á�À¶»¡À}¾�÷GÁ�È È ¼(÷�¸xÀ}¾xÇG¸x¼ÊÂeÕ Á�Är¾xÀ²È Àý»x¿{¾¡À¶Á�½UÆ²¼«9Ã>� ¾xÏ�¼G¸xÈ ÀýÐ#Ã�¼Ê¾¡Áu¾ ¿uÆ.Â�¼ÊÆý¿ ½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼�µ
Af¿ È Á�ÂrºGÆ¶À¶»x¿{¾xÀ¶Á�½UÄ�¸xº6÷GÀ¶»¡¼ ÂrÃ|Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼ ¿�º�¾¡º ¼��,¼B÷W¾xÃ�ºG¼YÂ9¿u½9»�»²´aC
½7µ r�Á�Ã9»�Æý¿ ¸ ¿uÄc�Ä,¼GÆ¶Á�½9»3È�¿�À²½#¾¡¼G½Q¿u½�¾Bµ

^Ñ�.§fõmC�?�6�r�B�C�Q�w§=¨w =¢{�9ó0{|m¯p®
�Z½vÃr¾xÀ¶Æ²Àý»å¼UÆ¶¼6» Æ¶Á�Àý» Âr¼UÆ¶¿�È ºB÷G¿u½9À¶Ð#Ã�¼U÷GÆ¶¿�»¡»¡ÀýÐ�Ã9¼�=Ã�½)È Á�ÂrÇGÆ¶¼UÂr¼SÂr¼6½9»åÀ²¾¡ºS¿u¾¡È Á?�»åÄ�Ï9ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼(¼�¾�Ã�½|È Á�ÂrÇGÆ¶¼(ÄQÁ�Ã�¸�Æ²¼B»h�ôÁ�¸ ÷�¼6»�»6Õ ¼Z�r¼G¸:ÃG¿�½�¾�»åÃ�¸�Æý¿ ½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼��Æ¶¿��ôÁ�¸ ÷�¼(ü�¸ ¿a	mÀk�¾x¿{¾xÀ¶Á�½�½�¼6Æ²Æ¶¼�¼�¾ÔÆý¿I�ôÁ�¸ ÷�¼�¿�ºG¸xÁrÂ>�m½9¿uÈ ÀýÐ#Ã�¼�Ð#Ã�À@»å¼ZÂrºB÷�Á�È Ä,Á#»å¼�¼6½VÃ�½�¼
÷�Á�È Ä,Á�»x¿u½�¾x¼�ÂrÀ²¾¡¼Âr¼~Î%$�Í5À¶þ�D:� ¼G¾
Ã9½�¼ ÷GÁ�È Ä,Á�»x¿u½�¾x¼éÂrÀ}¾x¼ Âr¼�Òcý{$�ÎºÍ?þ�":��µiA.¼ »��r»�¾xÇGÈ ¼é¼6»�¾ÊÈ Á�½�Á?�7¼G½#¾¡¸xºG¼Y¼�¾Æ²¼ ÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼
¼6»å¾�Æ¶¿�ÿ*À¶Îº�M"��¶þ�D�&�Í�Î;�¶U��g� ¥ Æ?Õ ¿u½�ü�Æ²¼(ÂeÕ ¿{¾¡¾x¿�Ð#Ã�¼Ê¼6»å¾3úc�rº
§Wµ�Z½wÂrÁ�½9½�¼UÃ�½wÈ ÁrÂrÇGÆ¶¼Uü�º6½�ºG¸ ¿uÆ±¾¡¼6½9¿u½#¾�÷GÁ�È Är¾x¼SÂr¼SÆ¶¿�¸xÁu¾x¿u¾¡À¶Á�½ ¥ Ã�½9À@�ôÁ�¸¡È ¼a§ Âr¼Æ¶¿�ûI¼6¸¡¸x¼;¿uÃr¾xÁ�Ã�¸éÆ¶¼;Æ?Õ ¿��r¼

K = NS
�¤.	mÀ²¾¡¼6»x»¡¼;¿u½�ü�Ã�Æ¶¿�À¶¸¡¼ Âr¼;È ÁrÂrÃ9Æ²¼

Ω
µ �Z½p½9Áu¾¡¼

E = (e1, e2, e3)
Ã�½)¸x¼GÄ,Ç6¸¡¼;ü#¿uÆ¶À²Æ¶ºG¼6½)ÂrÁ�½#¾ ÆÖÕ Á�¸¡À¶ü�À¶½�¼;¼6»å¾ Æ¶¼S÷G¼G½�¾x¸¡¼

O
Âr¼UÆý¿ ûf¼G¸x¸¡¼�

R1 = (I, J,K)
Ã�½�¸¡¼6Ä,ÇG¸x¼ ÂeÕ Á�¸xÀ²ü�À²½�¼

O
¼6½|¸¡Á�¾x¿u¾¡À¶Á�½Å¤�Æ¶¿�	mÀ²¾¡¼B»¡»¡¼

Ω
¿uÃr¾xÁ�Ã�¸ZÂr¼ ÆÖÕ ¿��r¼

K
�¼G¾

I
ÆÖÕ À¶½�¾x¼G¸ »å¼B÷W¾xÀ²Á�½U¿
	�¼6÷
Æ¶¼ÊÈ ºG¸xÀ¶Â�À²¼6½SÂr¼©¾
¸¡¼6¼G½�s�Àý÷ Ï.µ

�mÁ�À}¾
R
Æ¶¼é¸ ¿a��Á�½�Âr¼éÆý¿ ûf¼G¸x¸x¼ ¼G¾

G
Æ²¼ ÷G¼G½#¾¡¸x¼éÂr¼ È ¿�»¡»¡¼éÂr¼éÆý¿V½Q¿a	�¼G¾å¾¡¼�µi�Z½�½9Áu¾¡¼

R′
1 = (er, el, eL)

Æ¶¼é¸¡¼6Ä,ÇG¸x¼é¿�»x»åÁ�÷�À¶ºY¿uÃ>��÷GÁmÁ�¸ ÂrÁ�½�½�ºG¼B»�»åÄ9Ï�ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼B»ZÂr¼
G = (r, l, L)


r > R

º�¾ ¿u½�¾�Æý¿ ÂrÀý»�¾ ¿u½9÷G¼
OG


l
Æý¿éÆ²Á�½�ü�À²¾¡ÃQÂr¼
¼�¾

L
Æý¿éÆý¿{¾xÀ}¾xÃ9Âr¼ ¥ 	�Á�À¶¸±úQü�Ã�¸x¼�Jmµ Òg ¥ À¶§�§�µAI¼�»��r»�¾xÇGÈ ¼�Âr¼�÷�ÁmÁ�¸xÂ�Á�½�½�º6¼6»M»¡Ä�Ï�ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼B»MÄ�¸xº6»¡¼G½�¾x¼�Ã�½�¼�»¡À²½9ü�Ã�Æý¿u¸xÀ}¾xº�¿uÃ Ä,þ�Æ²¼)r�Á�¸xÂ¼�¾ ¿uÃ�Ä,þ�Æ²¼��mÃQÂeµe·0Á�Ã�¸ÊºB÷�¸xÀ²¸x¼éÆý¿UÂ>�m½9¿uÈ ÀýÐ#Ã�¼ »¡Á�Ã9»"�ôÁ�¸xÈ ¼ Ä�Æ²ÃQ»Ê»¡À¶È Ä9Æ²¼ Á�½�À¶½�¾x¸¡ÁrÂ�Ã�À}¾Æ²¼Y¸x¼GÄ,Ç6¸¡¼ È Á�Å9À²Æ¶¼

R2 = (i, j, k)
ÂrÁ�½#¾ZÆ?Õ Á�¸¡À¶ü�À¶½�¼ ¼6»å¾

G
Âr¼YÆý¿�È�¿�½�À²Ç6¸¡¼é»åÃ�À�	{¿�½�¾x¼�µX�mÁ�À²¾

ζ : t 7→ (x(t), y(t), z(t))
Æ¶¿U¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼�Âr¼

G
È ¼B»åÃ9¸¡º6¼�Â�¿u½9»(Æ²¼�¸x¼GÄ,Ç6¸¡¼

R1
¼G¾
~v
Æý¿	#À²¾x¼6»x»å¼Ê¸x¼GÆý¿{¾¡À�	�¼

~v = ẋI + ẏJ + żK
µ�·0Á�Ã�¸�Ârº�ú9½9À²¸

i
Á�½UÄ,Á�»¡¼

~v = |v|i µgAI¼o	�¼B÷W¾¡¼6Ã�¸ j¼6»å¾¹Ã�½t	�¼6÷�¾¡¼GÃ�¸¹Ã�½�À²¾x¿�À²¸x¼�ÂrÃ Ä9Æ¶¿�½
(i, er)

Ä,¼6¸¡Ä,¼G½QÂrÀ¶÷GÃ�Æý¿uÀ¶¸¡¼B¤
i
¼�¾PÁ�¸xÀ²¼6½�¾¡º3ÄQ¿u¸

j.er > 0
µ�Z½�Ä,Á�»¡¼

k = i ∧ j
µ1AI¿�ÂrÀ¶¸¡¼6÷�¾¡À¶Á�½pÂr¼ Æ¶¿Å	mÀ²¾¡¼B»¡»¡¼V¼6»�¾éÄ9¿�¸x¿�È ºG¾¡¸xÀ¶»¡ºG¼VÂ�¿u½9» Æ¶¼ ¸¡¼6ÄQÇ6¸¡¼

R′
1 = (er, el, eL)

Ä9¿u¸�Âr¼GÃc�U¿u½�ü�Æ²¼B» ¥ 	�Á�À²¸3ú9ü�Ã�¸x¼�Jrµ Ò  ¥ À²À¶§�§o�
Ë Æ¶¿ Ä,¼6½�¾¡¼ γ m¿uÃ9»x»¡ÀQ¿�Ä�Ä,¼GÆ¶ºG¼�Í�þ�ÿ?Ï��®������ý�Ï3mÐ#Ã�À,¸¡¼6Ä�¸xº6»¡¼G½�¾x¼�Æ?Õ ¿�½�ü�Æ¶¼�¼G½#¾¡¸x¼�Ã�½ Ä�Æ¶¿�½Ï�Á�¸xÀ��GÁ�½#¾x¿�Æ@¼�¾�Ã�½SÄ�Æ¶¿�½S÷�Á�½�¾x¼G½9¿�½�¾�Æý¿ ½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼�
Ë Æ?Õ ¿?�6À²ÈYÃ�¾ χ #Ð#Ã�À,¼6»å¾±Æ?Õ ¿u½�ü�Æ²¼�¼6½�¾x¸¡¼�Æý¿(Ä�¸xÁ?��¼6÷W¾xÀ²Á�½VÂr¼ ~v Â�¿u½9»PÃ�½VÄ�Æý¿u½VÏ�Á�¸¡À��GÁ�½�¾x¿�Æ¼�¾�Æ¶¼o	�¼6÷�¾¡¼6Ã�¸

eL
¥ 	�Á�À¶¸ÔúQü�Ã�¸x¼�Jrµ Ò�§WµA¹Õ º6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½t�ôÁ�½9Â�¿�È ¼6½�¾x¿�Æ¶¼ZÂr¼ZÆ¶¿ È ºB÷G¿u½�ÀýÐ#Ã�¼�mÐ#Ã�À,¼6»å¾±Ã�½9¼Zº6Ð#Ã9¿{¾xÀ²Á�½VÂ�À@�@ºG¸x¼G½�¾xÀ¶¼GÆ¶Æ²¼
ÂrÃ»å¼B÷�Á�½QÂZÁ�¸xÂr¸x¼M»åÃ�¸im F 3 G»¡¼0¾¡¸ ¿�Â�Ã�À}¾IÄ9¿u¸.Ã�½ »��r»å¾¡Ç6È ¼¹Â9¿u½9»eÆ¶¼6»I÷�ÁmÁ�¸xÂrÁ�½�½�ºG¼B» (r, l, L, v, γ, χ)

µ
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/
I

J

K

>] �

6L

er

eL el

G

¥ À¶§

6

9

~

~v

��

er

eL

el

γ < 0
χ < 0

¥ À²À¶§
ù$úÄû+ü Jrµ Ò Ë

·M¿u¸�¿uÀ¶Æ²Æ¶¼GÃ�¸ »ÔÁ�½~�C¿uÀ²¾�Æ¶¼6»3Ï��#Ä,Á�¾¡Ï�ÇB»å¼B»3»¡Ã�Àk	u¿u½#¾¡¼6»fmÆ¶¼ÊÆ¶Á�½�ü Âr¼(Æ?Õ ¿u¸ ÷
¿{¾xÈ Á#»åÄ9Ï�ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼�µ
j-`e ¹�Q� 8 |m�B® ¤ ª Æý¿ ½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼(¼B»�¾�Ã9½SÄ�Æý¿u½�¼6Ã�¸f9÷�Õ ¼B»�¾��º¤?�7ÂrÀ¶¸x¼ÊÐ#Ã�¼�ÏkÍoÒgý0�f'G'1D:�����HÏkÍ¹þXÍ0Æ�
��Î´Îº�H�1':Î+þy�>Ï¶Ïk�Gµ
j-`e ¹�Q� 8 |m�B® ñ ª Á�½�»åÃ9Ä�Ä,Á�»¡¼ Ð#Ã�¼éÆý¿¼	mÀ²¾¡¼B»¡»¡¼ Âr¼ ÆÖÕ ¿u¾¡È Á�»¡Ä�Ï�Ç6¸¡¼é¼6»å¾ÊÆ¶¿~	#À²¾¡¼B»¡»¡¼ Âr¼ Æý¿ûI¼6¸¡¸x¼�µ�AI¿�	#À²¾x¼6»¡»¡¼�¸x¼GÆý¿{¾xÀk	�¼�Âr¼�Æý¿(½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼�Ä9¿u¸P¸ ¿uÄ9Ä,Á�¸¡¾5¤(Æý¿ ûf¼G¸x¸¡¼�¼6»å¾±Â�Á�½9÷�Æ¶¿�	#À²¾x¼6»x»å¼¸¡¼6Æ¶¿u¾¡À�	�¼

~v
µ

�P®m�ÂÁ7�Q¢{©�®m�
A.¼B»$�ôÁ�¸ ÷�¼B»3¿�ü�Àý»¡»x¿u½#¾�»åÃ�¸�Æý¿ ½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼(»¡Á�½#¾�Âr¼ Âr¼GÃc�V¾ª�mÄ,¼6»I�
Ë Á7�9¢{©�®�§=®ÅbQ¢D� � �C�6õ�ª ÄQÁ�Ã�¸�»åÀ¶È Ä�Æ²À²ú9¼6¸�Á�½U»¡Ã�Ä�Ä,Á#»å¼(Ð�Ã9¼
Æý¿ ûI¼6¸¡¸x¼
¼6»å¾�»åÄ�Ï9ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼¼�¾MÐ#Ã�¼ÔÆý¿/�ôÁ�¸x÷G¼ÔÂr¼Ôü�¸ ¿
	#À²¾xºP¼6»å¾0Á�¸xÀ²¼6½�¾xºG¼Ô»¡¼GÆ¶Á�½

er
µ{ù
¿u½9»=Æ¶¼Ô¸¡¼6Ä,ÇG¸x¼

R2
¼6Æ²Æ¶¼3»GÕ º6÷G¸¡À²¾

~P = −mg(i sin γ + j cos γ),

Á�¦
g = g0/r

2 µ
Ë Á7�9¢{©�®���õ#¢D�.§�`.�f�9¯p�{9e¨=®�ª Æý¿��ôÁ�¸ ÷�¼¨«QÃ�À¶Â�¼ ÂrÃ9¼�¤ Æ?Õ ¿u¾¡È Á�»¡Ä�Ï�ÇG¸x¼Ê¼6»å¾�Ã�½�¼I�ôÁ�¸ ÷�¼
~F
Ð#Ã�ÀI»å¼(ÂrºB÷�Á�È Ä,Á#»å¼Ê¼G½

Ë Ã9½�¼(÷GÁ�È Ä,Á�»x¿u½#¾¡¼ÊÂrÀ²¾x¼(Â�¼tÎ%$�Í5À¶þrDL� Á�Ä9ÄQÁ#»åº6¼o¤ Æý¿�	mÀ}¾x¼6»x»å¼(Âr¼(Æ¶¿H�ôÁ�¸¡È ¼
~D = (

1

2
ρSCDv

2)i, ¥ Jmµ Ë���§
Ë Ã9½�¼¨�ôÁ�¸x÷G¼ÊÂ�À}¾x¼ Âr¼"Ògý0$�Î3Í�þr"L� Ä,¼6¸¡Ä,¼6½9ÂrÀý÷�Ã�Æý¿uÀ¶¸¡¼I¤

~v
ÂrÁ�½�½9ºG¼ÊÄ9¿�¸

~L =
1

2
ρSCLv

2(j cosµ+ k sinµ), ¥ Jmµ Ë�Ë�§
Á�¦

µ
¼B»�¾ ÆÖÕ ¿�½�ü�Æ¶¼�Âr¼�ü�Çý¾¡¼�

ρ = ρ(r)
¼B»�¾ Æý¿�Âr¼G½Q»åÀ²¾¡º�Âr¼�ÆÖÕ ¿u¾¡È Á�»¡Ä�Ï�Ç6¸¡¼�M¼G¾

CD, CL
»¡Á�½#¾�¸¡¼B»åÄ,¼B÷W¾¡À�	�¼GÈ ¼6½�¾�Æ¶¼6»�÷�Ám¼Z=V÷GÀ²¼6½�¾x»�Âr¼
¾x¸ ¿
Ç ½�ºG¼Ê¼�¾�Âr¼(Ä,Á�¸¡¾x¿�½9÷�¼�µ
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j-`e ¹�Q� 8 |m�B® ³ ª Æ¶¼6»�÷�Ám¼�=V÷�À¶¼G½�¾ »

CD
¼�¾
CL

ÂrºGÄ,¼6½9Âr¼G½#¾�Â�¼ÊÆ?Õ ¿u½9ü�Æ¶¼ÊÂeÕ ¿u¾å¾ ¿�Ð#Ã�¼
α
Ð#Ã�À¼6»å¾±ÆÖÕ ¿�½�ü�Æ¶¼�¼G½�¾x¸¡¼ZÆ?Õ ¿��r¼ZÂrÃ Ä�Æý¿u½�¼6Ã�¸±¼�¾ÔÆ¶¼)	�¼6÷�¾¡¼6Ã�¸+	mÀ}¾x¼6»x»å¼�µ>�ZÕ ¼6»å¾Ô¿ Ä�¸xÀ¶Á�¸xÀ9Ã�½;÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼È ¿�À¶»�Á�½S»¡Ã�Ä�Ä,Á�»¡¼(Ð�Ã9¼(ÂrÃ�¸ ¿u½#¾�ÆÖÕ ¿�¸x÷Ê¿{¾¡È Á#»åÄ�Ï9ºG¸¡ÀýÐ#Ã�¼
À¶Æ.¼6»å¾3úc�rº�µr�Áu¾¡¸x¼3»å¼6Ã�Æ�÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼±¼6»å¾MÂ�Á�½9÷±ÆÖÕ ¿u½�ü�Æ²¼3Âr¼3ü�Çý¾¡¼

µ
ÂrÁ�½#¾0ÆÖÕ ¼��,¼G¾M¼B»�¾¹ÂrÁ�Ã�Å9Æ²¼o�{È Á�ÂrÀ}úQ¼G¸Æ?Õ ¿uÆ²¾¡À²¾¡ÃQÂr¼(È�¿uÀý»�¿uÃ9»x»åÀ@¾xÁ�Ã�¸x½�¼G¸/¤ Âr¸xÁ�À²¾¡¼ÊÁ�Ã-¤ ü#¿uÃ9÷ Ï�¼�µ�Z½S÷ Ï�Á�Àý»åÀ²¾�Ä,Á�Ã�¸�Æ¶¿ Â�¼G½9»¡À}¾xº ¿{¾¡È Á#»åÄ�Ï9ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼
Ã�½SÈ ÁrÂrÇ6Æ²¼Ê¼��rÄQÁ�½�¼G½#¾¡À¶¼GÆIÂrÃU¾3�mÄ,¼

ρ(r) = ρ0e
−βr, ¥ Jmµ ËuÒ�§

¼�¾�Ä9¿u¸�¿�À²Æ¶Æ¶¼GÃ�¸ »ÔÁ�½U»¡Ã�Ä�Ä,Á#»å¼(Ð#Ã�¼
g(r) =

g0
r2
. ¥ Jmµ Ë�Ø�§

AI¼Ê¸¡¼6Ä,ÇG¸x¼
½.Õ º�¾x¿�½�¾�Ä9¿�»3¿�Å9»¡Á�Æ¶ÃimÆý¿ ½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼Ê¼B»�¾�ºGü�¿�Æ²¼6È ¼G½�¾�»¡Á�Ã�È Àý»å¼I¤ Æ¶¿H�ôÁ�¸x÷G¼ÊÂr¼
�±Á�¸xÀ²Á�Æ²Àý»

2m
−→
Ω ∧ q̇ ¼G¾)¤ Æ¶¿H�ôÁ�¸x÷G¼ÊÂeÕ ¼G½#¾¡¸ ¿
Ç ½�¼GÈ ¼6½�¾ m−→

Ω ∧ (
−→
Ω ∧ q) µ

D=À¶½9¿uÆ¶¼GÈ ¼G½#¾f�ÆÖÕ ¿u¸ ÷
¿{¾xÈ Á�»¡Ä�Ï�ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼Ê¼6»�¾�ÂrºB÷�¸xÀ}¾�Ä9¿u¸�Æ²¼ »��m»å¾¡Ç6È ¼
dr

dt
= v sin γ

dv

dt
= −g sin γ − 1

2
ρ
SCD

m
v2 + Ω2r cosL(sin γ cosL− cos γ sinL cosχ)

dγ

dt
= cos γ(−g

v
+
v

r
) +

1

2
ρ
SCL

m
v cosµ+ 2ΩcosL sinχ

+ Ω2 r

v
cosL(cos γ cosL+ sin γ sinL cosχ)

dL

dt
=
v

r
cos γ cosχ

dl

dt
= −v

r

cos γ sinχ

cosL
dχ

dt
=

1

2
ρ
SCL

m

v

cos γ
sinµ+

v

r
cos γ tanL sinχ+ 2Ω(sinL− tan γ cosL cosχ)

+ Ω2 r

v

sinL cosL sinχ

cos γ ¥ Jmµ Ë�C�§
Á�¦UÆÖÕ ºG¾x¿{¾�¼6»å¾

q = (r, v, γ, l, L, χ)
¼�¾�Æ¶¼(÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼Ê¼6»å¾�ÆÖÕ ¿�½�ü�Æ¶¼(Âr¼Êü?Ç¶¾x¼

µ
µù
¿u½9»ÊÆý¿S»åÃ�À²¾x¼ Á�½ Ä,Á�»¡¼

r = rT + h
.Á�¦

rT
¼6»�¾ Æ²¼ ¸ ¿
��Á�½�Âr¼�Æ¶¿Sûf¼G¸x¸¡¼�@¼G¾

h
¼6»�¾Æ?Õ ¿uÆ²¾¡À²¾¡ÃQÂr¼ Âr¼(Æ¶¿ ½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼�µ

�P®| =¢{�9ó0{|m¯p®U§=®�©��,�@�6¢D¬,C®��9 =�6�?¯p��
AI¼|Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼|¼B»�¾;ÂeÕ ¿uÈ ¼6½�¼G¸VÆÖÕ ¼G½�ü�À²½�»åÄ9¿u¾¡Àý¿uÆZÂeÕ Ã�½9¼.	{¿�¸¡À¶º�¾xºSÀ¶½�À²¾¡Àý¿uÆ¶¼

M0
¤ Ã�½�¼	{¿u¸xÀ¶º�¾¡º�ú9½9¿�Æ²¼

M1
#Á�¦VÆ¶¼�¾x¼GÈ Ä9»P¾x¼G¸xÈ À²½9¿�Æ

tf
¼6»å¾±Æ¶À¶Å�¸¡¼��¼G¾ÔÆ¶¼6»Ô÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ²Á�½9»±¿�Ã>� Æ¶À¶È À}¾x¼6»»åÁ�½�¾�ÂrÁ�½�½�º6¼6»�Â�¿�½9»3Æý¿é¾x¿�Å�Æ²¼HJmµ¶´�µAf¿|½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼ ¼6»å¾f0¿uÃv÷�Á�Ã�¸ »YÂr¼ Æý¿�Ä�Ï9¿�»¡¼ Â�¼ ¸¡¼6½�¾x¸¡º6¼ ¿{¾xÈ Á#»åÄ9Ï�ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼�f»åÁ�Ã�È À¶»¡¼¼¤¾¡¸xÁ�Àý»3÷GÁ�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾¡¼B»¨�



´6ËuÒ �
	)�9� 0��±4B%¢¡<�#�54B0��M�10H� %ã'#��,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0��
�±Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½Q»3À²½�À²¾xÀ¶¿�Æ²¼B» �±Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½Q»Ôú9½9¿uÆ¶¼6»

¿�Æ}¾xÀ}¾xÃ9Âr¼ ¥ h § ´�´f�9µ [#�I�mÈ ´BØ©�mÈ	mÀ²¾¡¼6»x»¡¼ ¥ v § JDÒ���Ò9µ ��Ø(Èk�{» Ò�Ò#ØYÈk�{»
¿�½�ü�Æ¶¼ÊÂr¼I	�Á�Æ ¥ γ § �x´�µ [�Ò Âr¼6ü Æ¶À¶Å�¸x¼
Æý¿{¾xÀ}¾xÃ9Âr¼ ¥ L § � ´f��µ ��� Âr¼GüÆ¶Á�½�ü�À}¾xÃ9Âr¼ ¥ l § Æ²À¶Å�¸x¼ÊÁ�Ã;úc�rºG¼�¤U´�´aC�µÌØ?�éÂr¼Gü ´fC�C9µ Ò�[YÂ�¼Gü
¿��GÀ¶ÈYÃr¾ ¥ χ § Æ²À¶Å�¸x¼ Æ²À¶Å�¸x¼

ÃLÄÆÅ�ü Jmµ¶´ Ë �±Á�½QÂrÀ}¾xÀ²Á�½9»�¿�Ã>� Æ¶À²È À²¾¡¼B»

Ë �±Á�½�¾x¸ ¿uÀ¶½�¾¡¼(»¡Ã�¸�Æ²¼¨&����¹Î):g�1$=&��¶U��g�
ϕ = Cq

√
ρv3

6 ϕmax, ¥ Jmµ Ë�J?§
Ë �±Á�½�¾x¸ ¿uÀ¶½�¾¡¼(»¡Ã�¸IÏ8� Í�"G"4D�ÏFD�$�Í?Î;�{ý?þOþXý0$=&�Í�Ïk�

γn = γn0(α)ρv2
6 γmax

n , ¥ Jmµ Ë�[�§
Ë �±Á�½�¾x¸ ¿uÀ¶½�¾¡¼(»¡Ã�¸�Æ¶¿HÒ�$��='G'��{ý�þ��0?�þvÍ{&��ðU��g�

1

2
ρv2

6 Pmax. ¥ Jmµ Ë���§
ö¹Æ¶Æ¶¼6»Z»åÁ�½�¾�¸¡¼6Ä�¸¡ºB»å¼6½�¾xºG¼6»�»¡Ã�¸�Æý¿ ú9ü�Ã�¸x¼HJmµÌØ Â�¿�½9»�Æ¶¼YÂrÁ�È�¿uÀ¶½�¼ Âr¼�	�Á�Æ;9¼G½-�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½Âr¼(Æ?Õ ¿�÷6÷�ºGÆ¶ºG¸ ¿{¾xÀ²Á�½

d = 1
2

SCD

m ρv2 ¼G¾�Â�¼ v µ

acceleration normalepression
dynamique

flux thermique

v

d

ùhúÄû+ü Jrµ Ø Ë �±Á�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼B»3»¡Ã�¸�ÆÖÕ ºG¾x¿{¾a�¼�¾�»å¾¡¸ ¿{¾¡º6ü�À¶¼ÊÂr¼IpZ¿u¸xÄ,Á�ÆýÂ��ª¾
¸x¿
	u¼B»Gµ
A.¼(Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼(Âr¼ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
Á�Är¾xÀ²È�¿�Æe¼6»å¾�Âr¼ÊÈ À¶½�À¶È Àý»¡¼G¸�Æ¶¼o«9Ã>� ¾¡Ï9¼G¸xÈ ÀýÐ#Ã�¼
¾xÁu¾ ¿uÆ

C(µ) =

∫ tf

0

Cq
√
ρv3dt. ¥ Jmµ Ò���§



¡z� �;�������H�±4/�h#i%����"�10ª,Ñ�)#�%"�-*i�g�"!$0ª#i0�*>�/�10�����'Õ� �¼�/%ä�)�"��%"�B�1%O*f�y�/�10ª�)#&%�´6Ë#Ø
¸)�1&�Í0$-U��g�EJmµ Ò9µ¶´��¨�±Á�½9÷�¼6¸¡½Q¿u½�¾Ê÷G¼ ÷�¸¡À²¾xÇG¸x¼éÂ.Õ Á�Är¾¡À¶È À¶»x¿{¾xÀ²Á�½i@Ä�Æ²ÃQ»åÀ¶¼GÃ�¸ »Ê÷xÏ�Á�À@��»¡Á�½#¾
¼6½�C¿uÀ²¾éÄ,Á�»x»åÀ¶Å�Æ¶¼6» ¼�¾ Æ²¼B»é÷�¸¡À²¾xÇG¸x¼6»©¤|Ä�¸x¼G½9Âr¸x¼V¼G½v÷GÁ�È Är¾¡¼;»¡Á�½#¾YÆ¶¼¹�C¿�÷W¾x¼GÃ�¸ ÂeÕ Ã9»¡Ã�¸¡¼ Æ²À¶º~¤Æ?Õ À¶½�¾¡º6ü�¸ ¿uÆ¶¼3ÂrÃ�«9Ãc�Y¾¡Ï9¼G¸¡È ÀýÐ#Ã�¼�¼�¾¹Æ¶¼�÷GÁ�½>�ôÁ�¸å¾¹Âr¼B	�Á�ÆrÆ²À¶º/¤
ÆÖÕ À¶½�¾xºGü�¸x¿�Æ²¼�Âr¼�Æ?Õ ¿�÷6÷�ºGÆ¶ºG¸ ¿{¾xÀ²Á�½½�Á�¸xÈ�¿uÆ¶¼�µg�Z½S÷ Ï�Á�À¶»¡À}¾�Æ²¼(Ä�¸x¼GÈ À²¼6¸�÷�¸xÀ}¾xÇG¸x¼�rÆ²¼Ê¾¡¼6È ÄQ»3ú9½9¿uÆ

tf
º�¾ ¿u½�¾�Æ¶À²Å�¸x¼�µ

� �6¢D���6õ�bQ�?®�§P°�j|�r¢D ¹�,C§ ®#� ª ¢{� � ®m�Ç ³Q³2È
�mÀ.Á�½~�C¿uÀ²¾�ÆÖÕ ¿uÄ�Ä�¸xÁ
�rÀ²È�¿{¾xÀ²Á�½

v̇ ' −d �Æ²¼ ÷�Á�ªr¾�Ä,¼6Ãr¾/µ�¾x¸¡¼ÊºB÷�¸xÀ}¾
C(µ) = K

∫ vf

v0

v2

√
d
dv, K > 0,

¼�¾MÆ¶¿
»å¾¡¸ ¿{¾xºGü�À¶¼±Á�Är¾xÀ²È�¿uÆ¶¼3÷�Á�½9»åÀý»å¾¡¼Ô¿�Æ²Á�¸x»1¤ZÈ ¿?�rÀ²È Àý»å¼6¸=ÆÖÕ ¿�÷G÷�º6Æ²º6¸x¿u¾¡À¶Á�½
d
Ä,¼G½9Â�¿�½�¾0¾¡Á�Ãr¾¡¼Æ¶¿)ÂrÃ�¸xºG¼ ÂrÃã	�Á�ÆÖµ/�ZÕ ¼B»�¾UÆý¿pÄ,Á�Æ²À²¾¡ÀýÐ#Ã�¼ Ârº6÷�¸xÀ²¾¡¼ Â�¿u½9»�» Ë�Ë
½º3Ð#Ã�ÀÊ¸¡ºBÂrÃ�À²¾UÆ²¼�Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼¤�¾¡¸xÁ�Ãg	�¼G¸ Ã�½9¼S¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼|»åÃ�À�	{¿�½�¾VÆ²¼|Å,Á�¸ ÂwÂrÃ�ÂrÁ�È�¿�À²½�¼|Â.Õ ºG¾x¿{¾ »V¿uÃr¾xÁ�¸xÀ¶»¡º6»fMÂ�¿�½9»Æ?Õ Á�¸ Âr¸x¼Y»åÃ�À�	{¿�½�¾H� «9Ã>�S¾xÏ�¼G¸xÈ À¶Ð#Ã�¼YÈ�¿?�mÀ¶È�¿uÆ´QÄ�Ã�Àý»Z¿�÷G÷GºGÆ¶ºG¸ ¿{¾¡À¶Á�½S½9Á�¸xÈ ¿�Æ²¼ È�¿?�mÀ¶È�¿uÆ¶¼�Ä�Ã�Àý»�Ä�¸¡¼B»¡»¡À²Á�½UÂ>�m½9¿uÈ ÀýÐ#Ã�¼ÊÈ�¿��rÀ²È�¿�Æ²¼ ¥ 	�Á�À²¸3ú9ü�Ã�¸¡¼©JmµÌØ�§�µAPÕ ¿
	{¿u½#¾x¿�ü�¼�Â�¼ ÷G¼�¾å¾x¼ È º�¾xÏ�ÁrÂr¼ ¼6»å¾éÐ#Ã�¼ Æ²¼ Æ¶Á�½�ü�ÂeÕ Ã�½v¿u¸ ÷��ô¸xÁ�½#¾¡À¶ÇG¸x¼�Æ¶¼;÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼»GÕ ¼Z�rÄ�¸xÀ²È ¼Y»¡Á�Ã9»B�ôÁ�¸xÈ ¼YÂr¼EÐLý{��"ZÏ���.Z�1$=&ßDL��@÷�Õ ¼B»�¾��º¤?�7Â�À²¸x¼Ê¼6½-�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½�Âr¼YÆÖÕ ºG¾x¿{¾Bµy�±¼�¾¡¾¡¼�ôÁ�¸xÈ ¼Y¼B»�¾ZÅ9À²¼6½�¿�Â9¿uÄr¾xºG¼Y¿�Ã>�SÄ�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼B»�¼G½�¾¡¼GÈ Ä9»Z¸xºG¼6Æ;Q¼G¾
»¡¼YÄ�¸�µG¾¡¼YÅ�À¶¼G½�¿uÃ>�SÄ9¸¡Á��Å�Æ²Ç6È ¼6»�Âr¼ »�¾ ¿uÅ�À¶Æ²Àý»x¿{¾¡À¶Á�½.µ�±¼6ÄQ¼6½9Â�¿�½�¾Ô÷�¼G¾å¾x¼�È ºG¾¡Ï�Á�Âr¼©þr� �1':ÎvÒcÍ0'¨ý:ÒvÎ´�)&tÍ?Ïk�ÊÄ,Á�Ã�¸P½�Á�¾¡¸x¼�÷�¸xÀ²¾¡ÇG¸x¼��¼G¾±½�Áu¾x¸¡¼�Å9Ãr¾¼6»å¾3¾xÁ�Ãr¾�ÂeÕ ¿uÅ,Á�¸xÂ;Âr¼ ÷ Ï�¼G¸ ÷xÏ�¼6¸�Ã�½�¼Ê¾¡¸ ¿�� ¼B÷W¾xÁ�À¶¸¡¼
Á�Är¾¡À¶È�¿uÆ¶¼�rÄ9Ã�À¶»�Âr¼(Æý¿ »�¾ ¿uÅ�À¶Æ¶À¶»¡¼G¸Bµ

T;�,�f�=õm®m� �.¨=¯põ#¢D�;9e¨f®m�
Ë ù�Á�½�½�ºG¼B»3ü�ºG½�º6¸x¿�Æ²¼B»"�F�¿
��Á�½UÂ�¼ÊÆý¿ ûf¼G¸x¸¡¼��

rT = 6378139
ÈSµ£ À²¾x¼6»¡»¡¼±Âr¼P¸¡Á�¾x¿u¾¡À¶Á�½(Âr¼PÆý¿�ûf¼G¸x¸¡¼/�

Ω = 7.292115853608596.10−5 ¸ ¿�Â . » −1 µÍ|ÁrÂ�ÇGÆ¶¼(Âr¼Êü�¸x¿
	mÀ²¾¡º��
g(r) =

g0
r2
¿
	�¼6÷

g0 = 3.9800047.1014 È 3.
» −2 µ

Ë Í|ÁrÂrÇ6Æ²¼(Â�¼(Âr¼6½9»åÀ²¾xº(¿u¾¡È Á�»¡Ä�Ï�º6¸¡ÀýÐ#Ã�¼��

ρ(r) = ρ0exp
(

− 1

hs
(r − rT )

)

¿a	�¼B÷
ρ0 = 1.225

�mü
.
È −3 ¼�¾ hs = 7143

ÈSµ
Ë Í|ÁrÂrÇ6Æ²¼(Â�¼o	mÀ²¾¡¼6»x»¡¼ÊÂ�ÃS»¡Á�½O�

v É Ì4Í (r) =
5
∑

i=0

air
i �¿
	�¼6÷

a5 = −1.880235969632294.10−22, a4 = 6.074073670669046.10−15,

a3 = −7.848681398343154.10−8, a2 = 5.070751841994340.10−1,

a1 = −1.637974278710277.106, a0 = 2.116366606415128.1012.

Ë r�Á�ÈYÅ�¸¡¼(Â�¼(Í�¿�÷xÏO�
Mach(v, r) = v/v É Ì4Í (r) µË ù�Á�½�½�ºG¼B»�»¡Ã�¸�Æý¿ ½9¿
	�¼�¾å¾x¼t�Í�¿�»¡»¡¼��

m = 7169.602
�mü9µ



´6Ë�C �
	)�9� 0��±4B%¢¡<�#�54B0��M�10H� %ã'#��,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0��
�mÃ�¸��C¿�÷G¼(Âr¼Ê¸xºZ�ôº6¸¡¼6½9÷�¼t�

S = 15.05
È 2 µ�±Ám¼�=�÷GÀ²¼6½�¾�Â�¼
¾x¸x¿�Çý½9ºG¼t�

k =
1

2

SCD

m

µ
�±Ám¼�=�÷GÀ²¼6½�¾�Â�¼ÊÄ,Á�¸å¾ ¿u½9÷G¼��

k′ =
1

2

SCL

m

µ
Ë �±Ám¼Z=V÷�À¶¼G½#¾x»�¿uºG¸xÁrÂ>�m½9¿�È ÀýÐ#Ã�¼6»"�

û=¿uÅ9Æ²¼(Âr¼
CD(Mach, incidence)

ÊBË ÊiÊ Ì�ÊBË ÊiÊ ÌVÍBË ÊiÊ Î?ÊBË ÊiÊ ÎiÍCË Ê?Ê ÏiÊCË Ê?Ê ÏiÍBË ÊiÊ ÐjÊBË ÊiÊ ÐiÍBË ÊiÊ Í?ÊBË ÊiÊ ÍiÍCË Ê?Ê�ÑgÒ�ÓÊBË ÊiÊ ÊBË ÎiÏjÌ ÊBË ÎiÏgÌ ÊCË Î?ÔiÕ ÊCË Ï?ÎiÔ ÊBË ÐjÊ�Ð ÊBË ÍiÊ?Ê ÊBË ÔgÌ�Ï ÊBË Ö?Ïi× ÊCË ×?Ôi× ÊCË Õ?Õ?Ð ÌgË Î?ÐiÍÎBË ÊiÊ ÊBË ÎiÏjÌ ÊBË ÎiÏgÌ ÊCË Î?ÔiÕ ÊCË Ï?ÎiÔ ÊBË ÐjÊ�Ð ÊBË ÍiÊ?Ê ÊBË ÔgÌ�Ï ÊBË Ö?Ïi× ÊCË ×?Ôi× ÊCË Õ?Õ?Ð ÌgË Î?ÐiÍÎBË ÏiÊ ÊBË Ì�Õ?Õ ÊBË Ì�ÕiÕ ÊCË Î?ÏiÔ ÊCË Î?ÕiÎ ÊBË ÏiÔ?Ô ÊBË ÐjÍ?× ÊBË ÍiÔiÔ ÊBË Ôi×i× ÊCË ×jÌ�× ÊCË Õ�Ðj× ÌgË ÎiÎ?ÊÎBË ÕiÔ ÊBË Ì�Í?Õ ÊBË Ì�ÍiÕ ÊCË ÌVÕiÍ ÊCË Î�Ðj× ÊBË ÏgÌV× ÊBË ÐjÊ?Í ÊBË ÍiÊiÕ ÊBË ÔiÎi× ÊCË Ö�ÍjÖ ÊCË ×?ÕiÎ ÌgË ÊgÌVÕÏBË ÕiÍ ÊBË Ì�Ï?Ï ÊBË Ì�ÏiÏ ÊCË ÌVÔiÕ ÊCË Î?ÎiÊ ÊBË Îi×?× ÊBË ÏjÖ�Ï ÊBË ÐgÖ?Í ÊBË ÍiÕiÎ ÊCË Ö�ÎgÌ ÊCË ×?ÍjÖ ÊBË ÕiÕ?ÊÐFË ÔiÎ ÊBË Ì�Î?Í ÊBË Ì�ÎiÍ ÊCË ÌVÔiÊ ÊCË ÎjÌiÌ ÊBË ÎjÖ�Õ ÊBË ÏiÔ?Ï ÊBË ÐjÔiÍ ÊBË Íi×gÌ ÊCË ÖiÌ�Ê ÊCË ×�ÐjÔ ÊBË Õi×jÌÌ�ÊCË Ê?Ê ÊBË Ì�Ê?Í ÊBË Ì�ÊiÍ ÊCË Ì�Ðj× ÊCË Î?ÊiÊ ÊBË ÎiÔ?Õ ÊBË ÏiÍ?Í ÊBË ÐjÍi× ÊBË ÍjÖ?Ô ÊCË Ö�Ê?Ð ÊCË ×?Ïi× ÊBË ÕiÔ?×ÎiÊCË Ê?Ê ÊBË Ì�ÊjÌ ÊBË Ì�ÊgÌ ÊCË Ì�ÐiÐ ÊCË Î?ÊiÍ ÊBË ÎjÖ�Í ÊBË ÏiÔ?Ï ÊBË ÐjÔjÖ ÊBË Íi×iÔ ÊCË ÖiÌVÐ ÊCË ×�ÐjÔ ÊBË ÕjÖ�ÊÏiÊCË Ê?Ê ÊBË Ì�ÊjÌ ÊBË Ì�ÊgÌ ÊCË Ì�ÐiÐ ÊCË Î?Êi× ÊBË ÎjÖ�× ÊBË ÏiÔiÖ ÊBË ÐgÖ?Î ÊBË ÍiÕgÌ ÊCË ÖiÌ�Õ ÊCË ×�ÐjÕ ÊBË ÕjÖ�ÎÍiÊCË Ê?Ê ÊBË Ì�ÊjÌ ÊBË Ì�ÊgÌ ÊCË Ì�ÐiÐ ÊCË Î?Êi× ÊBË ÎjÖ�× ÊBË ÏiÔiÖ ÊBË ÐgÖ?Î ÊBË ÍiÕgÌ ÊCË ÖiÌ�Õ ÊCË ×�ÐjÕ ÊBË ÕjÖ�ÎØ>ÙiÚÜÛ
ûf¿�Å�Æ¶¼(Âr¼

CL(Mach, incidence)

ÊBË ÊiÊ ÊBË ÊiÊ Ì�ÊBË ÊiÊ ÌVÍBË ÊiÊ Î?ÊBË ÊiÊ ÎiÍCË Ê?Ê ÏiÊCË Ê?Ê ÏiÍBË ÊiÊ ÐjÊBË ÊiÊ ÐiÍBË ÊiÊ Í?ÊBË ÊiÊ ÍiÍCË Ê?Ê�ÑgÒ�ÓÊBË ÊiÊ ÊBË ÊiÊ?Ê ÊBË Ì�×iÍ ÊCË Î?ÕgÌ ÊCË Ï?Õ?Ð ÊBË ÐjÕjÌ ÊBË ÍjÖ�× ÊBË Ô?ÐjÕ ÊBË Ö?ÊiÊ ÊCË Ö�ÎiÕ ÊCË Ö�Ï?Ð ÊBË Ö?Í?ÔÎBË ÊiÊ ÊBË ÊiÊ?Ê ÊBË Ì�×iÍ ÊCË Î?ÕgÌ ÊCË Ï?Õ?Ð ÊBË ÐjÕjÌ ÊBË ÍjÖ�× ÊBË Ô?ÐjÕ ÊBË Ö?ÊiÊ ÊCË Ö�ÎiÕ ÊCË Ö�Ï?Ð ÊBË Ö?Í?ÔÎBË ÏiÊ ÊBË ÊiÊ?Ê ÊBË Ì?Ö?Î ÊCË Î?ÔiÕ ÊCË Ï?ÔiÏ ÊBË ÐjÍ�Ð ÊBË ÍiÏ?Í ÊBË ÔiÊ?Ð ÊBË ÔiÍjÖ ÊCË Ô?×iÕ ÊCË Ô?Õi× ÊBË Ö?Î?ÏÎBË ÕiÔ ÊBË ÊiÊ?Ê ÊBË Ì�Í?Ð ÊCË Î?Ïi× ÊCË Ï?ÎiÎ ÊBË ÐjÊ�Ð ÊBË Ðj×jÌ ÊBË Í?ÐjÕ ÊBË ÔiÊiÏ ÊCË Ô?ÏiÕ ÊCË Ô?ÍiÍ ÊBË Ô?ÐiÕÏBË ÕiÍ ÊBË ÊiÊ?Ê ÊBË Ì�ÏiÕ ÊCË ÎjÌ�Í ÊCË Î?ÕiÎ ÊBË ÏjÖ�Ê ÊBË ÐiÐiÍ ÊBË ÍgÌ�Ï ÊBË ÍiÔiÕ ÊCË Ô?ÊiÕ ÊCË Ô?Îi× ÊBË ÔiÎ?ÔÐFË ÔiÎ ÊBË ÊiÊ?Ê ÊBË Ì�ÏiÏ ÊCË Î?ÊiÔ ÊCË Î?×gÌ ÊBË ÏiÍ?× ÊBË ÐjÏ?Ï ÊBË ÍiÊiÎ ÊBË ÍiÍiÕ ÊCË Ô?ÊiÊ ÊCË Ô?ÎiÊ ÊBË ÔgÌV×Ì�ÊCË Ê?Ê ÊBË ÊiÊ?Ê ÊBË Ì�ÊiÏ ÊCË ÌV×?Ð ÊCË Î?ÍiÕ ÊBË ÏiÏiÖ ÊBË ÐCÌ�Ð ÊBË Ðj×jÖ ÊBË Í?ÐgÖ ÊCË Í?ÕgÌ ÊCË ÔjÌ�Î ÊBË ÔiÊ?ÕÎiÊCË Ê?Ê ÊBË ÊiÊ?Ê ÊBË ÊiÕgÌ ÊCË Ì�Ö?Î ÊCË Î?ÍjÖ ÊBË ÏiÏ?Ô ÊBË ÐCÌVÔ ÊBË ÐjÕiÊ ÊBË ÍiÍiÎ ÊCË Í?ÕiÔ ÊCË ÔjÌ�Ô ÊBË ÔgÌVÎÏiÊCË Ê?Ê ÊBË ÊiÊ?Ê ÊBË Êi×jÖ ÊCË ÌVÔiÕ ÊCË Î?Íi× ÊBË ÏiÏ?× ÊBË ÐCÌV× ÊBË ÐjÕiÏ ÊBË ÍiÍiÍ ÊCË Í?Õi× ÊCË ÔjÌ�Õ ÊBË ÔgÌVÏÍiÊCË Ê?Ê ÊBË ÊiÊ?Ê ÊBË Êi×jÖ ÊCË ÌVÔiÕ ÊCË Î?Íi× ÊBË ÏiÏ?× ÊBË ÐCÌV× ÊBË ÐjÕiÏ ÊBË ÍiÍiÍ ÊCË Í?Õi× ÊCË ÔjÌ�Õ ÊBË ÔgÌVÏØ>ÙiÚÜÛ
Ë ·¹¸xÁuú9ÆÔÂeÕ À¶½9÷�ÀýÂr¼6½9÷�¼ À¶È Ä,Á�»¡ºÅ�=»¡À±Æ²¼ ½�Á�ÈYÅ�¸x¼ Âr¼;Í�¿�÷ Ï�¼6»å¾YÄ9Æ²Ã9»Yü�¸x¿�½9Â Ð#Ã�¼�´a�¿uÆ¶Á�¸ »IÆÖÕ À¶½9÷�ÀýÂr¼6½9÷�¼Ô¼B»�¾0º6ü�¿uÆ¶¼$¤�Ò���µ��mÀrÆ²¼Ô½9Á�ÈYÅ�¸x¼ÔÂr¼3Í�¿�÷xÏé¼6»å¾M÷�Á�È Ä9¸¡Àý»f¼G½#¾¡¸x¼3��¼�¾´f� ¿uÆ¶Á�¸ »MÆÖÕ À¶½9÷�ÀýÂr¼6½9÷�¼�¼B»�¾±Ã�½9¼/�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½VÆ²À¶½�ºB¿uÀ¶¸¡¼�ÂrÃV½�Á�ÈYÅ�¸x¼�Âr¼ZÍ�¿�÷xÏi�¼6½�¾¡¸x¼�Æ²¼B»	{¿uÆ¶¼GÃ9¸x»±´D��¼�¾MÒ��9µ��mÀrÆ¶¼Ô½�Á�ÈYÅ�¸x¼ÔÂr¼�Í�¿�÷ Ïé¼6»å¾0Ä�Æ¶Ã9»0Ä,¼�¾xÀ}¾¹Ð#Ã�¼���¿�Æ²Á�¸x»fÆÖÕ À¶½9÷�ÀýÂr¼6½9÷�¼¼6»å¾�º6ü�¿uÆ¶¼o¤U´D� ¥ 	�Á�À²¸3ú9ü�Ã�¸x¼�Jrµ C�§Wµ

Mach number

incidence

2 10

40

12

ùhúÄû5ü Jmµ C Ë ·¹¸xÁuúQÆ.ÂeÕ À²½Q÷�ÀýÂr¼G½9÷G¼(À²È Ä,Á�»¡ºÊ¼G½E�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½SÂrÃS½�Á�ÈYÅ�¸¡¼(Âr¼ Í�¿�÷xÏ.µ
Ë �±Á�½�¾x¸ ¿uÀ¶½�¾¡¼B»3»¡Ã�¸�ÆÖÕ ºG¾x¿u¾I��±Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼Ê»¡Ã�¸�Æ¶¼¨«9Ãc� ¾¡Ï�¼6¸¡È ÀýÐ�Ã9¼t�

ϕ = Cq
√
ρv3 6 ϕ

��ÝBÞ rÁ�¦
Cq = 1.705.10−4 �@µ mWµÉ¼�¾

ϕ
��ÝBÞ

= 717300 ß .
È −2.
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�±Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼Ê»¡Ã�¸�ÆÖÕ ¿�÷G÷GºGÆ¶ºG¸ ¿{¾¡À¶Á�½ ½9Á�¸xÈ ¿�Æ²¼t�

γn =
S

2m
ρv2CD

√

1 +

(

CL

CD

)2

6 γ
��ÝBÞ
n = 29.34

È
.
» −2.

�±Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼M»¡Ã�¸.Æý¿3Ä�¸¡¼B»¡»¡À¶Á�½ÊÂ>�m½9¿uÈ ÀýÐ#Ã�¼B�
P =

1

2
ρv2

6 P
��ÝFÞ

= 25000
�#·M¿�µ

Ë �±Á�½9Â�À}¾xÀ²Á�½9»3À²½9À}¾xÀ¶¿�Æ²¼(¼�¾�¾¡¼6¸¡È À¶½9¿uÆ¶¼t�c	�Á�À¶¸Ô¾ ¿uÅ�Æ¶¼©Jrµ²´�µ
^Ñ�.§�|mC®|�6�?¯  0C�ÄV=õU®m��§f�?¯p®m�f�6�C�Q� ³

m�÷GÀ;{Á�½ »å¼3Æ²À¶È À}¾x¼B¤ZÃ�½ È ÁrÂrÇ6Æ²¼3»¡À¶È Ä�Æ²À²ú9º3¼6½
(r, v, γ)

{Á�¦éÆ¶¼�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼±¼B»�¾
u = cosµ

¼�¾�Á�¦UÁ�½S»åÃ�Ä9ÄQÁ#»å¼ÊÆý¿H�ôÁ�¸ ÷�¼(Âr¼H�±Á�¸xÀ²Á�Æ²Àý»3÷�Á�½Q»�¾ ¿u½�¾x¼��÷G¼(Ð#Ã�ÀI÷�Á�½9ÂrÃ�À²¾�¿uÃUÈ ÁrÂrÇGÆ¶¼
dr

dt
= v sin γ

dv

dt
= −g sin γ − kρv2

dγ

dt
= cos γ(−g

v
+
v

r
) + k′ρvu+ 2Ω

¥ Jmµ Ò9´a§

Á�¦UÆ¶¼(÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
u
	�ºG¸xÀ}ú9¼ÊÆý¿ ÷�Á�½�¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼ |u| 6 1

µ·M¿u¸Z¿�À²Æ¶Æ¶¼GÃ�¸ »�Á�½|Ä�¸x¼G½QÂr¸x¿V÷�Á�È È ¼é÷�Ám¼Z=V÷GÀ²¼6½�¾x»
CD

¼�¾
CL

Æ²¼B»�È ÁrÂ�ÇGÆ¶¼6»�»¡À²È Ä�Æ¶À²ú9º6»»åÃ�À�	{¿�½�¾ »�r¼6½~�ôÁ�½Q÷W¾¡À¶Á�½|Âr¼ÊÆý¿�	mÀ²¾¡¼6»x»¡¼
v
�

CD(v) =







0.585
»åÀ

v > 3000,
0.075 + 1.7.10−4v

»¡À
1000 < v 6 3000,

0.245
»åÀ

v 6 1000,

CL(v) =

{

0.55
»¡À

v > 3000,
0.1732 + 1.256.10−4v

»åÀ
v 6 3000,¥ 	�Á�À²¸3ú9ü�Ã9¸¡¼©Jmµ J?§�µ

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
0.2
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0.4
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0.6

v

Coefficient Cd en fonction de v

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
0.1
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0.3

0.4

0.5

0.6

v

Coefficient Cl en fonction de v

ùhúÄû+ü JrµÊJ Ë Í|ÁrÂrÇGÆ¶¼(»¡À²È Ä�Æ¶À²ú9º Âr¼6»�÷�Ám¼�=�÷GÀ²¼6½�¾ »�¿uº6¸¡ÁrÂc�#½Q¿uÈ À¶Ð#Ã�¼B»Gµ
ö¹½�ú9½i@Ä,Á�Ã�¸
»¡À²È Ä�Æ¶À²ú9¼G¸
Æ?Õ º�¾xÃ9Âr¼�@Á�½�½�¼éÄ�¸x¼G½9Â|¼6½�÷�Á�È Är¾¡¼ Ð�Ã9¼YÆý¿ ÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼Y»¡Ã�¸Æ²¼o«9Ã>� ¾xÏ�¼G¸xÈ À¶Ð#Ã�¼

ϕ = Cq
√
ρv3

6 ϕmax.
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	)�9� 0��±4B%¢¡<�#�54B0��M�10H� %ã'#��,Ñ��ü"0ª,¢��, ')%¢�����H�±4�×v�£}h0��
� °V��°+¯ Ú�ÛPÜ±ÝmÞ9ßPà�á\Û¹â�Ýrã¡äçæ0àéè�áëà�æ Ü�æyÉPáeÝmÝrá«ê#â�æ=Ý�ã�æMàåá
ù
¿u½9»M÷�¼G¾å¾x¼�»¡¼6÷W¾xÀ²Á�½éÁ�½é¸xº6»¡Á�Ã�¾=½mÃ�È ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼6È ¼6½�¾MÆ¶¼3Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼3Âr¼�÷GÁ�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ÔÁ�Är¾xÀ²È�¿�ÆÄ,Á�Ã�¸ZÆ¶¼ »��r»å¾¡Ç6È ¼ »åÀ¶È Ä�Æ²À²ú9ºé¼6½�ÂrÀ¶È ¼G½9»¡À¶Á�½�Ëg,ÂeÕ ¿uÅ,Á�¸xÂ|¼G½�½�¼Y¾¡¼G½Q¿u½�¾ÊÄ9¿�»Z÷GÁ�È Är¾x¼éÂr¼Æ¶¿ ÷GÁ�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾¡¼(»¡Ã�¸�Æ²¼o«9Ã>� ¾xÏ�¼G¸xÈ À¶Ð#Ã�¼�rÄ9Ã�À¶»�¼6½UÆý¿ Ä�¸¡¼6½9¿u½#¾�¼G½|÷�Á�È Är¾x¼�µ

�P®| =¢{�9ó0{|m¯p®U�B���=� ©��Q�e�G¢{���C�e�6®
A.¼é»��r»å¾¡ÇGÈ ¼Y»¡À²È Ä�Æ¶À}úQº ¥ Jmµ Ò9´
§Ô¼G½�Â�À²È ¼G½Q»åÀ¶Á�½�Ë�Ä,¼GÃr¾
»6Õ º6÷�¸xÀ¶¸¡¼ ÷�Á�È È ¼ Ã�½�'=?<':ÎH@�&t����M":ý�þgÎ%$-,�Ïk��Í8Y�þX�X&tý?þvý{Æ��Zþ Î+$-D:�

ẋ(t) = X(x(t)) + u(t)Y (x(t)), |u| 6 1, ¥ Jmµ Ò#��§
Á�¦

x = (r, v, γ)
�¼G¾

X = v sin γ
∂

∂r
− (g sin γ + kρv2)

∂

∂v
+ cos γ(−g

v
+
v

r
)
∂

∂γ
,

Y = k′ρv
∂

∂γ
,

Á�¦
k = 1

2
SCD

m , k′ = 1
2

SCL

m

µgAI¼(÷�Á�ªr¾�¼B»�¾�¾¡Á�Ã���Á�Ã�¸ »3Æ²¼o«9Ã>� ¾xÏ�¼G¸xÈ À¶Ð#Ã�¼Ê¾¡Áu¾ ¿uÆ

C(u) =

∫ tf

0

ϕdt,

¿a	�¼B÷
ϕ = Cq

√

ρ(r)v3 µ
]Ê¢{�9 P�Q�B�C�6�C�,�v�y· 6 · ¤ ·'à ý{�>Îº�¨Î%$�ÍHá��G"ZÎ3ý��)$��©ýLÒXÎ;�)&�Í�Ïk�©�1':Î5ÐLÍ?þ�ÿ�Æ�ÐLÍ?þ�ÿ ½ �{� �a���1':Ît�>þv�9'=��"�Æ"L�1'G':�{ý?þø��� Í{$8"1'HÍ0'4'�ý�"��¶D1'HÍ0�ä"Lý?þgÎ%$-,�Ïk�

u = ±1
�

W(D�&�ý�þ;'�Î%$�Í�Î´�{ý�þv�|ù
¿u½9»�½�Áu¾x¸¡¼(÷6¿�»3Æ²¼�p�¿�È À²Æ²¾¡Á�½�À²¼6½S»6Õ ºB÷�¸xÀ}¾
H(x, p, p0, u) = 〈p,X(x) + uY (x)〉 + p0ϕ(x),

¼�¾ Æý¿S÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½�Âr¼�È�¿��rÀ¶È Àý»x¿{¾¡À¶Á�½ À²È Ä�Æ¶ÀýÐ�Ã9¼VÐ#Ã�¼
u =

»¡À¶ü�½�¼
(〈p, Y 〉) »¡À 〈p, Y 〉 6= 0

µm ÆP»åÃc= ¾éÂrÁ�½9÷�Âr¼�È Á�½#¾¡¸x¼G¸ Ð#Ã�¼�Æ¶¿E� Á�½9÷W¾xÀ²Á�½
t 7→ 〈p(t), Y (x(t))〉 I¿uÄ9Ä,¼GÆ¶ºG¼/.Zý?þ�"�Î;�{ý?þ���X"Lý{&(&M�>Î3Í�Î´�Äý?þ1#½9¼
»GÕ ¿u½9½#Ã�Æ¶¼Z»¡Ã�¸3¿uÃ9÷GÃ�½;»åÁ�Ã9»ª�7À¶½�¾¡¼6¸�	u¿uÆ¶Æ²¼��Æ²¼ZÆ¶Á�½�üéÂeÕ Ã�½�¼
¼Z�m¾¡¸xºGÈ�¿uÆ¶¼�µ�mÃ�Ä�Ä,Á#»åÁ�½9»ÔÆ¶¼ ÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶¸¡¼�X�{���a�

〈p(t), Y (x(t))〉 = 0,

»åÃ�¸�Ã�½UÀ¶½�¾x¼G¸L	{¿�Æ²Æ¶¼
I
µ�ö¹½|Ârº6¸¡À�	{¿�½�¾�Âr¼GÃ>�¼�ôÁ�À¶»�Ä9¿u¸�¸ ¿uÄ�Ä,Á�¸å¾B¤

t
À¶Æi	mÀ²¼6½�¾

〈p(t), [X,Y ](x(t))〉 = 0,

〈p(t), [X, [X,Y ]](x(t))〉 + u(t)〈p(t), [Y, [X,Y ]](x(t))〉 = 0,

Á�¦
[., .]

¼6»å¾ Æ²¼U÷�¸xÁr÷ Ï�¼�¾ Âr¼EA.À¶¼;Âr¼U÷ Ï9¿uÈ Ä9» Âr¼¼	�¼B÷W¾x¼GÃ�¸ »Gµf·M¿u¸ ÷GÁ�½9»¡º6Ð#Ã�¼6½�¾ »¡Ã�¸éÆÖÕ À¶½>�¾¡¼G¸L	{¿�Æ²Æ¶¼
I
Æ¶¼�	�¼6÷�¾¡¼GÃ9¸

p(t)
¼B»�¾ Á�¸å¾xÏ�Á�ü�Á�½9¿uÆM¿�Ã>��	�¼6÷�¾¡¼GÃ9¸x»

Y (x(t))

[X,Y ](x(t))

I¼�¾
[X, [X,Y ]](x(t)) + u(t)[Y, [X,Y ]](x(t))

µv�Z¸�Á�½S¿ Æ¶¼Ê¸xº6»¡Ã�Æ²¾x¿u¾�»¡Ã�À�	{¿�½�¾6µ
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�P®m¯p¯�®��y· 6 · ñ ·

����Î
(Y (x), [X,Y ](x), [X, [X,Y ]](x) + u[Y, [X,Y ]](x)) 6= 0.

��$��1�K���M�0�ÅÏk��&(&��f�)� Æ?Õ ¿uÀýÂr¼vÂeÕ Ã�½ÑÆ²Á�ü�Àý÷�À¶¼GÆYÂr¼)÷G¿�Æ¶÷GÃ�Æ��ôÁ�¸xÈ ¼GÆé÷�Á�È È ¼(ÌÑÍLÒXÏk��ÊÁ�½È Á�½�¾x¸¡¼¹Ð#Ã�¼
[Y, [X,Y ]] ∈ £ ¼B÷W¾

(Y, [X,Y ])
µG·0¿�¸I¿uÀ¶Æ¶Æ²¼6Ã�¸x»eÆ¶¿�Ð#Ã9¿�½�¾xÀ}¾xº¹Âr¼G¾

(Y, [X,Y ], [X, [X,Y ]])
÷G¿uÆý÷�Ã9Æ²º6¼
º6ü�¿�Æ²¼6È ¼6½�¾�¿
	�¼6÷HÌ.Í:ÒvÏk��Q½.Õ ¼6»å¾±�å¿�È ¿�Àý»3½#Ã�Æ¶Æ²¼ Â�¿�½9»3Æ¶¼(ÂrÁ�È�¿uÀ¶½�¼(Âr¼I	�Á�ÆÖµ

m Æf»GÕ ¼G½9»¡Ã�À²¾�Ð#Ã�¼
p(t) = 0

»¡Ã�¸
I
µ�·M¿u¸�¿uÀ¶Æ¶Æ²¼6Ã�¸x»�Æ²¼�pZ¿uÈ À¶Æ}¾xÁ�½�À¶¼G½S¼B»�¾�ÀýÂr¼6½�¾¡ÀýÐ#Ã�¼GÈ ¼6½�¾½#Ã�Æ�Æ¶¼�Æ²Á�½�üÊÂ�¼3ÆÖÕ ¼��m¾¡¸xºGÈ�¿uÆ¶¼�{¼�¾¹Ä9¿�¸M÷GÁ�½9»¡º6Ð#Ã�¼6½�¾

p0ϕ(x(t)) = 0
»¡Ã�¸

I
µ��±Á�È È ¼

ϕ 6= 0
Á�½;¼6½UÂrºBÂrÃ�À²¾

p0 = 0
µ�ùZÁ�½9÷
Æ²¼(÷GÁ�Ã�Ä�Æ¶¼

(p(.), p0)
¼6»å¾3½mÃ�ÆI»åÃ�¸

I
�÷G¼ÊÐ#Ã�Àe¼B»�¾�¼Z��÷GÆ²ÃUÄ9¿u¸Æ²¼(Ä�¸xÀ²½9÷GÀ²Ä,¼ ÂrÃSÈ ¿?�rÀ²ÈYÃ�ÈSµ

AI¼�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼ Á�Är¾xÀ²È�¿uÆ
u(t)

¼6»å¾ Â�Á�½9÷ Ã�½�¼V»åÃQ÷G÷�¼B»¡»¡À¶Á�½ ÂeÕ ¿u¸ ÷G»
u = ±1

µ&r�Á�Ã9» ¿�Â>�È ¼G¾å¾xÁ�½9»3Æ¶¼Ê¸¡ºB»åÃ�Æ²¾x¿u¾�»¡Ã�Àk	u¿u½�¾arÐ#Ã�ÀIÂrº6÷�Á�Ã�Æ¶¼ÊÂeÕ Ã�½�¼ÊºG¾¡Ã9Âr¼(ü�º6Á�È º�¾x¸¡ÀýÐ#Ã�¼
Ârº�¾ ¿uÀ¶Æ¶Æ²º6¼ÊÂ�¿�½9»»²´6Òc.´fC
½7µ
]Ê¢D�Q P�Q�B�ô�B�C�,�ë�i· 6 · ³ · Ê&Í-Î%$�ÍHá��G"ZÎ3ý��)$��Eý:ÒvÎ´�)&tÍ?Ïk�#�0D1$�� ã$Í�þ Î)Ïk�1'ß":ý�þr���¶Î´�{ý�þ;'��¶þ �¶Î;�{Í?Ïk�E��Îã þXÍ�Ïk�\ÔA��ý��)$OÎºÍ�ÐZÏ��nba�)ÉGÖ(�1'�ÎB":ý�þ�':Î´�¶Î%��DL�����1'ø�������¿Í0$-"1'ø"Lý?þ;'�D4"��>Î´� .4'

u = −1
Ò��>�T'

u = +1
�

¸)�1&�Í0$-U��g�ÅJrµ ÒQµ � �I�±¼�¾¡¾¡¼ »å¾¡¸ ¿{¾xºGü�À²¼�÷GÁ�½9»¡Àý»�¾x¼¹¤E�C¿uÀ¶¸¡¼�¾¡Á�Ã�¾éÂeÕ ¿�Å,Á�¸ Â-ÀåÄ�ÀýÐ�Ã9¼G¸�Á Æ²¼VÄ�Æ¶Ã9»Ä,Á�»x»åÀ¶Å�Æ¶¼
Æý¿ ½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼��Ä�Ã�Àý»/¤IÀ�¸x¼6Â�¸¡¼B»¡»¡¼G¸ªÁZ¿�ÃUÈ�¿��rÀ¶ÈYÃ�ÈSµ
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γ−γ+
Á�¦

γ− ¥ ¸¡¼B»åÄ.µ γ+
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tc
&�{� �a�,Æ²¼(¾x¼GÈ Ä9»Z¿uÃ9Ð#Ã�¼6Æ.Æ¶¼Y÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼
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tc
mÁ�½ À¶½�¾xÇGü�¸¡¼ZÆ²¼»��r»å¾¡ÇGÈ ¼ ¼6½

(r, v, γ)
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v
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tc
Â�¼3È�¿u½�À¶ÇG¸x¼B¤
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r(tf ) = rT + h(tf )
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AI¼3Ä�¸¡Á�ü�¸ ¿uÈ È ¼±Ä,¼6¸¡È ¼�¾¡¾x¿�½�¾¹÷G¼�¾¡¾¡¼�ÂrÀ¶÷ Ï�Á�¾¡Á�È À¶¼�{Ä�Ã9À¶»MÆ²¼3¾¡¸ ¿�÷�º3Â�¼3Æý¿
»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½&{»¡Á�½#¾ÂrÁ�½�½9º6»�÷GÀ@� Âr¼6»x»¡Á�Ã9»6µ
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b8�rj
;�h�g��1)fhÒ`riÒ�a_��hag;�{�Kl{�rif]z_;l*p n��8vfvf�;|8í´.�)�_a`f�5.ðH�l�q��cI!b�x;n@00`�i
�4|�b-��xz�a_rjaj �
+ xaxfxfxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfx
( �a�r�0_�]{g{�e;;lap7;Eb8��j
;�h�g��1)fhd;;���
;;l�pe;;�c�F0{���4}{v��
+ xaxfxfxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfx
( �a�r�0_�]{g{�eDöpµ��gfl ( 3!D�bFSrj
D�pö�c����|�n<�E���a��|îåad�iK]�.���h�l
bBS�jd08ºrn<�9èE�8�a�av��
+ xaxfxfxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfx
( �a�r�0_�]{g{�eDa�öp ��gal ( 3*D���bFSrj
Da�öp��c�8��|;n<�E���f�;|îå9óyiK]ì.;��hal¼bBSrjM07º�n<�9èc���a�av��
+ xaxfxfxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfx
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( �f�r�0_�]{g{�µ�{�fp9åadyif]ì.;��hal¼bBS�j
] ( SéZ¿~f�a�f��{�apK�c�8�7»a���lfh;i�ly] ( S�Zyn<�f�f��{�¿p��c�8�9ºf�86rn��Cºalyxz�y|@Sw�lfh;i�lö�{�fp¿�c�8v��;���l{�;�
+ xfxfxfxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxaxfxaxaxfxaxaxfx
( �f�r�0_�]{g{�µ��h�p9å9ó�if]ì.;��hal¼bBS�j
] ( SéZ¿~f�a�f���h�pK�c�8�a���lfh;i�lö��h¢pö�E��n@ºf~av76rn��8va�a�alyxz�y|5S��l{�;�

AI¼6»0¸xº6»¡Ã�Æ}¾ ¿{¾ »=Á�År¾¡¼6½#Ã9»¹»åÁ�½�¾0¾x¸x¿�÷�ºB»0»åÃ9¸MÆ²¼B»=ú9ü�Ã9¸¡¼B» Jmµ [Z¼G¾$Jmµ ��µ��Z½ »å¼3¸x¼G½9Â ÷GÁ�È Är¾x¼Ð�Ã9¼±÷�¼�¾¡¾¡¼Ô»�¾x¸x¿u¾¡º6ü�À¶¼M½�¼PÄ,¼6¸¡È ¼G¾fÄ9¿�»fÂr¼P¸x¼6»¡Ä,¼6÷�¾¡¼G¸IÆý¿�÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼P»åÃ9¸IÆ¶¼ «9Ã>�Ê¾¡Ï9¼G¸xÈ ÀýÐ#Ã�¼�¼�¾�½IÕ ¼B»�¾ZÂrÁ�½9÷(Ä9¿�»�¿�Â�¿�Är¾¡º6¼ ¿uÃ|Ä�¸xÁ�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�µ AI¿�Ä�¸¡Àý»¡¼(¼G½�÷�Á�È Är¾¡¼YÂr¼Y÷G¼�¾¡¾¡¼Y÷GÁ�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾¡¼»åÃ�¸�Æ?Õ º�¾ ¿{¾�¼6»å¾�ÂrÁ�½9÷
À¶½9ÂrÀý»åÄ,¼6½9»¡¿�Å�Æ¶¼
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ùhúÄû+ü Jrµ [ Ë �±ÁmÁ�¸ ÂrÁ�½�½�ºG¼B»ÔÂeÕ º�¾ ¿{¾�Ä,Á�Ã�¸�Æ¶¼ÊÄ�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼(»x¿u½9»�÷�Á�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼�µ
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ùhúÄû5ü Jmµ � Ë DfÆ¶Ã>� ¾xÏ�¼G¸xÈ À¶Ð#Ã�¼�r¼G¾�¿u½�ü�Æ²¼(Âr¼Êü?Ç¶¾x¼ ¥ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼a§�µ

�P®| =¢{�9ó0{|m¯p®U� � ®m©|©��,�@�6¢D�9�C�@�B®��B¨f¢Vå°²õ#�6���
�Z½(¾¡À¶¼G½#¾=È�¿uÀ¶½�¾x¼G½9¿�½�¾0÷�Á�È Ä�¾¡¼±Â�¼PÆý¿�÷�Á�½�¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼P»¡Ã�¸fÆ¶¼ «9Ãc�Ê¾¡Ï�¼6¸¡È ÀýÐ�Ã9¼�µ?�Z½Y¿�ÂrÈ ¼�¾Æ²¼(¸¡ºB»åÃ9Æ}¾ ¿{¾�»åÃ9Àk	u¿u½�¾ ¥ 	�Á�À¶¸I»²´BË>.´GÒ�½Ä§Wµ

]Ê¢{�9 P�Q�B�C�6�C�,�ë�i· 6 · 6 · Ê�Í-Î%$�ÍHá��G"ZÎ3ý��)$��Eý:ÒvÎ´�)&tÍ?Ïk�#�0D1$�� ã$Í�þgÎ"Ïk�1'ß":ý�þr���¶Î´�{ý�þ;'��¶þ �¶Î;�{Í?Ïk�E�ZÎã þXÍ�Ïk�M$��GU1�>�T'��1't�1':Î9":ý�þ�':Î´�¶Î+��D:�ß���1'�U��gÍ�Î%$��¹Í0$-"1'�"Lý�þ�'�D4"��>Î;� .4'½§
u = −1 ½ u = +1 ½ �>þÍ0$-"N.G$�ý�þ Î;�¶@�$��M":ý0$=$��1';Ògý�þ���Í�þ Î�ÀB�>þ~&����¹Î):g��$=&H�¶U��g�®&�Í����)&�Í�Ï ½ Ò��>�T'

u = +1
�

�±Á�È È ¼
Ä,Á�Ã9¸ÔÆ¶¼
Ä�¸xÁ�Å9Æ²Ç6È ¼Ê»¡¿�½9»3÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼�mÁ�½U¿ ¾x¸¡Á�À¶»±¾¡¼6È Ä9»�Âr¼Ê÷�Á�È ÈYÃr¾x¿u¾¡À¶Á�½¤ ÷G¿uÆý÷�Ã9Æ²¼6¸3½mÃ�È º6¸¡ÀýÐ#Ã�¼GÈ ¼6½�¾��
Ë Æ²¼Ê¾¡¼6È ÄQ»�Âr¼ ÷�Á�È ÈYÃr¾ ¿{¾xÀ²Á�½ t1 Âr¼ −1

¤
+1


Ë Æ²¼�¾x¼GÈ Ä9»±Âr¼Z÷GÁ�È ÈYÃr¾x¿u¾¡À¶Á�½ t2 Âr¼ +1

¤
us
�Á�¦

us
¼B»�¾±ÆÖÕ ¼��mÄ9¸¡¼6»x»¡À²Á�½�ÂrÃ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼Ä,¼G¸xÈ ¼G¾å¾ ¿u½�¾�Ã�½E«9Ã>� ¾xÏ�¼G¸xÈ À¶Ð#Ã�¼(È�¿��rÀ¶È ¿�Æ;

Ë Æ²¼Ê¾¡¼6È ÄQ»�Âr¼ ÷�Á�È ÈYÃr¾ ¿{¾xÀ²Á�½ t3 Âr¼ us
¤

+1
µ

ò �9C©�¨=V§=¨ ©��,�@�G¢{¬,C®`�C�B���=÷=¨�_
us

A.¼�Æ²Á�½�ü�ÂeÕ Ã�½�¿u¸ ÷~�ô¸xÁ�½#¾¡À¶ÇG¸x¼S¸x¼6»å¾x¿u½#¾¼¤O«9Ã>�¾¡Ï�¼6¸¡È ÀýÐ#Ã�¼ÊÈ�¿��rÀ¶È�¿uÆ´mÁ�½SÂrÁ�À²¾�¿
	�Á�À²¸
ϕ = ϕmax µ�·M¿u¸�Ârº6¸¡À�	{¿u¾¡À¶Á�½irÁ�½UÁ�Å�¾¡À¶¼G½�¾

ϕ̇ = ϕ(−1

2

v

hs
sin γ − 3g0

r2v
sin γ − 3kρv),

ϕ̈ = A+Bu,

Á�¦ Æ²¼B»f÷�Ár¼Z=V÷�À¶¼G½�¾ »
A
¼G¾
B
»¡Á�½�¾=÷6¿uÆý÷�Ã�Æ¶º6»�¤�Æ?Õ ¿uÀýÂr¼±Âr¼)Ì.Í:ÒvÏk�Gµ?A.¼PÆ¶Á�½�üZÂr¼PÆÖÕ ¿u¸ ÷±�ô¸¡Á�½�¾xÀ²Ç6¸¡¼À¶»¡Á?�´«9Ã>�yrÁ�½SÂrÁ�À}¾�¿a	�Á�À²¸
ϕ(t) = ϕmax, ϕ̇(t) = ϕ̈(t) = 0,

ÂeÕ Á�¦UÆÖÕ Á�½SÂrº6ÂrÃ9À}¾
us(t) = −A(t)

B(t)
.
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A¹Õ ¼Z�rÄ�¸x¼6»x»åÀ¶Á�½;Á�År¾x¼G½#Ã9¼ÊÄ,Á�Ã9¸

us(t)
¼6»å¾

us =
(

g0r
2v2 + 7kρv4r4sinγ − r3v4 cos2 γ − 2Ωr4v3 cos γ − 18g0hsrv

2 cos2 γ

− 6g2
0hs+ 12g2

0hs cos2 γ + 12g0hsrv
2 − 12Ωg0hsr

2v cos γ + 6k2hsρ
2r4v4

)

/(k′r2v2ρ(r2v2 + 6g0hs) cos γ).¸)�1&�Í0$-U��g�)Jmµ ÒQµ ÒX�&A.¼B»I»åÀ¶ÈYÃ�Æý¿{¾¡À¶Á�½Q»i¤B	�¼G½9À²¸I½�Á�ÃQ».Ä,¼G¸¡È ¼G¾å¾x¸¡Á�½�¾fÂr¼ 	�º6¸¡À²ú9¼G¸+Í Ògý<'�Îº��$��{ý{$��Ð�Ã9¼±÷�¼Ô÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
us
¼6»å¾fÅ�À¶¼G½é¿�ÂrÈ Àý»¡»¡À¶Å�Æ²¼���{� �f�X	�ºG¸xÀ}ú9¼PÆý¿�÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼ |us| 6 1

BÄQ¼6½9Â�¿�½�¾Æ¶¿ Ä9Ï9¿�»¡¼ÊÀ¶»¡Á?�´«9Ã>�eµ
� �?¯ ¨fC�r�B�C�Q�=�(�e¨=¯põ#¢D�;9e¨=®#� A.¼�¾x¼GÈ Ä9»ÔÂr¼
÷�Á�È ÈYÃr¾ ¿{¾xÀ²Á�½

t1
¼6»å¾Ô÷6¿uÆý÷�Ã�Æ¶ºZÂr¼�Æý¿ È�¿��½�À²Ç6¸¡¼ »¡Ã�Àk	u¿u½�¾x¼�µi�Z½�À²½#¾¡ÇGü�¸¡¼éÆ²¼ »��r»�¾xÇGÈ ¼ ¥ Jmµ Ò9´
§±��Ã9»¡Ð#Ã.Õ ¤;÷�¼ Ð#Ã�¼ ϕ̇ = 0 ¥ ¼G½�Ãr¾xÀ²Æ¶Àý»¡¿�½�¾Æ?Õ Á�Är¾xÀ¶Á�½Yá����
��þgÎ+'1á:§Wµ �Z½U÷6¿uÆý÷�Ã�Æ¶¼
¿�Æ²Á�¸x»

t1
Ä9¿�¸3ÂrÀý÷ Ï�Áu¾xÁ�È À²¼ÊÂr¼¨�C¿�Ã�Á�½~¤ ¿���Ã9»�¾x¼G¸

ϕ
¤ »¡¿	{¿uÆ¶¼GÃ9¸3È�¿��rÀ¶È ¿�Æ¶¼

ϕmax ¼6½S÷G¼
¾¡¼6È Ä9»�ÂeÕ ¿u¸x¸�µG¾6µAf¿;Å,Á�Ã9÷GÆ²¼�Âr¼�ÂrÀý÷xÏ�Á�¾¡Á�È À¶¼�.Ð#Ã.Õ À²Æ��ô¿�Ãr¾(À¶½9»¡ºG¸x¼G¸I¤;Æý¿¼�ôÁ�½Q÷W¾¡À¶Á�½Oø�»¡À¶ÈYÃ9ÂrÀ¶È Ë9µ È¿øéÂrÃÄ9¿u¸ ¿uü�¸x¿uÄ�Ï�¼ZÄ9¸¡ºB÷�º6Âr¼6½�¾ar¼B»�¾�Æ¶¿�»åÃ�À�	{¿�½�¾¡¼�µ
;;hag��1)fh\_�n ��_�n�p x{��� ( h{�KqfpK���[a`^]�hal ( h{�Kq1¶8ºrn/ºa~a�f�

;�h�g��1)KhÒ_�n^�Õ_�n�p¿_^n/6K�qr]��^]<_¿p����;���S;���¸;2)/.r��� ( h0�Kq;�*���g��f_r]{g���i>pöga�fl�i�l�_tb9K-l8SKl{�K_yiëKa�=<al*S;l{�f_�ifj���A_E�8qK��p�ga�Klrnfnz~¼bE<;i<syi0_f�y]ì.�~
���2){�9;;l
��qr]��r]z_c�-g{�K_�]0g{�rifj��( h0�KqKp9åam�|fi0m��a_Eb8��`�g¼b8qtbGl{�K�E��n�jajfj�|<qEb4l{�;�t�-v�ja}{~��l{�;�
)�pa_�n�xKn<�����Kpa_�n � ( h0�Kq!.yp ( h0�Kq��[a`^]�halO)��ri�b ( h{�fq5.�x!º�n/ºf~a�a��j�Z��a�

;�h�g��1)KhÒ_�n^�Õ_�nzp:)
�qr]��^]<_¿p����;���S;���¸;2)/.r��� ( h0�Kq;�*���g��f_r]{g���i>pöga�fl�i�l�_tb9K-l8SKl{�K_yiëKa�=<al*S;l{�f_�i��7KCN;lfh!4;gfh�Ka�znzl�x{��j���A_E�8qK��p�ga�Klrnfnz~¼bE<;i<syi0_f�y]ì.�~
���2){�9;;l
��qr]��r]z_c�-g{�K_�]0g{�rifj��( h0�Kq2)ap7åamy|ai0m��f_tb8�a`;g¼b8qEb4l{�;�t��n�jfjaj�|0qtb4l��K�t�-vyj�}{~��
;�h�g��1)KhÒ_�n^�Õ_�nzp��c�qr]��^]<_¿p����;���S;���¸;2)/.r��� ( h0�Kq;�*���g��f_r]{g���i>pöga�fl�i�l�_tb9K-l8SKl{�K_yiëKa�=<al*S;l{�f_�i��7KCN;lfh!4;gfh�Ka�znzl�x{��j���A_E�8qK��p�ga�Klrnfnz~¼bE<;i<syi0_f�y]ì.�~
���2){�9;;l
��qr]��r]z_c�-g{�K_�]0g{�rifj��( h0�Kqa�;p7åamy|ai0m��f_tb8�a`;g¼b8qEb4l{�;�t��n�jfjaj�|0qtb4l��K�t�-vyj�}{~��
;�h�g��1)KhÒ_�n^�Õ_�nzptb=)76��rj*0�v��qr]��^]<_¿p����;���S;���¸;2)/.r��� ( h0�Kq;�*���g��f_r]{g���i>pöga�fl�i�l�_tb9K-l8SKl{�K_yiëKa�=<al*S;l{�f_�i��7KCN;lfh!4;gfh�Ka�znzl�x{��j���A_E�8qK��p�ga�Klrnfnz~¼bE<;i<syi0_f�y]ì.�~
���2){�9;;l
��qr]��r]z_c�-g{�K_�]0g{�rifj��( h0�Kq!.�p7åamy|ai0m��f_tb8�a`;g¼b8qEb4l{�;�t��n�jfjaj�|0qtb4l��K�t�-vyj�}{~��
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] ( b ( h{�Kq:)yx5º�n@ºa~a�f��j�|�b ( h0�Kq5.�x5ºrn/ºa~f�a��j!¶�pf��;ptb=)76��rj!0avlKhKi�le)aptbE)76��rj*0�vl��K�l��K�
·M¿u¸�¿�À²Æ¶Æ²¼6Ã�¸ »�rÆ¶¿H�ôÁ�½9÷W¾xÀ²Á�½����
��þgÎ+'(ÂrÁ�À²¾BµG¾¡¸x¼ÊÈ ÁrÂrÀ²ú9ºG¼(¿�À²½Q»åÀÖµ

( �a�r�0_�]{g{���jS2)Kh{�;l
��]�i<_;l��5.�]z�2)fh
�8�y]z�;l;�<_r]0g{�K�fpfl*S;l{�f_yi�b8_E�8q�j
;�h�g��1)fhd;;�*`�iOæ/.rl8;2)\�f_-åfmE�+9+ Qa�f�;l�_	)¿�Kl���]@S;lal¼b ( h0�fqrj<pf�wk
S2)fh{��l*p x;n50�v�|0qtb4vyj!00`ria|aif]z�Eb8qEb4~�jajfx0~90�qtb4v�j*0{qtb<n�j�}{v�|@;K��|aif]z�Eb8qtbG~�jajfx!�a�f�~�|0qEbGv�j�|f�{gal ( 3!Dtb-qtb4vyjaj�|<�a`;g¼b-qtbzn�jfj �]ai<_;l��5.!]��2)Kh�prnr���]z�;l��<_r]0g{�;pf�
�

�Z½�Ârº�¾x¼G¸xÈ À²½�¼ ¿uÀ¶½9»åÀf½mÃ�È ºG¸¡ÀýÐ#Ã�¼GÈ ¼6½�¾
Æ²¼YÄ9¸¡¼6È À¶¼G¸�¾¡¼6È Ä9»ZÂ�¼é÷�Á�È ÈYÃr¾x¿u¾¡À¶Á�½
t1 =

153.5
µA.¼ ¾x¼GÈ Ä9»
Âr¼é»¡Á�¸¡¾¡À¶¼YÂr¼YÆý¿VÄ�Ï9¿�»å¼YÀ¶»¡Á?�´«9Ã>�S¼6»å¾
Ârº�¾x¼G¸xÈ À²½�º Âr¼YÈ�¿u½�À¶ÇG¸x¼Y÷GÁ�È Ä�Æ¶Ç�¾¡¼��È ¼6½�¾é¿�½9¿uÆ¶Á�ü�Ã�¼�µiD=À²½9¿�Æ²¼6È ¼G½�¾aIÁ�½�¿u¸x¸xÀk	�¼�¿uÃ>��¸xº6»¡Ã�Æ²¾x¿u¾x»(¸¡¼6Ä�¸¡ºB»å¼6½�¾¡ºB»(»åÃ9¸ Æ²¼B»Êú9ü�Ã�¸x¼6»Jmµ¶´f�é¼�¾¨Jrµ²´�´�µ
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ùhúÄû5ü Jmµ¶´f� Ë �±ÁmÁ�¸xÂ�Á�½�½�º6¼6»ÔÂ.Õ ºG¾x¿{¾�Ä,Á�Ã9¸�Æ²¼(Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼(¿a	�¼B÷
÷GÁ�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼B»Gµ
�Z½�¿ ÂrÁ�½9÷�¿uÀ¶½9»¡À9ÂrºG¾¡¼G¸xÈ À²½9º�½mÃ�È ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼6È ¼G½�¾PÃ9½�¼�¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸x¼3Á�Är¾xÀ²È�¿�Æ²¼/	�ºG¸xÀ}úQ¿�½�¾Æ²¼B»�÷�Á�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½9»�¿�Ã>� Æ¶À¶È À²¾x¼6»�»¡Á�Ã�Ï9¿�À}¾xºG¼6»fr¼�¾�¸¡¼B»åÄ,¼B÷W¾x¿�½�¾�Æ¶¼6»�÷GÁ�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾¡¼B»3»¡Ã�¸�ÆÖÕ ºG¾x¿u¾6µ

¸)�1&�Í0$-U��g�ÅJmµ Ò9µÌØg�Z·=Á�Ã9¸ Æ²¼�È ÁrÂrÇ6Æ²¼�½�Á�½ »¡À¶È Ä9Æ²À²ú9º�¼6½�ÂrÀ²È ¼6½9»åÀ¶Á�½�Cg.÷G¼�½.Õ ¼B»�¾YÄ9¿�»(Æ²¼÷G¿�»¼�fÆ²¼B»é÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼6»Y»åÃ9¸YÆ¶¼¹�C¿�÷W¾x¼GÃ�¸ Âr¼;÷ Ï9¿u¸xü�¼�¼G¾ »¡Ã�¸YÆý¿|Ä�¸x¼6»x»¡À²Á�½�Â>�m½9¿uÈ ÀýÐ#Ã�¼V½�¼»åÁ�½�¾PÄ9¿�»¹¸¡¼B»åÄ,¼6÷�¾¡º6¼6»fu¼�¾±À¶Æc�C¿�Ãr¾±¼G½�	mÀý»x¿uü�¼6¸MÃ�½�¼�Ä�Ï9¿�»å¼�Àý»åÁ��7¿�÷G÷�º6Æ²º6¸x¿{¾¡À¶Á�½ ½�Á�¸xÈ�¿uÆ¶¼ ¥ 	�Á�À²¸»²´BË>.´GÒ�½Ä§Wµ
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ùhúÄû+ü Jrµ²´�´ Ë D=Æ¶Ã>� ¾xÏ�¼G¸xÈ À¶Ð#Ã�¼(¼�¾�÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼
u(t)

µ

� °V��°+Ø å Ýræ
´Zãåà¡ãåê#æ=Ýrã�ÛPÜ æ�P�ÝmÛ+P�Þ è�á«àåæëÝrÞ�æúù#á&Q,ÝrÛPãåÞ�á\Ü�ÛPä ãåÜ�æMàåá
�Z½ »å¼�Ä�¸¡Á�Ä,Á�»¡¼�È�¿uÀ¶½�¾x¼G½9¿�½�¾ÔÂr¼Z»å¾x¿�Å�À¶Æ²Àý»å¼6¸PÆ²¼Z»��r»�¾xÇGÈ ¼�»¡À¶È Ä�Æ¶À²ú9ºZ¿uÃ�¾¡Á�Ã9¸±Âr¼�Æý¿Ê¾¡¸ ¿����¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼Ê÷GÁ�½9»å¾¡¸xÃ�À²¾¡¼ÊÂ�¿�½9»ÔÆ¶¼
Ä9¿�¸x¿�ü�¸x¿uÄ�Ï9¼�Ä�¸xº6÷�ºBÂr¼G½#¾f�Âr¼¨�C¿�ÃGÁ�½E¤éÄ�¸x¼G½9Âr¸x¼
¼G½U÷GÁ�È Är¾x¼ÂeÕ ºf	�¼G½#¾¡Ã�¼6Æ²Æ¶¼6»±Ä,¼G¸¡¾¡Ã9¸¡Å9¿u¾¡À¶Á�½9»f�Â�Ã�¼6»Ô¿uÃ>��¼G¸x¸¡¼6Ã�¸ »¹Âr¼ZÈ ÁrÂrÇ6Æ²¼B»�#¿�Ã>� Ä,¼6¸å¾xÃ�¸xÅ9¿{¾xÀ²Á�½9»P¿{¾��È Á#»åÄ9Ï�ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼B»�B¼�¾x÷�µD·=Á�Ã9¸0÷�¼GÆý¿g6Á�½©	{¿�Ã�¾¡À¶Æ²Àý»¡¼G¸=Æý¿©Î):�DLý0$��{�)Ï �¶þ�D:Í��)$���Æ8U1�gÍ��0$�Í?Î;�¶U��g�3¾x¸x¿�À}¾xºG¼Ä�¸¡ºB÷�ºBÂr¼GÈ È ¼G½�¾
Â9¿u½9»Z÷�¼�¾ZÁ�Ãc	m¸x¿�ü�¼�9Ð#Ã�ÀfÄ,¼G¸xÈ ¼�¾
ÂeÕ ¼Z�rÄ�¸xÀ²È ¼G¸�Æ¶¼é÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ »¡Á�Ã9»B�ôÁ�¸¡È ¼Âr¼(Å,Á�Ã9÷GÆ²¼o�ô¼G¸xÈ ºG¼�9¿�ÃE	�Á�Àý»¡À²½9¿�ü�¼ÊÂr¼(Æý¿é¾x¸x¿���¼6÷�¾¡Á�À²¸x¼
½�Á�È À¶È�¿uÆ¶¼�9Âr¼o�C¿�ÃGÁ�½-¤ Æ¶¿ ¸¡¼6½9Âr¸¡¼»�¾ ¿uÅ�Æ¶¼�µAI¼
»��m»å¾¡Ç6È ¼Zº�¾¡ÃQÂrÀ²º
¼B»�¾3Ã�½U»��m»å¾¡Ç6È ¼
Âr¼
÷GÁ�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼�½�Á�½;Æ²À¶½�º6¿�À²¸x¼ZÂ9¿u½9»+m F n rÂrÃ ¾ª�#Ä,¼

ẋ(t) = f(x(t), u(t)),

Á�¦
f :

m F n × m F m → m F n ¼6»å¾ C1 �¼G¾PÆ¶¼6»±÷�Á�½�¾¡¸xþ�Æ¶¼6»¹¿�ÂrÈ À¶»x»¡À²Å�Æ¶¼6» u »¡Á�½�¾$¤I	{¿uÆ¶¼GÃ�¸ »¹Â�¿�½9»
Ω ⊂ m F m µ5�mÁ�À²¾ (xe(.), ue(.))

Ã�½9¼ ¾x¸x¿���¼B÷W¾xÁ�À¶¸¡¼;»¡Á�Æ¶Ãr¾xÀ²Á�½v»¡Ã�¸
[0, T ]

0¾¡¼GÆ¶Æ¶¼SÐ#Ã�¼;Ä,Á�Ã�¸
¾¡Á�Ã�¾

t ∈ [0, T ]
Á�½S¿uÀ²¾

u(t) ∈
Ì
Ω
µ�mÃ�Ä9Ä,Á�»¡Á�½9»
Ð#Ã�¼éÆ¶¼ »��r»�¾xÇGÈ ¼ »¡Á�À²¾
Æ²º6ü�ÇG¸x¼GÈ ¼6½�¾
Ä,¼G¸¡¾¡Ã�¸xÅ,º�@Á�Ã�Å�À¶¼G½ Ð�Ã9¼éÆÖÕ Á�½�Ä9¿u¸¡¾¡¼ÂeÕ Ã9½�¼3÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½éÀ²½9À}¾xÀ¶¿�Æ²¼ÔÄ�¸xÁr÷ Ï�¼ÔÂr¼

xe(0)
D¼�¾¹Ð#Ã�¼±ÆÖÕ Á�½©	�¼GÃ�À¶Æ²Æ¶¼3»åÃ9Àk	m¸x¼PÆ¶¼ÔÄ�Æ¶Ã9»=Ä,Á#»¡»¡À²Å9Æ²¼Æ¶¿�¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼¹½�Á�È À¶½9¿uÆ¶¼

xe(·)
µ6·=Á#»åÁ�½9»I¿uÆ¶Á�¸ »

y(·) = x(·)−xe(·)
¼�¾
v(·) = u(·)−ue(·)

µ��ÃSÄ�¸x¼GÈ À²¼6¸�Á�¸ Âr¸¡¼�
y(·) ¼6»å¾�»¡Á�Æ¶Ãr¾¡À¶Á�½SÂrÃ|»��r»å¾¡Ç6È ¼ÊÆ¶À¶½�º6¿�¸¡Àý»åº

ẏ(t) = A(t)y(t) +B(t)v(t),

Á�¦
A(t) =

∂f

∂x
(xe(t), ue(t)), B(t) =

∂f

∂u
(xe(t), ue(t)).

A.¼�Å�Ãr¾P¼B»�¾±¿�Æ²Á�¸x»MÂr¼�¸x¼G½9Âr¸x¼�Æ?Õ ¼G¸x¸x¼GÃ�¸
y(·) Æý¿ÊÄ�Æ¶Ã9»¹Ä,¼G¾¡À²¾¡¼�Ä,Á#»¡»¡À¶Å�Æ²¼��÷�¼�Ð#Ã�À9½�Á�ÃQ»¹¿uÈ ÇG½9¼¤|÷�Á�½9»¡À¶Ârº6¸¡¼6¸f.Ä,Á�Ã�¸é÷�¼ »��r»å¾¡Ç6È ¼VÆ²À¶½�ºB¿uÀ¶¸¡¼�.Ã�½p÷�Á�ªr¾éÐ#Ã9¿�Âr¸ ¿{¾xÀ¶Ð#Ã�¼VÂrÃ ¾ª�mÄ,¼ ¥ Ò9µÌ��§�IÁ�¦Æ²¼B»ZÈ�¿{¾x¸¡Àý÷�¼B»ZÂr¼ Ä,Á�½9Ârº6¸x¿u¾¡À¶Á�½

Q,W,U
»¡Á�½#¾o¤;÷xÏ9Á�Àý»åÀ¶¸Z¼6½.�ôÁ�½9÷�¾¡À¶Á�½�Âr¼B»
ÂrÁ�½�½�º6¼6»
ÂrÃÄ�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�µ m Æ=»6Õ ¿�ü�À²¾fQ¿�Ã|Ä�¸x¼GÈ À¶¼G¸�Á�¸xÂr¸x¼�QÂeÕ Ã�½�Ä9¸¡Á�Å�Æ²Ç6È ¼YÂr¼YÄ,Á�Ã9¸x»¡Ã�À²¾¡¼Y¿
	�¼6÷

ξ = xe
µö¹½SÄ9¿�¸å¾xÀ¶÷GÃ�Æ²À¶¼G¸�Á�½S¿

h = 0
Ä,Á�Ã�¸�÷�¼(Ä�¸¡Á�Å�Æ¶ÇGÈ ¼�µ
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�ZÕ ¼6»å¾ ÷�¼G¾å¾x¼�»å¾¡¸ ¿{¾xºGü�À²¼ Ð#Ã�¼ ÆÖÕ Á�½ ¿�Â�Á�Är¾x¼ Ä,Á�Ã�¸ »�¾ ¿uÅ�À¶Æ¶À¶»¡¼G¸(Æ¶¿U½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼t	�¼6¸x»(»¡¿;¾¡¸ ¿����¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼(Âr¼(¸xºZ�ôºG¸x¼G½Q÷�¼�µ·0Á�Ã�¸M¾x¼G½�À¶¸P÷GÁ�È Är¾x¼�Âr¼�Æ¶¿(÷GÁ�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼�»åÃ�¸¹Æ¶¼�÷GÁ�½�¾x¸xþ�Æ¶¼�{À¶Æc�ô¿�Ãr¾±ÂeÕ ¿uÅ,Á�¸ ÂéÈ ÁrÂrÀ²ú9¼G¸¹Æý¿¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼Z½�Á�È À²½9¿�Æ²¼

xe(·)
Á�År¾x¼G½mÃ�¼
Ä�¸xº6÷Gº6Âr¼6È È ¼6½�¾�Â�¼"�C¿�ÃGÁ�½E¤é÷G¼ÊÐ#Ã.Õ ¼GÆ¶Æ²¼
¸x¼6»¡Ä,¼6÷�¾¡¼Æ¶¿�½�Á�Ãc	�¼6Æ²Æ¶¼ ÷GÁ�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼ »¡Ã�¸�Æ¶¼Y÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ |ue| 6 1 − ε

9Á�¦
ε
¼6»å¾�Ã9½|Ä,¼�¾¡À²¾ZÄ9¿u¸ ¿uÈ Ç�¾x¸¡¼�µ�Z½�÷xÏ9Á�Àý»åÀ²¾ZÄ9¿�¸Z¼Z�r¼GÈ Ä�Æ¶¼

ε = 0.05
µi�Z½|¾x¸¡Á�Ãc	�¼é¿uÆ¶Á�¸ »�Âr¼é½�Á�Ãc	�¼B¿uÃ>�U¾x¼GÈ Ä9»
Âr¼ ÷GÁ�È��ÈYÃr¾x¿u¾¡À¶Á�½i9Ð#Ã�ÀI»¡Á�½�¾

t1 = 143.59, t2 = 272.05, t3 = 613.37.

ù
¿u½9»YÆ¶¼ Ä�¸xÁ�ü�¸x¿uÈ È ¼V»åÃ�À�	{¿�½�¾aIÁ�½�À¶È Ä�Æ¶ºGÈ ¼G½#¾¡¼;Æ?Õ º6Ð#Ã9¿u¾¡À¶Á�½pÂ�¼~F�Àý÷G÷G¿u¾¡ÀÖµ��±¼GÆ¶Æ²¼��7÷GÀ¼6»å¾YÀ¶½�¾xºGü�¸¡º6¼V¼G½�¾¡¼6È ÄQ»YÀ²½�	�¼G¸ »å¼VÄ�Ã9À¶»xÐ#Ã.Õ Á�½p»¡¼ ÂrÁ�½�½�¼ Ã�½�¼;÷GÁ�½9ÂrÀ²¾¡À¶Á�½�ú9½9¿uÆ¶¼�µ�m Æ5�C¿�Ãr¾ÂrÁ�½9÷;¼G½9»¡Ã�À²¾¡¼U¸xº�¾ ¿uÅ�Æ¶À¶¸éÆ¶¼S÷�Á�Ã�¸x»é½�Á�¸¡È�¿uÆ3ÂrÃv¾x¼GÈ Ä9» ¼6½w»��mÈ º�¾x¸¡Àý»¡¿�½�¾ Æý¿�È�¿{¾x¸¡Àý÷�¼UÂr¼ÂrÀ¶»x÷�¸xº�¾xÀ¶»x¿{¾xÀ¶Á�½ Á�Å�¾¡¼G½mÃ�¼�µÔö¹½rú9½i3Æ²¼�÷�Á�½�¾x¸¡þ�Æ²¼�Å,Á�Ã9÷�Æ¶º�Á�År¾x¼G½#Ã�¼6»å¾;¸¡º6À²½?��¼6÷W¾xº�Â�¿u½9» Æ²¼»��r»å¾¡Ç6È ¼¹À¶½�À}¾xÀ¶¿�ÆÖµfA.¼B»I»åÀ¶ÈYÃ�Æý¿{¾xÀ²Á�½9».»¡Á�½#¾I¼Z�@¼6÷W¾xÃ�ºG¼B».¼6½(Ä�¸x¼G½9¿�½�¾fÂr¼6»f÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ²Á�½9».À²½�À²¾xÀ¶¿�Æ²¼B»Ä�¸¡Á�÷xÏ�¼B»�rÈ�¿uÀý»�ÂrÀk�,º6¸¡¼6½�¾¡¼B»�9Âr¼ ÷�¼6Æ²Æ¶¼6»�Âr¼ÊÆý¿é¾x¿�Å�Æ¶¼©Jmµ¶´�µ
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�2){�:;;l*p �����ø]z� ( �w�
+9+ dKl��f�K_��Kl�h7)¢_f�2)9éal��<_Kgy]z�Kl�b=)Kh�_��ën<vf�f�f�a�dD!.!j�k�;��p��c�8���:è9º7èa�9èa�a�f�a��e:6f�7º��¸S;��p��c�Bº��;���:èf�a��n@èa�a~�e:6f���w�
;2)/.r�¢p x{�E�8~fv�nfn��K�f�7»7ºf~a~�e�x{��n � ( h0�Kq;�¢p��w�+9+ e��K_f�;lal¢�9)��ri*h7)*�f`1);i�lé]�i�gyx ( h{�fq�k�;��pK�c�A�f�K~7èrn/è7è�n<~a�avf~a���2èal86f�f���¸SK�ap:ºc��v��K~a�a�f�7»7º9»a�av�n@»a�7ºfl86f�f~��
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Âr¼»�¾ ¿uÅ�À¶Æ¶À¶»x¿{¾xÀ²Á�½ Âr¼)F�Àý÷G÷G¿u¾¡À ¤ÊÄ9¿�¸å¾xÀ²¸PÂr¼�ÆÖÕ ¼6½�¾¡¸xºG¼�Â�¿u½Q»MÆý¿ÊÄ�Ï9¿�»å¼�Àý»¡Á?�´«9Ã>� »å¼6Ã�Æ¶¼GÈ ¼G½#¾f�»¡Á�À²¾¼G½�	mÀ¶¸¡Á�½¼¤ Ã9½�¼
¿�Æ}¾xÀ}¾xÃ9Âr¼ÊÂr¼¨C�Ø��#È-mÃ�½�¼"	mÀ²¾¡¼B»¡»¡¼ZÂ�¼IJu�����(Èk�{»f�¼G¾ÔÃ9½;¿u½�ü�Æ¶¼ZÂr¼"	�Á�Æ,Âr¼
−0.003

¸x¿�Âeµ�ö¹½|¼Z�@¼�¾�Æý¿ Ä�Ï9¿�»¡¼(À¶»¡Á?�´«9Ã>� ¥ «9Ãc�;¾¡Ï�¼6¸¡È ÀýÐ#Ã�¼(È�¿��rÀ¶È ¿�Æ §Ô¼B»�¾�Æý¿ Ä�Ï9¿�»å¼(Æý¿Ä�Æ²ÃQ»PÂ�¿�½�ü�¼6¸¡¼6Ã9»å¼�Âr¼�Æý¿Ê¸x¼G½#¾¡¸xºG¼�¿u¾¡È Á�»¡Ä�Ï�º6¸¡ÀýÐ#Ã�¼�µ�r�Áu¾¡Á�½9»PÂeÕ ¿�À²Æ¶Æ¶¼GÃ�¸ »¹Ð#Ã�¼��¸¡ºB÷�¼GÈ È ¼G½#¾fÆ¶¿�½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼.Ó ý�Ï �K&tÐ��{Í;¿�¼��mÄ9Æ²Á#»åº�¤�Ã�½�¼é¿uÆ²¾¡À²¾¡Ã9Â�¼YÂeÕ ¼G½�	#À¶¸xÁ�½ÅC#���mÈEQ¼G½|Ä�Æ¶¼GÀ¶½�¼YÄ�Ï9¿�»å¼À¶»¡Á?�´«9Ã>� ¥ ÷�¼|Âr¸x¿�È ¼U¿ ¼GÃ)Æ¶À¶¼GÃw¼G½wÈ ¿�¸x»��?����Ë�§�µ �ZÕ ¼B»�¾�Æý¿�Ä�Ï9¿�»¡¼UÁ�¦)ÆÖÕ ¼G½�ü�À²½w»¡Ä9¿u¾¡Àý¿uÆ»GÕ º6÷ Ï9¿uÃc�,¼VÆ²¼VÄ�Æ¶Ã9»¹�fÆ²¼B»o�ô¸xÁu¾¡¾¡¼6È ¼6½�¾ »Y¿a	�¼B÷ Æ?Õ ¿{¾xÈ Á�»¡Ä�Ï�ÇG¸x¼�»¡Á�½#¾(¾x¸¡ÇB»(À¶½�¾x¼G½9»¡¼6»6µ±�±¼�¾¡¾¡¼Ä�Ï9¿�»¡¼�Àý»åÁ��;«QÃ>� ¼6»å¾3¿uÃ9»x»åÀ@¿�»x»å¼f��Æ¶Á�½�ü�Ã�¼��¼6½�	mÀ¶¸¡Á�½VË�Ø�� »¡¼6÷�Á�½9Âr¼6» ¥ Æ¶¿éÂrÃ�¸xºG¼�¾¡Á�¾x¿uÆ¶¼ZÂr¼ZÆý¿Ä�Ï9¿�»¡¼(Âr¼(¸¡¼6½�¾¡¸xºG¼(¿{¾xÈ Á�»¡Ä�Ï�ºG¸xÀýÐ�Ã9¼
¼6»å¾�ÂeÕ ¼G½�	mÀ²¸xÁ�½ ´6Ë����é»¡¼6÷�Á�½9Âr¼6»:§WµûfÁ�Ãr¾Ô÷�¼B÷�À���Ã9»å¾¡À²ú9¼�ÆÖÕ À¶½#¾¡ºG¸Lµ�¾±Ä,Á�¸¡¾xº/¤ Æ¶¿(Ä9¸¡Ár÷Gº6ÂrÃ�¸x¼�Âr¼Z»å¾x¿uÅ9À²Æ¶Àý»¡¿u¾¡À¶Á�½�Âr¼�Æý¿(½9¿
	�¼�¾¡¾¡¼�¤YÄ9¿u¸¡¾¡À¶¸3ÂrÃ;Ä,Á�À¶½�¾�ÂeÕ ¼G½�¾x¸¡º6¼
Â�¿�½9»±Æý¿YÄ�Ï9¿�»å¼ZÀý»åÁ��;«QÃ>�eµ#ù
¿u½Q»±Æ¶¼6»3»åÀ¶ÈYÃ�Æý¿{¾xÀ²Á�½9»Ô»åÃ9Àk	u¿u½�¾x¼6»÷�¼ÊÄ,Á�À²½#¾�ÂeÕ ¼6½�¾x¸¡ºG¼(¼6»å¾�ÂrÁ�½9÷
½�Á�¾¡¸x¼(÷�Á�½QÂrÀ}¾xÀ²Á�½UÀ²½9À}¾xÀ¶¿�Æ²¼�µr�Áu¾¡Á�½9»
xe(·) = (re(·), ve(·), γe(·))

Æ¶¿�¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼¹½�Á�È À¶½9¿uÆ¶¼¹¼�¾
ue(·)

»åÁ�½ ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼¿�»x»åÁr÷GÀ²º�µgm Æ1	�ºG¸xÀ²ú9¼ |ue| 6 0.95
µyr�Á�¾¡Á�½Q»�Ä9¿u¸
¿�À²Æ¶Æ¶¼GÃ�¸ »

x = (r, v, γ)
Æý¿�¾x¸x¿���¼B÷W¾¡Á�À²¸x¼YÂ�Ã»��r»å¾¡ÇGÈ ¼ ¥ Jmµ Ò9´
§�@Ä9¿�¸å¾ ¿u½�¾(Â.Õ Ã�½ Ä,Á�À²½#¾ x(0) ¼�¾ ¿�»¡»¡Ár÷GÀ²º6¼é¿�Ã ÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼ u = ue + v

eÆ²¼÷�Á�½#¾¡¸xþ�Æ¶¼
v
º�¾x¿�½�¾
Æ¶¼ ÷�Á�¸x¸¡¼B÷W¾xÀ@�¹÷6¿uÆý÷�Ã�Æ¶ºYÄ9¿�¸ZÆ¶¿ Ä�¸¡Á�÷�º6ÂrÃ9¸¡¼YÂ�¼�F�À¶÷6÷G¿{¾xÀÖµ m Æ0Â�Á�À²¾"	�º6¸¡À²ú9¼6¸Æ¶¿ ÷GÁ�½�¾x¸x¿�À²½#¾¡¼ |v| 6 0.05

µ5��Ã9»¡»¡À´¹Â�¿�½9» Æ²¼|Ä�¸¡Á�ü�¸ ¿uÈ È ¼S÷�Àk�7Âr¼B»¡»¡Ã9»f0Á�½w¿��ôÁ�¸ ÷�º
v
¤¸¡¼B»åÄ,¼B÷W¾¡¼6¸�÷�¼G¾å¾x¼ ÷�Á�½#¾¡¸ ¿uÀ¶½�¾x¼�µ·M¿u¸¹¿�À²Æ¶Æ¶¼GÃ�¸ »0Æ²¼�÷ Ï�Á�Àk�éÂ�¼6»1Òcý��¶�0'�¼B»�¾M¾¡¸xÇ6»MÀ²È Ä,Á�¸å¾ ¿u½�¾Bµ��Z½ Á�År¾xÀ²¼6½�¾PÂr¼B»MÄ,Á�ÀýÂ�»M¿�Â�¿uÄ>�¾¡º6»�Ä9¿�¸Ô¾:Æ{¾xÁ�½�½�¼6È ¼G½�¾ »��¼�¾�¼6½;¾¡¼6½9¿u½#¾�÷�Á�È Är¾x¼(Âr¼(ÆÖÕ Á�¸xÂr¸x¼
¸x¼6»åÄ,¼B÷W¾xÀ@�0Âr¼B»h	{¿�¸¡Àý¿�Å�Æ²¼B»ÔÂrÃ»��r»å¾¡ÇGÈ ¼�µ>m�÷�À.Á�½S¿ Ä9¸¡Àý»

W =





10−6 0 0
0 10−2 0
0 0 10



 , Q =





10−6 0 0
0 0 0
0 0 0





¼�¾
U = 1010.

�±À¶¼G½U¼G½#¾¡¼G½QÂrÃSÂeÕ ¿uÃr¾x¸¡¼B»3÷xÏ�Á�À@�;»åÁ�½�¾�ÄQÁ#»¡»¡À¶Å�Æ¶¼6»Gµ�m�÷GÀ@½�Á�¾¡¸x¼Ê÷xÏ9Á�Àk� Âr¼
Q
�ôÁ�¸ ÷�¼
Æ?Õ ¿�Æ}¾xÀ}¾xÃ9Âr¼ú9½9¿uÆ¶¼"¤IµG¾¡¸x¼�Ä�¸xÁr÷ Ï�¼�Âr¼�ÆÖÕ ¿uÆ²¾¡À²¾¡Ã9Âr¼
»åÁ�Ã�Ï9¿�À}¾xºG¼�µ�ö¹½ ¸¡¼f	{¿u½Q÷xÏ�¼�Á�½VÆ¶¿�À¶»x»¡¼�Ä9Æ²Ã9»ÔÂr¼�Æ¶À²Å,¼6¸å¾xº¤ Æ¶¿�	mÀ²¾¡¼B»¡»¡¼
ú9½9¿uÆ¶¼Ê¼G¾/¤ ÆÖÕ ¿u½�ü�Æ²¼(Âr¼I	�Á�Æ@ú9½9¿�Æ?µAf¿ ¾¡¸ ¿���¼6÷W¾xÁ�À¶¸¡¼

x(·) Ä9¿�¸å¾;ÂeÕ Ã9½�Ä,Á�À¶½�¾ x(0) ÂrÀk�,º6¸¡¼6½�¾;Âr¼ xe(0)
µh�Z½�¿�Ä�¸¡Àý»�Æ¶¼6»ÂrÁ�½�½9ºG¼6»3½mÃ�È ºG¸xÀ¶Ð#Ã�¼B»�»¡Ã�Àk	u¿u½#¾¡¼6»o�

Ë º6÷6¿u¸¡¾�»¡Ã�¸�Æ?Õ ¿�Æ}¾xÀ}¾xÃ9Âr¼(À¶½�À}¾xÀ¶¿�Æ²¼��.´BØ����YÈ-
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»åÃ�À�	{¿�½�¾x¼6»
»¡Á�½�¾ÊÆ²¼ ¸¡ºB»åÃ9Æ}¾ ¿{¾ÊÂr¼B»
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¼B»�¾�»¡¿u¾¡Àý»ª�C¿�À¶»x¿u½#¾¡¼�µ
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4 ¿Ô¾6587GÁ:9xÀ¶¼¹Â<; =�¿:> À@?²¾¡Á�½BADC#¿:EGÁ:F�Àu¼6»å¾IÃ�½9¼GFH9 ¿u½8EI5�¼PÂrÃJEG¿:?KE�ÃH?�Âr¼B»ML{¿:9¡Àý¿{¾xÀ²Á�½9»@¼�¾=Âr¼G?ý¿>N7OEG¿�½�ÀQP#Ã�¼�¿�½9¿R?QS#¾¡ÀKP#Ã�¼:T�Â�¿�½9»G?ý¿:P#Ã�¼%?Q?¶¼�¾69xÁ�ÃHL�¼U9PÂr¼6»P¼WVm¾X967U> ¿:?²¼B»¹»¡¼Y967BÂrÃ�À²¾[Z\9X76»¡Á�ÃQÂB9¡¼Ã�½�¼)7UP#Ã9¿u¾¡À¶Á�½�¿uÃBV�ÂB7%9xÀQL:7G¼6»^]9¿:9å¾xÀ²¼U?@?¶¼6»ZÂrÃ_]H9x¼%> À¶¼%9ZÁ:9 ÂB9x¼#`a?b; 7UP#Ã9¿u¾¡À¶Á�½�Â<; =�¿R> ÀQ?²¾¡Á�½HAC�¿cE�Á:F9Àbd 4 ¼B»+eôÁ�½QÂr¼%> ¼G½#¾x»PÂ�¼�?ý¿
¾X5H7GÁc9¡À¶¼�Á�½#¾G7G¾67Y],Á�»67�]9¿R9�=Z¿R> ÀQ?}¾xÁ�½ ¼6½gfOhci:jHTRE�Á�½kE�¼%96A½9¿u½#¾�Âr¼6»
]H9xÁ:F8?@lU> ¼B»3Â<; Á:]r¾xÀQP#Ã�¼ÊÁ�½9ÂrÃH?ý¿{¾xÁ�ÀQ9¡¼
¼�¾�mc7GÁ:>-7G¾69xÀQP#Ã�¼cdon¹½pfUhcqRr8T#ÀQ?<7G¾¡¼6½9ÂU»¡¼6»À¶ÂB76¼6»
Z Âr¼6»s]H9xÁ:F8?@lU> ¼B»ÔÂr¼ÊÂBSm½9¿:> ÀQP#Ã�¼cdtC#¿:EGÁ:F�À,¼6½ufUh:qtvÊ¿:]H]H?¶ÀQP#Ã�¼w?ý¿x>-7�¾X5�ÁrÂr¼yZ Âr¼6»]H9¡ÁcFH?Ql%> ¼6»
m:76½H7%9 ¿uÃBV Â�¼\E6¿R?KE�ÃH?<Lu¿R9xÀ¶¿u¾¡À¶Á�½�½9¼%?zd4 ¼
]QÁ�À¶½�¾¹Âr¼�ÂB7%]9¿:9å¾{9x¼%> Á�½#¾¡¼�E�¼%],¼6½9Â�¿u½#¾¹¿�Ã1f|v}l3»¡À@lOEW?¶¼:Tu¿}L�¼UEs~9¼%9X>�¿{¾M¼�¾�=�ÃHStm�¼6½9»¼G½ Ác]r¾¡ÀKP#Ã�¼
m:7GÁc>-7�¾69xÀKP�Ã9¼:d 4 ¼
]H9xÀ¶½8E�ÀQ],¼�Âr¼�~9¼%9X>�¿{¾¹»�¾xÀ@]�Ã8?²¼YP#Ã�¼
?¶¿w?¶ÃH> À@lU9¡¼�»¡¼s]89¡Ác]9¿Rm�¼Â<; Ã9½#],Á�À¶½�¾sZ(Ã9½ ¿uÃr¾X9¡¼�Â�¿�½9»¹Ã�½#> ÀQ?¶À²¼6ÃVÀ²½H59Á:> Á:mclG½�¼�¼G½�¾¡¼%>-]9»[> À²½�ÀQ>�¿R?zdt�mÁ�À}¾

x0
Ã�½],Á�À¶½�¾fÂr¼±ÂB7%]9¿:9å¾OTG¼�¾

S(x)
?¶¼M¾¡¼%>-]9»�> À²½9À@>�¿R?oP#Ã�¼G> ¼�¾3?¶¿�?²ÃH> ÀQl%9x¼G],Á�ÃH9f¿R?Q?²¼U9IÂr¼

x0
Z
x
d� ¼�¾å¾x¼�eôÁ�½kEW¾¡À¶Á�½ ¾¡¼U>N]Q»G> À²½�ÀQ>�¿R?9¼B»�¾±¿R]8],¼%?Q7G¼G�W�R�a�%�b���R�#�
� ýc�R�a�|��T#Á�Ãg�@�R�o�:�8�W�B���I�a�z���W�8�ÂrÃ�EI5�¼%> À¶½Mds�mÁ�À²¾

v(x)
?²¼�> ÁrÂ�ÃH?²¼�Â�¼�?¶¿pLmÀ}¾x¼6»x»å¼�Âr¼�?ý¿�?¶ÃH> ÀQl%9x¼S¼6½

x
ds�mÃH]H],Á#»åÁ�½9»P�Ã9¼#?¶¿�?¶ÃH> À@lU9¡¼#]Q¿R9IE�Á�Ã89å¾J?¶¿�ÂrÀý»å¾x¿u½kE�¼

dx
],¼6½9Â�¿�½�¾)?¶¿�ÂrÃH9X7G¼

dt
d+�m¼%?¶Á�½�?¶¼#]H9xÀ²½kE�ÀQ]Q¼Â<; =�ÃHStm�¼6½9»%TB?¶¿)?¶ÃH> À@lU9¡¼wL�Á|S�¿Rm�¼^?²¼y?²Á�½Hm Âr¼y?ý¿Y½9Á:9X> ¿:?²¼wZ)?ý¿ »åÃH96eC¿:EG¼
Âr¼
½9À@L�¼B¿uÃUÂr¼

S
d� ½UÁ:Fr¾xÀ²¼6½�¾�ÂrÁ�½8ERT9¿uÃ/]H9x¼%> À²¼U9�Á:9 ÂB9¡¼cT

S

(

x+
∇S(x)

‖∇S(x)‖v(x)dt
)

= S(x) + dt,

Â<; Ác�/?z; 7OP#Ã9¿{¾xÀ²Á�½
‖∇S(x)‖2 =

1

v(x)2
,

P�Ã9À=¼6»å¾w?z; 7OP�ÃQ¿{¾¡À¶Á�½�Â<; =Z¿R> ÀQ?}¾xÁ�½BA�C�¿cE�ÁcF�ÀfÂr¼N?b; Á:]�¾¡ÀKP�Ã9¼xmc7GÁc>N7G¾69xÀQP#Ã�¼cTQÁ�Ã�7OP#Ã9¿{¾xÀ²Á�½�¼GÀ@A� Á�½9¿:?²¼cd
n¹½g>-7OEG¿u½9ÀQP#Ã�¼(¿�½9¿R?QS#¾¡ÀKP�Ã9¼:TrÁ�½/9x¼%>-]H?ý¿:E�¼y?ý¿)eôÁ�½8EW¾xÀ¶Á�½/n¹À � Á�½Q¿R?<]9¿:9�?b;��:�%�b���R�

S(t, x) =

∫

γ

L(s, x(s), ẋ(s))ds,

fO�:�
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´ � γ µO¶¯·�¸H¹ EX5 µ >-º ¹)» ´ ºQm ¹8¼:¹c· (t0, x0)

Z
(t, x)
T µW· L µO¶¯· ? µ 4 ¼ m:9 ¼R¹ m:º µ%¹¾½B¸/¶ S ¶¯· l%> µ d4 µ ]896º ¹ EWºQ] µ\½Bµ > ´ º ¹8½ 9 µ\¼ E · º ´ ¹ E ´ ¹8½H¸ º ·^¼:¸ V�¿I�W�8�R�b���R�HÀxÁMÂ �s�B�Q�W�ÄÃbÅ3�%�:�Æ�R�o�o�

d

dt

∂L

∂ẋ
=
∂L

∂x
.

�tºs? ¼�· 9 ¼:¹8¶ e ´ 9X> ¼R· º ´ ¹Ç½Bµ 4 µ m µU¹8½ 9 µ T (x, ẋ) = (x, p)
T ´ � p = ∂L

∂ẋ

T µO¶¯·N¸H¹È½ º�É�7 ´ A> ´ 96]85Hº ¶ > µ T ´ ¹Ç½ 7WÊ ¹ º · ? µ = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ º µU¹�½B¸Ë¶ S ¶Æ· l%> µ H(t, x, p) = pẋ − L(t, x, ẋ)
dÌ ? ´ 9 ¶ TH? µ ? ´ ¹ m ½ ; ¸H¹HµJµ V · 9X7%> ¼ ? µÎÍ ��ÏG�OÏ ¸8¹Hµ E ´ ¸ 9XF µ L:7%9Xº@Ê ¼R¹c· ? µO¶ 7UP ¸8¼R· º ´ ¹8¶�½ ; n ¸ ? µ 9ÆA4 ¼ mc9 ¼:¹ m µOÐ T ´ ¹�¼ S(t, x(t), ẋ(t)) =

∫ t

t0
L(s, x(s), ẋ(s))ds

T µW· ] ¼ 9 ½ 7%9Xº@L ¼|· º ´ ¹ ] ¼ 99 ¼ ]H] ´ 9 · Z t T ´ ¹ ´ F · º µU¹c· ∂S
∂t + ∂S

∂x ẋ = L
T ½ ; ´ �

∂S

∂t
+H

(

t, x,
∂S

∂x

)

= 0,

P ¸ º µO¶¯· ?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹g½ ; = ¼ >NºQ? · ´ ¹ ADC ¼ E ´ FHºzd
!#"XÑ Ò *JÓW. (32 * '/Ô ,1Õ×Ö 2%Ô 0[* Ô�2I(3Ø
Ù µ > ¼:¹ ºQl%9 µ mc7 ¹ 7U9 ¼ ? µ T ´ ¹ 7 ·X¸8½ º µ ? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µ�½Bµ Ù ºQ96ºKEX58? µ%· ] ´ ¸ 9/?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹½ ; = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ FHº

H(x, S(x),∇S(x)) = 0 ½H¼R¹8¶ Ω,
S = g ¶Æ¸ 9 ∂Ω,

Í h8d@f Ð
´ � Ω µU¶Æ·Y¸H¹ ´ ¸ L µ 9 ·Y½BµyÚ Û n T µW· H µO¶¯·Y¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹g¶6¸ 9 Ú Û n × Ú Û × Ú Û n dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�NhHdÞiBdQfoÏ 4 µ E ¼:¶�½ ; ¸H¹Hµ 7UP ¸8¼R· º ´ ¹g½ ; = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ FHº ½ ; 7%L ´ ? ¸B· º ´ ¹

∂S

∂t
+H(x,

∂S

∂x
) = 0 ½H¼:¹8¶
Ú Û × Ú Û n,

S(0, x) = g(x) ¶6¸ 9 Ú Û n,
Í h8d i Ð

µU¶Æ·^¸H¹ E ¼c¶ ] ¼ 9 · ºKE ¸ ?Qº µ 9 ½Hµ¾Í hHdQf Ð dkn ¹�µ É µW· º@? ¶6¸Bß-·w½Bµ ] ´ ¶Æµ 9 x̃ = (t, x)
T
p̃ = (p0, p)

T
µW· H̃(x̃, z, p̃) = p0 +H(x, p)

d
4 µ F ¸B·)½Bµ E µ%·Æ·Xµ#¶Æµ E · º ´ ¹�µO¶¯·x½Bµ#½ ´ ¹H¹Hµ 9 ¸H¹ E ¼c½ 9 µ > ¼|· 587%> ¼|· ºQP ¸Hµ 96ºQm ´ ¸ 9 µ%¸ V_Z? ¼�½ 7WÊ ¹ º · º ´ ¹�½ ; ¸H¹8µ�¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹à½B¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µ�Í h8d@f Ð d � ¹ L ¼ > ´ ¹o· 9 µ 9#P ¸Hµ ? ¼�¹ ´ · º ´ ¹EW? ¼:¶X¶ ºKP ¸Hµ#½Bµ¾¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹pµO¶¯· º ¹8¶6¸Bß#¶X¼R¹c·Xµ `�? ¼ >N7 · 5 ´ ½Bµ¾½BµU¶ E ¼ 9 ¼ E · 7%9Xº ¶¯· ºKP ¸HµU¶ > µW·)µU¹7%Ltº ½Bµ%¹ E µ ?b; ¼ ]H] ¼ 9Xº · º ´ ¹Î½Bµ�¶ º ¹ m ¸ ? ¼ 96º · 7 ¶ d � ¹ º ¹c· 9 ´ ½B¸ º ·[¼ ? ´ 9 ¶ ? ¼\¹ ´ · º ´ ¹#½Bµ^¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹Î½BµLtº ¶ E ´ ¶ º · 7cd

á
âbã
âÆä åçæ<èHéYê�ë^ìíë^ì�îËï�ð+ñHð{ïaèBæMñ8ò6î:èHòÆó
ô^ì�î
� ¹ º ¹o· 9 ´ ½B¸ º ·)½BµO¶ EX5 µ >-º ¹8¶ x(s) ½H¼:¹8¶ Ω T�] ¼ 9 ·I¼R¹c·)½Bµ ∂Ω

T ¼ ]H] µ ?@7 ¶ �I�|�6�:�%��¿W�Ä�KÀÄÃ�b���%�8�ÄÀÄTH? µ ? ´ ¹ m ½BµU¶ P ¸Hµ ? ¶ ´ ¹ 9X7 ¶ ´ ¸H· ?z; 7OP ¸8¼|· º ´ ¹1µ%· ´ ¹ ´ F · º µU¹c· ? µU¶ L ¼ ? µ%¸ 9 ¶
½Bµ S dõ ´ ¶ ´ ¹8¶ z(s) = S(x(s)) µ%· p(s) = ∇S(x(s))
T µW· EX5 µ 9XEI5 ´ ¹8¶
¸H¹8µ 7OP ¸k¼|· º ´ ¹�½ º@Éa7%A9 µU¹c· º µ ?Q? µ ´ 9 ½ º ¹8¼ ºQ9 µw½ 7OEW9Xº@L ¼R¹c· ?z; 7UL ´ ? ¸B· º ´ ¹g½Bµ z µW· p d � ¹g¼

ż(s) = ∇S(x(s)).ẋ(s) = p(s).ẋ(s), ṗ(s) = d2S(x(s)).ẋ(s).
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°w÷¾«�¦ûúù£Æ÷M��ª�÷t£%¤ù© f}�cv
� 9UT µ%¹à½ º@É�7%9 µ%¹c· º ¼:¹c· ?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹à½ ; = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ FHº H(x, S(x),∇S(x)) = 0

] ¼ 99 ¼ ]H] ´ 9 · Z x T ´ ¹ ´ F · º µU¹c·
∂H

∂x
+
∂H

∂z
∇S +

∂H

∂p
d2S = 0.

� 5 ´ º ¶ º ¶X¶ ´ ¹8¶J¼ ? ´ 9 ¶ ? µ EI5 µ >-º ¹ x(s) ·Xµ ?
P ¸8µ ẋ = ∂H
∂p

d Ú ?sLtº µU¹c·N¼ ? ´ 9 ¶ ż = p.∂H
∂p

T µW·
ṗ = −∂H

∂x − ∂H
∂z .p
d~ùº ¹8¼ ? µ > µ%¹o· TH? µU¶ 7UP ¸8¼R· º ´ ¹8¶

ẋ(s) =
∂H

∂p
(x(s), z(s), p(s)), x(0) = x̄ ∈ ∂Ω,

ż(s) = p(s).
∂H

∂p
(x(s), z(s), p(s)), p(0) = S(x̄) = g(x̄),

ṗ(s) = −∂H
∂x

(x(s), z(s), p(s)) − ∂H

∂z
(x(s), z(s), p(s)).p(s), p(0) = ∇S(x̄),

¶ ´ ¹c·Y¼ ]H] µ ?Q7 µO¶ ¿I�%�8�|�z���|�HÀx�I�|�6�:�%��¿W�Ä�KÀÄ�z���W�8�WÀÄdÜ �WÝÎ�|�6�%�8�JhHdÞiBdÞi8Ï Ù ¼R¹k¶ ? µ E ¼:¶[½ ; 7%L ´ ? ¸H· º ´ ¹_Í h8d i Ð T ´ ¹ ´ F · º µ%¹c·
µ%¹ ] ¼ 9 · ºKE ¸ ?Qº µ 9 dt
ds = 1
T

½ ´ ¹ E t = s
T µW· ṗ0 = 0

d � ¹g¼ 7Um ¼ ? µ > µU¹c·
ẋ =

∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂x
,

P ¸ º ¶ ´ ¹o· ? µU¶ 7UP ¸8¼|· º ´ ¹8¶
½Hµ = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ dHn ¹ Ê ¹ T ´ ¹ 9 µ%· 9 ´ ¸ L µy¼:¸8¶6¶ º
ż = p.

∂H

∂p
+ p0 = pẋ+ p0,

¼ L µ E p0+H = H̃ = 0
T ½ ; ´ � ż = pẋ−H = L

T µW·ù½ ´ ¹ E z µU¶Æ· ?z; ¼ E · º ´ ¹ d Ì ¸B· 9 µ > µU¹c·+½ º · T�@�ÄÀ\�I�|�6�c�W��¿W�Ä�KÀÄ�z���W�8�WÀwÀ%�|�8�G�@�WÀ\�6üc�z�6¿WÝÎ�|�Q�ÄÀ\Á|�x�a�6�:ý%�@þ%ÝÎ�xÁc�\Ý)���k��Ý)�KÀ%�R�b���R�uÁc�\�ÆÂ �:�%�b���R�
Íÿµ%¹/· ´ ¸B· E ¼c¶�¶ ºM? ¼)· 9 ¼:¹8¶ e ´ 9X> ¼R· º ´ ¹1½Hµ 4 µ m:9 µ%¹8½ 9 µwµU¶Æ·�¸8¹g½ º@É�7 ´ > ´ 96]H58º ¶ > µOÐ dÌ ]H]H?QºQP ¸ ´ ¹8¶ ? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµy½BµU¶ E ¼ 9 ¼ E · 7%9Xº ¶¯· ºKP ¸HµU¶ Zx? ¼ E ´ ¹8¶Æ· 9 ¸ E · º ´ ¹1½ ; ¸8¹Hµy¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹½BµÎÍ hHdQf Ðs¼:¸ L ´ º ¶ º ¹8¼ m µw½Hµ ? ¼ eÿ9 ´ ¹c· º@lU9 µ dõ ´ ¸ 9 · ´ ¸B· x̄ ∈ ∂Ω

T ¹ ´ · ´ ¹8¶ (x(x̄, s), z(x̄, s), p(x̄, s)) ? ¼¾¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹�½HµU¶ 7OP ¸8¼|· º ´ ¹8¶E ¼ 9 ¼ E · 7U96º ¶¯· ºQP ¸HµO¶ d�� ´ · ´ ¹k¶ n ? ¼^¹ ´ 9X> ¼ ? µ Z ∂Ω
dR� ´ ¸8¶ ?z; 5tSo] ´ · 5Hl ¶Æµ ∂H

∂n 6= 0
T ´ ¹ > ´ ¹o· 9 µe ¼ EWºQ? µ > µ%¹o· P ¸Hµ T}? ´ E ¼ ? µ > µ%¹o·3µ%¹ (x̄, s)

T}?b; ¼ ]H]8?@ºKE ¼R· º ´ ¹ ϕ(x̄, s) = x(x̄, s) µO¶¯· º ¹ L µ 9 ¶ ºQFH? µ d� ¹/µ%¹g½ 7 ½B¸ º ·^½ ´ ¹ ERTH? ´ E ¼ ? µ > µU¹c· THP ¸8µ
S(x) = z(ϕ−1(x)).

Ü �WÝÎ�|�6�%�8�)hHdÞiBd qkÏ Ù ¼R¹8¶ ? µ E ¼:¶
½ ; 7%L ´ ? ¸B· º ´ ¹ TB?b; 5oSt] ´ · 5Hl ¶Æµ ∂H̃
∂n 6= 0 µU¶Æ·
· ´ ¸R» ´ ¸ 9 ¶ L:7%9Xº�AÊ87 µ dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�)hHdÞiBd raÏ��tº

g µ%· H ¶ ´ ¹c·�½Hµ E%? ¼c¶6¶6µ C2 T ¼ ? ´ 9 ¶ ? ´ E ¼ ? µ > µU¹c· ? ¼N¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ S µO¶¯·½Bµ E%? ¼c¶6¶6µ C2 d
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Ω

C

������� hHdQf
	 � 9 ´ º ¶Æµ > µU¹c·Y½BµU¶ E ¼ 9 ¼ E · 7U96º ¶¯· ºQP ¸HµO¶
n ¹ e ¼ º ¶X¼R¹c· E µW·Æ·Xµ E ´ ¹8¶Æ· 9 ¸ E · º ´ ¹�¼R¸ L ´ º ¶ º ¹8¼ m µ_½Bµ_· ´ ¸B· ] ´ º ¹c·g½Hµ ∂Ω

T
] ¸ º ¶1µ%¹9 µ E ´ ?Q? ¼R¹c· ? µO¶ L ´ º ¶ º ¹8¼ m µU¶ T ´ ¹ ´ F · º µU¹c·w¸H¹HµN¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ S ½Hµ1Í hHdQf ÐY¶6¸ 9 ¸8¹ L ´ º ¶ º ¹8¼ m µJ½Bµ
∂Ω ½H¼:¹8¶ Ω d Ù ¼:¹8¶ ? µ E ¼:¶�½ ; 7%L ´ ? ¸H· º ´ ¹pÍ h8d i Ð T ´ ¹ ´ F · º µU¹c·Y¸H¹HµJ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ ] ´ ¸ 9 t ] µW· º · d� ¼ º ¶1µ%¹ m:7 ¹ 7%9 ¼ ?zT ´ ¹�¹Hµ ] µ%¸H· ] ¼:¶ ]H9 ´ ? ´ ¹ m µ 9 S ¶Æ¸ 9 Ω · ´ ¸B·gµ%¹c· º µ 9UT�E ¼ 9 ½BµU¶¶ º ¹ m ¸ ? ¼ 96º · 7 ¶-¶6µ ]89 ´ ½H¸ º ¶6µ%¹o· ? ´ 9 ¶ P ¸Hµ�½BµU¶ E ¼ 9 ¼ E · 7%9Xº ¶Æ· ºKP ¸HµU¶-¶6µ EW9 ´ º ¶6µ%¹c·�Í L ´ ºQ9-Ê8m ¸ 9 µhHdQf Ð d�
���������������������� � ¹\µ V µ >N]H? µ�¶ ºQ>-]H? µG½Hµ E µW·6·6µ�¶ º ·X¸8¼|· º ´ ¹yµU¶Æ·3½ ´ ¹H¹ 7{] ¼ 9M? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µ½Bµ Ù ºQ96ºKEI5H? µ%· ] ´ ¸ 9�?z; 7OP ¸8¼|· º ´ ¹1µ º � ´ ¹8¼ ? µ

‖S(x)‖2 = 1 ½8¼R¹8¶ Ω,
S = 0 ¶6¸ 9 ∂Ω.

Í h8d q Ð
4 µU¶ 7UP ¸8¼|· º ´ ¹8¶ E ¼ 9 ¼ E · 7U96º ¶¯· ºQP ¸HµO¶s¶ ´ ¹c·

ẋ = 2p, ṗ = 0, ż = p.ẋ = 2.�tº
x(0) = x̄

T
z(0) = 0

T µW· p(0) = n ¹ ´ 96> ¼ ?YZ ∂Ω
T ¼ ? ´ 9 ¶ x(s) = x̄ + 2sn

T µW·
z(s) = ‖x(s) − x̄‖ d8~ùº ¹8¼ ? µ > µ%¹c· T ´ ¹1· 9 ´ ¸ L µ P ¸8µ ? ¼-¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹/½HµÎÍ hHd q Ð[µO¶¯·

S(x) = d(x, ∂Ω),E ´ >-> µ ´ ¹ ] ´ ¸ L ¼ º ·Î¶ ; S ¼|·6·6µ%¹8½ 9 µ d 4 ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ S ¹ ; µU¶¯· ] ¼:¶-½ º@É�7%9 µ%¹c· º ¼ FH? µg¶6¸ 9-? ¼E ´ ¸ 96F µ C ´ � ½HµU¶ E ¼ 9 ¼ E · 7%9Xº ¶¯· ºKP ¸HµU¶
¶Æµ E%9 ´ º ¶6µ%¹o· T ¼ ]8] µ ?@7 µ �%�B�bÃ��@�O�W�tÀÄdõ ¼ 9xE ´ ¹k¶ 7UP ¸HµU¹c· T µU¹ m:7 ¹ 7%9 ¼ ?+ºQ? ¹ ; µ Vtº ¶Æ·6µ ] ¼:¶J½Bµ#¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ mc? ´ F ¼ ? µ-½Bµ EW? ¼:¶X¶Æµ C1

¶Æ¸ 9 Ω d Ú ?<e ¼R¸H·^½ ´ ¹ E\EX5 µ 9XEI5 µ 9 ¸H¹ E ´ ¹ E µ ] ·Y½BµJ¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹ m:7 ¹ 7%9 ¼ ?Qº ¶ 7 µ d� ¹ ] µU¹8¶6µ)½ ; ¼ F ´ 9 ½�¼R¸�· 5H7 ´ 9Xl%> µ)½BµNÛY¼:½Hµ > ¼ EI5 µ 9OT ¶Æµ ? ´ ¹ ? µ P ¸Hµ ? · ´ ¸B·6µ e ´ ¹ E · º ´ ¹?@ºQ] ¶ EX5Hº ·"! º µ%¹H¹Hµ#µU¶Æ·x½ º@Éa7U9 µU¹c· º ¼ FH? µ ]H9 µO¶ P ¸Hµ ] ¼ 9 · ´ ¸B· d Ú ? µO¶¯·x½ ´ ¹ E ·Xµ%¹c·I¼R¹o·x½Hµ#½ 7WÊ ¹ º@9¸H¹Hµy¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ m:7 ¹ 7%9 ¼ ?Qº ¶ 7 µ�½Bµ-Í hHdQf Ð E ´ >N> µ 7 ·I¼R¹o·
¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹ S ?Qº@] ¶ EI5Hº ·"! º µ%¹H¹8µy¶6¸ 9
Ω
T ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹¾½Hµ ?b; 7UP ¸8¼R· º ´ ¹¾½ ; = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ F8º8]H9 µU¶ P ¸Hµ ] ¼ 9 · ´ ¸B· d � ¼ ?@5 µ%¸ 9 µ%¸8¶6µ > µ%¹o·E µ E ´ ¹ E µ ] ·YµO¶¯·)Í�½Bµ ? ´ º ¹kÐ[· 9 ´ ]/e ¼ ºQFH? µ ] ´ ¸ 9 ¼ L ´ ºQ9 ¸H¹ ºKEWº · 7 µW·�¶Æ·X¼ F8º@?Qº · 7\] ¼ 9�] ¼:¶X¶6¼ m µ Z? ¼ ?QºQ>Nº ·6µx½H¼R¹8¶ L∞ T8E ´ >-> µ ´ ¹ ] µU¸B· ? µ L ´ º@9 ¶Æ¸ 9Y? µO¶�½Bµ%¸ V µ V µ >-]H? µU¶Y¶Æ¸ ºQL ¼:¹c·X¶ d
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�
����������%������������4 µ ]H9 ´ F8?@lU> µ

∂S

∂t
+

(

∂S

∂x

)2

= 0
]Md ]Md ¶Æ¸ 9 Ú Û ×]0,+∞[,

S(0, ·) = 0,

¼-¼R¸ > ´ º ¹8¶�½BµU¸ V ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹8¶fcd
S(t, x) = 0

T
iHd
S(t, x) =

{

0 ¶ º |x| > t,
−t+ |x| ¶ º |x| < t.�
����������%�������'&���4 µ ]H9 ´ F8?@lU> µ
∣

∣

∣

∣

∂S

∂x

∣

∣

∣

∣

= 1
]Md ]Md ¶6¸ 9 ]0, 1[, S(0) = S(1) = 0,

¼:½ > µW·Y¸H¹Hµ º ¹ Ê ¹ º · 7 ½Bµ\¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹8¶ m:7 ¹ 7%9 ¼ ?Qº ¶ 7 µO¶wÍ L ´ º@9
Ê8m ¸ 9 µ hHdÞi Ð d

0 1

�(���)� hHdÞi*	 Ú�¹ Ê ¹ º · 7 ½BµJ¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹8¶
n ¹ ] ¼ 9 · ºKE ¸ ?Qº µ 9UT%ºQ? µ VBº ¶Æ·XµG¸H¹Hµ[¶Æ¸ º ·Xµ (Sn) ½Bµ[¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹k¶ E ´ ¹ L µ 96m µU¼R¹o·<¸8¹ º�e ´ 96>-7%> µU¹c·L µ 9 ¶ 0 T µW· ] ´ ¸ 9 ·I¼R¹c· 0 ¹ ; µU¶Æ· ] ¼:¶�¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ d� µ E ´ ¹ E µ ] ·^½BµJ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹1µO¶¯·^½ ´ ¹ Ewº ¹k¶Æ¸Bß#¶X¼R¹o· d

á
âbã
âbã +�æ-,/.�ò�èHò¯ê�.�ë10�ô
.^ì îoê)2ÆôYèBòÆê).�ë^ì43Yò6îoï�ê[îoò¯èBæ
� ¹ EI5 µ 9IEX5 µy¸H¹ E ´ ¹ E µ ] ·^½Bµ\¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹/¼ S ¼R¹o· ? µU¶ ]H9 ´ ]H9Xº@7 · 7 ¶
¶Æ¸ ºQL ¼:¹c·XµU¶ `f:d
º@? µ VBº ¶Æ·6µ-¸8¹HµÎ¸H¹ ºKP ¸8µÎ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ S ½Bµ�Í hHdQf Ð T ½ 7%] µU¹8½H¼R¹o· E ´ ¹c· º ¹65 > µU¹c·)½Bµ g µW·
H 7



fU�:j �+ ^¡^¢G£%¤+¥�¦�§B¨p¤+ Y©wª
¥�£�¦�«g¬  �¡^�£¯®M¤�ª
°w±b²c¡J��ª
³[£
iHd ´ ¹/¼)¶Æ·I¼ FHºQ?@º · 7y] ¼ 9
] ¼:¶X¶6¼ m µ Z)? ¼ ?Qº@>-º ·6µ 7%L ¼R¹HµO¶ E µ%¹c·Xµ T���Ï{�OÏ ¶ º H(x, Sε,∇Sε) =
ε4Sε
] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· ε > 0

] µW· º · T ¼ ? ´ 9 ¶ Sε → S
? ´ 9 ¶ P ¸Hµ ε ·6µU¹8½ L µ 9 ¶ 0 7q8d ¶ º Í hHdQf Ð^µO¶¯· ?z; 7UP ¸8¼|· º ´ ¹u½ ; = ¼ >NºQ? · ´ ¹ ADC ¼ E ´ FHº ½ ; ¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹ L ¼ ? µU¸ 9 ½ ; ¸H¹ ]89 ´ AFH?Ql%> µ^½Bµ E ´ ¹c· 9"8:? µ ´ ] · ºQ> ¼ ?bT ¼ ? ´ 9 ¶ ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ L ¼ ? µ%¸ 9 µO¶¯· ?b; ¸H¹ ºKP ¸Hµ�¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹Î½BµÍ h8d@f Ð d4 ; º ½ 7 µJ½BµJ½ 7U] ¼ 9 ·�µU¶Æ·Yµ%¹ e ¼ º ·^½Bµ 967Um ¸ ? ¼ 9Xº ¶6µ 9s?z; 7OP ¸8¼|· º ´ ¹�Í hHdQf Ðsµ%¹ ? ¸ º ¼|» ´ ¸B·I¼R¹c· ? µ·6µ 9X> µ ε4S Í >-7 · 5 ´ ½Bµ�½Bµ/9 �KÀW�I�}ÀÄ����¿w¿ 9 �|���ÄÀ%�I�W�k�D� Ð TRE ¼ 9ù] ´ ¸ 9 ¸H¹8µ n Ù�õ P ¸8¼:¶ º@Az?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µ½B¸_¶Æµ E ´ ¹k½ ´ 9 ½ 9 µ ´ ¹�¶6¼ º · > ´ ¹c· 9 µ 9^P ¸ ; ¸H¹Hµ)¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ 9X7%m ¸ ?@ºQl%9 µ Sε µ VBº ¶¯·Xµ T µW·w½Bµ ]H? ¸8¶´ ¹-½ º ¶ ] ´ ¶Æµ�½ ; µU¶Æ· ºQ> ¼|· º ´ ¹k¶+¸H¹ º@e ´ 9X> µO¶{¶6¸ 9 · ´ ¸B· E ´ >-] ¼ E · T:E µ P ¸ ºH] µ 9X> µW· ? µO¶ ] ¼c¶6¶X¼ m µU¶ZN? ¼ ?QºQ>Nº ·6µ d4 µ E ´ ¹ E µ ] ·�½HµG¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ P ¸ ºcE ´ ¹ Ltº µ%¹o·MµU¶Æ· E µ ? ¸ º ½Bµ À%�|� �B�z���|�#Á:� 9 �KÀ%�X�|ÀI����¿WTOº ¹c· 9 ´ ½H¸ º ·] ¼ 9(: ici�; ¼:¸)½ 7%F ¸B·G½BµO¶+¼R¹8¹ 7 µO¶ hcjHT µ%· P ¸Hµ ?z; ´ ¹ 9 ¼ ]H] µ ?Q? µ ºQE%º ½H¼:¹8¶ ? µ E ¼:½ 9 µs½ ; 7UP ¸8¼R· º ´ ¹8¶½ ; = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ FHº ½B¸ ]H9 µ >-º µ 9 ´ 9 ½ 9 µ d� ´ º · Ω ¸8¹ ´ ¸ L µ 9 ·#½Bµ�Ú Û n T H ¸H¹8µ e ´ ¹ E · º ´ ¹ E ´ ¹o· º ¹o¸Hµ�¶6¸ 9 Ω × Ú Û × Ú Û n T ¼ ]BA] µ ?Q7 µ=< �RÝ)��� ���|�k���W�+T µ%· g ¸8¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹ E ´ ¹c· º ¹o¸8µÎ¶6¸ 9 ∂Ω
d � ´ ¹8¶ º ½ 7U9 ´ ¹8¶ ?b; 7UP ¸8¼R· º ´ ¹½ ; = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ FHº ½B¸ ]H9 µ >-º µ 9 ´ 9 ½ 9 µy¶6¸ 9 Ω

H(x, S(x),∇S(x)) = 0. Í hHd r Ð� ¹ 9 ¼ ]H] µ ?@? µ�· ´ ¸B·^½ ; ¼ F ´ 9 ½ ? ¼N¹ ´ · º ´ ¹g½BµJ¶ ´ ¸8¶ A µW·^¶6¸ 9ÆA ½ º@Éa7U9 µU¹c· º µ ?bd>@?6A�BDC�EFCHGIBJ����������� � ´ º · S ¸H¹8µ e ´ ¹ E · º ´ ¹Ç¶Æ¸ 9 Ω d 4 µ ÀI�B�ÄÃÆÁR� K^¿%�Æ�%�8�z���%� µU¹p¸8¹ ] ´ º ¹c·
x ∈ Ω µO¶¯·^½ 7WÊ ¹ ºM] ¼ 9

D+S(x) = {p ∈ Ú Û n | lim sup
y→x

S(y) − S(x) − 〈p, y − x〉
‖y − x‖ 6 0}.

Ù µ >ML%> µ TH? µ À%�|�tÀÄÃÆÁ|� K^¿%�6�W�k�b���%� µ%¹ x µU¶Æ·
D−S(x) = {p ∈ Ú Û n | lim inf

y→x

S(y) − S(x) − 〈p, y − x〉
‖y − x‖ > 0}.

Ü �WÝÎ�|�6�%�8�NhHdÞiBdÞ�8Ï � ¹g¼ ? µO¶ ]H9 ´ ]H9XºQ7 · 7 ¶
¶6¸ º@L ¼R¹o·6µU¶ d	�� ´ º · S ¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹ E ´ ¹c· º ¹t¸HµJ¶Æ¸ 9 Ω df:d
p ∈ D+S(x) ⇔ ∃ϕ ∈ C1(Ω) | ϕ > S, ϕ(x) = S(x), ∇ϕ(x) = p

d
iBd
p ∈ D−S(x) ⇔ ∃ϕ ∈ C1(Ω) | ϕ 6 S, ϕ(x) = S(x), ∇ϕ(x) = p

d	��tº
S µU¶Æ·Y½ º�É�7%9 µ%¹c· º ¼ FH? µyµU¹ x ¼ ? ´ 9 ¶ D+S(x) = D−S(x) = {∇S(x)} d	��tº
D+S(x) µW· D−S(x) ¶ ´ ¹c·�¹ ´ ¹ Ltº ½HµU¶ T ¼ ? ´ 9 ¶ S µU¶Æ·Y½ º@É�7%9 µ%¹c· º ¼ FH? µyµU¹ x d	 4 ; µ%¹8¶6µ >xFH? µ^½BµU¶ ] ´ º ¹o·X¶�½Bµ Ω ·6µ ? ¶ P ¸8µ D+S(x) Í 9 µO¶ ]�d D−S(x) ÐG¶ ´ º ·�¹ ´ ¹ Ltº ½BµµU¶Æ·Y½BµU¹8¶6µ\½H¼:¹8¶ Ω d>@?6A�BDC�EFCHGIBN���O�-�O�-� � ´ º · S ¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹ E ´ ¹o· º ¹o¸Hµ-¶6¸ 9 Ω d 4 ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ S µU¶Æ·\½ º ·XµÀI�B�ÄÃDÀ%�R� �B�b���R�uÁc� 9 �KÀ%�X�|ÀÄ���D¿ ½Bµ ?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹pÍ h8d r Ðs¶ º

∀x ∈ Ω ∀p ∈ D+v(x) H(x, v(x), p) 6 0.Ù µ >ML%> µ T S µU¶Æ·�¸H¹Hµ À%�|�tÀÄÃDÀ%�|���B�b���|��Ác� 9 �KÀ%�I�}ÀÄ���D¿ ½HµÎÍ hHd r Ðs¶ º
∀x ∈ Ω ∀p ∈ D−v(x) H(x, v(x), p) > 0.



§B¨ öH¨/÷Mª
®^øs¤ù£%ª
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~3º ¹8¼ ? µ > µU¹c· T S µU¶Æ·N¸H¹Hµ ÀW�R� �B�z�ÿ�R� Á:� 9 �KÀ%�X�}ÀÄ����¿ ½BµpÍ hHd r Ðx¶ º µ ?Q? µ1µO¶¯· Z_? ¼ e ´ º ¶N¶ ´ ¸8¶ A¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹1µ%·^¶Æ¸ 96A ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�ÎhHdÞiBd �kÏ^�tº

S µO¶¯·�¸H¹HµN¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹�½Bµ Ltº ¶ E ´ ¶ º · 7 ¹t¸ ?@? µ ] ¼ 9 ·w½ º�É�7%9 µ%¹o· º ¼ FH? µ T ´ ¹º@>-] ´ ¶6µ\½BµO¶ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹8¶ ?QZ ´ � D±S(x) 6= ∅ T<��ÏG�OÏ ¶6¸ 9 ¸H¹gµ%¹8¶6µ >xF8? µJ½Bµ%¹8¶6µ dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�NhHdÞiBd vHÏ 	��tº
S µO¶¯·w¸8¹HµN¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹_½Bµ EW? ¼:¶X¶6µ C1 T ¼ ? ´ 9 ¶ S µU¶Æ·y¼R¸8¶X¶ º ¶ ´ A? ¸H· º ´ ¹�½Bµ Ltº ¶ E ´ ¶ º · 7:d	 Û 7UE%º@]H9 ´ P ¸Hµ > µU¹c· T ¶ º S µO¶¯·Y¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹/½Bµ Ltº ¶ E ´ ¶ º · 7:T ¼ ? ´ 9 ¶[µ%¹1· ´ ¸B· ] ´ º ¹c· x ½Bµ Ω´ � S µU¶Æ·^½ º�É�7%9 µ%¹o· º ¼ FH? µ T ´ ¹g¼ H(x, S(x),∇S(x)) = 0

d� µ EWº ¼:¶X¶Æ¸ 9 µ ? ¼ E ´ 5H7U9 µU¹ E µw¼ L µ EY? ¼x¹ ´ · º ´ ¹ EW? ¼:¶X¶ ºQP ¸Hµw½Bµw¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ don ¹ ] ¼ 9 · ºKE ¸ ?Qº µ 9UT¶ º S µU¶Æ· ?@ºQ] ¶ EX5Hº ·"! º µ%¹H¹Hµ T ¼ ? ´ 9 ¶ ?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹N½ ; = ¼ >-º@? · ´ ¹ ADC ¼ E ´ FHº Í hHd r Ð�µO¶¯· Lt9 ¼ º µ ]H9 µO¶ P ¸Hµ] ¼ 9 · ´ ¸B· d�
����������%�������QPD��4 ¼-¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹g½Bµ Ltº ¶ E ´ ¶ º · 7 ½B¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µ
∣

∣

∣

∣

∂S

∂x

∣

∣

∣

∣

− 1 = 0 ¶6¸ 9 ]0, 1[, S(0) = S(1) = 0,

µU¶Æ·
S(x) =

{

x ¶ º 0 6 x 6 1/2,
1 − x ¶ º 1/2 6 x 6 1.

Û�µ > ¼ 9IP ¸ ´ ¹k¶\· ´ ¸B·Xµ e ´ º ¶ P ¸Hµ S ¹ ; µU¶Æ· ] ¼c¶N¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹Ë½Bµ Ltº ¶ E ´ ¶ º · 7 ½Bµ 1 −
∣

∣

∂S
∂x

∣

∣ = 0
d� ´ · ´ ¹8¶3¼R¸k¶6¶ ºcP ¸Hµ E µW·6·6µ[¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹\µU¶Æ· F8º µU¹ S(x) = d(x, ∂Ω)

dUn ¹ Ê ¹ TO9 µ > ¼ 9XP ¸ ´ ¹k¶ P ¸Hµ T] ¼ 9X>-ºo?z; º ¹ Ê ¹ º · 7 ½Bµ
¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹8¶ù½Bµ E µ ]H9 ´ FH?Ql%> µ T S µU¶Æ· ? ¼�¶6µ%¸ ? µ Z�] ´ ¸ L ´ º@9 L · 9 µ ´ F ·6µU¹o¸HµE ´ >-> µ ?@ºQ>-º ·Xµx½Bµ Ltº ¶ E ´ ¶ º · 7\7%L ¼R¹HµO¶ E µ%¹c·Xµ dHn ¹�µ É µW· T · ´ ¸B·XµJ¼:¸B· 9 µJ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹�¼:½ > µ%·�¼R¸> ´ º ¹k¶�¸H¹ >-º ¹ ºQ> ¸ >�? ´ E ¼ ? ¶¯· 96ºKE ·
½H¼R¹k¶ ]0, 1[ d � 9 ¶ º Sε
E ´ ¹ L µ 96m µY¸H¹ º@e ´ 96>-7U> µU¹c· L µ 9 ¶

S
T ¼ L µ E |∇Sε| − 1 = ε4Sε

T µW·
¶ º ´ ¹#¹ ´ ·Xµ xε ¸H¹ >-º ¹ º@> ¸ >�? ´ E ¼ ? ¶¯· 96ºKE ·
½Bµ Sε
T ¼ ? ´ 9 ¶

∇Sε(xε) = 0 µ%· 4Sε(xε) > 0
T8E µ P ¸ º µU¶Æ·Y¼ F ¶Æ¸ 9 ½Bµ d� ¹g¼ ? µU¶ 967 ¶Æ¸ ? ·X¼R·X¶�¶Æ¸ º@L ¼R¹c·I¶\Í L ´ º@9*:Þi:itTavtT8hR; Ð dSUT ?�GIVRW��X�X���O�-�H�I�ZY �|���%�8�

Ω
�B�È�|� 9 �W�Ä�yýI�|�Ä�a¿/Á:�Z[ Ü n \ g �B�a�Y�W�R�a�%�b���R� �I�|�k�b���8�8�ÀI�B�

∂Ω \ �%� H : Ω × [ Ü n → [ Ü �B���G�W�R�a�%�b���R�p�X�R�8�z���8�8� \ �B�8� �W�R�ÄÝ-¿%Ý-�%�k�
�X�R�8�z���8�8�)�%�
x
�|��À%�W�8À)�$]_���{�Xü:�KÀÄ���)�B���s�W�|�a�%�z���|�

ω :
[ Ü + → [ Ü + �X�R�8�z���8�8�-�%�Y�%�6�|�KÀIÀ%�|�k�D� \ � 9 �X�

ω(0) = 0
�D�%���@�N�%�8�

|H(x, p) −H(y, p)| 6 ω(‖x− y‖(1 + ‖p‖)).^ �@�|�IÀ\�@���a�6�:ý%�@þ%ÝÎ�-Á:�/_J���Ä���a`t�Q�W�
S(x) +H(x,∇S(x)) = 0

Á:�R�HÀ
Ω,

S|∂Ω = g,�:Á|ÝÎ�%�
�R�N�a� �tÀ\�B�a�\ÀW�R� �B�z�ÿ�R��Ác� 9 �KÀ%�X�|ÀÄ���D¿OÏSUT ?�GIVRW��X�=���O�-�O�-�/Y �|���%�8�
g
�B�a�+�Ä�R�a�%�z�ÿ�R�_�X�R�8�z���8�8��ÀÄ�B��[ Ü n \ �%� H : [0, T ]× [ Ü n ×[ Ü n → [ Ü �D�%���Q�)�%�8�

|H(t, x, p) −H(s, y, p)| 6 C(|t− s| + ‖x− y‖)(1 + ‖p‖),
|H(t, x, p) −H(t, x, q)| 6 C‖p− q‖.
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^ �@�|�IÀ\�@���a�6�cýW�@þ%ÝÎ�NÁc�=bG�|�8�a`�c

∂S

∂t
+H(t, x,

∂S

∂x
) = 0
Á:�R�HÀ

]0, T [× [ Ü n,

S(0, ·) = g(·),
�:Á|ÝÎ�%�
�R�)��� �tÀ\�B�a�\ÀW�R� �B�b���R��Ác� 9 �KÀ%�I�}ÀÄ���D¿-ýI�|�Ä��¿X�N�%�[�B�8� �W�|�ÄÝÎ¿%Ý-�%�8�
�I�|�k�b���k�8�UÏ
Ú ? µ VBº ¶¯·Xµ F µU¼R¸ E ´ ¸ ] ½Bµ\· 5H7 ´ 9Xl%> µU¶Y½Bµ E µy· St] µ d � µJ¶ ´ ¹o·^½BµU¶ 967 ¶Æ¸ ? ·X¼R·X¶Y½ ; ¸H¹ ºKEWº · 7:T¶ ´ ¸8¶�½BµU¶ E ´ ¹k½ º · º ´ ¹8¶ e ´ 9 ·XµU¶ d� ¹Hµ >N7 · 5 ´ ½Bµ ] ´ ¸ 9/]H9 ´ ¸ L µ 91?b; µ VBº ¶¯·Xµ%¹ E µ�½ ; ¸H¹Hµp¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹�½Bµ Ltº ¶ E ´ ¶ º · 7 µU¶Æ·g½Bµ967Um ¸ ? ¼ 9Xº ¶6µ 9Y] ¼ 9 ¸H¹Hµ Ltº ¶ E ´ ¶ º · 7J7UL ¼R¹HµO¶ E µ%¹o·6µ T ½Hµ ]89 ´ ¸ L µ 9^?z; µ VBº ¶Æ·6µU¹ E µN½ ; ¸H¹HµN¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹967Um ¸ ?Qº@lU9 µ Sε

T:] ¸ º ¶G½Bµ e ¼ ºQ9 µ�½BµU¶{µO¶¯· º@> ¼|· º ´ ¹8¶+¸8¹ º�e ´ 96> µO¶ ] ´ ¸ 9{] ¼c¶6¶6µ 9GZw? ¼ ?Qº@>-º ·6µxÍ L ´ º@9: ici�; Ð d � ¹�¼:¸B· 9 µ > ´ S µU¹ ½Bµ ]H9 ´ ¸ L µ 9 ½ ; ´ F ·Xµ%¹ ºQ9 ½BµU¶ 9X7 ¶6¸ ? ·X¼|·I¶¾½ ; µ VBº ¶Æ·6µU¹ E µÈÍ > ´ º ¹8¶m:7 ¹ 7%9 ¼ ?kE µ ] µ%¹8½H¼:¹c·IÐGµ%·s½ ; ¸B· ºQ?@º ¶Æµ 9[? ¼\· 5H7 ´ 9Xº µ�½B¸ E ´ ¹o· 9"8:? µ ´ ] · º@> ¼ ?bT µ%¹ > ´ ¹c· 9 ¼R¹o· P ¸8µ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ L ¼ ? µU¸ 9 ¼:¶X¶ ´ EWºQ7 µ Z ¸H¹ ]H9 ´ F8?@lU> µ1½Bµ E ´ ¹c· 9d8c? µ ´ ] · ºQ> ¼ ? µU¶Æ·N¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹Ç½BµLtº ¶ E ´ ¶ º · 7 ½ ; ¸8¹Hµ 7UP ¸8¼R· º ´ ¹¾½ ; = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ ADC ¼ E ´ FHºzd � ; µO¶¯· ?z; ´ F »¯µ%·
½Bµ ? ¼x¶Æµ E · º ´ ¹¾¶6¸ ºQL ¼:¹c·6µ d�
��6VRefCHef�X���O�-�H�I� � ´ º µ%¹c· g ¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹ E ´ ¹o· º ¹o¸Hµ-¶6¸ 9 Ú Û n T µ%· H : Ú Û n → Ú Û ¸H¹Hµe ´ ¹ E · º ´ ¹ E ´ ¹ L µ V µ�·6µ ?@? µ P ¸Hµ
H(p)

‖p‖ −→
‖p‖→+∞

+∞.

n ¹ > ´ ¹o· 9 ¼R¹o· P ¸Hµ ? µU¶ E ¼ 9 ¼ E · 7%9Xº ¶Æ· ºKP ¸8µU¶�¶ ´ ¹c·y½HµU¶y½ 9 ´ º ·XµU¶ Ta> ´ ¹c· 9 µ 9yP ¸Hµ ? ¼1¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹½Bµ Loº ¶ E ´ ¶ º · 7 ½B¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µ\½Bµ � ¼R¸ EI5oS
∂S

∂t
+H(

∂S

∂x
) = 0 ½H¼R¹8¶�Ú Û n×]0,+∞[,

S(0, ·) = g(·) ¶Æ¸ 9 Ú Û n,

µU¶Æ· TH] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· t 6= 0
T
S(t, x) = min

y∈ g h n

(

tL
(x− y

t

)

+ g(y)

)

,

´ � L µO¶¯· ? µ 4 ¼ mc9 ¼R¹ m:º µU¹-¼c¶6¶ ´ E%º@7 ¼R¸ = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ º µU¹ H Ta��ÏG�UÏ L(v) = supp∈ g h n(〈p, v〉−
H(p))
d � µW·Æ·Xµ e ´ 9X> ¸ ? µ\¶ ; ¼ ]8] µ ?Q? µ �W�|�ÄÝN�B�@�NÁc� < �X�|�IÃbÅ��%ücd

!#"ji kml .on (32 * '/Ô ,qpjrsn1t 2 Ó ( * 'vuxw nJ0s**y 2 Õ ' 0s* ')( °�zJÓWÕ **{ u
(32 t|nxÓ

á
âH}
âÆä ~gó
ô^ð3èHòÆê).^îÇë10���ð�� òj2¯ètê).����sð{ï�ê���ò)ë10ÿæ-3�ê)26ô�èHò¯ê�.
>@?6A�BDC�EFCHGIB��D�����q��G�B e$EFCHGIB����x������V
� ´ º · T > 0

ÊHVB7 µW· U ⊂ Ú Û m ¸H¹ E ´ >-] ¼ E ·)¹ ´ ¹ Ltº ½Bµ d õ ´ ¸ 9 · ´ ¸B· t ∈]0, T ] µ%·· ´ ¸B· x ∈ Ú Û n TsE ´ ¹k¶ º ½ 7%9 ´ ¹k¶ ? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µ�½Bµ E ´ ¹c· 9"8:? µ ´ ] · ºQ> ¼ ?^m:7 ¹ 7U9 ¼ ? ¶6¸ ºQL ¼R¹o· `
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½ 7 ·Xµ 9X>Nº ¹Hµ 9 ¸H¹Hµy· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µy¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹g¶Æ¸ 9 [0, t] ½B¸�¶ S ¶Æ· l%> µ\½Bµ E ´ ¹c· 9d8c? µ

ẋu(s) = f(xu(s), u(s)), u(s) ∈ U,

xu(t) = x,
Í hHdÞ� Ð

P ¸ º<>-º ¹ ºQ>-º ¶6µ ? µ E ´ 5H·
C(t, u) =

∫ t

0

f0(xu(s), u(s))ds+ g(xu(0)), Í h8d � Ð
? µ ] ´ º ¹c· º ¹ º · º ¼ ? x(0) 7 ·I¼R¹c· ?Qº@F89 µ T µW· ? µw·Xµ >-] ¶ Ê ¹k¼ ? t 7 ·X¼:¹c· ÊHVB7:d>@?6A�BDC�EFC�G�B����'&������ � ´ º · x ∈ Ú Û n d Ù 7WÊ ¹ º ¶X¶ ´ ¹8¶ ? ¼ �W�|���W�z���|� 9 �|�@�%�B� S ¶Æ¸ 9 [0, T ]× Ú Û n] ¼ 9

S(t, x) = inf{C(t, u) | xu(·) ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹g½Bµ (8.5)}.4 ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ L ¼ ? µU¸ 9 µU¶¯· ? ¼ m:7 ¹ 7%9 ¼ ?Qº ¶X¼|· º ´ ¹#½B¸ E ´ ¹ E µ ] ·
½Bµw½ º ¶Æ·I¼R¹ E µ d õ ¼ 9 µ V µ >-]H? µµ%¹ mc7 ´ >-7 · 9Xº µsÛ º µ > ¼:¹H¹ º µU¹H¹Hµ
µ ?Q? µ m:7 ¹ 7%9 ¼ ?Qº ¶6µ ? µ E ´ ¹ E µ ] ·{½Bµ�½ º ¶¯·I¼R¹ E µ
Û º µ > ¼:¹H¹ º µ%¹H¹8µ dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�NhHd qHdQfoÏ Ú ? µO¶¯· FHº µ%¹ EW? ¼ ºQ9�P ¸Hµ S(0, x) = g(x)
d

���Q?��-� ��EFCHGIB����Q�����XCH�OE�GIB��j����efGI �C
n ·I¼ FH?Qº ¶6¶ ´ ¹8¶x· ´ ¸B·Î½ ; ¼ F ´ 9 ½ e ´ 9X> µ ?Q? µ > µ%¹c· ?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹È½ ; = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ ADC ¼ E ´ FHºzd+� ¸ ]BA] ´ ¶ ´ ¹8¶ P ¸Hµ ] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· t ∈]0, T ] µW·
· ´ ¸B· x ∈ Ú Û n º@? µ VBº ¶¯·Xµw¸H¹Hµw· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µ ´ ] · º@> ¼ ? µ

xu(·) ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹)½B¸ ]89 ´ FH?@lU> µs½Bµ E ´ ¹c· 9"8:? µ ´ ] · ºQ> ¼ ? Í h8d � Ð T Í h8d � Ð�Í L ´ º@9 · 5H7 ´ 96lU> µ �HdÞiBdQf Ð d� ¹g¼-¼ ? ´ 9 ¶ x = xu(t)
T µ%·^½ ´ ¹ E

S(t, x) = S(t, xu(t)) = C(t, u) =

∫ t

0

f0(xu(s), u(s))ds+ g(xu(0)).

n ¹�½ 7U96ºQL ¼R¹o· e ´ 9X> µ ?@? µ > µU¹c· ] ¼ 9�9 ¼ ]H] ´ 9 · Z t T ´ ¹ ´ F · º µ%¹c·
∂S

∂t
(t, xu(t)) +

∂S

∂x
(t, xu(t))f(xu(t), u(t)) = f0(xu(t), u(t)),

µW·^½ ´ ¹ E
∂S

∂t
(t, x) +

∂S

∂x
(t, x))f(x, u(t)) − f0(x, u(t)) = 0.

Ú�¹c· 9 ´ ½B¸ º ¶ ´ ¹8¶ ] ¼ 9 ¼ º@?Q? µU¸ 9 ¶ ? µ = ¼ >-º@? · ´ ¹ º µ%¹g½H¸ ]H9 ´ F8?@lU> µ\½Bµ E ´ ¹c· 9"8:? µ ´ ] · ºQ> ¼ ?
H(x, p, p0, u) = 〈p, f(x, u)〉 + p0f0(x, u).Ù ; ¼ ]H9Xl ¶ ? µ ]896º ¹ EWºQ] µ\½B¸ > ¼ VBºQ> ¸ >gTH? µ E ´ ¹c· 9"8:? µ ´ ] · ºQ> ¼ ? u(·) ½ ´ º · L:7U96º@Ê µ 9

H(x(t), p(t), p0, u(t)) = max
v∈U

H(x(t), p(t), p0, v).

� ¹ ´ F · º µU¹c· ] ¼ 9�E ´ ¹8¶ 7UP ¸HµU¹c·
−p0 ∂S

∂t
(t, x) + max

v∈U
H(x,−p0 ∂S

∂x
(t, x), p0, v) = 0. Í h8dÞv Ð

4 ; 7UP ¸8¼|· º ´ ¹ Í hHd v ÐÎµU¶Æ· ?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹ mc7 ¹ 7U9 ¼ ? µ_½ º ·Xµ�½Bµ = ¼ >-º@? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ F8º�A¢¡ µ ?@?Q> ¼R¹àµU¹E ´ ¹o· 9"8:? µ ´ ] · ºQ> ¼ ?bd
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Ü �WÝÎ�|�6�%�8�)h8d q8d ikÏ���; º@? ¹ ; S ¼ ] ¼:¶�½ ; µ V · 9X7%> ¼ ? µy¼R¹ ´ 9X> ¼ ? µ T ´ ¹ ] µ%¸H·Y¶6¸ ]H] ´ ¶Æµ 9 ½8¼R¹8¶ ? µE ¼ ?KE ¸ ?�e ´ 9X> µ ?<]H9X7UE%7 ½BµU¹c· P ¸8µ p0 = −1

T µW· ´ ¹ ´ F · º µ%¹c·^¼ ? ´ 9 ¶ ?z; 7OP ¸8¼|· º ´ ¹1¸8¶6¸Hµ ?Q? µ
∂S

∂t
+H1(x,

∂S

∂x
) = 0,

´ � H1(x, p) = maxv∈U H(x, p,−1, v)
d

4 µ E ¼ ?KE ¸ ?B]H9X7UE%7 ½BµU¹c·{µU¶Æ· e ´ 9X> µ ?zd|n ¹-¸B· ºQ?@º ¶X¼R¹c· ? ¼w¹ ´ · º ´ ¹N½Hµ�¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹N½Bµ Loº ¶ E ´ ¶ º · 7:T´ ¹g¼ ? µ 9X7 ¶6¸ ? ·I¼|· 9Xº@m ´ ¸ 9 µ%¸ V ¶6¸ ºQL ¼R¹o·JÍ L ´ º@9*:Þi:itTavtT8hR; Ð dSUT ?6GIVRW��X������&��H�I�=£ ��ÀI�O�c�H�}À%�N�%�GÂ ���ù�Xü:�KÀÄ���J�B�a�)�X�|�8ÀÄ�D�R�8���
C > 0

�D�%���Q�)�%�8� \ �8�|�B��D�R�tÀ
x, y ∈ [ Ü n �%�[���|�B� u ∈ U \ �|���R���

‖f(x, u)‖ 6 C, ‖f0(x, u)‖ 6 C, ‖g(x)‖ 6 C,

‖f(x, u) − f(y, u)‖ 6 C‖x− y‖,
‖f0(x, u) − f0(y, u)‖ 6 C‖x− y‖,
‖g(x) − g(y)‖ 6 C‖x− y‖.^ �@�|�IÀ/�@�Î�W�R�a�%�b���R� 9 �|�@�%�B� S �ÄÀÄ�)ýI�|�Ä��¿X� \ � � �aÀW�a`t�ÿ�O¤%���%�8���u�W� (t, x) \ �%�)�WÀI�J�6Â �B�8���%�8�ÀW�R� �B�z���|��Ác� 9 �KÀ%�I�}ÀÄ���D¿-ÁR�)���6�:ý%�@þWÝÎ�-Á:�/_x���Ä���a`t�@�%�

∂S

∂t
+H1(x,

∂S

∂x
) = 0

Á:�R�HÀ
]0, T [× [ Ü n,

S(0, ·) = g(·) ÀÄ�B��[ Ü n,
Í h8d h Ð

�R]
H1(x, p) = maxv∈U H(x, p,−1, v) = maxv∈U

(

〈p, f(x, v)〉 − f0(x, v)
) Ï

Ü �WÝÎ�|�6�%�8�ÇhHd qHd qkÏ)n ¹ E ´ ¹c· 9d8c? µ ´ ] · ºQ> ¼ ?zT ¶ º ´ ¹�µU¶Æ· E ¼ ] ¼ F8? µ�½Hµ 9X7 ¶ ´ ¸8½ 9 µ ?z; 7UP ¸8¼ A· º ´ ¹u½ ; = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ FHº ¼ ? ´ 9 ¶ ´ ¹�µU¶Æ· E ¼ ] ¼ FH? µx½ ; µ Vt]896ºQ> µ 9�? µU¶ E ´ ¹o· 9"8:? µU¶ ´ ] · º@> ¼R¸ VE ´ >-> µJ½BµO¶ e µ%µU½ F ¼ E � ¶ dHn ¹�µ É µ%· T89 ¼ ]H] µ ? ´ ¹8¶ P ¸Hµ ? µ ]H96º ¹ E%º@] µJ½B¸ > ¼ VBºQ> ¸ > ] µ 96> µ%·½ ; µ VB]H96ºQ> µ 9N? µO¶ E ´ ¹c· 9"8:? µU¶ ´ ] · ºQ> ¼R¸ VÇE ´ >-> µ e ´ ¹ E · º ´ ¹8¶N½Bµ (x, p)
d � 9 ´ ¹ Ltº µ%¹c·Î½BµL ´ ºQ9�]8967UE%7 ½Bµ >-> µU¹c· P ¸Hµ p(t) = −p0 ∂S

∂x (t, x(t)) Í�¼:¸ > ´ º ¹8¶y¶ º S µU¶Æ·\½ º@Éa7%9 µ%¹o· º ¼ FH? µµ%¹ E µ ] ´ º ¹c·ÄÐ d 4 ¼ E ´ ¹H¹k¼ º ¶6¶X¼R¹ E µ)½Bµ ? ¼/¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ S ½ ´ ¹H¹8µ-½ ´ ¹ E)F µU¼R¸ E ´ ¸ ]u]H? ¸8¶ P ¸8µ? µ ]H9Xº ¹ EWºQ] µN½B¸ > ¼ VBºQ> ¸ >gTa> ¼ º ¶ FHº µU¹_µ%¹o·6µU¹8½B¸ E µW·6·6µ 7UP ¸8¼|· º ´ ¹_½ ; = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ FHºµU¶Æ·s¼:¸8¶X¶ ºkF µO¼R¸ E ´ ¸ ]#]H? ¸8¶s½ º ß EWºQ? µ ZJ9X7 ¶ ´ ¸8½ 9 µ d õ ´ ¸ 9[? µU¶s¼c¶ ] µ E ·X¶[¹o¸ >-7%9XºQP ¸HµO¶ ToL ´ ºQ9[? µEX5 ¼ ]Hº · 9 µ #HdÜ �WÝÎ�|�6�%�8�gh8d q8d r�Ï Ù ¼R¹k¶ ? µ E ¼:¶x½Bµ/¶ S ¶Æ· l%> µO¶ ?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µO¶x¼ L µ E ¸H¹ E ´ 5B· P ¸8¼:½ 9 ¼|· ºQP ¸Hµ T´ ¹ 9 µW· 9 ´ ¸ L µ ?b; 7UP ¸8¼R· º ´ ¹�½Bµ¾Û ºKE%E ¼|· ºzd�n ¹ ?Qº ¼ º ¶ ´ ¹p¼ L µ E-? ¼ 9 µ > ¼ 9XP ¸Hµ ]H9X7UE%7 ½BµU¹c·Xµ T ´ ¹9 µ%· 9 ´ ¸ L µ\½ ´ ¹ Ey? µ e ¼ º · P ¸Hµ T ½H¼:¹8¶ ? µ E ¼:½ 9 µ 4 ¥ T8?b; 7UP ¸8¼R· º ´ ¹�½BµxÛ ºKE%E ¼R· º�] µ 9X> µW·�½ ; µ VtA]H96ºQ> µ 9�? µU¶ E ´ ¹o· 9"8:? µU¶ ´ ] · ºQ> ¼R¸ V/E ´ >-> µ\½BµO¶ e µUµU½ F ¼ E � ¶ d~ ¼ º ¶ ´ ¹8¶�µ%¹ Ê ¹\¸H¹Hµ�½Bµ 9 ¹ ºQl%9 µ 9 µ > ¼ 9IP ¸Hµ P ¸ ºRe ¼ º · ? µ ?@º µ%¹\µ%¹o· 9 µ ? ¼s· 5H7 ´ 96º µG½ ; = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ AC ¼ E ´ F8º µW· ? µ ]H9Xº ¹ EWºQ] µ\½B¸ > ¼ VBºQ> ¸ >gdÜ �WÝÎ�|�6�%�8�ÇhHd qHdÞ�8Ï Ì ¸ > ´ º ¹8¶g½H¼R¹8¶ ? µ E ¼c¶ ´ � Ω = Ú Û m Ty��ÏG�UÏ ¶ ; ºQ? ¹ ; S ¼ ] ¼:¶g½BµE ´ ¹o· 9 ¼ º ¹c·XµN¶Æ¸ 9w? µ E ´ ¹c· 9"8:? µ T µ%·\¶ º+? µ E ´ ¹c· 9d8c? µN¶ ; µ Vt]896ºQ> µ Ta] ¼ 9w? µ õ)��õ T�E ´ >N> µN¸H¹Hµe ´ ¹ E · º ´ ¹ ?@º ¶6¶6µ#½Bµ (x, p)
T ¼ ? ´ 9 ¶ ? µO¶\µ V · 9X7%> ¼ ? µO¶y½B¸ ]896º ¹ EWºQ] µ#½B¸ > ¼ VBºQ> ¸ > ¶ ´ ¹o· ? µU¶E ´ ¸ 96F µO¶ E ¼ 9 ¼ E · 7U96º ¶¯· ºQP ¸HµO¶s½Bµ ?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹g½ ; = ¼ >NºQ? · ´ ¹ ADC ¼ E ´ FHº Í hHd h Ð d
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n ¹pµ É µW· TM? ¼ >-7 · 5 ´ ½BµÎ½BµO¶ E ¼ 9 ¼ E · 7U96º ¶¯· ºQP ¸HµO¶ E ´ ¹8¶ º ¶¯·Xµ Z19X7 ¶ ´ ¸8½ 9 µ T�] ´ ¸ 9 · 9 ´ ¸ L µ 9¸H¹HµJ¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹ ?@º ¶X¶Æµ\½Bµ#Í h8d h Ð TB? µJ¶ S ¶Æ· l%> µ\½ ; 7UP ¸8¼R· º ´ ¹8¶

ẋ =
∂H1

∂p
, ṗ = −∂H1

∂x
, x(0) = x̄ ∈ Ω, p(0) = ∇g(x̄).

� ´ · ´ ¹8¶ (x(t, x̄), p(t, x̄)) ? ¼-¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹ E ´ 9X9 µU¶ ] ´ ¹8½H¼R¹c·Xµ d õ ¼ 9YE ´ ¹8¶Æ· 9 ¸ E · º ´ ¹ T ´ ¹g¼
p(t, x̄) =

∂S

∂x
(t, x(t, x̄)),

½ ; ´ �MT µ%¹g¸B· ºQ?@º ¶X¼R¹c·xÍ hHd h Ð T
∂p

∂t
(t, x̄) = −∂H1

∂x
(x(t, x̄), p(t, x̄)).

õ ¼ 9 ¼ ºQ?@? µ%¸ 9 ¶ TÄ] ¼ 9<5tSt] ´ · 58l ¶6µ H1(x, p) = H(x, p,−1, u(x, p))
T ¼ L µ E ½Hµ ]H? ¸8¶ ∂H

∂u (x, p,−1, u(x, p)) =
0
] ¸ º ¶ P ¸ ; ºQ? ¹ ; S ¼ ] ¼c¶�½Bµ E ´ ¹o· 9 ¼ º ¹c·Xµy¶6¸ 9�? µ E ´ ¹c· 9d8c? µ d õ ¼ 9YE ´ ¹8¶ 7UP ¸Hµ%¹o·

∂H1

∂x
=
∂H

∂x
+
∂H

∂u

∂u

∂x
=
∂H

∂x
,

µW·^½Bµ >ZLU> µ
∂H1

∂p
=
∂H

∂p
.

� ¹ 9 µ%· 9 ´ ¸ L µy½ ´ ¹ Ew? µU¶ 7UP ¸8¼|· º ´ ¹8¶
½H¸ ]896º ¹ EWºQ] µ\½B¸ > ¼ VBºQ> ¸ >
∂x

∂t
=
∂H

∂p
,
∂p

∂t
= −∂H

∂x
.

#*��V¦CH��B-EF��§�¨©�)G�C�B-EMC�B C�EFCH���)AD�?
Ù ¼R¹8¶ ? µ ]H9 ´ F8?@lU> µ ]8967UE%7 ½BµU¹c· T<? µ ] ´ º ¹c· º ¹ º · º ¼ ?G7 ·I¼ º · ?@ºQFH9 µ T�E µ P ¸ º ¼ ] µ 96>-º ¶\½Bµ967 ¶ ´ ¸8½ 9 µ/¸H¹ ]H9 ´ FH?Ql%> µ�½Bµ Ù ºQ9XºQEI5H? µW· ds~ùº�V ´ ¹k¶ > ¼ º ¹o·6µU¹8¼R¹o· ? µ ] ´ º ¹o· º ¹ º · º ¼ ? x0

T µW·E ´ ¹k¶ º ½ 7%9 ´ ¹k¶s½ ´ ¹ Ew? µ ]89 ´ FH?@lU> µ\½Bµ E ´ ¹c· 9d8c? µ ´ ] · ºQ> ¼ ?
ẋu(s) = f(xu(s), u(s)), u(s) ∈ U,

xu(0) = x0, xu(t) = x,

C(t, u) =

∫ t

0

f0(xu(s), u(s))ds,

Í hHd # Ð
? µ�·Xµ >-] ¶ Ê ¹k¼ ? t 7 ·X¼:¹c· ÊHVB7:d õ ´ ¸ 9 · ´ ¸B· t ∈ [0, T ] µ%·G· ´ ¸B· x ∈ Ú Û n T:? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ L ¼ ? µ%¸ 9µU¶Æ·Y½ 7%Ê ¹ º µ ] ¼ 9

S(t, x) = inf{C(t, u) | xu(·) ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹g½Bµ (8.9)}.
4 ¼-½ º@Éa7U9 µU¹ E µ ] ¼ 9
9 ¼ ]8] ´ 9 ·
¼:¸ E ¼c¶ ]H967OEW7 ½Bµ%¹c· 9X7 ¶ º ½Bµ\½H¼:¹8¶ ? ¼-½ ´ ¹H¹ 7 µ º ¹ º · º ¼ ? µ d Ú EWºzTBºQ?µU¶Æ· E%? ¼ º@9YP ¸Hµ S(0, x0) = 0

T µW· ] ¼ 9YE ´ ¹ L µU¹c· º ´ ¹ ´ ¹ ] ´ ¶Æµ S(0, x) = +∞ ¶ º x 6= x0
d
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SUT ?6GIVRW��X������&��O�-�=£ ��ÀI�O�c�H�}À%�N�%�GÂ ���ù�Xü:�KÀÄ���J�B�a�)�X�|�8ÀÄ�D�R�8���

C > 0
�D�%���Q�)�%�8� \ �8�|�B��D�R�tÀ

x, y ∈ [ Ü n �%�[���|�B� u ∈ U \ �|���R���
‖f(x, u)‖ 6 C, ‖f0(x, u)‖ 6 C,

‖f(x, u) − f(y, u)‖ 6 C‖x− y‖,
‖f0(x, u) − f0(y, u)‖ 6 C‖x− y‖.^ �@�|�IÀy�@�Y�W�R�a�%�b���R� 9 �|�@�%�B� S �WÀI�
ýX�|�W�a¿X� \ � � �aÀ%�"`B���O¤%���%�8���N�%� (t, x) \ �W�s�WÀÄ�GÀ%�|� �B�z���|��Á:�9 �KÀ%�I�}ÀÄ���D¿-Ác�

∂S

∂t
+H1(x,

∂S

∂x
) = 0

Á:�R�HÀ
]0, T [× [ Ü n,

S(0, x0) = 0, S(0, x) = +∞ ÀI� x 6= x0,
Í hHdQfUj Ð

�R]
H1(x, p) = maxv∈U H(x, p,−1, v) = maxv∈U

(

〈p, f(x, v)〉 − f0(x, v)
) Ï

á
âH}
âbã ~gó
ô^ð3èHòÆê).^îÇë10���ð�� òj2¯ètê).����sð{ï�ê���ò)îcèBðùèHò¯ê).�.Yð{ò¯ñHì3î
� ¹ ´ F · º µ%¹c·3½BµO¶ 7OP ¸k¼|· º ´ ¹8¶<½ ; = ¼ >-º@? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ FHº ¶Æ·X¼R· º ´ ¹H¹k¼ ºQ9 µO¶aµU¹ ? ¼ º ¶6¶X¼R¹o· ? µ+·6µ >-] ¶Ê ¹8¼ ?<?Qº@F89 µ d õ ´ ¸ 9 ¶ ºQ>N]8?@º@Ê µ 9OT ´ ¹/¶6µ ?Qº@>-º ·6µ ºKEWº ¼R¸ ]H9 ´ FH?@lU> µy½B¸¾·Xµ >-] ¶ >-º ¹ ºQ> ¼ ? Í L ´ º@9:Þv�;�] ´ ¸ 9 ¸8¹Hµ m:7 ¹ 7%9 ¼ ?Qº ¶X¼|· º ´ ¹kÐ d � ´ ¹8¶ º ½ 7%9 ´ ¹8¶ ? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µ\½Bµy·6µ >N] ¶ >Nº ¹ ºQ> ¼ ?

ẋu(s) = f(xu(s), u(s)), u(s) ∈ U,

xu(0) = x0, xu(t) = x.
Í hHdQf:f Ð

õ ´ ¸ 9 · ´ ¸B· x ∈ Ú Û n TU? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ L ¼ ? µ%¸ 9OT ¼ ]H] µ ?@7 µ e ´ ¹ E · º ´ ¹ �D�%ÝY�aÀ�ÝN���8��ÝÎ�|��T µU¶Æ·ù½ 7WÊ ¹ º µ] ¼ 9
T (x) = inf{t | xu(·) ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹g½Bµ (8.11)}.� ´ >-> µ ]H9X7UEW7 ½Bµ >-> µ%¹o· T ´ ¹g¼ T (x0) = 0

T µW· T (x) = +∞ ¶ º x 6= x0
dn ·I¼ FH?Qº ¶6¶ ´ ¹8¶G· ´ ¸B·
½ ; ¼ F ´ 9 ½ e ´ 96> µ ?Q? µ > µ%¹c· ?z; 7OP ¸8¼|· º ´ ¹#½ ; = ¼ >NºQ? · ´ ¹ ADC ¼ E ´ FHº8L:7U96º@Ê87 µ] ¼ 9 T dR� ¸ ]8] ´ ¶ ´ ¹8¶ P ¸8µ ] ´ ¸ 9 · ´ ¸H· x ∈ Ú Û n ºQ? µ Vtº ¶Æ·6µs¸H¹Hµs· 9 ¼|»�µ E · ´ ºQ9 µ�·6µ >-] ¶ >-º ¹ ºQ> ¼ ? µ

xu(·) 9 µ ?Qº ¼:¹c· x0
Z
x
d � ¹Ç¼�¼ ? ´ 9 ¶ x = xu(t)

T µ%·)½ ´ ¹ E T (x) = T (xu(t)) = t
d�n ¹½ 7%9Xº@L ¼R¹o· e ´ 96> µ ?Q? µ > µ%¹o· ] ¼ 9�9 ¼ ]H] ´ 9 · Z t T ´ ¹ ´ F · º µU¹c·

〈∇T (xu(t)), f(xu(t), u(t))〉 = 1.

� ¹/µ%¹g½ 7 ½B¸ º ·
max
v∈U

H(x,−p0∇T (x), p0, v) = 0, Í h8d@f}i Ð
´ � H(x, p, p0, u) = 〈p, f(x, u)〉 + p0 µO¶¯· ? µ = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ º µ%¹Ç½B¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µ#½BµÎ·Xµ >-] ¶>Nº ¹ ºQ> ¼ ?zd���; º@? ¹ ; S ¼ ] ¼c¶y½ ; µ V · 9X7%> ¼ ? µ-¼R¹ ´ 96> ¼ ? µ T ´ ¹ ] µ%¸B·J¶6¸ ]H] ´ ¶Æµ 9yP ¸Hµ p0 = −1

T
µW· ´ ¹ ´ F · º µ%¹o· ?z; 7UP ¸8¼R· º ´ ¹/¸8¶Æ¸Hµ ?@? µJ½ ; = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ FHº�] ´ ¸ 9�? µw·Xµ >-] ¶ >-º ¹ º@> ¼ ?bdn ¹�¸H· ºQ?@º ¶6¼:¹c· ? ¼-¹ ´ · º ´ ¹g½HµJ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹�½Bµ Loº ¶ E ´ ¶ º · 7:T ´ ¹�¼ ? µ 9X7 ¶6¸ ? ·X¼|·^¶6¸ ºQL ¼R¹o·xÍ L ´ º@9: icitTavtTHhR; Ð d
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SUT ?�GIVRW��X������&���&��=£ ��ÀI�O�c�H�}À%�-�W�GÂ ���ù�Xü:�KÀÄ���J�B�a�)�X�|�8ÀÄ�D�R�8���

C > 0
�D�%���Q�)�%�8� \ �8�|�B��D�R�tÀ

x, y ∈ [ Ü n �%�[���|�B� u ∈ U \ �|���R���
‖f(x, u)‖ 6 C, ‖f(x, u) − f(y, u)‖ 6 C‖x− y‖.^ �@�|�IÀy�@�^�W�|�a�%�z���|�_���%ÝY�aÀwÝN���8��ÝÎ�|�

T
�ÄÀÄ�sýI�|�Ä��¿X� \ � � �aÀW�a`t�ÿ�O¤%���%�8��� \ �%�s�WÀÄ�GÀ%�|� �B�z���|��Á:�9 �KÀ%�I�}ÀÄ���D¿-Ác�

max
v∈U

〈∇T (x), f(x, v)〉 = 1
Ác�|�8À
[ Ü n,

T (x0) = 0, T (x) = +∞ ÀÄ� x 6= x0.
Í hHdQfUq Ð

Ü �WÝÎ�|�6�%�8�uhHd qHd �kÏx�tº
f(x, u) = u µW· U µO¶¯· ? ¼ F ´ ¸ ? µ�¸H¹ º · 7 ½Bµ�Ú Û n T ´ ¹ 9 µ%· 9 ´ ¸ L µ?b; 7UP ¸8¼R· º ´ ¹ nGº � ´ ¹8¼ ? µ\½Bµ ?b; º ¹c· 9 ´ ½B¸ E · º ´ ¹ d�
����������%���'&������ � ´ ¹8¶ º ½ 7U9 ´ ¹8¶ ? µJ¶ S ¶Æ· lU> µ\½Bµ E ´ ¹o· 9"8:? µ
ẋ = y, ẏ = z, ż = u, ¼ L µ E |u| 6 1.

4 ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹J·Xµ >-] ¶ >Nº ¹ ºQ> ¼ ?BZ^] ¼ 9 · ºQ9 ½ ; ¸H¹ ] ´ º ¹c· ÊHVB7[L:7%9Xº�Ê µ ?z; 7OP ¸8¼|· º ´ ¹x½ ; = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ AC ¼ E ´ F8º
y
∂T

∂x
+ z

∂T

∂y
+

∣

∣

∣

∣

∂T

∂z

∣

∣

∣

∣

= 1.
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ª «¬¯®°�±=²%³ ´

����������	¶µ �¸· � � ����¹¸·�	ºµ 	 �
����� ���¼»��
	 �¾½ ����� � �

� ¹_½ º ¶Æ· º ¹ m ¸8µ)½Hµ%¸ V · St] µU¶w½Bµ >-7 · 5 ´ ½BµO¶^¹t¸ >-7%9XºQP ¸HµO¶^µU¹ E ´ ¹c· 9d8c? µ ´ ] · ºQ> ¼ ?[`�? µO¶>N7 · 5 ´ ½BµU¶{½ º@9 µ E ·6µU¶+µ%· ? µU¶ >-7 · 5 ´ ½HµU¶ º ¹8½ ºQ9 µ E ·XµU¶ d 4 µU¶ >-7 · 5 ´ ½HµU¶{½ ºQ9 µ E ·XµU¶ E ´ ¹8¶ º ¶Æ·6µU¹c· Z½ º ¶ EW9X7 · º ¶6µ 9{?z; 7 ·X¼R·Gµ%· ? µ E ´ ¹c· 9d8c? µ T µW· 967 ½B¸ º ¶ÆµU¹c· ? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µ Z ¸H¹ ]H9 ´ FH?Ql%> µ�½ ; ´ ] · ºQ>-º�A¶6¼R· º ´ ¹-¹ ´ ¹ ?Qº ¹ 7 ¼ º@9 µJÍ ]89 ´ m:9 ¼ >-> ¼R· º ´ ¹N¹ ´ ¹ ?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µ T ´ ¸ ø ¹ ´ ¹ ?Qº ¹HµU¼ 9G]H9 ´ mc9 ¼ >->-º ¹ m�ø Ð d4 µU¶ >N7 · 5 ´ ½BµU¶ º ¹8½ ºQ9 µ E ·XµU¶ E ´ ¹8¶ º ¶¯·Xµ%¹c· Zw9X7 ¶ ´ ¸8½ 9 µs¹o¸ >-7%9XºKP ¸8µ > µ%¹o· TR] ¼ 9 ¸H¹8µ >-7 · 5 ´ ½Bµ½Bµ\· º@9 Í ø ¶ 5 ´t´ · º ¹ m-> µW· 5 ´ ½ ø Ð T ¸8¹ ]H9 ´ FH?Ql%> µJ¼:¸ V/L ¼ ? µ%¸ 9 ¶ ?Qº@>-º ·6µU¶ ´ F ·6µ%¹t¸ ] ¼ 9 ¼ ]H]8?@º@AE ¼|· º ´ ¹u½B¸ ]H96º ¹ E%º@] µ-½B¸ > ¼ VBº@> ¸ >/d Ù ¼R¹8¶ E µ EX5 ¼ ]Hº · 9 µ T ´ ¹�¶ ; º ¹c· 7%9 µU¶X¶ÆµN½ ; ¼ F ´ 9 ½_¼R¸ V>N7 · 5 ´ ½BµU¶ º ¹8½ ºQ9 µ E ·6µO¶ Tt] ¸ º ¶
¼:¸ VÎ>-7 · 5 ´ ½HµU¶
½ ºQ9 µ E ·6µO¶ d Ù ¼:¹8¶s¸H¹Hµy½Hµ 9 ¹ º@lU9 µw¶6µ E · º ´ ¹ T ´ ¹E ´ >-] ¼ 9 µ ? µU¶ >-7 · 5 ´ ½BµU¶ T µW· ´ ¹�½ 7UEW9Xº · ? µU¶ >N7 · 5 ´ ½BµU¶ 5oStFH9Xº ½HµU¶ P ¸ º ¶ ´ ¹c·^¸H¹ >N7U? ¼:¹ m µ½BµU¶Y½Bµ%¸ V ¼ ]H]H9 ´ EI5 µU¶ d

¿#"%$ À Øs(DÁ *-,/Õ Ô�2W' , 2ÃÂ Õ�0 ( Õ Ô
Ä
âÆä{âÆä åçæ<èHéYê�ë^ìíë^ì�èHò¯ñ îoòd�ÆÅ�2¯ì
4 µ ]H9Xº ¹ E%º@] µÇµU¶Æ· ? µÇ¶6¸ ºQL ¼R¹o· d � ´ ¹8¶ º ½ 7%9 ´ ¹8¶ ? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µÇ½Bµ E ´ ¹o· 9"8:? µ ´ ] · º@> ¼ ?Í r8dÞi:h Ð T Í r8dÞi$# Ð T µW·�¶6¸ ]H] ´ ¶ ´ ¹8¶{½H¼R¹k¶+¸H¹ ]H9 µ >-º µ 9 ·6µ >-] ¶ P ¸8µ ? µs·Xµ >-] ¶ Ê ¹8¼ ? tf µO¶¯· ÊHVB7:d4 µ ]896º ¹ EWºQ] µY½H¸ > ¼ VBºQ> ¸ > ½ ´ ¹H¹Hµ�¸8¹Hµ E ´ ¹k½ º · º ´ ¹-¹ 7UE µU¶X¶6¼ º@9 µ
½ ; ´ ] · ºQ> ¼ ?Qº · 7 µ%·[¼|ß 96> µP ¸8µy· ´ ¸B·6µ\· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µ ´ ] · ºQ> ¼ ? µ\µU¶Æ· ? ¼ ]H9 ´ »¯µ E · º ´ ¹�½ ; ¸H¹8µ\µ V · 9X7%> ¼ ? µ dk�tº�?b; ´ ¹gµO¶¯· E ¼ A] ¼ FH? µ TBZx] ¼ 9 · ºQ9 ½Hµ ? ¼ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹¾½Hµ > ¼ VBºQ> ¸ >gT ½ ; µ Vt]896ºQ> µ 9s? µ E ´ ¹o· 9"8:? µ^µ V · 9X7%> ¼ ? µU¹e ´ ¹ E · º ´ ¹x½Hµ (x(t), p(t)) T ¼ ? ´ 9 ¶ ? µ[¶ S ¶¯· l%> µ�µ V · 9X7%> ¼ ? µU¶Æ·ù¸H¹)¶ S ¶Æ· lU> µ[½ º@Éa7U9 µ%¹o· º µ ? ½Bµ ? ¼e ´ 9X> µ ż(t) = F (t, z(t))

T ´ � z(t) = (x(t), p(t))
T µW· ? µO¶ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹8¶ º ¹ º · º ¼ ? µU¶ TBÊ ¹8¼ ? µO¶ TµW· ? µO¶ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹8¶^½BµJ· 9 ¼R¹8¶ L µ 9 ¶X¼ ?Qº · 7:T ¶6µ > µ%·Æ·Xµ%¹c·y¶ ´ ¸8¶ ? ¼ e ´ 9X> µ R(z(0), z(tf )) = 0

d~3º ¹8¼ ? µ > µU¹c· T ´ ¹ ´ F · º µ%¹o· ? µ �a�6�:ý%�@þ%Ý-�-�R�:ü 9 �R�@�W�B�IÀ\����Ý)�����ÄÀ
{

ż(t) = F (t, z(t)),

R(z(0), z(tf )) = 0.
Í #HdQf Ð

fU�f#
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� ´ · ´ ¹k¶ z(t, z0) ? ¼-¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹g½B¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µy½Hµ � ¼:¸ EX5tS

ż(t) = F (t, z(t)), z(0) = z0,

µW· ] ´ ¶ ´ ¹8¶ G(z0) = R(z0, z(tf , z0))
d 4 µ ]H9 ´ FH?Ql%> µpÍ #HdQf Ð)¼:¸ VÇL ¼ ? µ%¸ 9 ¶ ?Qº@>-º ·6µU¶-µO¶¯·¼ ? ´ 9 ¶ 7OP ¸ º@L ¼ ? µ%¹o· Z
G(z0) = 0,��Ï{�OÏaºQ? ¶ ; ¼ m:º ·�½Bµ Á:¿%���W�ÄÝN���a�%�\�B�o¤O¿W�6�1Á:�x�Q�Y�W�R�a�%�b���R� G d� µ E%º<] µU¸B·^¶6µ 967 ¶ ´ ¸8½ 9 µ ] ¼ 9 ¸H¹Hµ >-7 · 5 ´ ½BµJ½Bµ � µÈÉ
· ´ ¹pÍ L ´ ºQ9 ¶Æµ E · º ´ ¹ #8d@fcd q Ð dÜ �WÝÎ�|�6�%�8��#HdQf:dQfoÏ3�Bº:? µ{·6µ >-] ¶ Ê ¹8¼ ? tf µU¶Æ· ?@ºQFH9 µ T ´ ¹ ] µ%¸B·ù¶6µ 9 ¼ > µ%¹Hµ 9MZ�? ¼ e ´ 9X> ¸ ? ¼|· º ´ ¹]H967OEW7 ½Bµ%¹c·XµsµU¹ E ´ ¹8¶ º ½ 7U9 ¼:¹c· tf E ´ >-> µs¸H¹Hµ º ¹ E ´ ¹H¹o¸Hµ�¼R¸ VBºQ?@º ¼ º@9 µ d � ¹N¼:¸ m:> µ%¹o·6µ
¼ ? ´ 9 ¶? ¼^½ º@> µU¹8¶ º ´ ¹x½Bµ ?b; 7 ·I¼|·3µ%¹ E ´ ¹8¶ º ½ 7U9 ¼:¹c· ?b; 7UP ¸8¼R· º ´ ¹J¶Æ¸ ]H]H?Q7%> µ%¹o·X¼ ºQ9 µ dtf

dt = 0
d � ¹ ] µU¸B·¸B· ºQ?Qº ¶6µ 9
? µ >ML%> µy¼ 9 · º�ÊaE µw¶ ºa? µ E ´ ¹c· 9"8:? µ^µO¶¯· F ¼:¹ mRADF ¼:¹ m8Tc] ´ ¸ 9 ½ 7 ·6µ 9X>-º ¹8µ 9s? µU¶[·Xµ >-] ¶½Bµ E ´ >-> ¸B·I¼|· º ´ ¹ dÚ ?3] µ%¸B· E µ ] µU¹8½H¼R¹o·�¶ ; ¼ L:7U9 µ 9�]H9X7Weÿ7%9 ¼ F8? µ TH? ´ 9 ¶ P ¸Hµ ? µ\·Xµ >-] ¶ Ê ¹k¼ ? µU¶Æ· ?Qº@FH9 µ T ½ ; ¸B· º@A?@º ¶6µ 9�? ¼ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹g½Bµw· 9 ¼:¹8¶ L µ 9 ¶6¼ ?Qº · 7 ¶6¸ 9�? µ = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ º µ%¹ d

Ä
âÆä{âbã åçæ<èHéYê�ë^ìíë^ì�èHò¯ñÊ� ô�2�èHòËÅ�2¯ì
õ ¼ 9�9 ¼ ]H] ´ 9 · ZN? ¼ >-7 · 5 ´ ½BµJ½Bµw· º@9 ¶ ºQ>-]H? µ TB? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµ\½Hµw· º@9Y> ¸ ? · º@]8? µJ½ 7UE ´ ¸ ] µ?b; º ¹c·6µ 96L ¼ ?Q? µ [0, tf ] µ%¹ N º ¹o·6µ 9XL ¼ ?@? µU¶ [ti, ti+1]

T µ%·Î¶6µg½ ´ ¹H¹Hµ E ´ >-> µ º ¹ E ´ ¹H¹t¸HµU¶ ? µO¶L ¼ ? µ%¸ 9 ¶ z(ti) ¼R¸�½ 7%F ¸B·w½Bµ EI5 ¼ P ¸Hµx¶ ´ ¸8¶ ADº ¹o·6µ 96L ¼ ?@? µ d Ú ?Me ¼R¸B· ]H9 µ%¹8½ 9 µ\µU¹ E ´ >-] ·Xµx½BµU¶E ´ ¹k½ º · º ´ ¹8¶y½Hµ 9 µ E ´ ?Q? µ > µ%¹c·yµU¹ EX5 ¼ P ¸Hµ)·6µ >N] ¶ ti Í E ´ ¹8½ º · º ´ ¹8¶\½Bµ E ´ ¹c· º ¹t¸ º · 7 Ð d 4 ; º ¹ A· 7%9"L ·-µU¶Æ·-½ ; ¼ >N7U?@º ´ 9 µ 9)? ¼u¶¯·I¼ FHºQ?Qº · 7 ½Bµ ? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµ d � ¹Hµ 967%eÿ7%9 µ%¹ E µ E%? ¼c¶6¶ ºQP ¸Hµ ] ´ ¸ 9?b; ¼ ?Qm ´ 96º · 58> µy½Bµy· º@9Y> ¸ ? · ºQ]H? µJµU¶Æ· : �ci¦;zdÙ µ > ¼:¹ ºQl%9 µ ]H? ¸8¶ ]H9X7UEWº ¶6µ TtE ´ ¹k¶ º ½ 7%9 ´ ¹k¶G¸H¹ ]H9 ´ FH?Ql%> µw½Bµ E ´ ¹o· 9"8:? µ ´ ] · º@> ¼ ?am:7 ¹ 7WA9 ¼ ?bd 4 ; ¼ ]8]H?@ºKE ¼R· º ´ ¹�½B¸ ]H96º ¹ E%º@] µ#½H¸ > ¼ VBºQ> ¸ > 9X7 ½B¸ º · ? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µ Z ¸H¹ �a�6�:ý%�@þ%ÝÎ��|�:ü 9 �|�@�%�B�IÀ\� ��Ý)�����WÀ ½B¸/· St] µ

ż(t) = F (t, z(t)) =























F0(t, z(t)) ¶ º t0 6 t < t1

F1(t, z(t)) ¶ º t1 6 t < t2ddd
Fs(t, z(t)) ¶ º ts 6 t 6 tf

Í #8d i Ð

´ � z = (x, p) ∈ Ú Û 2n Í p µU¶Æ· ? µ L µ E ·6µU¸ 9 ¼c½}» ´ º ¹c·ÄÐ T µW· t1, t2, . . . , ts ∈ [t0, tf ]
] µ%¸ L µU¹c·L · 9 µ[½HµU¶ �D�%ÝY�aÀ
Ác�Y�I�|ÝNÝN�B�D�R�b���|� 7}½H¼:¹8¶ ? µ E ¼:¶ ´ �J? µ ]89 ´ FH?@lU> µ º ¹ E%? ¸B·{½BµU¶ E ´ ¹c· 9 ¼ º ¹o·6µU¶¶Æ¸ 9�?z; 7 ·X¼R· T8E µ ] µU¸B· L · 9 µ\½BµO¶ �D�%Ý^�kÀJÁc��Ì%�R�a�%�b���R� ¼ L µ E ¸H¹�¼ 9IE^eÿ9 ´ ¹c· º@lU9 µ T ´ ¸ F8º µU¹g½BµU¶�D�%Ý^�kÀ�Á:�\�I�|�8���:�%� ¼ L µ E
? ¼ eÿ9 ´ ¹c· ºQl%9 µ d � ¹Î¼\½Bµ ]8? ¸8¶[½BµU¶ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹8¶�½Bµ E ´ ¹c· º ¹t¸ º · 7 ¶6¸ 9?b; 7 ·I¼|·3µ%· ? µ L µ E ·6µ%¸ 9 ¼c½}» ´ º ¹c·ù¼:¸ Vy] ´ º ¹c·I¶3½Bµ E ´ >-> ¸B·X¼R· º ´ ¹ d Ù ¼R¹k¶ ? µ E ¼:¶3½Bµ E ´ ¹c· 9 ¼ º ¹o·6µU¶¶Æ¸ 9w?b; 7 ·I¼|· T ´ ¹_¼1½BµU¶ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹8¶w½BµN¶X¼R¸B·y¶Æ¸ 9w? µ L µ E ·6µU¸ 9 ¼c½}» ´ º ¹c· T µW·y½BµO¶ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹8¶¶Æ¸ 91? ¼ E ´ ¹c· 9 ¼ º ¹o·6µ c µ%¹�½HµU¶ ] ´ º ¹c·I¶1½Bµ#» ´ ¹ E · º ´ ¹ ´ ¸ ½Bµ E ´ ¹c·I¼ E ·uÍ L ´ ºQ91ZÇE µu¶Æ¸|»¯µ%·: qÍ#BTù�:itTùiRjBTù�RqBT�f%r8TGfOq¦; Ð d Ù µ ]H? ¸8¶ ´ ¹p¼�½BµO¶ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹8¶J¼R¸ Vu?@ºQ>-º ·XµU¶x¶Æ¸ 9\?z; 7 ·X¼R· T�? µL µ E ·Xµ%¸ 9 ¼:½}» ´ º ¹c·xÍ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹8¶�½Bµy· 9 ¼R¹8¶ L µ 9 ¶X¼ ?Qº · 7 Ð T µW·^¶6¸ 9�? µ = ¼ >-º@? · ´ ¹ º µU¹g¶ º<? µw·Xµ >-] ¶Ê ¹8¼ ? µU¶Æ· ?@ºQFH9 µ d



Ço¨'Î:¨1�©�¤+ Nª
«�¦[÷/£¯°^«�£¯¥�¦���¤ù¦[÷ f|vtf
Ü �WÝÎ�|�6�%�8�q#HdQf:dÞi8Ï Ì ]H9Xº ´ 9Xº�? µg·6µ >-] ¶ Ê ¹8¼ ? tf µU¶Æ· º ¹ E ´ ¹H¹o¸ d õ ¼ 9 ¼ ºQ?@? µ%¸ 9 ¶Î½8¼R¹8¶ ? ¼>N7 · 5 ´ ½Bµ�½Bµu· ºQ9/> ¸ ? · ºQ]H? µ ? µ�¹ ´ >xFH9 µ s ½Bµ E ´ >-> ¸B·I¼|· º ´ ¹8¶/½ ´ º · L · 9 µ Ê8Vt7 7 ´ ¹ ? µ½ 7 ·Xµ 9X>Nº ¹Hµ ? ´ 9 ¶ P ¸Hµ ER; µU¶Æ· ] ´ ¶6¶ º@F8? µ ] ¼ 9 ¸H¹8µ\¼:¹8¼ ?QS ¶Æµ mc7 ´ >N7 · 9XºQP ¸Hµy½B¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µ d4 ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµ[½BµG· º@93> ¸ ? · º@]H? µ E ´ ¹8¶ º ¶Æ·6µ Z ¶Æ¸ F ½ º@Ltº ¶Æµ 9�?b; º ¹c·Xµ 9XL ¼ ?Q? µ [t0, tf ] µ%¹ N ¶ ´ ¸8¶ Aº ¹o·6µ 9XL ¼ ?@? µU¶ Tt? ¼ L ¼ ? µ%¸ 9 ½Bµ z(t) ¼:¸/½ 7%F ¸B·^½Hµ EI5 ¼ P ¸Hµ\¶ ´ ¸8¶ Azº ¹c·Xµ 96L ¼ ?Q? µ 7 ·X¼:¹c· º ¹ E ´ ¹H¹t¸Hµ dõ ? ¸8¶ ]8967OEWº ¶ 7U> µU¹c· T ¶ ´ º · t0 < σ1 < · · · < σk < tf ¸H¹8µx¶6¸ F ½ º@Ltº ¶ º ´ ¹ÐÏ üt¿X� ½Bµ ?z; º ¹c·Xµ 96AL ¼ ?Q? µ [t0, tf ]

dBn ¹1· ´ ¸B· ] ´ º ¹o· σj
? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ z µU¶Æ· �I�|�k�b���k�8�Wd � ¹ ] µ%¸B· E ´ ¹8¶ º ½ 7%9 µ 9 σjE ´ >-> µy¸H¹ ] ´ º ¹c·^½Bµ E ´ >-> ¸B·X¼R· º ´ ¹ ÊHV µ T µ%¹ ? µ P ¸Hµ ? ´ ¹g¼
{

z(σ+
j ) = z(σ−

j ),

σj = σ∗
j

Ê8Vt7
.

� ¹g½ 7WÊ ¹ º · > ¼ º ¹o·6µU¹8¼R¹o· ? µU¶ �a�U�%�8Á}À
{τ1, . . . , τm} = {t0, tf} ∪ {σ1, . . . , σk} ∪ {t1, . . . , ts}. Í #8d q Ð

~3º ¹8¼ ? µ > µU¹c· ´ ¹/µU¶Æ· E ´ ¹8½B¸ º ·^¼R¸ �a�6�cýW�QþWÝÎ�-�|�:ü 9 �|�@�%�B�IÀ\� ��ÝN���D�WÀ

• ż(t) = F (t, z(t)) =























F1(t, z(t)) ¶ º τ1 6 t < τ2

F2(t, z(t)) ¶ º τ2 6 t < τ3ddd
Fm−1(t, z(t)) ¶ º τm−1 6 t 6 τm

• ∀j ∈ {2, . . . ,m− 1} rj(τj , z(τ
−
j ), z(τ+

j )) = 0

• rm(τm, z(τ1), z(τm)) = 0

Í #Hd r Ð

´ � τ1 = t0 µU¶Æ· ÊHVB7:T τm = tf
T µ%· ? µU¶ rj 9 µ ]H9X7 ¶6µ%¹o·6µ%¹o· ? µO¶ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹8¶ º ¹c· 7%9Xº µU¸ 9 µU¶ ´ ¸?@ºQ>-º ·XµU¶ ]H9X7UE%7 ½BµU¹c·6µO¶ dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�(#8d@fcd qaÏ � ¹y¼ >-7%?Qº ´ 9 µ ? ¼�¶¯·I¼ FHºQ?Qº · 7 ½Bµ ? ¼ >-7 · 5 ´ ½BµGµ%¹J¼R¸ mc> µU¹c·I¼R¹c· ? µG¹ ´ >xFH9 µ½Bµ
¹ ´ µU¸8½H¶ d � ; µO¶¯· ?KZ µ%¹Nµ É µ%· ? µ ]H9Xº ¹ EWºQ] µ�½Bµ ? ¼ >-7 · 5 ´ ½BµY½Bµs· ºQ9{> ¸ ? · ºQ]H? µ T:] ¼ 9 ´ ]H] ´ ¶ º@A· º ´ ¹ Zx? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµw½Bµ�· ºQ9 ¶ ºQ>-]H? µ ´ �¾? µO¶[µ 9X9 µU¸ 9 ¶ ] ¼ 9s9 ¼ ]H] ´ 9 · Zx? ¼ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹ º ¹ º · º ¼ ? µ7%L ´ ? ¸HµU¹c·�µ VB] ´ ¹HµU¹c· º µ ?@? µ > µ%¹o·�µ%¹ e ´ ¹ E · º ´ ¹#½Bµ tf A t0 Í L ´ º@9�: �ci�; Ð d6¡sº µU¹Î¶d5 9 ½H¼:¹8¶ ? ¼ >-7WA· 5 ´ ½Hµ[½HµG· º@9ù> ¸ ? · º@]H? µ º@?oS ¼ F µU¼R¸ E ´ ¸ ]J]H? ¸8¶ù½ ; º ¹ E ´ ¹H¹o¸HµO¶ P ¸Hµ[½H¼:¹8¶ ? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµs½HµG· º@9¶ ºQ>-]H? µ TH> ¼ º ¶ 7%L µ%¹o·6¸Hµ ?@? µ > µU¹c· ?z; º ¹o· 7%mc9 ¼R· º ´ ¹/½B¸�¶ S ¶¯· l%> µÎÍ #8d i Ð ] µ%¸B·^¶6µ ] ¼ 9 ¼ ?@?Q7%?Qº ¶Æµ 9Udõ ´ ¶ ´ ¹8¶ z+

j = z(τ+
j )
T µW·+¶ ´ º · z(t, τj−1, z

+
j−1)
? ¼^¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹J½B¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µ[½Bµ � ¼R¸ EX5tS

ż(t) = F (t, z(t)), z(τj−1) = z+
j−1.� ¹g¼

z(τ−j ) = z(τ−j , τj−1, z
+
j−1).4 µU¶ E ´ ¹k½ º · º ´ ¹8¶ º ¹c· 7%9Xº µU¸ 9 µO¶sµ%· eÿ9 ´ ¹c· ºQl%9 µU¶�¶ ; 7UE%96ºQL µU¹c·

∀j ∈ {2, . . . ,m− 1} rj(τj , z(τ
−
j , τj−1, z

+
j−1), z

+
j ) = 0,

rm(τm, z
+
1 , z(τ

−
m, τm−1, z

+
m−1)) = 0.

Í #HdÞ� Ð



f}vRik�+ ^¡^¢G£%¤+¥�¦�Ço¨\�©�¤+ Nª
«^¦s÷Î°#øù�©�¥�£È�Nø3¦[÷-¦�° ��ª
°)¤+¥*�
®M¦ ªs¢w¤ù£¯�¡^®
õ ´ ¶ ´ ¹8¶ > ¼ º ¹o·6µ%¹k¼R¹c·

Z = (z+
1 , τm, z

+
2 , τ2, . . . , z

+
m−1, τm−1)

T ∈ Ú Û (2n+1)(m−1)

Í ´ � z ∈ Ú Û 2n Ð d Ì ? ´ 9 ¶ ? µO¶ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹k¶\Í #HdÞ� Ð
¶ ´ ¹c· L:7U96º@Ê87 µO¶
¶ º

G(Z) =











rm(τm, z
+
1 , z(τ

−
m, τm−1, z

+
m−1))

r2(τ2, z(τ
−
2 , τ1, z

+
1 ), z+

2 )ddd
rm−1(τm, z(τ

−
m−1, τm−2, z

+
m−2), z

+
m−1)











= 0. Í #8d � Ð
� ¹1¶ ; µU¶¯·�½ ´ ¹ E�9 ¼ > µ%¹ 7yZ ½ 7 ·6µ 96>-º ¹Hµ 9 ¸H¹@! 7%9 ´ ½Bµ ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ G TBP ¸ º µU¶Æ·�½ 7%Ê ¹ º µy¶6¸ 9¸H¹�µU¶ ] ¼ E µ L µ E · ´ 96º µ ? ½ ´ ¹c· ? ¼¾½ º@> µU¹8¶ º ´ ¹�µU¶Æ· ]H9 ´ ] ´ 9 · º ´ ¹H¹Hµ ?Q? µJ¼R¸�¹ ´ >xFH9 µx½Bµ ] ´ º ¹c·X¶½Bµ E ´ >-> ¸B·I¼|· º ´ ¹ÇµW·-½Bµ ] ´ º ¹o·X¶N½Bµ ? ¼_¶6¸ F ½ ºQLtº ¶ º ´ ¹ d 4 ; 7UP ¸8¼|· º ´ ¹ G = 0

] µ%¸H·-¼ ? ´ 9 ¶L · 9 µ 967 ¶ ´ ? ¸Hµ º · 7%9 ¼|· º@L µ > µ%¹c· ] ¼ 9 ¸H¹Hµ >-7 · 5 ´ ½Hµ_½Bµ�· St] µ � µÈÉ
· ´ ¹ Í L ´ º@9#? ¼�¶6µ E · º ´ ¹¶Æ¸ ºQL ¼:¹c·XµOÐ d
Ä
âÆä{âH} Ñ ð�Å�Å\ì�2ÆîËîtôYñ�2Æì�îX�ûæ<èHéYê�ë^ì�îÇë^ìNÒ�ì-ÓÇèBê).
Ú ? ¶ ; ¼ mcº ·N½Bµ 967 ¶ ´ ¸8½ 9 µÎ¹o¸ >N7U96ºKP ¸Hµ > µU¹c· G(z) = 0

T ´ � G : Ú Û p → Ú Û p µO¶¯·N¸H¹Hµe ´ ¹ E · º ´ ¹g½Hµ E%? ¼c¶6¶6µ C1 d 4 ; º ½ 7 µJ½Bµ F ¼:¶6µyµU¶Æ· ? ¼-¶6¸ º@L ¼R¹o·6µ dk�tº zk µU¶Æ· ]H9 ´ EI5 µy½ ; ¸H¹%! 7%9 ´
z ½Bµ G T ¼ ? ´ 9 ¶

0 = G(z) = G(zk) + dG(zk).(z − zk) + ´ (z − zk).

� ¹/µU¶Æ·Y¼ ? ´ 9 ¶
¼ > µ%¹ 7\Z-E ´ ¹8¶ º ½ 7%9 µ 9
? ¼-¶Æ¸ º ·Xµ\½ 7WÊ ¹ º µ ] ¼ 9�9X7UE ¸ 969 µ%¹ E µ
zk+1 = zk − (dG(zk))−1.G(zk),

¸H¹ ] ´ º ¹c· º ¹ º · º ¼ ? z0 ∈ Ú Û p 7 ·X¼:¹c· EI5 ´ º ¶ ºbT µW· ´ ¹�µU¶ ]al%9 µ P ¸Hµ zk
E ´ ¹ L µ 9Xm µ L µ 9 ¶ ? µU! 7%9 ´

z
d � µ EWº ¶Æ¸ ]H] ´ ¶Æµ/½ ´ ¹ E¾? µ E ¼ ?KE ¸ ? ½Bµ ?z; º ¹ L µ 9 ¶Æµ1½Hµ ? ¼ > ¼|· 9XºKE µJ»Æ¼ E ´ FHº µ%¹8¹Hµ1½Bµ G T+E µP ¸ º ½ ´ º · L · 9 µ 7ULoº · 7 ¹o¸ >N7U96ºKP ¸Hµ > µU¹c· d Ú ? ¶ ; ¼ mcº ·y¼ ? ´ 9 ¶ TaZ1EI5 ¼ P ¸Hµ 7 ·X¼ ] µ T ½Hµ 9X7 ¶ ´ ¸k½ 9 µ?b; 7UP ¸8¼R· º ´ ¹

G(zk) + dG(zk).dk = 0,´ � dk µU¶Æ·^¼ ]H] µ ?Q7#ÁR���Æ�I�%�b���R�pÁc�NÁ:�WÀW�I�%�8���WT µ%· ´ ¹ ] ´ ¶6µ zk+1 = zk + dk
d� ´ ¸8¶M½BµO¶ 5tSt] ´ · 58l ¶6µU¶ m:7 ¹ 7%9 ¼ ? µU¶ TÄ?z; ¼ ?@m ´ 9Xº · 5H> µ{½Bµ � µÈÉ
· ´ ¹ E ´ ¹ L µ 9Xm µ T µW· ? ¼ E ´ ¹ L µ 96Am µ%¹ E µ1µU¶Æ· P ¸8¼c½ 9 ¼R· ºKP ¸HµuÍ L ´ º@9N] ¼ 9 µ V µ >-]H? µ : �HTG�RhBT{�oi�; Ð d Ú ? µ VBº ¶¯·Xµ/½Bµ/¹ ´ >xFH9 µ%¸k¶ÆµO¶L ¼ 9Xº ¼R¹c·XµU¶J½Bµ ? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµ � µFÉ
· ´ ¹ `3>-7 · 5 ´ ½Bµ¾½Hµ¾½BµO¶ E µ%¹c·Xµ T ½Bµ P ¸8¼:¶ º�A¢� µFÉ
· ´ ¹ T ½Bµ� µÈÉ
· ´ ¹ P ¸k¼:½ 9 ¼|· ºQP ¸Hµ T ½Bµ ¡s9 ´ S ½BµU¹ TsdQdQd � µ%·Æ·Xµ >N7 · 5 ´ ½Hµ ] µ 9X> µW· T µU¹ m:7 ¹ 7%9 ¼ ?zT ¸H¹Hµ½ 7 ·Xµ 9X>Nº ¹8¼R· º ´ ¹#· 96l ¶ ]H9X7UEWº ¶6µw½ ; ¸H¹o! 7%9 ´ dB� ´ ¹ º ¹ E ´ ¹ L:7 ¹ º µU¹c· ]H9Xº ¹ E%º@] ¼ ? µO¶¯· ? ¼ ] µ%· º ·6µU¶X¶6µ½B¸-½ ´ > ¼ º ¹Hµ
½Hµ E ´ ¹ L µ 9Xm µ%¹ E µ d õ ´ ¸ 9+e ¼ ºQ9 µ E ´ ¹ L µ 9Xm µ 9ù? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµ T|ºQ?te ¼:¸B· P ¸Hµ ? µ ] ´ º ¹c·º ¹ º · º ¼ ? z0 ¶ ´ º ·+¶6¸Bß#¶6¼ >-> µU¹c· ]H9 ´ EI5 µ[½Bµ ? ¼�¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ 9 µ EI5 µ 9IEX587 µ z d � µ E%º ¶Æ¸ ]H] ´ ¶6µ[½ ´ ¹ EP ¸Hµ ] ´ ¸ 9 ½ 7 ·6µ 96>-º ¹Hµ 9�? µ�! 7%9 ´ z º@?<e ¼R¸B·^¼ L ´ º@9 ¼:¸ ]H9X7 ¼ ? ¼ FH? µ�¸H¹Hµ º ½ 7 µ\¼ ]H]H9 ´ VBº@> ¼|· º@L µ½Bµ ? ¼ L ¼ ? µU¸ 9 ½Hµ z dÙ ¸ ] ´ º ¹o·\½Bµ L ¸Hµ-½B¸ E ´ ¹c· 9d8c? µ ´ ] · º@> ¼ ?bT<E µ ? ¼1¶ ºQm ¹ º�Ê µ P ¸Hµ T�] ´ ¸ 9 ¼ ]H]H?QºQP ¸Hµ 9 ¸H¹Hµ>N7 · 5 ´ ½Bµs½Hµ�· º@9OTOºQ?oe ¼R¸B·{¼ L ´ ºQ9 ¸H¹Hµ º ½ 7 µ �[�a�Ä���R�Ä� ½Bµ ? ¼Y· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µ ´ ] · ºQ> ¼ ? µ EX5 µ 9XEI5H7 µ d



Ço¨ öH¨1�©�¤+ Nª
«�¦[÷g«^£¯¥�¦w��¤ù¦[÷ f|v|q
� µ EWºo] µ%¸B·+¶6µ >xFH? µ 93] ¼ 9 ¼c½ ´ V ¼ ?zTW> ¼ º ¶ ºQ? µ VBº ¶Æ·6µ[½BµO¶ > ´ S µU¹8¶3½Bµ[¶6µ[½ ´ ¹8¹Hµ 9 ¸H¹Hµs¼ ]H]89 ´ VBº�A> ¼R· º ´ ¹ T3>ML%> µ m:9 ´ ¶X¶ ºQl%9 µ T ½Bµ E µ%·Æ·Xµ#· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µ ´ ] · ºQ> ¼ ? µ d Ú ? ¶ ; ¼ mcº · ?KZ µ%¹�· ´ ¸H· E ¼:¶½ ; ¸8¹Hµ E ¼ 9 ¼ E · 7%9Xº ¶¯· ºKP ¸Hµ > ¼|»¯µ%¸ 9 µw½BµU¶ >-7 · 5 ´ ½BµO¶s½Bµ^· ºQ9w` µ ?@? µU¶s¶ ´ ¹o·[· 9Xl ¶ ]H9X7UEWº ¶6µU¶ > ¼ º ¶9 µ P ¸ º@lU9 µU¹c·Y¸8¹Hµ E ´ ¹H¹k¼ º ¶6¶X¼R¹ E µ\¼ ]H96º ´ 9Xº Í ]H? ¸8¶ ´ ¸ > ´ º ¹8¶ m:9 ´ ¶X¶ ºQl%9 µ}Ðs½Bµ ? ¼-· 9 ¼|»¯µ E · ´ º@9 µ´ ] · º@> ¼ ? µ EI5 µ 9IEX587 µ d
¿#"XÑ À Øs(DÁ *-,/Õ Ô , 2ÃÂ Õ�0 ( Õ Ô
4 µU¶ >-7 · 5 ´ ½BµO¶�½ º@9 µ E ·6µU¶ E ´ ¹8¶ º ¶Æ·6µ%¹o· Z · 9 ¼:¹8¶ e ´ 9X> µ 9�? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µx½Bµ E ´ ¹c· 9"8:? µ ´ ]BA· ºQ> ¼ ? µ%¹g¸H¹ ���6�:ý%�@þ%Ý-�-Á�Â �X�a�z��ÝN�KÀW�R�z���R���a�R�������a¿X�R���6�-�%�uÁR��Ý-�%�HÀÄ���R� Ï �k���Wd

Ä
âbã
âÆä + òÆîtï�ñHæ<èHòÆîoðùèBò¯ê). èBê{èBð�2ÆìJÔ�èHòÆñÈë^òÆñHì�ïaè
� ; µU¶Æ· ? ¼ >-7 · 5 ´ ½Hµ ? ¼ ]H? ¸k¶ 7ULoº ½BµU¹c·6µ ? ´ 9 ¶ P ¸ ; ´ ¹¾¼ F ´ 9 ½Bµ�¸H¹ ]89 ´ FH?@lU> µw½Bµ E ´ ¹o· 9"8:? µ´ ] · º@> ¼ ?zdtn ¹g½ º ¶ EW9X7 · º ¶X¼R¹o· ?z; 7 ·X¼R·
µ%· ? µ E ´ ¹o· 9"8:? µ T ´ ¹/¶Æµ 9 ¼ >-l ¹8µ Z ¸H¹ ]H9 ´ FH?Ql%> µw½ ; ´ ]BA· ºQ>-º ¶X¼|· º ´ ¹1¹ ´ ¹ ?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µyµ%¹g½ º@> µ%¹8¶ º ´ ¹ Ê ¹ º µ#Í ´ ¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µy½Hµ ]H9 ´ mc9 ¼ >-> ¼|· º ´ ¹¾¹ ´ ¹?@º ¹ 7 ¼ º@9 µOÐs½Bµ ? ¼ e ´ 9X> µ

min
Z∈C

F (Z), Í #8dÞv Ð
´ � Z = (x1, . . . , xN , u1, . . . , un)

T µ%·
C = {Z | gi(Z) = 0, i ∈ 1, . . . , r,

gj(Z) 6 0, j ∈ r + 1, . . . ,m}. Í #Hd h Ð
õ ? ¸8¶ ]8967OEWº ¶ 7U> µU¹c· TH? ¼ >-7 · 5 ´ ½Hµ E ´ ¹8¶ º ¶¯·Xµ Z-EI5 ´ º ¶ º@9�? µU¶ E ´ ¹c· 9"8:? µU¶�½H¼R¹k¶
¸H¹gµO¶ ] ¼ E µ\½Bµ½ º@> µU¹8¶ º ´ ¹ Ê ¹ º µ T µW· Z ¸B· º@?Qº ¶6µ 9 ¸H¹8µ >-7 · 5 ´ ½Bµ�½ ; º ¹o· 7%mc9 ¼R· º ´ ¹)¹o¸ >-7U96ºKP ¸Hµ�½BµU¶ 7UP ¸8¼R· º ´ ¹8¶½ º�É�7%9 µ%¹o· º µ ?Q? µO¶ d � ´ ¹k¶ º ½ 7%9 ´ ¹k¶{½ ´ ¹ E ¸H¹Hµ�¶Æ¸ F ½ ºQLtº ¶ º ´ ¹ 0 = t0 < t1 < · · · < tN = tf ½Bµ?b; º ¹c·6µ 96L ¼ ?Q? µ [0, tf ]

d Û 7 ½B¸ º ¶ ´ ¹8¶ ?z; µU¶ ] ¼ E µ�½BµO¶ E ´ ¹c· 9d8c? µO¶+µ%¹ E ´ ¹8¶ º ½ 7%9 ¼R¹o·YÍ ] ¼ 9 µ V µ >-]H? µOÐ½BµU¶ E ´ ¹o· 9"8:? µU¶ E ´ ¹8¶Æ·X¼R¹o·X¶ ] ¼ 9�> ´ 9IE µO¼R¸ V ¶6µ ? ´ ¹ E µ%·Æ·6µw¶6¸ F ½ ºQLoº ¶ º ´ ¹ d õ ¼ 9 ¼ ºQ?Q? µU¸ 9 ¶ TcEI5 ´ º@A¶ º ¶6¶ ´ ¹k¶-¸H¹Hµ_½ º ¶ EW9X7 · º ¶X¼|· º ´ ¹ ½Hµ ?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹à½ º@Éa7U9 µU¹c· º µ ?Q? µ T�] ¼ 9 µ V µ >-]H? µ EX5 ´ º ¶ º ¶6¶ ´ ¹8¶ºQE%º Í ] ´ ¸ 9 ¶ º@>-]H?Qº@Ê µ 9 Ð ? ¼ >-7 · 5 ´ ½Hµ#½ ; n ¸ ? µ 9 µ VB]H?QºKEWº ·6µ d � ¹ ´ F · º µU¹c·)¼ ? ´ 9 ¶ T µ%¹ ] ´ ¶6¼:¹c·
hi = ti+1 − ti

T
xi+1 = xi + hif(ti, xi, ui).Ü �WÝÎ�|�6�%�8�Õ#HdÞiBdQfoÏ Ú ? µ VBº ¶Æ·6µ�¸H¹Hµ º ¹ Ê ¹ º · 7 ½Bµ L ¼ 96º ¼R¹o·6µU¶ d Ù ; ¸H¹8µ ] ¼ 9 · T ´ ¹ ] µ%¸B·¾½ º ¶ AEW9X7 · º ¶6µ 91?z; µU¹8¶6µ >xFH? µ�½BµO¶ E ´ ¹c· 9d8c? µO¶1¼:½ >-º ¶6¶ º@F8? µO¶ ] ¼ 9 ½HµU¶ E ´ ¹o· 9"8:? µU¶ E ´ ¹8¶¯·I¼R¹o·X¶ ] ¼ 9> ´ 9XE µU¼:¸ V<T ´ ¸Î¼|ßÎ¹HµO¶ ] ¼ 9G> ´ 9IE µO¼R¸ V<T ´ ¸Î½BµO¶G¶ ]H?Qº ¹HµO¶ T µW· ERd Ù ; ¼:¸B· 9 µ ] ¼ 9 · TRº@? µ Vtº ¶Æ·6µY½Bµ¹ ´ >xFH9 µ%¸k¶ÆµO¶ >-7 · 5 ´ ½BµO¶ ] ´ ¸ 9 ½ º ¶ EW9X7 · º ¶6µ 9 ¸H¹Hµ 7UP ¸8¼R· º ´ ¹-½ º�É�7%9 µ%¹o· º µ ?Q? µ ´ 9 ½ º ¹8¼ º@9 µ `R>-7WA· 5 ´ ½Hµ[½ ; n ¸ ? µ 9 Íÿµ VB]H?@ºKEWº ·6µ ´ ¸ ºQ>-]H?@ºKEWº ·XµOÐ T}] ´ º ¹c· >-º@?Qº µU¸ T}= µU¸H¹ T Û�¸8¹ m µ A×Ö ¸B·6·X¼ T Ì ½H¼ > ¶ A� ´ ¸ ? · ´ ¹ T µW· E Í L ´ º@9�] ¼ 9 µ V µ >N]8? µ :ÞiRqBTcro�BTt�:hBTo�oi�; Ð d 4 µ EI5 ´ º�V ½Bµ ? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµ�½ 7U] µ%¹8½½B¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µy¼ F ´ 9 ½ 7:d4 ¼�½ º ¶ EW9X7 · º ¶X¼|· º ´ ¹ ]H9X7UEW7 ½Bµ%¹o·6µ E ´ ¹k½B¸ º ·N½ ´ ¹ E ¼R¸ ]89 ´ FH?@lU> µ¾½Bµ ]H9 ´ m:9 ¼ >-> ¼R· º ´ ¹¹ ´ ¹ ?Qº ¹ 7 ¼ º@9 µ

xi+1 = xi + hif(ti, xi, ui), i = 0, . . . , N − 1,

minC(x0, . . . , xN , u0, . . . , uN ),

ui ∈ Ω, i = 0, . . . , N − 1,
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��Ï{�OÏ ¸8¹ ]H9 ´ F8?@lU> µ\½B¸/· So] µ#Í #Hd v Ð dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�©#HdÞiBdÞi8Ï � µ%·Æ·6µ >-7 · 5 ´ ½BµgµU¶Æ·N· 96l ¶-¶ ºQ>-]H? µ Zu> µW·6· 9 µ/µU¹ ´ µ%¸ Lo9 µ d Ù µ ]H? ¸8¶?b; º ¹c· 9 ´ ½B¸ E · º ´ ¹g½ ; 7%L µU¹c·X¸Hµ ?Q? µO¶ E ´ ¹o· 9 ¼ º ¹c·XµU¶
¶6¸ 9�?z; 7 ·X¼R·�¹8µ ] ´ ¶Æµ\¼R¸ E ¸H¹ ]H9 ´ FH?Ql%> µ dÙ ; ¸H¹ ] ´ º ¹c·�½Bµ L ¸Hµ ]H? ¸8¶ m:7 ¹ 7%9 ¼ ?zTHE µ ? ¼ 9 µ Ltº µU¹c· Z#EX5 ´ º ¶ ºQ9 ¸H¹8µx½ º ¶ EW9X7 · º ¶X¼|· º ´ ¹g½BµU¶E ´ ¹o· 9"8:? µU¶ T ¼ º ¹8¶ ºMP ¸Hµ\½Bµ ?z; 7 ·X¼R· T ½H¼R¹k¶ E µ 9 ·I¼ º ¹8¶sµO¶ ] ¼ E µO¶
½BµJ½ ºQ> µU¹8¶ º ´ ¹ Ê ¹ º µ `

u ∈ Ø{µ E · (U1, . . . , UN ),
��ÏG�OÏ

u(t) =

N
∑

i=1

uiUi(t), ui ∈ Ú Û ,
x ∈ Ø{µ E · (X1, . . . , XN ),

��ÏG�UÏ
x(t) =

N
∑

i=1

xiXi(t), xi ∈ Ú Û ,
´ �g? µU¶ Ui(t) µ%· Xi(t)

9 µ ]H9X7 ¶6µ%¹o·6µ%¹o·Y¸H¹Hµ F ¼c¶ÆµJ½BµÚÙy¼ ? µ 9 � º ¹ d�Û[So]8ºQP ¸Hµ > µU¹c· T ´ ¹ ] µU¸B·EX5 ´ º ¶ ºQ9 ½BµO¶3¼ ]H]H9 ´ VBºQ> ¼|· º ´ ¹k¶ ] ´ ?QS ¹ ´ >Nº ¼ ? µU¶ ] ¼ 93> ´ 9IE µU¼:¸ V<d 4 ; 7UP ¸8¼R· º ´ ¹x½ º�É�7%9 µ%¹o· º µ ?Q? µ T¼ º ¹8¶ ºsP ¸8µ ? µU¶ 7UL µ%¹c·X¸Hµ ?Q? µU¶ E ´ ¹o· 9 ¼ º ¹c·XµU¶J¶6¸ 9x?z; 7 ·X¼R· ´ ¸ ? µ E ´ ¹o· 9"8:? µ T ¹Hµ¾¶ ´ ¹o· L:7%9Xº@Ê87 µU¶P ¸Hµx¶6¸ 9�? µO¶ ] ´ º ¹o·X¶�½Bµ ? ¼#½ º ¶ E%967 · º ¶6¼R· º ´ ¹ d � ¹�¶6µ 9 ¼ >-l ¹Hµ FHº µU¹ Z ¸H¹ ]H9 ´ F8?@lU> µx½ ; ´ ]BA· ºQ>-º ¶X¼|· º ´ ¹/¹ ´ ¹ ?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µwµU¹g½ ºQ> µ%¹8¶ º ´ ¹ Ê ¹ º µJ½Bµ ? ¼ e ´ 9X> µÎÍ #8dÞv Ð d4 ¼ 967 ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹_¹o¸ >-7U96ºKP ¸Hµ-½ ; ¸H¹ ]89 ´ FH?@lU> µ-½Bµ ]H9 ´ m:9 ¼ >N> ¼|· º ´ ¹�¹ ´ ¹ ?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µ-½B¸· St] µ-Í #Hd v Ð�µU¶Æ·�¶Æ·X¼R¹k½H¼ 9 ½ donG?Q? µ ] µU¸B· L · 9 µwµ É µ E ·X¸ 7 µ TB] ¼ 9 µ V µ >-]H? µ TB] ¼ 9 ¸H¹Hµ >-7 · 5 ´ ½Bµ½Bµ ]a7 ¹8¼ ?Qº ¶X¼|· º ´ ¹ T ´ ¸ ] ¼ 9 ¸H¹Hµ >N7 · 5 ´ ½Bµ � ¥�õ Í À%�X�%�8�%�8�z���|�ù�%�8�:ÁR�6�|�z���Y�a�6�X�R�6�RÝ)ÝN���o� Ð dÙ ¼:¹8¶ E µO¶ >-7 · 5 ´ ½BµU¶ To? µ F ¸B·
µO¶¯·
½Hµw¶Æµ 9 ¼ > µU¹Hµ 9sZ ½BµU¶s¶ ´ ¸8¶ AD]H9 ´ FH?Ql%> µU¶ ]H? ¸8¶
¶ ºQ>-]H? µO¶ T¶6¼:¹8¶ E ´ ¹o· 9 ¼ º ¹c·XµU¶ T µ%¹/¸B· ºQ?Qº ¶X¼R¹o·�½HµU¶ e ´ ¹ E · º ´ ¹8¶
½Bµ ]a7 ¹k¼ ?Qº ¶X¼|· º ´ ¹ ] ´ ¸ 9
? µU¶ E ´ ¹o· 9 ¼ º ¹c·6µO¶ T´ ¸ FHº µ%¹à½ ; ¼ ]H]H?QºQP ¸Hµ 9-? µU¶ E ´ ¹k½ º · º ´ ¹8¶-¹ 7UE µU¶X¶6¼ º@9 µU¶-½Bµ Ö ¸ 5 ¹ A×Û ¸ E � µ 9-] ´ ¸ 9 ½BµU¶ ]89 ´ AFH?@lU> µU¶s½ ; ´ ] · ºQ>Nº ¶X¼|· º ´ ¹1¼ L µ E^E ´ ¹o· 9 ¼ º ¹c·XµU¶ d õ ´ ¸ 9[? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µ)Í #Hd v Ð T Í #Hd h Ð Tc? µU¶ E ´ ¹8½ º@A· º ´ ¹8¶Y½Bµ Ö ¸ 5 ¹ A¢Û ¸ E � µ 9 ¶ ; 7OEW9Xº@L µU¹c·
∇F (Z) +

m
∑

i=1

λi∇gi(Z) = 0,

´ �/? µU¶ > ¸ ? · º@]H?QºKE ¼R·6µ%¸ 9 ¶Y½Bµ 4 ¼ mc9 ¼R¹ m µ λi
L:7U96º@Ê µ%¹o·

λigi(Z) = 0, i ∈ {1, . . . , r}, µ%· λi > 0, i ∈ {r + 1, . . . ,m}.
4 µU¶ >-7 · 5 ´ ½BµU¶ � ¥�õ E ´ ¹8¶ º ¶Æ·6µU¹c· ZJE ¼ ?KE ¸ ? µ 9 ½Hµ > ¼:¹ º@lU9 µ º · 7U9 ¼R· ºQL µ E µU¶ > ¸ ? · ºQ]H?@ºKE ¼R·6µU¸ 9 ¶½Bµ 4 ¼ mc9 ¼:¹ m µ T µ%¹g¸B· ºQ?Qº ¶X¼R¹o·^½BµU¶ >-7 · 5 ´ ½BµO¶�½Bµ � µÈÉ
· ´ ¹ ´ ¸ P ¸8¼c¶ º@A×� µÈÉ
· ´ ¹ d Ì EI5 ¼ P ¸Hµº · 7%9 ¼|· º ´ ¹ T ´ ¹�¸B· º@?Qº ¶6µ-¸H¹8µ >-7 · 5 ´ ½BµÎ½Bµ P ¸k¼:¶ º�A¢� µFÉ
· ´ ¹ ] ´ ¸ 9 µU¶Æ· ºQ> µ 9\? µ = µU¶X¶ º µU¹�½B¸4 ¼ mc9 ¼:¹ m:º µU¹�¼c¶6¶ ´ EWºQ7 ¼R¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µ1½Bµ ]H9 ´ m:9 ¼ >-> ¼R· º ´ ¹p¹ ´ ¹ ?Qº ¹ 7 ¼ º@9 µ T µ%· ´ ¹ 9X7 ¶ ´ ¸H·¸H¹p¶ ´ ¸k¶ AD]H9 ´ FH?Ql%> µN½Bµ ]H9 ´ m:9 ¼ >-> ¼R· º ´ ¹ P ¸8¼:½ 9 ¼|· ºQP ¸Hµ F ¼:¶ 7 ¶6¸ 9 ¸H¹Hµ#¼ ]H]H9 ´ VtºQ> ¼|· º ´ ¹P ¸8¼:½ 9 ¼|· ºQP ¸Hµs½B¸ 4 ¼ mc9 ¼:¹ m:º µU¹ d õ ´ ¸ 9ù]8? ¸8¶+½Bµ
½ 7 ·X¼ º@? ¶ù¶6¸ 9{E µW·6·6µ >-7 · 5 ´ ½Bµ T}L ´ ºQ9�: iovoT|qHfÃ;Dd
Ä
âbã
âbã Ñ æ3îcê�2Æô�èHò¯ê�.�.
ô
�ûæMñ8ò6ósô^ì�ë^ì©2È0ÿæ�ó
ôYðùèHò¯ê).�ëU0���ð��ûòd2�èBê).(�¦�[ð{ï�ê��wò
Ú ? µ VBº ¶¯·XµG½BµG¹ ´ >xFH9 µ%¸8¶6µU¶ >-7 · 5 ´ ½BµU¶M¹o¸ >-7%9XºKP ¸HµU¶ ] ´ ¸ 9M967 ¶ ´ ¸8½ 9 µ ?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹\½ ; = ¼ >NºQ? · ´ ¹ AC ¼ E ´ F8º

∂S

∂t
+H1(x,

∂S

∂x
) = 0,
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´ � H1(x, p) = maxu∈U 〈p, f(x, u)〉 − f0(x, u)

d � ´ >-> µ%¹xÜ ´ ¹8¶ ] ¼ 9 ½ 7OEW9Xº@9 µ_¸H¹Hµ½ º ¶ EW9X7 · º ¶X¼|· º ´ ¹_¶ º@>-]H? µ-½Bµ E µW·6·6µ 7OP ¸8¼|· º ´ ¹ ] ¼ 9 ½ º@Éa7U9 µU¹ E µO¶ Ê ¹ º µO¶ d Ú ?{E ´ ¹ Loº µ%¹o·y½Bµ 9 µ A> ¼ 9XP ¸Hµ 9UT ¶ º@>-ºQ? ¼ ºQ9 µ > µU¹c·G¼R¸ Vx7OP ¸8¼|· º ´ ¹8¶+½Bµ
· 9 ¼R¹8¶ ] ´ 9 · T|P ¸Hµ ] ´ ¸ 9 ¼c¶6¶6¸ 9 µ 9ù? ¼y¶¯·I¼ FHºQ?Qº · 7º@?<e ¼:¸B·^½ 7UE µ%¹c· 9 µ 9�? µJ¶ EI5H7%> ¼ d Ì º ¹8¶ ºbTH] ´ ¸ 9 ½ º ¶ E%967 · º ¶Æµ 9
〈

∂S

∂x
, f(x, u)

〉

=

n
∑

p=1

∂S

∂xp
fp(x, u),

´ ¹�µU¶Æ·w¼ > µ%¹ 7)Z ½ º ¶ EW9X7 · º ¶6µ 9 ∂S
∂xp

] ¼ 9 ¸H¹Hµ)½ º�É�7%9 µ%¹ E µ)½ º@Ltº ¶ 7 µ Z ½ 9 ´ º ·6µ ´ ¸ ZÎm ¼R¸ EI5 µ T¶Æµ ? ´ ¹ ? µ\¶ ºQm ¹Hµ\½Bµ fp(x, u)
d� ´ ¹8¶ º ½ 7%9 ´ ¹k¶Y¸8¹ > ¼ º@?Q? ¼ m µ)½Bµ ?z; µO¶ ] ¼ E µ (x Ý̄ ) T ´ � Þ̄ = (i1, . . . , in) ∈ Z

n T ¶6¸ ]H] ´ ¶ 7967Um ¸ ?Qº µ 9¾] ´ ¸ 9 ¶ º@>-]H?Qº@Ê µ 9OT µW·/¸8¹Hµ�½ º ¶ E%967 · º ¶6¼R· º ´ ¹ 9X7%m ¸ ?Qº@lU9 µ (tj) ½Bµ ?b; º ¹o·6µ 96L ¼ ?Q? µu½Bµ·6µ >-] ¶ dD� ´ · ´ ¹8¶ h = (h1, . . . , hn)
? µ ] ¼:¶J½ ; µO¶ ] ¼ E µ T µ%·JµW· k = tj+1 − tj

? µ ] ¼c¶\½Bµ·6µ >-] ¶ do� ´ º · S Ý̄ ,j ? ¼ L ¼ ? µ%¸ 9 ¼ ]H]H9 ´ EI5H7 µ�½Bµ S(tj , x Ý̄ ) d Ú ?kE ´ ¹ Ltº µ%¹c·[½ ; ¼ ]H]H9 ´ EI5 µ 9 ∂S
∂xp

(x Ý̄ )] ¼ 9 ¸8¹HµJ½ º@É�7%9 µ%¹ E µJ½ ºQLtº ¶ 7 µ Z-m ¼R¸ EI5 µÎÍ 9 µO¶ ]Md8Z ½ 9 ´ º ·XµOÐ
¶ º fp(x Ý̄ , u) µU¶Æ· ] ´ ¶ º · º@e Í 9 µO¶ ]�d¹ 7%m ¼|· º@e Ð d õ ´ ¸ 9 · ´ ¸B· 9X7 µ ? a T ´ ¹ ] ´ ¶Æµ
a+ = max(a, 0) =

a+ |a|
2

, a− = min(a, 0) =
a− |a|

2
.

õ ´ ¸ 9 · ´ ¸B· p ∈ {1, . . . , n} T ´ ¹_¹ ´ ·Xµ ep = (0, . . . , 1, . . . , 0)
T�? µ øRf7ø\7 ·I¼R¹o·wµU¹ p ADl%> µ] ´ ¶ º · º ´ ¹ d � ¹ ´ F · º µ%¹c·^½ ´ ¹ Ew? µ\¶ EI5H7%> ¼Nµ VB]H?QºQE%º ·Xµ

0 =
S Ý̄ ,k+1 − S Ý̄ ,k

k

+ max
u∈U

( n
∑

p=1

(

fp(x, u)+
S Ý̄ ,k − S Ý̄ −ep,k

hp
+ fp(x, u)−

S Ý̄ +ep,k − S Ý̄ ,k
hp

)

− f0(x Ý̄ , u)).
Ú ? µ VBº ¶¯·Xµ-½Hµ-¹ ´ >xFH9 µU¸8¶6µU¶ >-7 · 5 ´ ½BµO¶\½Bµ#½ º ¶ EW9X7 · º ¶X¼|· º ´ ¹ d 4 µ#¶ EI5H7%> ¼g½BµÎ½ º ¶ EW9X7 · º�A¶6¼R· º ´ ¹ ] ¼ 9 ½ º@É�7%9 µ%¹ E µU¶ Ê ¹ º µU¶ ]H9 ´ ] ´ ¶ 7NE%º�A ½BµU¶X¶6¸8¶wµO¶¯· ? µ ]H? ¸8¶J¶ ºQ>-]H? µ TM> ¼ º ¶ ´ ¹ ] µU¸B·¼:½ ´ ] ·6µ 9 ½BµO¶�¶ EX587%> ¼:¶�½ ; ´ 9 ½ 9 µy¶Æ¸ ]a7U96º µ%¸ 9OdÚ ? µ Vtº ¶Æ·6µJ¼:¸8¶X¶ ºM? µU¶ >-7 · 5 ´ ½BµU¶^½Bµ eÿ9 ´ ¹c·�½ ; ´ ¹8½Hµ#Í L ´ ºQ9U: �cj¦; Ð TkP ¸ º3E ´ ¹8¶ º ¶Æ·Xµ%¹c· ZÎE ¼ ?�AE ¸ ? µ 91? µU¶¾µ%¹k¶Æµ >)FH? µO¶1½Bµ_¹ ºQL µU¼:¸ ½Bµ ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ L ¼ ? µ%¸ 9 S ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹�½Bµ ?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹½ ; = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ FHºbd õ ¼ 9 · ºKE ¸ ?QºQl%9 µ > µ%¹c·+µ%ß E ¼ E µU¶3µU¹ ] µW· º ·6µ�½ ºQ> µ%¹8¶ º ´ ¹ T|E µU¶ >-7 · 5 ´ ½BµO¶E ´ ¹k¶ º ¶¯·Xµ%¹o· Z#e ¼ ºQ9 µ 7%L ´ ? ¸Hµ 9�? µ eÿ9 ´ ¹o·w½ ; ´ ¹8½BµN½Bµ ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ L ¼ ? µ%¸ 9 µU¹ ] ¼ 9 ·X¼R¹o·w½ ; ¸H¹] ´ º ¹c· ´ ¸_½ ; ¸H¹�µU¹8¶6µ >xFH? µ º ¹ º · º ¼ ? ½ ´ ¹H¹ 7:d 4 ¼ E ´ >-]H? µ VBº · 7 ¼ ?@m ´ 9Xº · 5H>-ºQP ¸HµJµU¶Æ· ?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µµ%¹ e ´ ¹ E · º ´ ¹Ë½B¸Ë¹ ´ >xFH9 µ¾½Bµ ] ´ º ¹c·X¶N½Bµ1½ º ¶ E%967 · º ¶6¼R· º ´ ¹ d � µO¶ >N7 · 5 ´ ½HµU¶ ´ ¹o· 7 · 7¾ºQ>)A]H?@7U> µ%¹c· 7 µO¶N½Bµ > ¼:¹ º@lU9 µ#· 9Xl ¶)µWß E ¼ E µ1¶Æ¸ 9 ½BµU¶ ]H9 ´ FH?Ql%> µU¶)½Bµ/½ ºQ> µU¹8¶ º ´ ¹ > ´ S µU¹H¹HµÍ�· St]HºQP ¸Hµ > µ%¹c· q Ð d 4 ¼ E ´ ¹8¶Æ· 9 ¸ E · º ´ ¹Ç½Hµ¾·6µ ? ¶N¶ EX5H7U> ¼c¶x¹ ; µU¶Æ· E µ ] µU¹8½H¼R¹o· ] ¼:¶ º@>->-7WA½ º ¼R·6µ T µW·¾µ%¹ e ´ ¹ E · º ´ ¹à½Hµ ?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹ º@?Ye ¼R¸B· L · 9 µ E ¼ ] ¼ F8? µ�½ ; 7U? ¼ F ´ 9 µ 9 ¸H¹ ¶ EI5H7%> ¼¶¯·I¼ FH? µyµW· E ´ ¹8¶ º ¶Æ·X¼:¹c·JÍ L ´ º@9*: �:j¦;�] ´ ¸ 9 ½BµU¶�µ V µ >-]H? µU¶IÐ dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�Õ#HdÞiBd qaÏU� ´ · ´ ¹k¶ P ¸Hµ T ½Bµ >ML%> µ P ¸Hµ ]H9X7UE%7 ½Bµ >-> µU¹c· T�?z; º ¹c· 9 ´ ½B¸ E · º ´ ¹à½BµE ´ ¹o· 9 ¼ º ¹c·XµU¶�¶6¸ 9�?z; 7 ·I¼|·w¹Hµ ] ´ ¶ÆµN¼R¸ E ¸H¹ ]89 ´ FH?@lU> µ `aºQ? ¶6¸Bß-·yµ%¹_µ É µW·\½ ; º@>-] ´ ¶6µ 9yZ#? ¼e ´ ¹ E · º ´ ¹ L ¼ ? µ%¸ 9 ½ ; L · 9 µ 7%m ¼ ? µ Z +∞ ¶Æ¸ 9�? µ^½ ´ > ¼ º ¹Hµ º ¹o·6µ 9 ½ º · d6� ¸ >-7%9XºQP ¸Hµ > µU¹c· ToE µ ? ¼¶ ºQm ¹ º@Ê µ P ¸ ; ´ ¹ ºQ>-] ´ ¶6µw¸H¹Hµ L ¼ ? µU¸ 9 ¼c¶6¶6µÈ! m:9 ¼R¹8½Bµ Z)? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ L ¼ ? µU¸ 9OT µU¹ ? µU¶ ] ´ º ¹c·X¶½B¸ > ¼ º@?Q? ¼ m µ P ¸ º ¶ ´ ¹o·Y½H¼R¹k¶ ? µJ½ ´ > ¼ º ¹Hµ º ¹c·Xµ 9 ½ º · d
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Ü �WÝÎ�|�6�%�8��#HdÞiBd raÏ 4 ´ 9 ¶ P ¸ ; ´ ¹�¼ ? ´ E ¼ ?Qº ¶ 7�? µU¶ E ´ ¸ 9XF µU¶¾½Hµ E ´ >N> ¸H·X¼|· º ´ ¹8¶ T ´ ¹ ] µU¸B·7%L µ%¹o·6¸Hµ ?@? µ > µU¹c· 9 ¼Rß-¹8µ 9�? µ > ¼ ºQ?@? ¼ m µÇ¼R¸H· ´ ¸ 9 ½Bµ E µU¶ E ´ ¸ 96F µO¶ ] ´ ¸ 9 ´ F ·6µU¹ º@9 ¸H¹Hµ> µ º@?Q? µ%¸ 9 µ ]H9X7UE%º ¶ º ´ ¹ d
¿#"ji ß .1Õ�Ó%ÓWÕàt Øs(DÁ *-,/Õ 0 Á * 2%Ô�2ÃÂXá
4 µO¶ >N7 · 5 ´ ½HµU¶#½ ºQ9 µ E ·6µO¶ ]H9X7 ¶6µ%¹o·6µU¹c· ? µU¶#¼ L ¼R¹c·I¼ m µU¶-¶Æ¸ ºQL ¼:¹c·I¶Î¶6¸ 9Î? µU¶ >-7 · 5 ´ ½BµU¶º ¹8½ º@9 µ E ·6µU¶ `	�? µU¸ 9Y>-º ¶6µ\µ%¹ ´ µ%¸ Lt9 µyµU¶¯· ]H? ¸8¶Y¶ º@>-]H? µ E ¼ 9 µ ?@? µU¶�¹8µ\¹ 7OE µU¶X¶ º ·Xµ%¹c· ] ¼:¶�¸H¹Hµ 7 ·X¸8½Bµ· 5H7 ´ 9XºQP ¸Hµ ]8967 ¼ ? ¼ FH? µ E ´ >-> µ ? µU¶ >-7 · 5 ´ ½BµO¶ º ¹k½ º@9 µ E ·6µO¶�7tµ%¹ ] ¼ 9 · ºQE ¸ ?@º µ 9OT ´ ¹¾¹ ; ¼] ¼:¶ Z�7 ·X¸8½ º µ 91? µU¶ L ¼ 96º ¼ FH? µU¶#¼c½}» ´ º ¹c·XµU¶ T ´ ¸ FHº µ%¹ ZËE ´ ¹8¹8¼¦âK· 9 µ ZÇ?b; ¼ L ¼R¹ E µ ? ¼¶¯· 9 ¸ E ·6¸ 9 µ\½BµU¶ E ´ >-> ¸B·X¼R· º ´ ¹8¶�7	 µ ?Q? µO¶�¶ ´ ¹c· ]H? ¸k¶ 9 ´ F ¸8¶¯·XµU¶�7	 µ ?Q? µO¶-¶ ´ ¹c· ] µU¸ ¶6µ%¹8¶ º@F8? µO¶N¼:¸ EX5 ´ º�V ½Hµ ? ¼ E ´ ¹k½ º · º ´ ¹ º ¹ º · º ¼ ? µpÍ E ´ ¹c· 9 ¼ ºQ9 µ > µ%¹o·¼R¸ V1>N7 · 5 ´ ½BµU¶ º ¹8½ º@9 µ E ·6µU¶ THEWe+E%º�A ½BµU¶X¶ ´ ¸8¶IÐã7	�º@? µO¶¯· e ¼ E%º@? µ\½Bµy·6µU¹ º@9^E ´ >-] ·6µJ½ ; 7UL µ%¹o·6¸Hµ ?@? µU¶ E ´ ¹c· 9 ¼ º ¹o·6µU¶�¶6¸ 9�?b; 7 ·I¼|·�7	 µ ?Q? µO¶ ] µ 9X> µW·6·6µ%¹o·{½Bµ E ¼ ?KE ¸ ? µ 93? µU¶ E ´ ¹o· 9"8:? µU¶ ´ ] · ºQ> ¼:¸ V ¶ ´ ¸8¶ e ´ 96> µs½Bµ e µ%µU½ F ¼ E � T��Ï{�OÏ µU¹ F ´ ¸ E%? µ e µ 9X>-7 µ T<E µ P ¸ º µU¶Æ· ] ¼ 9 · ºKE ¸ ?QºQl%9 µ > µ%¹o·y¼c½H¼ ] · 7 ¼:¸ V�]H9 ´ FH?Ql%> µU¶½BµJ¶¯·I¼ FHºQ?@º ¶X¼|· º ´ ¹ T µ%·Ãä ´ ¸ ZN? ¼ >-º ¶6µyµU¹ ´ µU¸ Lt9 µy½Hµ\¶ S ¶¯· l%> µU¶
µ >xF ¼ 9IP ¸ 7 ¶ dn ¹ 9 µ L ¼R¹ EI5 µ T	�? µO¶ >-7 · 5 ´ ½BµO¶G½ ºQ9 µ E ·XµU¶G¶ ´ ¹c· > ´ º ¹8¶ ]H9X7UEWº ¶6µU¶ P ¸8µ ? µU¶ >-7 · 5 ´ ½BµO¶ º ¹8½ ºQ9 µ E ·XµU¶�7 ] ¼ 9µ V µ >-]H? µ¾½H¼R¹8¶ ? µO¶ ]H9 ´ FH?Ql%> µU¶J½Bµ E ´ ¹c· 9d8c? µ ´ ] · º@> ¼ ?Gº ¶X¶Æ¸8¶x½Bµ ?b; ¼ 7U9 ´ ¹8¼R¸H· ºKP ¸8µ T? ¼ ]H967OEWº ¶ º ´ ¹_½HµU¶ >-7 · 5 ´ ½BµU¶y½ ºQ9 µ E ·6µO¶w¶ ; ¼ L:l%9 µxµ%¹ m:7 ¹ 7U9 ¼ ?3º ¹8¶Æ¸HßÎ¶X¼R¹o·6µ T�> ¼ ?Qm:9X7?b; ¼R¸ m:> µ%¹c·I¼|· º ´ ¹/½B¸g¹ ´ >xFH9 µ\½Bµ ] ¼c¶�½Bµ ? ¼-½ º ¶ E%967 · º ¶6¼R· º ´ ¹*7	�? ¼N½ º ¶ E%967 · º ¶6¼R· º ´ ¹¾½ º@9 µ E ·6µy½ ; ¸H¹ ]H9 ´ F8?@lU> µy½Bµ E ´ ¹c· 9"8:? µ ´ ] · º@> ¼ ?�E ´ >-] ´ 9 ·6µw¶ ´ ¸ AL µ%¹c· ]8? ¸8¶ º µ%¸ 9 ¶ >-º ¹ º@> ¼xÍ ? ´ E ¼:¸ V Ð T µ%· ? µO¶ >-7 · 5 ´ ½BµO¶�½ º@9 µ E ·6µU¶ ] µ%¸ L µ%¹o· E ´ ¹ L µ 96m µ 9L µ 9 ¶ E µU¶ >-º ¹ ºQ> ¼�7 ] ´ ¸ 9 ·I¼R¹c· ? ¼#¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹�¼ º ¹8¶ º ½ 7 ·6µ 9X>-º ¹ 7 µ ] µ%¸B·w¶ ; ¼ L:7%9 µ 9�L · 9 µ· 9Xl ¶ 7U? ´ º@m ¹ 7 µy½Hµ ? ¼ Lt9 ¼ º µy¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ ´ ] · ºQ> ¼ ? µ�7	�? µO¶ >N7 · 5 ´ ½BµU¶Y½ ºQ9 µ E ·XµU¶Y¶ ´ ¹c· m ´ ¸ 96> ¼:¹8½BµU¶sµU¹ >-7%> ´ ºQ9 µ T µW·�½Bµ E µ e ¼ º · ] µ%¸ L µU¹c·½Bµ L µU¹ º@9Yº ¹Hµ%ß E ¼ E µU¶�¶ º<? ¼-½ ºQ> µU¹8¶ º ´ ¹g½ ; µO¶ ] ¼ E µyµU¶Æ·�· 9 ´ ]/m:9 ¼R¹8½Bµ dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�*#Hd qHdQfoÏs�tºk? ¼J½ S ¹8¼ >-ºKP ¸8µ^½B¸¾¶ S ¶Æ· lU> µ�½Bµ E ´ ¹o· 9"8:? µ�µU¶Æ· E ´ >-]H?QºQP ¸ 7 µ Tc? µ E ¼ ?�AE ¸ ? ½B¸¾¶ S ¶Æ· lU> µ^µ V · 967U> ¼ ?bT ¹ ´ ·I¼ >-> µ%¹c·s½HµU¶ 7UP ¸8¼R· º ´ ¹8¶�¼c½}» ´ º ¹c·XµU¶ Tc] µ%¸B· L · 9 µ^µ É µ E ·X¸ 7¼ L µ E ¸H¹ ? ´ mcºQE%º µ ? ½Bµ E ¼ ?QE ¸ ?�e ´ 9X> µ ?�E ´ >-> µZå �X���@�%d4 µO¶�¼ L ¼R¹o·X¼ m µU¶
½BµU¶ >N7 · 5 ´ ½BµU¶ º ¹k½ º@9 µ E ·6µU¶Y¶ ´ ¹c·	�?b; µ V · 9dLU> µ ]8967OEWº ¶ º ´ ¹1¹t¸ >-7%9XºQP ¸Hµ�7	�? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµ\½Bµ�· º@9�> ¸ ? · º@]8? µyµO¶¯· Tt] ¼ 9�E ´ ¹8¶Æ· 9 ¸ E · º ´ ¹ Tt] ¼ 9 ¼ ?Q?@7U?@º ¶X¼ FH? µ T µW·Y¶ ´ ¹ ºQ>)A]H?Q7%> µ%¹c·I¼|· º ´ ¹ ] µU¸B·[½ ´ ¹ E(L · 9 µ�µ%¹ Loº ¶X¼ m:7 µ
¶Æ¸ 9 ¸H¹ 9X7 ¶6µU¼:¸N½ ; ´ 9 ½ º ¹k¼|·6µU¸ 9 ¶ > ´ ¹o· 7 ¶µ%¹ ] ¼ 9 ¼ ?Q?@lU? µ d4 µO¶ º ¹ E ´ ¹ L:7 ¹ º µU¹c·X¶Y½BµU¶ >-7 · 5 ´ ½BµU¶ º ¹8½ ºQ9 µ E ·6µO¶�¶ ´ ¹c· ? µO¶�¶6¸ º@L ¼R¹o·X¶ `	 µ ?Q? µO¶ E ¼ ?QE ¸ ? µ%¹c· ? µO¶ E ´ ¹c· 9d8c? µU¶ ´ ] · ºQ> ¼:¸ V ¶ ´ ¸8¶ e ´ 96> µ\½Bµ F ´ ¸ E%? µ ´ ¸ L µ 9 ·6µ�7	 µ ?Q? µO¶)¶ ´ ¹c· F ¼c¶ 7 µU¶x¶6¸ 9)? µ ]H96º ¹ E%º@] µ1½H¸ > ¼ VBºQ> ¸ >çP ¸ º µU¶Æ·)¸H¹8µ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹Ç¹ 7WAE µU¶X¶X¼ ºQ9 µN½ ; ´ ] · ºQ> ¼ ?Qº · 7 ¶6µ%¸ ? µ > µU¹c· T µ%·J½ ´ ¹ E)ºQ?+e ¼R¸B· L · 9 µ E ¼ ] ¼ FH? µN½Bµ L:7%9Xº�Ê µ 9 ¼] ´ ¶Æ·6µ 9Xº ´ 9Xºa?z; ´ ] · º@> ¼ ?Qº · 7 ½Hµ ? ¼)· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µ E ¼ ?KE ¸ ?@7 µ�7	�96ºQm:º ½ º · 7 ½Bµ ? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµ `B? ¼-¶¯· 9 ¸ E ·6¸ 9 µy½BµU¶ E ´ >-> ¸B·X¼R· º ´ ¹8¶�½ ´ º · L · 9 µ E ´ ¹H¹o¸8µ Z?b; ¼ L ¼R¹ E µwÍ ] ¼ 9 µ V µ >N]8? µ ] ¼ 9 ¸H¹Hµ 7 ·6¸8½Hµ m:7 ´ >-7 · 96ºKP ¸Hµs½H¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µOÐ d Ù µ >ZLU> µ T



Ço¨��B¨q�Nø3¦�®�®M¦��©�¤+ )ª
«�¦ �+ )ªs£Æ÷t£¯¥�æ f|v:v
º@? ¹ ; µU¶Æ· ] ¼:¶ e ¼ EWºQ? µ�½ ; º ¹c· 9 ´ ½B¸ ºQ9 µg½BµO¶ E ´ ¹c· 9 ¼ º ¹o·6µU¶-¶6¸ 9-?b; 7 ·I¼|· TGE ¼ 9 ½ ; ¸H¹Hµ ] ¼ 9 ·E µ ? ¼ 9 µ P ¸ º µ 9 ·�½ ; ¼ ]H]H?QºQP ¸Hµ 9 ¸H¹ ]H9Xº ¹ EWºQ] µ)½B¸ > ¼ VBºQ> ¸ > ·Xµ%¹8¼:¹c· E ´ >-] ·6µN½Bµ E µO¶E ´ ¹c· 9 ¼ º ¹c·XµU¶
Í P ¸ º µU¶Æ· F µU¼:¸ E ´ ¸ ])]H? ¸8¶ E ´ >-]H?QºQP ¸ 7�P ¸Hµ ? µ ]H96º ¹ EWºQ] µ�½B¸ > ¼ VBºQ> ¸ >¶¯·I¼R¹8½8¼ 9 ½8Ð T ½ ; ¼R¸B· 9 µ ] ¼ 9 · ? ¼ ]H9X7 ¶6µ%¹ E µ-½Hµ E ´ ¹c· 9 ¼ º ¹o·6µO¶y¶6¸ 9\?z; 7 ·X¼|· ] µ%¸B· 9 µU¹8½ 9 µE ´ >N]8?@ºKP ¸ 7 µ ? ¼w¶Æ· 9 ¸ E ·X¸ 9 µs½Bµ ? ¼^· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µ ´ ] · ºQ> ¼ ? µ T ¹ ´ ·X¼ >-> µU¹c· ? ¼w¶¯· 9 ¸ E ·6¸ 9 µ½BµJ¶ÆµU¶ E ´ >-> ¸B·I¼|· º ´ ¹8¶ d	 Ù µU¸ VBº@lU> µ > µ%¹c· TMºQ?+e ¼R¸B· L · 9 µ E ¼ ] ¼ FH? µN½HµÎ½Bµ Ltº ¹Hµ 9 ½Hµ F ´ ¹H¹HµO¶ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹k¶ º ¹ º�A· º ¼ ? µU¶ ] ´ ¸ 9s?z; 7 ·X¼R·sµ%· ? µ L µ E ·6µU¸ 9 ¼c½}» ´ º ¹c· Tt] ´ ¸ 9 µO¶ ]a7%9 µ 9[e ¼ ºQ9 µ E ´ ¹ L µ 96m µ 9�? ¼ >-7WA· 5 ´ ½BµY½Bµ
· º@9OdRn ¹Îµ É µW· ? µY½ ´ > ¼ º ¹HµY½Bµ E ´ ¹ L µ 96m µ%¹ E µ
½Bµ ? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµ^½Bµ � µFÉ
· ´ ¹] µ%¸B· L · 9 µ\¼:¶X¶ÆµF! ] µW· º ·^µ%¹ e ´ ¹ E · º ´ ¹g½B¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µ\½Bµ E ´ ¹o· 9"8:? µ ´ ] · ºQ> ¼ ?bdÜ �WÝÎ�|�6�%�8�@#Hd qHdÞi8Ï ¥ ¸Hµ ?b; ´ ¹p¼ º ·\¸B· ºQ?Qº ¶ 7 ¸H¹Hµ >N7 · 5 ´ ½BµÎ½ ºQ9 µ E ·6µ ´ ¸�¸H¹Hµ >-7 · 5 ´ ½Hµ º ¹ A½ º@9 µ E ·6µ TMº@?Ge ¼R¸B· L · 9 µ E ¼ ] ¼ F8? µÎ½Hµ L:7%9Xº�Ê µ 9OT ¼ ] ´ ¶¯·Xµ 9Xº ´ 96ºzT<P ¸Hµ ?z; ´ ¹p¼ FHº µ%¹ ´ F ·6µU¹o¸ ? ¼· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µ ´ ] · ºQ> ¼ ? µ d 4 µU¶ E ¼R¸8¶6µU¶�¶ ´ ¹c· E µ ] µU¹8½H¼R¹o·Y½ º�É�7%9 µ%¹o·6µU¶Y¶6µ ? ´ ¹ ? ¼ >-7 · 5 ´ ½Hµ d	��tº ´ ¹È¼u¸B· ºQ?@º ¶ 7 ¸8¹Hµ >N7 · 5 ´ ½Bµ/½ º@9 µ E ·6µ T+ºQ? ¶Æµ ] µU¸B· P ¸ ; µ ?Q? µg¼ º · E ´ ¹ L µ 9Xm:7#L µ 9 ¶¸H¹ Í ] ¶ÆµU¸8½ ´ Ð Az>-º ¹ ºQ> ¸ >×? ´ E ¼ ?bT ½�5 Zg? ¼�½ º ¶ EW9X7 · º ¶X¼|· º ´ ¹p½B¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µ d�� ´ · ´ ¹8¶· ´ ¸B·6µ e ´ º ¶ P ¸Hµ ?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹)½ ; = ¼ >-º@? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ FHº ½ ´ ¹8¹Hµs¸8¹Hµ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹)¹ 7UE µO¶6¶X¼ ºQ9 µµW·\¶Æ¸HßÎ¶X¼R¹o·6µN½ ; ´ ] · º@> ¼ ?@º · 7cT µ%· E ´ ¹8½B¸ º ·\½ ´ ¹ E)Z ½BµO¶^· 9 ¼|»¯µ E · ´ º@9 µU¶ m:? ´ F ¼ ? µ > µ%¹c·´ ] · º@> ¼ ? µO¶ d	 4 µO¶ >N7 · 5 ´ ½BµU¶ º ¹8½ º@9 µ E ·6µU¶ù¶ ´ ¹c· F ¼c¶ 7 µU¶3¶Æ¸ 93? µ ]H96º ¹ E%º@] µ[½H¸ > ¼ VBºQ> ¸ > P ¸ º ½ ´ ¹H¹8µ¸H¹Hµ E ´ ¹k½ º · º ´ ¹\¹ 7UE µU¶X¶6¼ º@9 µ{½ ; ´ ] · ºQ> ¼ ?@º · 7�? ´ E ¼ ? µ d � ¹Hµ e ´ º ¶ E µU¶<· 9 ¼|»¯µ E · ´ º@9 µU¶M½ 7 ·6µ 96A>-º ¹ 7 µU¶ To? ¼J· 5H7 ´ 9Xº µ�½BµO¶ ] ´ º ¹c·X¶ E ´ ¹|»¯¸ m ¸ 7 ¶ ] µ 96> µ%·s½ ; 7 ·I¼ FH?QºQ9sP ¸ ; ¸H¹Hµ�µ V · 967U> ¼ ? µµU¶Æ· ? ´ E ¼ ? µ > µU¹c· ´ ] · º@> ¼ ? µ�¼ L ¼R¹o·/¶ ´ ¹ ]H9 µ >-º µ 9 ·Xµ >-] ¶ E ´ ¹|»¯¸ m ¸ 7 Í L ´ ºQ9Õ:QfOi¦; Ð d4 ; ´ ] · º@> ¼ ?@º · 7wm:? ´ F ¼ ? µ^µU¶Æ· F µO¼R¸ E ´ ¸ ]¾]H? ¸8¶
½ º ß E%º@? µ Zx7 ·X¼ FH?Qº@9 µU¹ m:7 ¹ 7%9 ¼ ?zT µW·�¶6¸ 9½BµU¶�µ V µ >-]H? µU¶Y¶ ]a7OEWº@ÊkP ¸HµU¶ ´ ¹ ?b; 7 ·I¼ FH?Qº ·�¹t¸ >-7%9XºQP ¸Hµ > µU¹c· dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�%#Hd qHd qkÏ 4 µU¶ >-7 · 5 ´ ½BµO¶x½ ºQ9 µ E ·XµU¶x½ ´ ¹H¹8µ%¹c· ? µU¶ E ´ ¹c· 9d8c? µO¶\µ V · 9X7%> ¼R¸ V ¶ ´ ¸8¶e ´ 9X> µ^½Bµ F ´ ¸ EW? µ e µ 96>-7 µ T µ%· ? µU¶ >-7 · 5 ´ ½BµO¶ º ¹8½ º@9 µ E ·6µU¶�¶ ´ ¸8¶ e ´ 9X> µY½Bµ F ´ ¸ EW? µ ´ ¸ L µ 9 ·Xµ¶ÆµU¸ ? µ > µ%¹c· d � µ ] µ%¹k½H¼R¹c· T ¸H¹Hµ-· 9 ¼|»¯µ E · ´ º@9 µ ´ ] · º@> ¼ ? µ#¼ S ¼R¹c· 7 · 7 ½ 7 ·Xµ 9X>-º ¹ 7 µ ] ¼ 9 ¸H¹Hµ>N7 · 5 ´ ½Bµ º ¹8½ ºQ9 µ E ·Xµ T ´ ¹ ] µ%¸B·
¶Æ·X¼ FHº@?Qº ¶Æµ 9[E µ%·Æ·6µ^· 9 ¼|»¯µ E · ´ º@9 µYµ%¹ E ¼ ?KE ¸ ? ¼R¹o· Tc] ¼ 9 ¸8¹Hµ >-7WA· 5 ´ ½Hµ 4�¥ ] ¼ 9 µ V µ >-]H? µ T ¸H¹ E ´ ¹o· 9"8:? µ e µ%µO½ F ¼ E � ? ´ E ¼ ? µ > µU¹c·G¼R¸B· ´ ¸ 9GE µ ? ¼�· 9 ¼|»�µ E · ´ ºQ9 µ d4 µx·I¼ FH? µU¼:¸u¶Æ¸ ºQL ¼:¹c· 967 ¶Æ¸ > µ ? µU¶ E ¼ 9 ¼ E · 7%9Xº ¶Æ· ºKP ¸HµU¶�½BµU¶ >-7 · 5 ´ ½BµO¶y½ º@9 µ E ·6µO¶�µW· º ¹ A½ º@9 µ E ·6µO¶ d ç ?ÍE T G�� ��èZ�DC�VR��e$EF��è

ç ?6E T G��D��èZCHBD� C�VR��e$E���è>-º ¶Æµ\µ%¹ ´ µ%¸ Lt9 µy¶ ºQ>-]H? µ T¶X¼R¹8¶ E ´ ¹H¹8¼ º ¶X¶6¼:¹ E µy¼ ]H9Xº ´ 96º
E ´ ¹8¹8¼ º ¶6¶X¼R¹ E µw¼ ]H9Xº ´ 9Xº ½Bµ ? ¼-¶Æ· 9 ¸ E ·6¸ 9 µ½Bµ ? ¼)· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µ ´ ] · ºQ> ¼ ? µ] µ%¸�¶ÆµU¹8¶ ºQFH? µU¶�¼:¸ EI5 ´ º�V ½Bµ ? ¼E ´ ¹8½ º · º ´ ¹ º ¹ º · º ¼ ? µ · 96l ¶Y¶ÆµU¹8¶ ºQFH? µU¶�¼:¸ EX5 ´ º�V ½Bµ ? ¼E ´ ¹8½ º · º ´ ¹ º ¹ º · º ¼ ? µe ¼ EWºQ?@º · 7 ½Bµ ? ¼ ]896º ¶Æµyµ%¹ E ´ >-] ·6µ½Bµ E ´ ¹c· 9 ¼ º ¹c·XµU¶�¶Æ¸ 9�?b; 7 ·I¼|· ½ º ß E ¸ ? · 7 · 5H7 ´ 9XºQP ¸Hµ\½Bµ ? ¼ ]H96º ¶6µwµU¹ E ´ >-] ·6µ½Bµ E ´ ¹c· 9 ¼ º ¹o·6µU¶�¶6¸ 9�?b; 7 ·I¼|·E ´ ¹c· 9d8c? µO¶yÍ m:? ´ F ¼ ? µ > µ%¹o·IÐ ´ ] · ºQ> ¼R¸ Vµ%¹ F ´ ¸ E%? µ e µ 96>-7 µ
E ´ ¹c· 9d8c? µO¶yÍ ? ´ E ¼ ? µ > µ%¹c·ÄÐ ´ ] · ºQ> ¼R¸ VµU¹ F ´ ¸ EW? µ ´ ¸ L µ 9 ·Xµ]H967OEWº ¶ º ´ ¹1¹t¸ >-7%9XºQP ¸Hµ F ¼:¶X¶Æµ ´ ¸ > ´ S µ%¹H¹Hµ · 9Xl ¶ mc9 ¼:¹8½Bµ ]H9X7UE%º ¶ º ´ ¹1¹o¸ >N7U96ºKP ¸Hµµ%ß E ¼ E µU¶
µ%¹ F ¼:¶X¶Æµ\½ º@> µU¹8¶ º ´ ¹ µWß E ¼ E µO¶sµU¹1· ´ ¸B·Xµ\½ ºQ> µ%¹8¶ º ´ ¹m ´ ¸ 9X> ¼R¹8½ º ¶6µ�µU¹ >-7%> ´ ºQ9 µ E ¼ ?KE ¸ ? ¶ ] ¼ 9 ¼ ?@?Q7%?Qº ¶X¼ FH? µU¶]H9 ´ F8?@lU> µ\½BµO¶ >-º ¹ ºQ> ¼ ? ´ E ¼:¸ V ] µW· º ·^½ ´ > ¼ º ¹Hµ\½Bµ E ´ ¹ L µ 9Xm µU¹ E µ



f}v|ha�+ ^¡^¢G£%¤+¥�¦�Ço¨\�©�¤+ Nª
«^¦s÷Î°#øù�©�¥�£È�Nø3¦[÷-¦�° ��ª
°)¤+¥*�
®M¦ ªs¢w¤ù£¯�¡^®
õ ´ ¸ 9�] ¼ ?@?Qº µ 9G?z; º ¹ E ´ ¹ Lc7 ¹ º µ%¹c· > ¼|»¯µU¸ 9 ½BµU¶ >N7 · 5 ´ ½BµU¶ º ¹8½ ºQ9 µ E ·6µO¶ TcZ ¶X¼ L ´ º@9{? ¼J¶ÆµU¹8¶ º@AFHº@?Qº · 7 µ V · 9"L%> µ ] ¼ 9{9 ¼ ]H] ´ 9 · Zy? ¼ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹ º ¹ º · º ¼ ? µ T ´ ¹ ]H9 ´ ] ´ ¶Æµ ]8? ¸8¶ º µ%¸ 9 ¶{¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹k¶ d� ¹Hµ ]H9 µ >-ºQl%9 µ\¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ 9 ¼ º ¶ ´ ¹8¹8¼ FH? µ E ´ ¹k¶ º ¶¯·Xµ Z-E ´ >xFHº ¹Hµ 9�? µU¶Y½Bµ%¸ V ¼ ]8]H9 ´ EX5 µO¶ `>N7 · 5 ´ ½BµU¶G½ ºQ9 µ E ·XµU¶+µ%· º ¹8½ ºQ9 µ E ·6µO¶ T ½Bµ e ¼ÍÜ ´ ¹ Z ´ F ·Xµ%¹ ºQ9GE µ P ¸ ; ´ ¹-¼ ]H] µ ?@? µ
¸8¹Hµ ÝÎ¿W��`H�UÁc�`�c:ý%�Ä��Á:�%d ¥ ¸8¼R¹8½ ´ ¹Ç¼ F ´ 9 ½BµÎ¸H¹ ]H9 ´ F8?@lU> µ¾½Bµ E ´ ¹c· 9d8c? µ ´ ] · ºQ> ¼ ?zT ´ ¹ ] µU¸B·N½ ; ¼ F ´ 9 ½µU¶X¶6¼ S µ 9 ½Bµ > µ%·Æ· 9 µ�µ%¹ ´ µ%¸ Lt9 µY¸H¹Hµ >-7 · 5 ´ ½Bµ�½ º@9 µ E ·6µ d � ¹ ] µ%¸B·
¼ º ¹k¶ º µO¶ ]a7U9 µ 9 ´ F ·Xµ%¹ ºQ9¸H¹Hµ º ½ 7 µ�¼c¶6¶6µÈ! ]H967OEWº ¶Æµ�½Bµ ? ¼p¶Æ· 9 ¸ E ·X¸ 9 µg½HµU¶ E ´ >-> ¸B·I¼|· º ´ ¹8¶ T ¼ º ¹8¶ ºYP ¸ ; ¸H¹Hµ F ´ ¹8¹Hµ¼ ]H]H9 ´ VtºQ> ¼|· º ´ ¹�½Hµ ? ¼g· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µ ´ ] · º@> ¼ ? µ T µ%·)½B¸ L µ E ·Xµ%¸ 9 ¼:½}» ´ º ¹o·)¼:¶X¶ ´ E%º@7cd��tº ´ ¹¶ ´ ¸ 5 ¼ º ·6µ ]H? ¸8¶g½Bµ ]H9X7UE%º ¶ º ´ ¹ ¹o¸ >N7U96ºKP ¸Hµ T ´ ¹ > µ%·�¼ ? ´ 9 ¶¾µ%¹ ´ µ%¸ Lt9 µ_¸H¹Hµ >-7 · 5 ´ ½Bµ½Bµ�· ºQ9OT µ%¹ µO¶ ]a7%9 ¼R¹o· P ¸Hµ ? µ 967 ¶Æ¸ ? ·X¼R· e ´ ¸ 9 ¹ º�] ¼ 9¾? ¼ >N7 · 5 ´ ½Hµu½ ºQ9 µ E ·6µu½ ´ ¹H¹Hµ_¸H¹Hµ¼ ]H]H9 ´ VtºQ> ¼|· º ´ ¹p¶Æ¸HßÎ¶X¼R¹o·6µ¾½Bµ ? ¼/· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µ ´ ] · ºQ> ¼ ? µ EI5 µ 9XEI5H7 µ TMe ´ ¸ 9 ¹ º ¶6¶X¼R¹o·x¼ º ¹8¶ º¸H¹ ] ´ º ¹c·\½Hµ-½ 7%] ¼ 9 ·\¼ ]H] ¼ 9 ·Xµ%¹8¼:¹c·y¼R¸�½ ´ > ¼ º ¹HµN½Hµ E ´ ¹ L µ 9Xm µU¹ E µ)½Bµ ? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµ-½Bµ· ºQ9UdHn ¹ E ´ >xFHº ¹8¼R¹o·Y¼ º ¹8¶ º<? µU¶Y½Bµ%¸ V ¼ ]H]H9 ´ EX5 µU¶yÍ >-7 · 5 ´ ½BµO¶Y½ º@9 µ E ·6µO¶ ] ¸ º ¶ º ¹8½ º@9 µ E ·XµU¶IÐ T´ ¹ ] µU¸B· Fa7 ¹ 7WÊkE%º µ 9 ½Bµ ?b; µ VHE µ ?@? µ%¹o·6µ ]H9X7UE%º ¶ º ´ ¹N¹t¸ >-7%9XºQP ¸Hµ e ´ ¸ 9 ¹ º µ ] ¼ 9G? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµ^½Bµ· ºQ9 · ´ ¸H·yµ%¹ 967 ½B¸ º ¶6¼:¹c· E ´ ¹8¶ º ½ 7%9 ¼ FH? µ > µU¹c· ? µ-½ 7 ¶6¼ L ¼:¹c·X¼ m µ)½�5 Z¾? ¼ ] µW· º ·XµU¶X¶Æµ-½Bµ-¶ ´ ¹½ ´ > ¼ º ¹Hµ\½Bµ E ´ ¹ L µ 9Xm µU¹ E µ dn ¹�¼ ]8]H?@ºKP ¸8¼R¹o·J½ ; ¼ F ´ 9 ½_¸H¹Hµ >-7 · 5 ´ ½HµÎ½ ºQ9 µ E ·6µ T ´ ¹ ] µ%¸B· ´ F ·6µ%¹ º@9 ¸H¹Hµ#¼ ]H]89 ´ VBº�A> ¼R· º ´ ¹�½Bµ ?z; 7 ·X¼R·/¼c½}» ´ º ¹c· dsn ¹�µ É µW· T ´ ¹�¼ L ¸ P ¸ ; ¸8¹Hµ >N7 · 5 ´ ½Bµu½ º@9 µ E ·6µ E ´ ¹8¶ º ¶Æ·6µZ�967 ¶ ´ ¸8½ 9 µ1¹t¸ >-7%9XºQP ¸Hµ > µU¹c·#¸H¹ ]H9 ´ F8?@lU> µ�½Hµ ]H9 ´ mc9 ¼ >-> ¼|· º ´ ¹È¹ ´ ¹ ?Qº ¹ 7 ¼ º@9 µg¼ L µ EE ´ ¹o· 9 ¼ º ¹c·XµU¶ d 4 µU¶ > ¸ ? · ºQ]H?QºQE ¼|·Xµ%¸ 9 ¶^½Bµ 4 ¼ m:9 ¼R¹ m µ\¼:¶X¶ ´ E%º@7 ¶�¼R¸ 4 ¼ mc9 ¼R¹ m:º µU¹/½Bµ E µ ]89 ´ AFH?@lU> µJ½Bµ ]H9 ´ m:9 ¼ >-> ¼R· º ´ ¹¾¹ ´ ¹ ?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µy½ ´ ¹H¹HµU¹c·Y¸H¹HµJ¼ ]H]H9 ´ VBºQ> ¼|· º ´ ¹1½Bµ ?z; 7 ·X¼R·Y¼c½ A» ´ º ¹c·wÍ ´ ¹#¼J½ 7 » Z\L ¸ P ¸8µ ? µ L µ E ·6µU¸ 9 ¼c½}» ´ º ¹c·�¹ ; µO¶¯· 9Xº µ%¹Î½ ; ¼:¸B· 9 µ P ¸ ; ¸H¹ > ¸ ? · ºQ]H?QºQE ¼|·Xµ%¸ 9½Bµ 4 ¼ mc9 ¼:¹ m µOÐ d Ì E µJ¶Æ¸R»¯µW· T8L ´ ºQ9�:ÞiRjBT8�cqBT8qci�;Dd� ¹Hµ\½Bµ%¸ VBºQl%> µ\¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ E ´ ¹8¶ º ¶¯·Xµ Z ¸H· ºQ?@º ¶6µ 9 ¸8¹Hµ Ý-¿%�O`8�UÁ:�NÁ�Â `8�|ÝÎ�|���X���b� Í ´ ¸ ÝÎ¿WÃ�O`8�UÁ:�ÇÁ:�Ç�X�|�k�b���k�8�|�z���|� Ð d Ú ? ¶ ; ¼ mcº ·/½Bµ E ´ ¹8¶Æ· 9 ¸ ºQ9 µ_¸H¹Hµ e ¼ >NºQ?Q? µ�½Hµ ]H9 ´ FH?Ql%> µU¶1½BµE ´ ¹o· 9"8:? µ ´ ] · ºQ> ¼ ? (Pα)α∈[0,1] ½ 7%] µU¹8½H¼R¹o·#½ ; ¸H¹ ] ¼ 9 ¼ >-l · 9 µ α ∈ [0, 1]

T ´ � ? µ ]H9 ´ AFH?@lU> µ º ¹ º · º ¼ ?�E ´ 969 µU¶ ] ´ ¹8½ Z P0
d � ¹g½ ´ º ·^¶ ; ¼ 9X9 ¼:¹ m µ 9s] ´ ¸ 9YP ¸Hµ ? µ ]89 ´ FH?@lU> µ P1 ¶ ´ º ·]H? ¸k¶w¶ ºQ>-]H? µ Z#967 ¶ ´ ¸8½ 9 µ P ¸Hµ P0
d � ¹Hµx·Xµ ?Q? µ e ¼ >-º@?Q? µ)¹8µ ] µU¸B· L · 9 µ E ´ ¹8¶Æ· 9 ¸ º ·6µ P ¸HµN¶ º?b; ´ ¹ ] ´ ¶6¶ l ½Bµx¸H¹Hµ F ´ ¹H¹Hµ º ¹c·X¸ º · º ´ ¹_µW·w¸H¹Hµ F ´ ¹H¹8µ E ´ ¹H¹8¼ º ¶X¶6¼:¹ E µJ½Hµ ? ¼ ]85oS ¶ ºKP ¸Hµ)½B¸]H9 ´ FH?Ql%> µ d õ ¼ 9J? ¼ >-7 · 5 ´ ½Hµ¾½BµÎ· ºQ9OT3EX5 ¼ P ¸Hµ ]H9 ´ F8?@lU> µ¾½Bµ E ´ ¹c· 9d8c? µ ´ ] · º@> ¼ ? Pα ¶6µ9 ¼ >Nl ¹Hµ Z^? ¼�½ 7 ·6µ 96>-º ¹8¼|· º ´ ¹)½ ; ¸H¹Ú! 7%9 ´ ½ ; ¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹ d � ¹ ´ F · º µU¹c·{½ ´ ¹ E ¸H¹Hµ e ¼ >NºQ?Q? µZ ¸H¹ ] ¼ 9 ¼ >-l · 9 µy½ ; 7UP ¸8¼R· º ´ ¹8¶
¹ ´ ¹ ?@º ¹ 7 ¼ º@9 µU¶

Gα(Z) = 0, α ∈ [0, 1].

� ¸ ]H] ´ ¶ ´ ¹8¶[¼ L ´ ºQ9�967 ¶ ´ ? ¸#¹o¸ >-7%9XºKP ¸8µ > µ%¹c· ? µ ]H9 ´ F8?@lU> µ P1
T µW· E ´ ¹8¶ º ½ 7%9 ´ ¹8¶G¸H¹Hµy¶Æ¸ FHA½ º@Ltº ¶ º ´ ¹ 0 = α0 < α1 < · · · < αp = 1 ½Bµ ?z; º ¹c·Xµ 9XL ¼ ?Q? µ [0, 1]
d 4 ¼�¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹�½Hµ P1] µ%¸B·\¼ ? ´ 9 ¶ L · 9 µ)¸H· ºQ?@º ¶ 7 µ E ´ >-> µ ] ´ º ¹c·\½Bµ-½ 7%] ¼ 9 ·y½Bµ ? ¼ >N7 · 5 ´ ½BµN½Bµ)· ºQ9 ¼ ]H]H?QºKP ¸ 7 µ¼R¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µ Pαp−1

d õ ¸ º ¶ TB] ¼ 9 ¸H¹Hµ ]H9 ´ EW7 ½H¸ 9 µ º ¹8½B¸ E · ºQL µ Ê ¹ º µ TB? ¼N¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹/½B¸ ]89 ´ AFH?@lU> µ Pαi+1

E ´ ¹8¶Æ· º ·6¸Hµ
¸H¹Hµ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹ º ¹ º · º ¼ ? µ ] ´ ¸ 9 ¼ ]8]H?@ºKP ¸Hµ 9{? ¼ >N7 · 5 ´ ½Bµ�½Bµs· ºQ9 ¼R¸]H9 ´ FH?Ql%> µ Pαi

d�¡[º µ%¹�µU¹c·Xµ%¹8½B¸ ºQ?+e ¼:¸B· EX5 ´ º ¶ ºQ9 »¯¸8½ ºKEWº µ%¸8¶6µ > µU¹c· ? ¼g¶Æ¸ F ½ º@Ltº ¶ º ´ ¹ (αi)
T

µW· 7%L µU¹c·6¸8µ ?Q? µ > µU¹c· ? ¼ 9 ¼|ßÎ¹Hµ 9Odõ ´ ¸ 9-e ¼ EWºQ?@º ·6µ 9Î?z; º ¹c·X¸ º · º ´ ¹ T�º@? µO¶¯· º@>-] ´ 9 ·X¼:¹c· P ¸Hµ ? µ ] ¼ 9 ¼ >-l · 9 µ α ¶ ´ º ·Î¸H¹ ] ¼ A9 ¼ >Nl · 9 µN¹8¼R·6¸ 9 µ ? ½H¸ ]H9 ´ F8?@lU> µ d õ ¼ 9 µ V µ >-]H? µÎ¶ ºG? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µÎ½Bµ E ´ ¹o· 9"8:? µ ´ ] · º@> ¼ ?E ´ >-] ´ 9 ·XµJ¸H¹Hµ E ´ ¹c· 9 ¼ º ¹o·6µ e ´ 9 ·6µ)¶6¸ 9�?z; 7 ·X¼|· T ½B¸�· St] µ c(x) 6 1
T ¸H¹8µ >-7 · 5 ´ ½BµN½ ; 5 ´ A> ´ · ´ ]Hº µ ] µU¸B· E ´ ¹8¶ º ¶Æ·6µ 9
Z)9 µ ? ¼ V µ 9
E µW·6·6µ E ´ ¹c· 9 ¼ º ¹c·Xµ T µ%¹ 967 ¶ ´ ?@L ¼R¹o·s½ ; ¼ F ´ 9 ½¾½HµU¶ ]89 ´ A
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FH?@lU> µU¶ ´ � c(x) 6 A

T ¼ L µ E A > 0
mc9 ¼:¹8½ d � µ ? ¼ 9 µ Ltº µU¹c·w½ ´ ¹ ExZÎ9X7 ¶ ´ ¸8½ 9 µ\¸H¹8µ)¶ 7U96º µ½Bµ ]H9 ´ FH?Ql%> µU¶{½Bµ E ´ ¹c· 9"8:? µ ´ ] · ºQ> ¼ ? ´ �N?z; ´ ¹ º ¹o· 9 ´ ½B¸ º · ] µW· º · Zw] µW· º · ? ¼ E ´ ¹o· 9 ¼ º ¹c·6µ�¶6¸ 9?b; 7 ·I¼|· d � ¼|· 5H7%> ¼R· ºKP ¸8µ > µ%¹o· Tk] ´ ¸ 9^] ´ ¸ L ´ ºQ9 µO¶ ]a7U9 µ 9Y? ¼ E ´ ¹ L µ 96m µ%¹ E µJ½Bµ ? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµµ%¹ ] ¼:¶X¶6¼:¹c·�½ ; ¸H¹ ] ¼c¶ Z ¸H¹u¼R¸B· 9 µ Tkº@?3e ¼:¸B· P ¸Hµ ? ¼ EX5 ¼¦â�¹Hµ)½Bµ ]H9 ´ FH?Ql%> µU¶�½Bµ E ´ ¹o· 9"8:? µ´ ] · º@> ¼ ?Mº ¹c· 9 ´ ½B¸ º ·Xµ\½ 7U] µU¹8½Bµ E ´ ¹c· º ¹�5 > µ%¹c·�½B¸ ] ¼ 9 ¼ >-l · 9 µ α d� ¹ ] µ%¸H· m:7 ¹ 7%9 ¼ ?Qº ¶6µ 9
E µW·6·6µJ¼ ]H]89 ´ EI5 µ ] ¼ 9�5 ´ > ´ · ´ ]Hº µ `	 EX5 ¼ P ¸Hµ ]H9 ´ FH?Ql%> µ Pα

] µU¸B· ? ¸ º�AD>ML%> µ L · 9 µ 967 ¶ ´ ? ¸ ] ¼ 9J5 ´ > ´ · ´ ]Hº µ T���ÏG�UÏ�] ¼ 9? ¼ 967 ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹1½Bµ\¶ ´ ¸8¶ Az]89 ´ FH?@lU> µU¶�Í E µ ] µU¸B· L · 9 µ ? µ E ¼:¶
¶ º<] ¼ 9 µ V µ >-]H? µ ? µ ]89 ´ AFH?Ql%> µw½Bµ E ´ ¹c· 9"8:? µ ´ ] · ºQ> ¼ ?aº ¹ º · º ¼ ?�E ´ >-] ´ 9 ·Xµ ]H? ¸8¶ º µU¸ 9 ¶ E ´ ¹c· 9 ¼ º ¹c·XµU¶[¶Æ¸ 9[?z; 7 ·X¼|·e ´ 9 ·6µ > µU¹c·^¼ E · ºQL µU¶IÐã7	�? ¼ EW? ¼:¶X¶6µy½Hµ ]H9 ´ FH?Ql%> µU¶ E ´ ¹k¶ º ½ 7%9X7 ¶ ] µ%¸H·^½ 7%] µ%¹8½ 9 µJ½Bµ ]H? ¸k¶ º µ%¸ 9 ¶ ] ¼ 9 ¼ >-l · 9 µO¶ dÙ ¼:¹8¶ E µ E ¼:¶ ºQ?8e ¼:¸B· EI5 ´ º ¶ º@9 ¸8¹ EX5 µ >-º ¹1½H¼R¹8¶ ?z; µO¶ ] ¼ E µ�½BµU¶ ] ¼ 9 ¼ >Nl · 9 µU¶ TR9 µ ?Qº ¼:¹c·? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µ º ¹ º · º ¼ ? ¼R¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µ ]H? ¸k¶Y¶ ºQ>-]H? µ ZN9X7 ¶ ´ ¸8½ 9 µ d
n ¹ E ´ ¹ EW? ¸8¶ º ´ ¹ T ´ ¹/¸B· º@?Qº ¶6µ 9 ¼ ]H? ¸H· 8 ·Y¸8¹Hµ >N7 · 5 ´ ½Bµ\½ ºQ9 µ E ·Xµ\¶ º	 ´ ¹/¹ ; ¼ ] ¼c¶ F µU¶ ´ º ¹/½ ; ¸H¹Hµ m:9 ¼R¹8½Bµ ]H9X7UE%º ¶ º ´ ¹/½Bµ E ¼ ?QE ¸ ? 7	�? ¼-½ º@> µ%¹k¶ º ´ ¹g½ ; µU¶ ] ¼ E µyµU¶Æ·Y¼c¶6¶6µÈ! ] µ%· º ·6µ�7	 ´ ¹ ¹ ; ¼à¼R¸ E ¸H¹Hµ º ½ 7 µ�¼ ]H9Xº ´ 9Xº ½Bµ ? ¼È· 9 ¼}»¯µ E · ´ ºQ9 µ ´ ] · ºQ> ¼ ? µ 9 µ EI5 µ 9IEI5H7 µ T�] ¼ 9µ V µ >-]H? µ ´ ¹/¹Hµ\¶X¼ º · 9Xº µU¹g¶Æ¸ 9�? ¼-¶Æ· 9 ¸ E ·X¸ 9 µy½BµO¶ E ´ >-> ¸B·I¼|· º ´ ¹k¶�7	 ´ ¹ L µU¸B· º ¹c· 9 ´ ½B¸ ºQ9 µ e ¼ E%º@? µ > µ%¹o·^½BµU¶ E ´ ¹o· 9 ¼ º ¹c·XµU¶�¶Æ¸ 9Y?b; 7 ·I¼|· d� ¹/¸B· ºQ?Qº ¶6µ 9 ¼ ]H? ¸B· 8 ·Y¸H¹Hµ >-7 · 5 ´ ½Bµ º ¹8½ ºQ9 µ E ·6µ	 ¶ ºM? ¼Î½ º@> µU¹8¶ º ´ ¹g½ ; µO¶ ] ¼ E µyµU¶Æ·Y¼c¶6¶6µÈ! mc9 ¼:¹8½Bµ�7	 ¶ º ´ ¹g¼ F µO¶ ´ º ¹g½Bµ E ¼ ?KE ¸ ? µ 9
? ¼)· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µ ´ ] · º@> ¼ ? µ\½Bµ > ¼R¹ ºQl%9 µ�· 96l ¶ ]H9X7UEWº ¶6µ�7	 ½H¼R¹k¶
¸H¹�½Bµ%¸ VBºQl%> µy·6µ >N] ¶ T ¼ ]H9Xl ¶
¼ L ´ ºQ9 ¼ ]8]H?@ºKP ¸ 7 ¸H¹8µ >-7 · 5 ´ ½Hµ\½ ºQ9 µ E ·Xµ P ¸ º ¼½ ´ ¹8¹ 7 ¸H¹Hµ ]H9 µ >-ºQl%9 µy¼ ]H]H9 ´ VBºQ> ¼R· º ´ ¹/½Bµ ? ¼-¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ ´ ] · º@> ¼ ? µ d� µ ] µU¹8½H¼:¹c· T}] ´ ¸ 9 ½BµO¶ ]H9 ´ FH?Ql%> µU¶3½Bµ E ´ ¹c· 9"8:? µ ´ ] · º@> ¼ ? ´ �J? µs¶ S ¶Æ· lU> µs½Bµ E ´ ¹o· 9"8:? µµU¶Æ· �6�|��Á:� ÍÿµU¹à¼R¹ m:? ¼ º ¶ ÀÄ�b� K Àac}ÀÄ���WÝ Ð T µ%¹à¼ 7U9 ´ ¹8¼R¸B· ºQP ¸Hµ1¹ ´ ·X¼ >-> µU¹c· T{?z; ¼ ]H]H?QºQE ¼|· º ´ ¹½ ; ¸8¹Hµ >-7 · 5 ´ ½Bµ�½ º@9 µ E ·6µ ] µ%¸H·¾¶ ; ¼ L:7%9 µ 9Nº ¹8¶6¸Bß#¶6¼:¹c·6µ ] ´ ¸ 9 ´ F ·6µ%¹ º@9 ¸8¹Hµ F ´ ¹H¹Hµ�¼ ]BA]H9 ´ VBº@> ¼R· º ´ ¹�½Bµ ? ¼g¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ ´ ] · º@> ¼ ? µÎµW·x½B¸ L µ E ·6µU¸ 9 ¼:½|» ´ º ¹c· TG��ÏG�OÏ�E µW·Æ·Xµ#¼ ]H]89 ´ VBº�A> ¼R· º ´ ¹Î¹Hµ E ´ ¹8¶¯· º ·X¸Hµ ] ¼:¶G¸H¹Hµ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹ º ¹ º · º ¼ ? µ^¼:¶X¶6µÈ! ]H9X7UE%º ¶6µ ] ´ ¸ 9Ge ¼ ºQ9 µ E ´ ¹ L µ 96m µ 9? ¼ >-7 · 5 ´ ½BµJ½Bµy· º@9OdHn ¹gµ É µ%· T8? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µ\¼R¸ V¾L ¼ ? µ%¸ 9 ¶ ?@ºQ>-º ·XµU¶^¶ ´ ¸8¶ A »Æ¼ E µ%¹c·�µO¶¯· > ¼ ?E ´ ¹k½ º · º ´ ¹H¹ 7cT ¶ º8F8º µU¹ P ¸Hµ ? µ�½ ´ > ¼ º ¹Hµ^½Bµ E ´ ¹ L µ 96m µ%¹ E µ�½Bµ ? ¼ >-7 · 5 ´ ½BµYµO¶¯·�· 9Xl ¶ ] µW· º · Tº ¹8¼ E%E µU¶X¶ ºQFH? µ ] ¼ 9 ¸H¹Hµ >-7 · 5 ´ ½BµJ½ º@9 µ E ·6µ d Ù ¼R¹8¶ E µ E ¼:¶ T ´ ¹/¼ 9 µ E ´ ¸ 9 ¶ Z ¸H¹8µ >-7 · 5 ´ ½Bµ½ ; 5 ´ > ´ · ´ ]Hº µ ] ´ ¸ 9 ·6µU¹c·Xµ 9 ½Bµ e ¼ ºQ9 µ E ´ ¹ L µ 96m µ 9s? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµ\½Hµw· º@9Odõ ¼ 9 ¼ º@?Q? µU¸ 9 ¶ Tt] ´ ¸ 9 ½BµO¶ ]H9 ´ F8?@lU> µO¶s½Hµ E ´ ¹c· 9d8c? µ ´ ] · º@> ¼ ?ME ´ >N]H? µ V µO¶ TBE ´ >-> µ ] ¼ 9µ V µ >-]H? µ�½BµU¶ >-º ¶X¶ º ´ ¹ º ¹c·Xµ 9 ¶¯·Xµ ?Q? ¼ º@9 µU¶ T ´ �y? ¼s· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µ ´ ] · º@> ¼ ? µG¼�¸H¹Hµ�¶Æ· 9 ¸ E ·X¸ 9 µ+· 9Xl ¶E ´ >-]H?QºKP ¸ 7 µ T ¸H¹Hµ ]H9X7UEWº ¶ º ´ ¹wµ V · 9"L%> µ{µU¶Æ· 9 µ P ¸ º ¶6µ ] ´ ¸ 9�E ¼ ?KE ¸ ? µ 9 ¹o¸ >-7U96ºKP ¸Hµ > µ%¹o· E µW·6·6µ· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µ d Ù ¼R¹8¶ E µ E ¼:¶ ?z; ¼ ]H]H?QºQE ¼|· º ´ ¹N½ ; ¸H¹Hµ >-7 · 5 ´ ½Hµ
½Bµs· º@9 ¶ ; ¼ L:l%9 µ º ¹k½ º ¶ ] µ%¹8¶X¼ F8? µ dn ¹ 9 µ L ¼:¹ EX5 µ T ¶ º�? µy¶ S ¶Æ· lU> µwµ V · 9X7%> ¼ ? µU¶Æ· ? ¸ º@AD>ZLU> µ�· 9Xl ¶ E ´ >-]H? µ V µNÍ ER; µU¶Æ· ? µ E ¼:¶½H¼R¹8¶ E µ 9 ·X¼ º ¹8¶ ]H9 ´ FH?Ql%> µU¶�½Hµ E ´ ¹c· 9"8:? µ ´ ] · º@> ¼ ? ½Bµ 9 ´ F ´ ·X¶ º ¹k½B¸8¶Æ· 9Xº µ ? ¶ T ´ �g?z; 7OEW9Xº ·X¸ 9 µ½BµU¶ 7UP ¸8¼R· º ´ ¹8¶�¼:½}» ´ º ¹o·6µO¶ ] µ%¸B· 9 µ P ¸ 7%9Xº@9 ½BµO¶ E µU¹c·I¼ º ¹HµU¶ T:L ´ º@9 µY½BµU¶ >-º@?Q?Qº µ 9 ¶[½Bµ ?QºQm ¹HµO¶XÐ T¸H¹Hµ >-7 · 5 ´ ½Bµ\½ º@9 µ E ·6µ ] µU¸B· L · 9 µ ]H967%eÿ7%9 ¼ FH? µ Z)? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµ\½Bµ�· º@9OT ¼ L µ E · ´ ¸B·Xµ e ´ º ¶ ? µO¶?@ºQ>-º ·I¼|· º ´ ¹8¶ ]H9X7UE%7 ½Bµ >N> µU¹c·^½ 7UE%96º ·6µO¶ d
�
����������êé��'&������ � ´ >-] ¼ 9 ´ ¹8¶ ? µO¶ >-7 · 5 ´ ½BµO¶�½ 7OEW9Xº ·XµU¶�¶6¸ 9 ¸H¹ µ V µ >-]H? µË¶ º@>-]H? µ d
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� ´ ¹8¶ º ½ 7%9 ´ ¹8¶ ? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µ\½B¸/·6µ >N] ¶ >Nº ¹ ºQ> ¼ ?M] ´ ¸ 9
? µJ¶ S ¶Æ· l%> µ\½Bµ E ´ ¹c· 9d8c? µ

ẋ(t) = y(t), x(0) = 0,

ẏ(t) = u(t), y(0) = 0,
Í #8d # Ð

¼ L µ E |u(t)| 6 1
d

ë G����DEFCHGIBÊ�6��xe$EF���� ´ >-> µ%¹xÜ ´ ¹8¶ ] ¼ 9�E ¼ ?KE ¸ ? µ 9{? ¼\¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹-µ V ¼ E ·Xµ�½Hµ E µ ]89 ´ FH?@lU> µ d 4 µ = ¼ >-º@? · ´ ¹ º µ%¹-µO¶¯·
H = pxy + pyu+ p0 T µ%· ? µO¶ 7UP ¸8¼R· º ´ ¹8¶�¼:½|» ´ º ¹c·6µO¶�¶ ´ ¹c·

ṗx = 0, ṗy = −px.� ¹pµ%¹Ç½ 7 ½B¸ º · P ¸Hµ px(t) =
E ¶Æ·6µ = λ

T µ%·)½ ´ ¹ E py(t) = −λt + µ
d õ ¼ 9 ¼ ºQ?@? µ%¸ 9 ¶ ? ¼E ´ ¹k½ º · º ´ ¹¾½Hµ > ¼ VBºQ> ¸ > ½H¸ ]H9Xº ¹ EWºQ] µw½H¸ > ¼ VBºQ> ¸ > ½ ´ ¹H¹Hµ u(t) = ¶ ºQm ¹Hµ (py(t))

don ¹] ¼ 9 · ºKE ¸ ?Qº µ 9�? µO¶ E ´ ¹c· 9d8c? µO¶sµ V · 9X7%> ¼R¸ V ´ ¹c·^¼R¸ ]H? ¸8¶�¸H¹Hµ E ´ >-> ¸B·X¼R· º ´ ¹ dÙ 7UEW9XºQL ´ ¹8¶ ? ¼-· 9 ¼|»¯µ E · ´ º@9 µ ´ F ·Xµ%¹t¸HµJµU¹ ]H9 µ%¹8¼:¹c· u(t) = 1 ¶6¸ 9 [0, t1[ Tk] ¸ º ¶ u(t) =
−1 ¶6¸ 9 ]t1, T ]

d Ù ; ¼ ]H96l ¶ ? µO¶ 7OP ¸k¼|· º ´ ¹k¶yÍ #Hd # Ð T ´ ¹ ´ F · º µ%¹c·	 ¶ º 0 6 t 6 t1
T ¼ ? ´ 9 ¶ x(t) = t2

2 µW· y(t) = t 7	 ¶ º t1 6 t 6 T
T ¼ ? ´ 9 ¶ x(t) = − t2

2 + 2t1t− t21 µ%· y(t) = −t+ 2t1
d4 µU¶#· 9 ¼|»¯µ E · ´ ºQ9 µU¶ ´ F ·6µU¹o¸HµU¶¾µU¹ ]H9 µ%¹k¼R¹c·/½ ; ¼ F ´ 9 ½ u = −1

T[] ¸ º ¶ u = 1
T ¶ ´ ¹o· ? µU¶¶ St>-7 · 96ºKP ¸HµU¶�½BµU¶ ]H9X7UEW7 ½Bµ%¹o·6µO¶ ] ¼ 9�9 ¼ ]H] ´ 9 · ZN?z; ´ 96ºQm:º ¹Hµ-Í L ´ ºQ9sÊkm ¸ 9 µ #8d@f Ð d
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x
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Γ u=+1 

u=−1 

u=+1 

u=−1 

������� #HdQf
	1�tS ¹c· 5Hl ¶6µ ´ ] · º@> ¼ ? µ
Ú ? µU¶Æ· E%? ¼ º@9YP ¸Hµ ? ¼ E ´ ¸ 9XF µ Γ ½ 7WÊ ¹ º µ ] ¼ 9

Γ = {(x, y) ∈ Ú Û 2 | x =
y2

2
¶ º@m ¹Hµ (y)}

µU¶Æ· ? ¼ E ´ ¸ 9XF µy½Bµ E ´ >-> ¸B·X¼R· º ´ ¹ d õ ? ¸8¶ ]H9X7UE%º ¶ 7%> µ%¹o· TB? µ E ´ ¹c· 9d8c? µ�·6µ >-] ¶ >Nº ¹ ºQ> ¼ ? µO¶¯·½ ´ ¹H¹ 7y] ¼ 9
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	 ¶ º x > y2

2 ¶ ºQm ¹Hµ (y) ´ ¸g¶ º x = y2

2

T ¼ ? ´ 9 ¶ u(x, y) = +1 7	 ¶ º x < y2

2 ¶ ºQm ¹Hµ (y) ´ ¸g¶ º x = − y2

2

T ¼ ? ´ 9 ¶ u(x, y) = −1
d� ¼ ?QE ¸ ? ´ ¹8¶ ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹È·Xµ >-] ¶ >-º ¹ ºQ> ¼ ? T (x, y)

] ´ ¸ 9 ¼ ?Q? µ 9 ½Bµ (0, 0)
Z

(x, y)
d� ¸ ]H] ´ ¶ ´ ¹8¶ P ¸8µ ? µ ] ´ º ¹o· (x, y) µU¶Æ·�µU¹#½BµO¶6¶ ´ ¸8¶�½Bµ ? ¼ E ´ ¸ 9XF µ Γ d � µ ] ´ º ¹o·�µO¶¯·s¼|·6·6µ º ¹o·] ¼ 9y? ¼/¶6¸ E%E µU¶X¶ º ´ ¹u½ ; ¸H¹p¼ 9IE u = +1

T<] ¸ º ¶ u = −1
d � ¹uµ%¹�½ 7 ½B¸ º · P ¸ ; º@? µ VBº ¶¯·XµN¸H¹¸H¹ ºKP ¸8µ E ´ ¸ ]H? µ (t1, T ) ·6µ ?BP ¸Hµ x = −T 2

2 +2t1T−t21, µ%· y = −T+2t1.
4 ¼ 967 ¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹

½Bµ E µN¶ S ¶Æ· lU> µ E ´ ¹8½B¸ º · e ¼ EWºQ? µ > µ%¹o· Z T = 2
√

x+ 1
2y

2 − y
d Ù µ >ML%> µ T ¶ º+? µ ] ´ º ¹c·

(x, y) µU¶Æ·�¼R¸ A ½BµU¶X¶Æ¸k¶+½Bµ ? ¼ E ´ ¸ 96F µ Γ T ´ ¹ E ¼ ?KE ¸ ? µ T = 2
√

x+ 1
2y

2 +y
dRn ¹ Ê ¹ T:? µ ? ´ ¹ m

½Bµ ? ¼ E ´ ¸ 9XF µ Γ T ´ ¹1¼ EW? ¼ ºQ9 µ > µ%¹o· T = |y| dB~3º ¹8¼ ? µ > µU¹c· TB? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹#·6µ >-] ¶ >-º ¹ ºQ> ¼ ?µU¶Æ·Y½ ´ ¹H¹ 7 µ ] ¼ 9�? ¼ e ´ 9X> ¸ ? µ

T (x, y) =















2

√

x+
1

2
y2 − y ¶ º x >

y2

2
¶ ºQm ¹Hµ (y),

2

√

x+
1

2
y2 + y ¶ º x < y2

2
¶ ºQm ¹Hµ (y).

Í #HdQfUj Ð
Ü �WÝÎ�|�6�%�8��#8d q8d r�Ï�� ´ · ´ ¹8¶ P ¸Hµ ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹y·Xµ >-] ¶ >-º ¹ º@> ¼ ? Í #HdQfUj Ð L:7%9Xº@Ê µ FHº µU¹ ?z; 7UP ¸8¼ A· º ´ ¹g½ ; = ¼ >-º@? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ F8º ¼:¶X¶ ´ E%º@7 µw¼:¸ ]H9 ´ FH?@lU> µy½Hµ E ´ ¹c· 9d8c? µ ´ ] · º@> ¼ ? Í #8d # Ð

y
∂T

∂x
+

∣

∣

∣

∣

∂T

∂y

∣

∣

∣

∣

= 1, T (0, 0) = 0.

4 µU¶Jµ%¹8¶6µ >xF8? µO¶x½Bµ#¹ ºQL µU¼:¸�½Hµ ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹p·6µ >-] ¶ >-º ¹ º@> ¼ ?bT[��ÏG�UÏ�? µO¶Jµ%¹8¶6µ >xF8? µO¶
T−1(r) = {(x, y) ∈ Ú Û 2 | T (x, y) = r} T ´ � r > 0

T ¶ ´ ¹o· 9 µ ]H9X7 ¶6µ%¹o· 7 ¶w¶6¸ 9w? ¼ Ê8m ¸ 9 µ#HdÞiBd�� ´ · ´ ¹8¶ P ¸Hµ T−1(r) µO¶¯·^¼R¸8¶X¶ º�? µ F ´ 9 ½/½Bµ ?b; µ%¹k¶Æµ >xFH? µJ¼ EUE µU¶X¶ º@FH? µwµU¹1·6µ >-] ¶ r d
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�(����� #HdÞiU	#n ¹8¶6µ >xFH? µU¶Y½Bµ\¹ ºQL µU¼:¸/½Hµ ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹1·Xµ >-] ¶ >-º ¹ º@> ¼ ?
� ¸ 9^E µ%·�µ V µ >-]H? µ T ¹ ´ ¸8¶ ]H9 ´ ] ´ ¶ ´ ¹8¶�· 9 ´ º ¶ >N7 · 5 ´ ½BµU¶
¹t¸ >-7%9XºQP ¸HµO¶ d�Û ´ ¸B·Y½ ; ¼ F ´ 9 ½ T¹ ´ ¸8¶ 9X7 ¶ ´ ?QL ´ ¹8¶�¹o¸ >-7U96ºKP ¸Hµ > µ%¹o· ?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹\½ ; = ¼ >-º@? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ F8ºbdWn ¹8¶6¸ º ·Xµ T ¹ ´ ¸8¶ > µ%· A· ´ ¹k¶Yµ%¹ ´ µ%¸ Lo9 µy¸8¹Hµ >-7 · 5 ´ ½Bµx½ ºQ9 µ E ·Xµ T8] ¸ º ¶^¸H¹Hµ >-7 · 5 ´ ½Bµ º ¹8½ ºQ9 µ E ·Xµ T8] ´ ¸ 9 ¼ ?@? µ 9 µU¹
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·6µ >-] ¶ >Nº ¹ ºQ> ¼ ? ½Bµ (0, 0) Z (0,−1)

d õ ¼ 9GE ´ >-> ´ ½ º · 7
? µU¶ ]89 ´ m:9 ¼ >N> µO¶ù¶ ´ ¹c·Gµ É µ E ·X¸ 7 ¶¶ ´ ¸8¶/å �R�b�Q�:ý%T µ%¹g¸B· ºQ?Qº ¶X¼R¹o· E µ 9 ·X¼ º ¹HµO¶ 9 ´ ¸B· º ¹8µU¶�¶ ]a7OEWº@ÊkP ¸HµU¶ dì=?�è�GI�H��E�C�GIBíB�� �X?6V¦CH�-�D�%� ���Ë�Q?��-� ��EFCHGIB����Q�����XC���EFG�B��j�-�xefGI  Cj�� ´ · ´ ¹k¶ hx Í 9 µU¶ ]Md hy Ð ? µ ] ¼c¶
½BµJ½ º ¶ EW9X7 · º ¶X¼|· º ´ ¹¾µ%¹ x Í 9 µU¶ ]Md µ%¹ y Ð d � ¹g½ º ¶ EW9X7 · º ¶6µy½Bµ? ¼ > ¼:¹ º µ 9 µ\¶6¸ º@L ¼R¹c·Xµ `	 ¶ º y(j) < 0 ¼ ? ´ 9 ¶
y(j)

T (i+ 1, j) − T (i, j)

hx
+max(0,

T (i, j) − T (i, j + 1)

hy
,
T (i, j) − T (i, j − 1)

hy
) = 1.

	 ¶ º y(j) > 0 ¼ ? ´ 9 ¶
y(j)

T (i, j) − T (i− 1, j)

hx
+max(0,

T (i, j) − T (i, j + 1)

hy
,
T (i, j) − T (i, j − 1)

hy
) = 1.

� ´ · ´ ¹k¶ P ¸8µ T µ%¹ ] ´ ¶6¼:¹c· m = min(T (i, j − 1), T (i, j + 1))
T ´ ¹g¼ `

max(0,
T − T (i, j + 1)

hy
,
T − T (i, j − 1)

hy
=

{

0 ¶ º T < m,
T−m

hy
¶ º T > m.

Ì L µ E ½HµU¶ ] ¼c¶ hx = hy = 0.01
T µW· iRj:jwº · 7%9 ¼|· º ´ ¹8¶ T ´ ¹ ´ F · º µ%¹o· ? µ 967 ¶Æ¸ ? ·X¼R·G½Bµ ? ¼ Ê8m ¸ 9 µ#Hd qHd4 µ ]89 ´ m:9 ¼ >-> µwµU¶Æ· ? µ\¶6¸ ºQL ¼R¹o· dîÍï6ðãñRò�ó$ô$ð�õxöf÷ v

ø�ømù ó6ú�ñRû�üÍò�óÍú$ýÍò�óRôfð¼þ�ü4ÿ��dü m ïxýfò�óRôfð¼þ��������
	ø�ø s þ���Íþ q���ü þ���fþ s�ü�pon�� ����� � ��� p ���ø�ø�� ð þ�ó6ú�ñRû�üfòãóÍú$ü�þ�ü4ÿ6ý��ãýfð-ó$üfû�ü ú�ï-ó���ý$ð�ò�ü�	ø�ø ú�ó s �aö��! "��	 s �aö�� | ���#�Fó �rn�� ö$� x �#�Èó � ö$�%�!Rõ qø�ø � ��ý q �&� � ���#�Fó � ö$� x �#�Fó � ö �^n �%�!Rõ s�� ���#�Fó � ö�� x �#�Fó � ö xKn ����Rõ s � p nø�ø ú�ó s �aö��!'"��	 s �aö�� | ���#�Fó � ö�� x �#�Fó xKn�� ö$�%�!Rõ qø�ø � ��ý q �&� � ���#�Fó � ö$� x �#�Fó � ö �^n �%�!Rõ s�� ���#�Fó � ö�� x �#�Fó � ö xKn ����Rõ s � p nø�ø üfò ôfð4û�ü��ãýÍû m ïxü m ïxü � ú�ó(� p �Dó�ð������Èó � ö xKn � � �#�Èó � ö �^n �%�)	ø�ø �ãý q �&� � ��� x �#�Èó � ö �^n �%��$õ s�� ��� x ���Èó � ö xKn ����Rõ s � p � ú�ó*�+ ��ø�ø p �&� x �,�!Rõ s ú�ó*�+'��
ñÍÿÍü�ýÍû¼ý�ÿ�ÿ.-qñÍÿ6ôxú$ümý�ÿ�ÿ/-�ñfÿ�ñ)-
õ q�p �0��� n -oõ s�p ����� n -%÷ãó�1 p^n ü�2/-43�ó¦ò pKv ���/-q ��ó�ð p x;n - q �ãý q¿p n - s �Dó�ð p x;n - s ��ý q¿pon -
q�p65#q �Dó�ð
	=õ q 	 q �ãý q87 - s�p65#s �Dó�ð
	=õ s 	 s ��ý q87 -
� p ôfð�üxú9�ÃÿÍü$ð�1�òÍõ�� q � � ÿÍü$ð�1�òÍõ�� s �%� | ÷ãó:1;-<�fðxü!= p �;-ó�� p î�ó�ð�þ�� qfpap �$�>-©ö�� p î�ó�ð�þ?� sfpfp �$�@-���Èó�� � ö��$� p ��-
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î�ôÍûJó¦ò p^n 	A3�ó�òî�ôÍû ó pKv 	dÿÍüfð�16òÍõ0� q � xKnî�ôfû ö pKv 	dÿ6ü$ð�1�òÍõ�� s � xKn� p ��ó�ð0�<���Fó � ö xKn � � ���Fó � ö �rn �B�C-óRî s �aö$�!'%�ó¦î s �aö�� | �D� x �#�Fó xKn�� ö$�%�*'Êõ q�fðxü!=0�Èó � ö$� p ���Èó x;nE� ö$� � õ q  s �"ö$�@-ü�ÿ�úfü

�fðxü!=0�Èó � ö$� p �jõ q�| õ s�� õ q�| � � õ sy|<s �"ö$� | �#�Èó xKnE� ö$�%��#�Ëõ q�� õ sy|0s �"ö��%�>-ü$ð�þü�ÿ�ú$üó¦î s �aö�� | �&�#�Èó �^nE� ö�� x �9�*'Êõ q�fðxü!=0�Èó � ö$� p ���Èó �^nE� ö$� x õ q  s �"ö$�@-ü�ÿ�úfü
�fðxü!=0�Èó � ö$� p �jõ q�| õ s�� õ q�| � x õ sy|<s �"ö$� | �#�Èó �rnE� ö$�%��#�Ëõ qrx õ sy|0s �"ö��%�>-ü$ð�þüfð�þüfð�þüfð�þ

� p �fðxü!=F-
���Fó�� � ö%��� p ��-ü$ð�þ

5HG0��I�7¢p �ãüxú�õ�1�û�ó¦þ?� q��8s �>-43 q�p ú�óKJ�ü#� G��zn � x0v -L3 s�p ú�óKJ�ü�� G0�-v � x0v -îIó�16ï�û�ü.-qñfôfð�ò�ô$ï�û����#�M3 q �NO	QP | 3 q �N � 3 s �NR	�P | 3 s �NS� ��5 ��	���� n 	 nT7 �@-

4 µU¶ 9X7 ¶6¸ ? ·X¼|·I¶
¶ ´ ¹o·Y½ ´ ¹H¹ 7 ¶Y¶Æ¸ 9�? ¼ Ê8m ¸ 9 µ #Hd qHd
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4 µ ]H9 ´ FH?Ql%> µsµU¶Æ· ? ¼ ? µU¹c·Xµ%¸ 9 ½Bµ ? ¼ E ´ ¹ L µ 9Xm µ%¹ E µ[½Bµ E µ%·{¼ ?@m ´ 9Xº · 5H> µ d Ú E%ºbT|? ¼ E ´ ¹ L µ 96Am µ%¹ E µ^µU¶¯·sµ%¹ max(hx, hy)1/4 d 4 µO¶ L ¼ ? µ%¸ 9 ¶ ]H9Xº ¶6µU¶[½H¼R¹k¶ ? µ ]H9 ´ mc9 ¼ >-> µ ]H9X7UE%7 ½BµU¹c·[¹Hµ¶ ´ ¹c·J½ ´ ¹ EN] ¼c¶ F ´ ¹H¹HµO¶ T µW· º@?{e ¼:¸B· ]H9 µU¹8½ 9 µ-½BµO¶ L ¼ ? µ%¸ 9 ¶ hx, hy

F µU¼:¸ E ´ ¸ ]u]8? ¸8¶ ] µ A· º ·6µO¶ d � ¼ º ¶Y¼ ? ´ 9 ¶ ? µy·6µ >-] ¶^½ ; µ VB7UE ¸B· º ´ ¹�½B¸ ]H9 ´ m:9 ¼ >N> µwµO¶¯·�· 96l ¶ ? ´ ¹ m8d Ú ?<e ¼R¸B·�½ ´ ¹ E¼ F ¶ ´ ? ¸ > µ%¹o·#¼ L ´ º@9-9 µ E ´ ¸ 9 ¶ Z ¸8¹ ? ¼R¹ m ¼ m µ/½Bµ ]H9 ´ m:9 ¼ >-> ¼|· º ´ ¹ E ´ >-]Hº@?Q7�E ´ >-> µ ? µ�VUWU ] ´ ¸ 9[º@>-]H?Q7%> µU¹c·6µ 9
E µW·
¼ ?Qm ´ 96º · 58> µ T µ%·
¼ L ´ ºQ9 ¼ º ¹8¶ º ¸H¹#·Xµ >-] ¶s½ ; µ VB7OE ¸B· º ´ ¹ 9 ¼ º@A¶ ´ ¹H¹8¼ F8? µ d � µ EWº ¼ 7 · 7 µ É µ E ·6¸ 7cT3? µU¶ 9X7 ¶6¸ ? ·I¼|·I¶x¶ ´ ¹c·)¶6¸ 9x? ¼ Ê8m ¸ 9 µ #8d rkdD� ´ · ´ ¹k¶ P ¸ ; º@?e ¼R¸8½ 9 ¼ º ·�µ%¹ e ¼ º · THL ¸ ? ¼ ? µU¹c·Xµ%¸ 9 ½Bµ ? ¼ E ´ ¹ L µ 9Xm µ%¹ E µ Tt]H9 µ%¹8½ 9 µ hx = hy = 10−5 TH> ¼ º ¶½H¼R¹8¶ E µ E ¼:¶ >ML%> µ^µU¹ �VUWU ?z; ¼ ?@m ´ 9Xº · 5H> µ�¹ ; µU¶Æ· ] ¼:¶�µWß E ¼ E µ d Ú ?8e ¼:¸B·s½ ´ ¹ E µ%¹ Ltº ¶6¼ m µ 9¸H¹g¼ ?Qm ´ 9Xº · 5H> µ ]H? ¸8¶ Ê ¹ T ´ ¸/¸H¹Hµ >N7 · 5 ´ ½Bµ\½Hµ eÿ9 ´ ¹o·Y½ ; ´ ¹8½Bµ#Í L ´ º@9*: �:j¦; Ð d
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�(����� #8d rÚ	 � ´ >-] ¼ 9 ¼ º ¶ ´ ¹/½BµU¶ 967 ¶Æ¸ ? ·X¼R·X¶
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$��#"%$ k\� {u* ' Õ ')(32 Õ�ÓWÓ%Õç,/Õ t|n (DÂù2 0sÕ
� ´ º ·�Ú Ö = Ú Û ´ ¸ C

T µW·3¶ ´ º · ‖·‖ ¸H¹HµG¹ ´ 9X> µ > ¸ ? · ºQ]H?QºKE ¼|· º@L µ�¶6¸ 9 Mn( Ú Ö ) Í ��ÏG�UÏ ‖AB‖ 6

‖A‖ ‖B‖ ] ´ ¸ 9 · ´ ¸H·6µU¶ > ¼R· 9XºQE µU¶ A,B ∈ Mn( Ú Ö ) 7 ] ¼ 9 µ V µ >-]H? µ ? µU¶�¹ ´ 96> µU¶�½ ; ´ ]a7WA9 ¼R·6µ%¸ 9 ¶
¶ ´ ¹o· > ¸ ? · ºQ]H?QºQE ¼|· ºQL µU¶IÐ d>@?6A�BDC�EFC�G�B¯������������� � ´ º · A ∈ Mn( Ú Ö )
d � ¹�½ 7%Ê ¹ º · ?z; µ Vt] ´ ¹Hµ%¹o· º µ ?Q? µ)½Bµ ? ¼ > ¼|· 96ºKE µ

A
] ¼ 9

exp(A) = eA =
+∞
∑

k=1

Ak

k!
.

� ; µU¶Æ·�¸H¹8µ\¶ 7%9Xº µw¹ ´ 96> ¼ ? µ > µU¹c· E ´ ¹ L µ 9Xm µU¹c·6µy½H¼:¹8¶ ? µ ¡ ¼:¹8¼ EI5 Mn( Ú Ö )
THL ¸ P ¸Hµ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

q
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k=p

Ak

k!

∥

∥

∥

∥

∥

∥

6

q
∑

k=p

∥

∥

∥

∥

Ak

k!

∥

∥

∥

∥

6

q
∑

k=p

‖A‖k

k!
6 e‖A‖.

��V¦GI�)GIè�C�E�C�G�B4�����H�I�H�I� ��� �|�B���D�R�B�
A ∈ Mn(

[ �
) \ �R� � eA ∈ GLn(

[ �
) \ �W�

(eA)−1 = e−A Ï� Å\Â �I�:�a�����I�R�b�b�|�u�XüW�H�|���W�k�b���%���@�x�ÄÀÄ��[ �xÃÆ�R�a�|� c|�b���%�8�����%��Á:�R�a�J�W�)�H�R�Ä�b���%�B� ���%�\�WÀI��Á:��W�Q�}ÀIÀ%�
C∞ ÀÄ�B�y�@�N�I�|�z�kÀ�[ ���RÏ� Å��ÎÁR� K^¿%�Æ�%�8�z���%���@�)Á:���<�6¿X�a`H�%�

d exp(0)
Á:�\�ÆÂ �X�c�a� �b�I�R�b���R���6üW�H�R�a�%�8�z���W�ÿ�@�x�W�

0
�ÄÀÄ�¿z�o�|�Q���#�ÆÂ ��Á:�%�8�z���D¿xÀÄ�B� Mn(

[ �
)
Ï��� �|�B�J���|�B���ÄÀ\Ý-�R�b�Ä���I�WÀ

A,B ∈ Mn(
[ �

)
�%�B�[�X�|ÝNÝN�B�D�%�8� \ ��Ï{�OÏ AB = BA \ �R��

eA+B = eAeB .

�ÊY �
P ∈ GLn(

[ �
) \ �|�Q�|�IÀ PeAP−1 = ePAP−1 Ï��� �|�B�

A ∈ Mn(
[ �

) \ �ÆÂ �X�c�a�����I�R�b���R� f(t) = etA �WÀI�/Á:¿%�Ä� 9 �cýW�Q� \ �%� f ′(t) =
AetA = etAA

Ï
fF#Hf



fF#ci �+ ^¡^¢G£%¤+¥�¦ ÎK�t¨1¥Y¡Y¢G¢�¦�®3÷�«/¬ ¡^®R�X��³
¥�¦ ®�£¯°Y©�¡^£¯¥�¦
$��#"XÑ � Ø ,1./0 (32 * ' ,1Õ Ô Õ ' ,/*1t�* Â { Á12WÔ t�Õ Ô
4 ; µU¶ ] ¼ E µ L µ E · ´ 9Xº µ ? Mn( Ú Ö ) µO¶¯·1½Bµ_½ ºQ> µ%¹8¶ º ´ ¹ n2 ¶Æ¸ 9 Ú ÖNT ½ ´ ¹ Eg? µU¶ 7%?Q7%> µ%¹o·X¶

I, A, . . . , An2 ¶ ´ ¹o· ?Qº ¹ 7 ¼ º@9 µ > µ%¹o·1½ 7U] µ%¹8½H¼:¹c·I¶ d õ ¼ 91E ´ ¹8¶ 7UP ¸HµU¹c· ºQ? µ VBº ¶Æ·6µu½BµO¶ ] ´ A?@S ¹ 8c> µU¶ P ¼:¹H¹o¸ ? ¼|·Xµ%¸ 9 ¶-½Bµ A TY��ÏG�UÏ ·6µ ? ¶ P ¸Hµ P (A) = 0
d 4 ; ¼:¹H¹HµO¼R¸ÈÚ Ö [X]

7 ·I¼R¹o·]H96º ¹ E%º@] ¼ ?bTk?z; º ½ 7 ¼ ? ½HµU¶ ] ´ ?QS ¹ 8:> µU¶^¼:¹H¹o¸ ? ¼|·Xµ%¸ 9 ¶^½Bµ A ¼:½ > µ%·�¸H¹�¸H¹ ºKP ¸Hµ m:7 ¹ 7%9 ¼|·Xµ%¸ 9¹ ´ 9X> ¼ ?Qº ¶ 7:TM��Ï{�OÏ ¸8¹�¸H¹ ºKP ¸8µ ] ´ ?QS ¹ 8:> µJ½Bµ ]H? ¸8¶ ] µW· º ·w½Bµ m:9X7:T ½ ´ ¹o· ? µ E ´ µWß EWº µ%¹o·^½ ´ A>Nº ¹8¼:¹c·�µO¶¯· 7Um ¼ ?�Z 1
T ¼R¹H¹t¸ ? ¼R¹c· A 7 ´ ¹ ?b; ¼ ]H] µ ?@? µ �H�|� c|�S�|ÝÎ�-ÝN���8��ÝÎ�|� ½Bµ ? ¼ > ¼|· 96ºKE µ

A
T ¹ ´ · 7 πA

dõ ¼ 9 ¼ º@?Q? µU¸ 9 ¶ TB? µ �H�|� c|�S�|ÝÎ�-�I�|�6�:�%��¿W�Ä�KÀÄ�z���W�8� ½Bµ A T ¹ ´ · 7 χA
T µU¶Æ·Y½ 7WÊ ¹ ºM] ¼ 9

χA(X) = ½HµW· (XI −A).SUT ?6GIVRW��X�q����������� Í Û
5H7 ´ 96lU> µy½Bµ = ¼ >-º@? · ´ ¹ A � ¼ St? µ S Ð � χA(A) = 0
Ï

n ¹ ] ¼ 9 · ºKE ¸ ?Qº µ 9OT�? µ ] ´ ?QS ¹ 8:> µ >-º ¹ ºQ> ¼ ? πA ½ º@Ltº ¶Æµ ? µ ] ´ ?QS ¹ 8:> µ E ¼ 9 ¼ E · 7%9Xº ¶Æ· ºKP ¸8µ
χA
dx� ´ · ´ ¹k¶ P ¸8µ\½Bµ m χA = n µW·^½Bµ m πA 6 n

d
�
����������������O�-�H�I��õ ´ ¸ 9 ¸H¹Hµ > ¼R· 9XºQE µ N ∈ Mn( Ú Ö ) ¹ º@?Q] ´ ·Xµ%¹c·Xµ Tù��ÏG�UÏ�º@? µ VBº ¶Æ·6µx¸H¹µ%¹c· º µ 9 p > 1 ·6µ ?^P ¸Hµ Np = 0

T ´ ¹�¼�¹ 7OE µO¶6¶X¼ ºQ9 µ > µ%¹c· p 6 n
T
πN (X) = Xp µW·

χN (X) = Xn d�
����������Õ�����������-�^õ ´ ¸ 9 ¸H¹Hµ ÝÎ�|�z�Ä���X�-�X�|Ý^�H�U�R���|�kT���ÏG�UÏ ¸H¹Hµ > ¼|· 9XºKE µ\½Bµ ? ¼ e ´ 96> µ

A =

















0 1 0 · · · 0ddd
0

d d d d d d dddddd ddd d d d d d d
0

0 0 · · · 0 1
−an −an−1 · · · −a2 −a1

















,

´ ¹g¼
πA(X) = χA(X) = Xn + a1X

n−1 + · · · + an−1X + an.4 µ^¶ E ¼ ? ¼ ºQ9 µ λ ∈ Ú Ö µU¶¯·[½ º ·�9 �|�Q�W�B�{�a�6�X���6� ¶ ; º@? µ VBº ¶¯·Xµ
¸8¹ L µ E ·6µU¸ 9 ¹ ´ ¹-¹o¸ ? v ∈ Ú Ö n T
¼ ]H] µ ?@7 9 �X�%�D�%�B�N�a�6�I�a�6�%T ·6µ ?�P ¸Hµ Av = λv

d 4 ;��ÄÀz�H�c�X�¾�a�6�X���6� ¼c¶6¶ ´ E%º@7�Z�? ¼ L ¼ ? µ%¸ 9]H9 ´ ]H9 µ λ µU¶Æ·Y½ 7WÊ ¹ º�] ¼ 9
E(λ) = ker(A− λI) ;ER; µU¶Æ· ?z; µU¹8¶6µ >xFH? µ\½BµO¶ L µ E ·Xµ%¸ 9 ¶ ]H9 ´ ]H9 µO¶
½Bµ A ] ´ ¸ 9�? ¼ L ¼ ? µ%¸ 9�]H9 ´ ]H9 µ λ d4 ´ 9 ¶ P ¸Hµ1Ú Ö = C

T{? µU¶ L ¼ ? µU¸ 9 ¶ ]89 ´ ]H9 µO¶)½Hµ A ¶ ´ ¹o·-µ V ¼ E ·6µ > µU¹c· ? µU¶ 9 ¼ E%º ¹HµO¶N½B¸] ´ ?QS ¹ 8:> µ E ¼ 9 ¼ E · 7%9Xº ¶¯· ºKP ¸Hµ χA
dBn ¹ ] ¼ 9 · ºKE ¸ ?Qº µ 9 ´ ¹g¼

χA(X) =

r
∏

i=1

(X − λi)
mi µ%· πA(X) =

r
∏

i=1

(X − λi)
si ,

¼ L µ E si 6 mi
d 4 ; µ%¹o· º µ 9 si Í 9 µU¶ ]Md mi Ð^µU¶Æ·\¼ ]H] µ ?Q7g�R�6Á|�6�1Á:�Î�k��� �H�|���%�a�I� Í 9 µU¶ ]Md+Ý)�B��Ã�b� ��� ���W����¿ Ð^½Bµ ? ¼ L ¼ ? µU¸ 9Y]H9 ´ ]H9 µ λi

d 4 ;K�WÀz�H�:�I�Î�X�R�Æ�c�%�D¿%�Ä�KÀI�z���%�8� ½Bµ ? ¼ L ¼ ? µ%¸ 9�]H9 ´ ]89 µ λiµU¶Æ·Y½ 7%Ê ¹ ºM] ¼ 9
N(λi) = ker(X − λi)

si .
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SUT ?�GIVRW��X� �����O�-�O� Í Û
5H7 ´ 9Xl%> µË½Bµ ½ 7UE ´ >-] ´ ¶ º · º ´ ¹ ½HµU¶_¹ ´ S ¼R¸ V Ð �©Y �R���W�k� A ∈
Mn(

[ �
)
�%�
P ∈ [ �

[X]
�B�-�H�R� c|�S�RÝ-�)���%���%�8�

P (X) =

r
∏

i=1

Pi(X),

�R]��@�WÀ[�8�|� c|�E�|ÝÎ�ÄÀ
Pi
À%�|�k�M�a�6�WÝN���%�IÀx�%�8�z�6�)�W�:ü/Á:�%�:üb�¾Ác�W�:ütÏ ^ �@�|�IÀ

kerP (A) =

r
⊕

i=1

kerPi(A).

_)�\�a���tÀ \ �a`H�c�W�8�¾À%�R�tÀIÃÆ�WÀz�H�:�I� kerPi(A)
�WÀÄ����� 9 �R�Ä���|�8�[�H�R� A \ �W�w�@�Î�a�6�¢Ì%�I�W�z���R� piÀI�B�

kerPi(A)
�H�R�6�|���@þ%�Q�WÝÎ�%�8��� ⊕

j 6=i kerPj(A)
�WÀÄ�[�B�-�H�|� c}�E�|ÝÎ�-�%�

A
Ï

n ¹_¼ ]8]H?@ºKP ¸8¼R¹o· E µ\· 587 ´ 9Xl%> µx¼R¸ ] ´ ?@S ¹ 8c> µ >-º ¹ ºQ> ¼ ? ½Bµ A T ´ ¹ ´ F · º µ%¹o· Tk? ´ 9 ¶ P ¸HµÚ Ö = C
T

C
n =

r
⊕

i=1

N(λi).

� ´ · ´ ¹8¶ P ¸8µ N(λi) = ker(X − λi)
si = ker(X − λi)

mi .4 ¼ 9 µU¶Æ· 9XºQE · º ´ ¹1½Bµ A Z N(λi) µO¶¯·Y½Bµ ? ¼ e ´ 9X> µ λiI +Ni
T ´ � Ni µU¶Æ·
¸H¹Hµ > ¼|· 96ºKE µ¹ º@?Q] ´ ·Xµ%¹o·6µ/½ ; ´ 9 ½ 9 µ si

d � ¹ ] µ%¸H·-¼ ? ´ 9 ¶ > ´ ¹c· 9 µ 9NP ¸Hµ¾· ´ ¸B·Xµ > ¼R· 9XºKE µ A ∈ Mn( Ú Ö )¼:½ > µW·s¸H¹Hµ�¸H¹ ºKP ¸Hµw½ 7UE ´ >-] ´ ¶ º · º ´ ¹ A = D+N
T ´ � D µO¶¯·
½ º ¼ m ´ ¹8¼ ?Qº ¶6¼ FH? µY¶6¸ 9 C T NµU¶Æ·�¹ ºQ?Q] ´ ·6µU¹c·Xµ T µ%·Y½Hµ ]H? ¸8¶ DN = ND Íb½ 7UE ´ >-] ´ ¶ º · º ´ ¹ D +N Ð d� ¹ ] µ%¸H· ]H9X7UEWº ¶6µ 9�E µ 967 ¶Æ¸ ? ·I¼|·Y¼ L µ E�? ¼)· 5H7 ´ 9Xº µy½Hµ C ´ 9 ½H¼R¹ dSUT ?�GIVRW��X�Õ���������'& Í Ù 7OE ´ >-] ´ ¶ º · º ´ ¹g½Bµ C ´ 9 ½H¼:¹kÐ �UY �|��� A ∈ Mn(

[ �
) � �|��ÀÄ�O�c�H�}À%��W�8�

πA
�WÀÄ�wÀ%�%���aÁ:¿/ÀÄ�B�Z[ � �¯�X���%�B�y�ÄÀÄ�\�D�R�ÃÌ%�|�B�IÀ¾�@���X�|À#ÀÄ�B�

C
�_���W���W�8�

πA(X) =
∏r

i=1(X − λi)
si
Ï ^ �@�R�IÀy���ù�Xü:�KÀÄ���

P ∈ GLn(
[ �

)
���W�ÿ�@�N�W�8�

P−1AP =







A1 0ÏÏÏ Ï Ï Ï ÏÏÏ
0 Ar






,

�R]��@�WÀyÝÎ�|�z�Ä���X�WÀ
Ai
ÀW�R�8�
Á|���U�c�R�a�R�@�WÀ��H�|�)ý%�@�U�WÀ

Ai =







Ji,1 0ÏÏÏ Ï Ï Ï ÏÏÏ
0 Ji,ei






,

�W���R]1�@�ÄÀ�ÝÎ�|�z�Ä���X�WÀ
Ji,k

\ 1 6 i 6 r \ 1 6 k 6 ei
\ À%�|�k�GÁ:�WÀyýW�Q�U�ÄÀ\Á:�W¡B�|�6Á:�R� \ ��Ï{�OÏ{Ác�ÄÀÝ-�R�b�Ä���I�ÄÀ)�X�R�Ä�Æ¿I�WÀxÁ:�x�Q�Y�W�R�ÄÝ-�

Ji,k =













λi 1 0

0

Ï Ï Ï Ï Ï ÏÏÏÏ Ï Ï Ï Ï Ï Ï
1

0 · · · 0 λi













,



fF#Rr �+ ^¡^¢G£%¤+¥�¦ ÎK�t¨1¥Y¡Y¢G¢�¦�®3÷�«/¬ ¡^®R�X��³
¥�¦ ®�£¯°Y©�¡^£¯¥�¦
��Â �Rc:�R�8�ù�H�|À[�W�|�6�I¿WÝÎ�W�k���D�R�B�D�WÀ\�@�NÝ£¢WÝÎ�-�R�ÆÁR�6� |Ji,k|

Ï � �|�B�x���|�B�
i ∈ {1, . . . , r} \ �R��

ei = dimE(λi)
\ �%� max

16k6ei

|Ji,k| = si
Ï
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Ù ¼R¹8¶ E µW·Æ·XµÇ¶6µ E · º ´ ¹ ¹ ´ ¸8¶ 9 ¼ ]H] µ ? ´ ¹8¶/¸8¹Hµ L µ 9 ¶ º ´ ¹ m:7 ¹ 7%9 ¼ ? µp½B¸ · 587 ´ 9Xl%> µ�½Bµ� ¼R¸ EI5oSoA 4 ºQ] ¶ EI5Hº ·d! T ¼c½H¼ ] · 7 µ Z_? ¼�· 5H7 ´ 96º µ1½B¸ E ´ ¹o· 9"8:? µ TùP ¸ º
7 ·X¼ FH?Qº ·Î¶ ´ ¸8¶ E µ 9 ·X¼ º ¹HµO¶E ´ ¹k½ º · º ´ ¹8¶ ?z; µ VBº ¶¯·Xµ%¹ E µ�µW· ?z; ¸H¹ ºKEWº · 7 ½ ; ¸8¹Hµ�¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹à½ ; ¸H¹Hµ 7UP ¸8¼|· º ´ ¹à½ º�É�7%9 µ%¹o· º µ ?Q? µ d� ¹Hµ F ´ ¹H¹Hµ 9X7Weÿ7U9 µ%¹ E µ Z-E µ\¶6¸|»¯µW·^µU¶Æ· : �HfRT Ì ]H] µ%¹8½ º@V � ;zd
$J$J"%$ ª ' Ø�' * ' 0 Ø¬«JØ�'/Ø(Â nJÓ
� ´ º · I ¸H¹ º ¹o·6µ 9XL ¼ ?@? µ^½Hµ^Ú Û�µ%· V ¸H¹ ´ ¸ L µ 9 ·s½Bµ^Ú Û n d � ´ ¹8¶ º ½ 7%9 ´ ¹8¶ ? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µ^½Bµ� ¼R¸ EI5oS

ẋ(t) = f(t, x(t)), x(t0) = x0, Í f:f:dQf Ð
´ � f µU¶Æ·s¸H¹Hµw¼ ]8]H?@ºKE ¼R· º ´ ¹¾½Bµ I ×V ½H¼R¹8¶[Ú Û n T µW· x0 ∈ V

d 4 µ^· 5H7 ´ 9Xl%> µ�½Bµ � ¼R¸ EI5oSoA4 ºQ] ¶ EI5Hº ·d!N¸8¶6¸Hµ ? ¼|ß 96> µ ?z; µ Vtº ¶Æ·6µU¹ E µNµW· ?z; ¸H¹ ºQE%º · 7 ½ ; ¸H¹Hµ-¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ > ¼ VtºQ> ¼ ? µ ] ´ ¸ 9XL ¸P ¸8µ f ¶ ´ º · E ´ ¹c· º ¹t¸Hµ T µ%· ? ´ E ¼ ? µ > µ%¹o· ?@ºQ] ¶ EX5Hº ·"! º µ%¹H¹Hµ ] ¼ 9ù9 ¼ ]H] ´ 9 · Z x d � ¼ º ¶ùµ%¹x· 5H7 ´ 9Xº µ½B¸ E ´ ¹c· 9"8:? µ E µU¶ 5oSt] ´ · 5Hl ¶6µU¶
½ ´ º@L µU¹c· L · 9 µy¼ É ¼ º@F8?@º µU¶ E ¼ 9 ´ ¹/µU¶¯·Y¼ > µU¹ 7yZ-E ´ ¹8¶ º ½ 7%9 µ 9½BµU¶ E ´ ¹c· 9"8:? µU¶M¹ ´ ¹ E ´ ¹c· º ¹o¸k¶[Íb¼R¸ >-º µ%¸ V<T}E ´ ¹c· º ¹o¸k¶ ] ¼ 9�> ´ 9XE µU¼R¸ V Ð T µW· ] ¼ 93E ´ ¹8¶ 7UP ¸HµU¹c·? ¼ E ´ ¹c· º ¹t¸ º · 7 ½B¸Ç¶Æµ E ´ ¹8½ > µ >xFH9 µÎ¹ ; µU¶Æ· ]8? ¸8¶x¼:¶X¶6¸ 967 µ d<n ¹ ] ¼ 9 · ºQE ¸ ?Qº µ 9\? ¼�¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ T¶ º µ ?@? µxµ VBº ¶Æ·6µ T ¹ ; µO¶¯· ] ¼:¶^µ%¹ m:7 ¹ 7%9 ¼ ? ½ 7%9Xº@L ¼ FH? µ ] ¼ 9 · ´ ¸H·^µW· ºQ?�e ¼:¸B·w½ ´ ¹ E\9 µU½ 7WÊ ¹ ºQ9 ½Bµ> ¼:¹ ºQl%9 µy¼c½ 7UP ¸8¼R·6µ ? µ E ´ ¹ E µ ] ·Y½BµJ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ d>@?6A�BDC�EFC�G�B ������������� � ¹Ç¶6¸ ]H] ´ ¶6µ P ¸Hµ ] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· t ∈ I
? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ x 7→ f(t, x)µU¶Æ· > µU¶6¸ 9 ¼ FH? µ T µ%· P ¸Hµ ] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· x ∈ U

? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ t 7→ f(t, x) µU¶¯· E ´ ¹o· º ¹o¸Hµ d � ¹¼ ]H] µ ?@? µ#¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹�½B¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µ#½Bµ � ¼:¸ EI5oS Í f:f:dQf Ð�· ´ ¸B· E ´ ¸ ]H? µ (J, x(·)) T ´ � J µU¶Æ·¸H¹ º ¹c·Xµ 9XL ¼ ?Q? µN·6µ ?�P ¸Hµ J ⊂ I µW· t0 ∈ J
T µW· ´ � x(·) µO¶¯·x¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹�¼ F ¶ ´ ? ¸ > µ%¹o·E ´ ¹o· º ¹o¸HµJ½Bµ J ½H¼R¹k¶ V ·Xµ ?Q? µ P ¸Hµ TH] ´ ¸ 9 · ´ ¸H· t ∈ J

T

x(t) = x0 +

∫ t

t0

f(s, x(s))ds,

fF#c�
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E µ P ¸ º µO¶¯· 7UP ¸ ºQL ¼ ? µ%¹o· Z

ẋ(t) = f(t, x(t))
]Md ]Md ¶6¸ 9 J,

x(t0) = x0.� ¹Hµ-¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ (J, x(·)) µU¶Æ·w½ º ·Xµ ÝÎ�%üc��Ý-�R�@� ¶ ºzTa] ´ ¸ 9 · ´ ¸B·6µN¼:¸B· 9 µ)¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹ (J̄ , x̄(·)) T´ ¹g¼ J̄ ⊂ J µW· x(·) = x̄(·) ¶6¸ 9 J̄ d
� ¹g¼-¼ ? ´ 9 ¶ ? µw· 587 ´ 9Xl%> µ\¶6¸ º@L ¼R¹c· dSUT ?6GIVRW��X�����I�H�I�H� Í Û
5H7 ´ 96lU> µx½Bµ � ¼R¸ EX5tScA 4 ºQ] ¶ EX5Hº ·"!OÐ �%£ �_ÀÄ�O�c�H�}À%�Î�%�8�)�@�w�W�|���WÃ�b���R�
f : I × V → V 9 ¿%�Ä� Ï �x�@�WÀxÁ:�%�:üM`�cX�H�R�O`8þÄÀ%�WÀ\ÀÄ�B� 9 �|�k�D�WÀ°¯±cÏ
f
�ÄÀÄ�[�@�O�X�|�Q�WÝÎ�%�8�s� � �aÀ%�"`B���O¤%���%�8���Y�H�|�J�6�X�c�H�|�W�V�

x
�R�/À%�%�HÀwÀÄ�B� 9 �|�8�X¯

∀x ∈ V ∃r > 0, B(x, r) ⊂ V, ∃α ∈ L1
loc(I,

[ Ü +)

∀t ∈ I ∀y, z ∈ B(x, r) ‖f(t, y) − f(t, z)‖ 6 α(t)‖y − z‖,
²tÏ
f
�ÄÀÄ�[�@�O�X�|�Q�WÝÎ�%�8�s���k�D¿D�R�6�cýW�@�Y�H�R�\�6�I�:�H�R�Ä���

t \ ��ÏG�OÏ
∀x ∈ V ∃β ∈ L1

loc(I,
[ Ü +) ∀t ∈ I ‖f(t, x)‖ 6 β(t).

^ �@�|�IÀY�H�R�B�)���|�B���-Ác�|�k�a¿I�-���8���z���|�@�
(t0, x0) ∈ I × V \ ���G�Xüc�KÀI���N�B���)�B�k���W�8�)À%�|���B�b���R�Ý-�Uüc�KÝÎ�R�@�

(J, x(·)) Á|�N�a�6�cýW�@þ%ÝÎ�-Á:�=bG�|�8�a`�c<�Q±!±cÏ³±&�:Ï
Ü �WÝÎ�|�6�%�8�Èf:f:dQf:dQfoÏ � ¹�¹ ; ¼ ] ¼:¶ e ´ 9XE%7%> µ%¹o· J = I 7 ] ¼ 9 µ V µ >-]H? µ E ´ ¹8¶ º ½ 7U9 ´ ¹8¶ ? µ]H9 ´ FH?Ql%> µ\½Bµ � ¼:¸ EX5tS ẋ(t) = x(t)2

T
x(0) = x0

d Ì ? ´ 9 ¶	 ¶ º x0 = 0
T ´ ¹g¼ J = Ú Û�µ%· x(·) ≡ 0 7	 ¶ º x0 > 0
T ´ ¹g¼ J =] −∞, 1/x0[ µW· x(t) = x0/(1 − x0t) 7	 ¶ º x0 < 0
T ´ ¹g¼ J =]1/x0,+∞[ µ%· x(t) = x0/(1 − x0t)

d
Ü �WÝÎ�|�6�%�8�pfcf:dQf:dÞi8Ï\�tº

f µU¶Æ·-¶6µ%¸ ? µ > µ%¹o· E ´ ¹c· º ¹t¸Hµ ´ ¹Ç¹ ; ¼ ] ¼:¶)¸H¹ ºKEWº · 7 µ%¹ mc7 ¹ 7U9 ¼ ? 7] ¼ 9 µ V µ >-]H? µ E ´ ¹k¶ º ½ 7%9 ´ ¹8¶ ? µ ]89 ´ FH?@lU> µ-½Bµ � ¼:¸ EX5tS ẋ(t) =
√

|x(t)| T x(0) = 0
d 4 ¼e ´ ¹ E · º ´ ¹/¹t¸ ?@? µ\µU¶Æ·Y¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ T ¼ º ¹8¶ ºMP ¸Hµ

x(t) =

{

0 ¶ º t 6 0,
t2/4 ¶ º t > 0.SUT ?6GIVRW��X�m�I��������� Í Û
5H7 ´ 9Xl%> µ#½ ; µ VB]H? ´ ¶ º ´ ¹kÐ �ÐY �|�tÀÎ�@�WÀZ`�cX�8�|��`HþWÀW�WÀgÁ|�Ç��`H¿I�|�6þ%Ý-�Á:�ÚbG�|�8�a`�c|ÃbÅ+� �aÀW�a`B�ÿ�O¤ \ À%�|��� (]a, b[, x(·)) �B�a�YÀW�R� �B�z���|�1ÝÎ�%üc��Ý-�R�@�OÏ Y � b < sup I \ �|�Q�|�IÀ�H�|�B�x���|�B���X�RÝY�8�:�%�

K
�X�R�8���W�k�_Á:�R�HÀ

V \ ���+�6üc�KÀÄ���x�B�u�6¿X�%� η > 0
���%�ù�%�8�

x(t) /∈ K \�H�|�B�\���|�B�
t ∈]b− η, b[

Ï
Ü �WÝÎ�|�6�%�8�1f:f:dQf:d qkÏsn ¹ ] ¼ 9 · ºKE ¸ ?@º µ 9 ¶ º V = Ú Û n T ¼ ? ´ 9 ¶ ‖x(t)‖ −→

t→b
t<b

+∞.

Ü �WÝÎ�|�6�%�8�1f:f:dQf:d raÏ � ¹g¼N¸8¹Hµ ]H9 ´ ]H9Xº@7 · 7 ¶6µ >xFH? ¼ F8? µ\¶ º a > inf I
d

n ¹ ´ ¹xÜ ´ ¹8¶ > ¼ º ¹o·6µU¹8¼R¹o·�¸H¹Hµ L µ 9 ¶ º ´ ¹ m:? ´ F ¼ ? µY½B¸-· 5H7 ´ 9Xl%> µY½Bµ � ¼:¸ EX5tSoA 4 ºQ] ¶ EX58º ·"! d
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V =
[ Ü n �%�[�W�8� f �WÀÄ���:�@�cýX�R�@�WÝÎ�%�8����� �kÀ%�"`B����¤W���%�k�a�
�H�R�w�6�X�c�H�R�Ä��

x \ ��ÏG�OÏ
∃α ∈ L1

loc(I,
[ Ü +) | ∀t ∈ I ∀y, z ∈ [ Ü n ‖f(t, y) − f(t, z)‖ 6 α(t)‖y − z‖.^ �@�|�IÀ

J = I
Ï

�
��6VRefCHef�N���I�H�I�H� Í 4 µ >-> µg½Bµ%Ù 9 ´ ¹6És¼ ?@? Ð � � ´ º µ%¹o· ψ µ%· y : [t0, t1] → Ú Û + ½BµU¸ Ve ´ ¹ E · º ´ ¹8¶ E ´ ¹o· º ¹o¸HµO¶ L:7U96º@Ê ¼R¹o·
∃c > 0 / ∀t ∈ [t0, t1] y(t) 6 c+

∫ t

t0

ψ(s)y(s)ds.

� ´ ¹o· 9 µ 9YP ¸8µ
∀t ∈ [t0, t1] y(t) 6 c exp

(∫ t

t0

ψ(s)ds

)

.

[Ä��Á|���I�|�b���R�µ¯c] ´ ¶6µ 9 F (t) =

∫ t

t0

ψ(s)y(s)ds
T%] ¸ º ¶ G(t) = F (t)exp

(

−
∫ t

t0

ψ(s)ds

) d
�
��6VRefCHef�������������-� fcdY� ´ º · y0 ∈ Ú Û dùC ¸8¶¯· º�Ê µ 9)P ¸ ; ºQ? µ VBº ¶¯·Xµ#¸H¹Hµ1¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ > ¼ VBº�A> ¼ ? µ y(.) ¶6¸ 9 ¸H¹ º ¹c·6µ 96L ¼ ?Q? µ ]a, b[ ½B¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µ\½Bµ � ¼R¸ EI5oS

(E) y′(t) = −y(t) +
y(t)4

1 + t2
, y(0) = y0.

iHd � ´ ¹o· 9 µ 9YP ¸Hµ ] ´ ¸H·
· ´ ¸B· t ∈]a, b[
`

y(t) = e−ty0 +

∫ t

0

es−t y(s)
4

1 + s2
ds

q8dY� ´ º · T ·6µ ?^P ¸Hµ 0 < T < b
d[� ¸ ]8] ´ ¶ ´ ¹8¶ P ¸Hµ ] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· t ∈ [0, T ] ´ ¹�¼ º ·

|y(t)| 6 1
d Ì ?z; ¼ º ½Hµ\½B¸ ? µ >-> µJ½Bµ1Ù 9 ´ ¹6És¼ ?@?zTt> ´ ¹c· 9 µ 9YP ¸Hµ

∀t ∈ [0, T ] |y(t)| 6 |y0|.
rkdY� ¸ ]H] ´ ¶ ´ ¹8¶ P ¸Hµ |y0| < 1

d � ´ ¹c· 9 µ 9wP ¸Hµ |y(t)| 6 1
] ´ ¸ 9 · ´ ¸H· t ∈ [0, b[

Ta] ¸ º ¶P ¸Hµ b = +∞ d[Ä��Á|���I�|�z���|�g¯ ¸B· º@?Qº ¶6µ 9Y? µ ? µ >-> µJ½Bµ1Ù 9 ´ ¹6É
¼ ?Q?bT µW· ? µy· 5H7 ´ 9Xl%> µ\½ ; µ VtA]H? ´ ¶ º ´ ¹ d�
��6VRefCHef� �I�������'&�� � ´ º · q : Ú Û → Ú Û ¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹�½Bµ EW? ¼:¶X¶Æµ C1 T ¶Æ· 9XºKE ·6µ > µU¹c·] ´ ¶ º · º@L µ)µ%· E%9 ´ º ¶X¶X¼R¹c·Xµ d � ´ ¹c· 9 µ 9w?b; µ VBº ¶Æ·6µ%¹ E µ)µW· ?z; ¸8¹ ºQE%º · 7 ½ ; ¸H¹Hµ-¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ > ¼ VBºQ> ¼ ? µ½ 7WÊ ¹ º µw¶Æ¸ 9 ¸H¹ º ¹c·Xµ 9XL ¼ ?Q? µ E ´ ¹o·6µ%¹k¼R¹c· [0,+∞[
To] ´ ¸ 9[? µ ]H9 ´ F8?@lU> µ�½Bµ � ¼R¸ EI5oS y′′(t)+

q(t)y(t) = 0
T
y(0) = y0

T
y′(0) = y′0

T<] ¸ º ¶ P ¸Hµ)· ´ ¸B·6µO¶ ? µU¶y¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹8¶y½Bµ ?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹½ º�É�7%9 µ%¹o· º µ ?Q? µ y′′(t) + q(t)y(t) = 0 ¶ ´ ¹c· F ´ 9 ¹ 7 µU¶
¶6¸ 9 Ú Û + d[Ä��Á|���I�|�b���R�¶¯ ½ 7%9XºQL µ 9
? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ V (t) = y(t)2 + y′(t)2

q(t)

d
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��6VRefCHef�����������QP Í � 7 · 5 ´ ½Bµ-½HµU¶wµ%¹o· ´ ¹8¹ ´ ºQ9 ¶IÐ � � ´ º · (E) : x′(t) = f(t, x(t)) ¸H¹8µ7UP ¸8¼|· º ´ ¹/½ º�É�7%9 µ%¹o· º µ ?Q? µ T ´ � f : Ú Û × Ú Û → Ú Û µU¶Æ·Y½Bµ EW? ¼:¶X¶6µ C1 d� ¹ ½ º · P ¸Hµ α Í 9 µU¶ ]Md β Ð)µU¶Æ·-¸H¹Hµ ýI�|�Ä�Ä��þ%�6�����U�W¿%�Ä���W�B�6� Í 9 µO¶ ]Md ¸H¹8µ ýX�R�Ä�Ä��þW�6��ÀÄ�BÃ�H¿%�Ä���W�B�6� Ð T ¶ º[ER; µU¶Æ·x¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹Ç½Bµ E%? ¼c¶6¶6µ C1 ·Xµ ?Q? µ P ¸8µ ] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· t ∈ Ú Û ´ ¹�¼ º ·
α′(t) < f(t, α(t)) Í 9 µO¶ ]�d β′(t) > f(t, β(t)) Ð d � ¹g¼ ]H] µ ?@? µ �%�8���|�k�a�|���x?z; µU¹8¶6µ >xFH? µ

E = {(t, y) ∈ Ú Û × Ú Û | α(t) < y < β(t)}.� ´ ¹o· 9 µ 9yP ¸HµN¶ º t 7→ x(t) µU¶Æ·w¸8¹Hµ-¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹u½Bµ (E) ¶Æ¸ 9 ¸H¹ º ¹o·6µ 9XL ¼ ?@? µ J ⊂ Ú Û ·6µ ?Q? µP ¸Hµ x(t0) = x0 ¼ L µ E (t0, x0) ∈ E T ¼ ? ´ 9 ¶ (t, x(t)) ∈ E ] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· t > t0, t ∈ J
d[Ä��Á|���X�R�b���R�µ¯c9 ¼ º ¶ ´ ¹8¹Hµ 9�] ¼ 9M?b; ¼ F ¶Æ¸ 9 ½Bµ T µ%· ] ´ ¶Æµ 9 t1 = inf{t > t0 / (t, x(t)) /∈

E}. � ´ ¹o· 9 µ 9YP ¸8µ x(t1) = α(t1)
´ ¸ β(t1)

T µW· E ´ ¹ EW? ¸ 9 µ d�
��6VRefCHef�%���I�H�I�³· Í 4 ´ º ½Bµ = ¸ FHFH? µOÐ ��� ¹HµY½BµO¶ù· 5H7 ´ 96º µU¶{¼ E ·X¸Hµ ?Q? µU¶{½Bµ ?b; ¸H¹ ºQL µ 9 ¶�Í ��`H¿I�|Ã�Ä���#Á|��ý%���:ÃÆýX�R�o� Ð�¼:½ > µW· P ¸Hµ ?b; ´ 9Xº@mcº ¹8µx½Bµ ?b; ¸H¹ ºQL µ 9 ¶^µU¶Æ·�¸8¹Hµ m:ºQm ¼R¹o·6µO¶ P ¸HµJµ VB]H? ´ ¶ º ´ ¹Z1] ¼ 9 · ºQ9 ½Bµ ? ¼ P ¸Hµ ?Q? µ ? ¼ > ¼R· ºQl%9 µN½Bµ ?b; ¸H¹ ºQL µ 9 ¶y¼ E ´ >-> µ%¹ E%7-Z ½ º@L µ 96m µ 9yZ1] ¼ 9 · ºQ9 ½B¸] ´ º ¹c· 0 d� ¹ E ´ ¹8¶ º ½ lU9 µ P ¸Hµ E µ%·Æ·Xµ/µ Vt] ¼R¹8¶ º ´ ¹ÇµO¶¯· 5 ´ > ´ mcl ¹Hµ1µ%· º ¶ ´ · 9 ´ ] µ�7 ? µU¶ ] ´ ¶ º · º ´ ¹8¶¶Æ¸ EUE µO¶6¶ º@L µO¶
¶ÆµJ½ 7 ½B¸ º ¶6µ%¹c· ? µO¶
¸H¹HµO¶�½HµU¶Y¼R¸B· 9 µO¶ ] ¼ 9 ¸H¹Hµ 5 ´ > ´ · 5H7 · º µ\½Bµ E µ%¹o· 9 µ 0 `
−→
OM(t) = λ(t, t0)

−→
OM(t0).fcd � ´ ¹o· 9 µ 9YP ¸8µ ? ¼ Ltº ·XµU¶X¶Æµ\½B¸ ] ´ º ¹c· M ¶Æµ > µW·�¶ ´ ¸8¶ ? ¼ e ´ 9X> µ

→
v (M) = H(t)

−→
OM(t)

�D�@�R�[Á:� < �8ýOý%�@�A�´ � ´ ¹/µ VB]H?@ºKEWº ·6µ 9 ¼ H(t)
diHd � ´ ¹o· 9 µ 9�P ¸Hµ ? ¼ ? ´ º ½Bµ = ¸ FHF8? µ)µU¶Æ· º ¹ E ´ >-] ¼|· º@FH? µx¼ L µ E ¸H¹8µ L ¼ ? µ%¸ 9�E ´ ¹8¶¯·I¼R¹o·6µ½Bµ H dq8d 4 ¼ L ¼ ? µ%¸ 9 ¼ E ·X¸Hµ ?Q? µu½Bµ H µO¶¯· H ' 2, 5.10−18 s−1 d
n ¹ ]H9 µ%¹8¼:¹c· E ´ >-> µ> ´ ½ l%? µ H(t) = α

t Í ´ � α µO¶¯· Z ½ 7 ·Xµ 9X>Nº ¹Hµ 9 Ð T · 9 ´ ¸ L µ 9)?z; ´ 9 ½ 9 µ1½Bµ m:9 ¼R¹8½Hµ%¸ 9½B¸ 9 ¼ S ´ ¹ > ¼ VBº@> ¸ > ½Bµ ?z; ¸H¹ ºQL µ 9 ¶)Í ´ ¹ 9 ¼ ]H] µ ?Q? µ ? ¼ Loº ·6µO¶6¶6µ)½Bµ ? ¼ ? ¸ >-º@lU9 µ c =
3.108 m.s−1 Ð dn ¹�½ 7 ½B¸ ºQ9 µ ?z; ¸Rm µy½Bµ ?b; ¸H¹ ºQL µ 9 ¶�¶6µ ? ´ ¹ E µW·6·6µy· 587 ´ 9Xº µ d

$J$J"XÑ Ò�¹ÎÔM(,º t�Õ Ô , 2h»uØ(Â Õ ')(32 Õ�Ó Ô Ó 2W'/Ø n 2ÃÂ Õ Ô
� ´ ¹k¶ º ½ 7%9 ´ ¹k¶ ? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µy½Hµ � ¼:¸ EX5tS ½H¼:¹8¶
Ú Û n

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t), x(t0) = x0, Í f:f:dÞi Ð´ � ? µU¶#¼ ]8]H?@ºKE ¼R· º ´ ¹8¶ t 7→ A(t) ∈ Mn( Ú Û ) µW· t 7→ B(t) ∈ Ú Û n ¶ ´ ¹c· ? ´ E ¼ ? µ > µU¹c·º ¹o· 7%mc9 ¼ FH? µU¶
¶6¸ 9�?z; º ¹c·Xµ 9XL ¼ ?@? µ I E ´ ¹8¶ º ½ 7U967cd>@?6A�BDC�EFCHGIB �I����������� � ¹Ë¼ ]H] µ ?@? µ �6¿ÄÀ%�R� 9 �R�8��� ½B¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µuÍ fcf:dÞi Ð ? ¼_¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹Ç½B¸]H9 ´ FH?Ql%> µ\½Bµ � ¼:¸ EX5tS
∂R

∂t
(t, t0) = A(t)R(t, t0), R(t0, t0) = Id,

´ � R(t, t0) ∈ Mn( Ú Û ) d
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��V¦GI�)GIè�C�E�C�G�B4���I�O�-�H�I� Å3�Î�6¿WÀ%�|� 9 �|�k�D���8�}ÀIÀ%þXÁ:�N�@�ÄÀs���6�X�a�Ä��¿%��¿ÄÀ\ÀÄ�B� 9 �|�k�D�WÀ°¯�

R(t2, t0) = R(t2, t1)R(t1, t0)
Ï�ÊY �

∆(t, t0) =
Ác�W�

R(t, t0)
\ �|���

∂∆

∂t
(t, t0) =

�b�
A(t).δ(t, t0), ∆(t0, t0) = 1.

� Å��ÎÀ%�|� �B�z���|�pÁ|�)���6�:ý%�@þ%Ý-�-Ác�=b{�R�8�"`�c<�Q±!±:Ï½²e�1�WÀÄ�
Á:�|�k�a¿I���H�|�
x(t) = R(t, t0)x0 +

∫ t

t0

R(t, s)B(s)ds

�Þ�W�|�ÄÝN�B�@�NÁ:� 9 �|�Ä���R�b���R��Á:�x�@�1�X�R�HÀÄ���|�8���Q�RÏÜ �WÝÎ�|�6�%�8�Îf:f:dÞiBdQftÏ 4 ´ 9 ¶ P ¸Hµ t0 = 0
T ´ ¹#¹ ´ ·Xµ ]H? ¸B· 8 · M(t) = R(t, 0)

d 4 ¼ e ´ 9X> ¸ ? µw½BµL ¼ 9Xº ¼|· º ´ ¹/½Bµ ? ¼ E ´ ¹8¶Æ·X¼:¹c·6µ\¶ ; 7OEW9Xº ·Y¼ ? ´ 9 ¶
x(t) = M(t)x0 +M(t)

∫ t

0

M(s)−1B(s)ds.

Ü �WÝÎ�|�6�%�8�-f:f:dÞiBdÞi Í nGVt]89 µO¶6¶ º ´ ¹Î½Bµ ? ¼ 9X7 ¶ ´ ?QL ¼R¹o·6µOÐ Ï 4 ¼ 967 ¶ ´ ?@L ¼R¹c·Xµ�¼:½ > µ%· ? µ^½ 7UL µ ? ´ ]BA] µ > µ%¹o·Yµ%¹�¶ 7U96º µ
R(b, a) = I +

∫

a6s16b

A(s1)ds1+

∫

a6s16s26b

A(s2)A(s1)ds1ds2 + · · ·+
∫

a6s16···6sn6b

A(sn) · · ·A(s1)ds1 · · · dsn + · · · .
Ù µ ]H? ¸8¶ E µW·Æ·Xµ�¶ 7%9Xº µ/µU¶Æ·Î¹ ´ 9X> ¼ ? µ > µ%¹o· E ´ ¹ L µ 96m µ%¹c·Xµ d � ; µU¶Æ·Î¸H¹ Á:¿ 9 �W�Q�X�:�8�%ÝÎ�W�k�-�%�ÀW¿%�Ä���N�a`t�6�R�a�|�Q�6�R�b�%�8�Wd
¾ �xèÚ�D��è1èT¿�èÈE�W��X�6èU����E�GIB G��X��èf� � ´ ¹8¶ º ½ 7U9 ´ ¹8¶ ? µ ]H9 ´ FH?Ql%> µ�½Bµ � ¼:¸ EX5tS ½H¼R¹8¶[Ú Û n

ẋ(t) = Ax(t), x(0) = x0,´ � A ∈ Mn( Ú Û ) d Ì ? ´ 9 ¶ T ½H¼:¹8¶ E µ E ¼c¶ To? ¼ 967 ¶ ´ ?@L ¼R¹c·XµYµO¶¯· M : t 7→ etA T µ%· ? ¼)¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹½Bµ E µ ]H9 ´ F8?@lU> µyµU¶Æ·
x : t 7→ etAx0.4 ¼N½ 7UE ´ >-] ´ ¶ º · º ´ ¹/½Bµ C ´ 9 ½H¼:¹ ] µ 9X> µW·^½Bµ ]8967OEWº ¶Æµ 9�E µ 967 ¶Æ¸ ? ·X¼R· dBn ¹gµ É µW· T ´ ¹g¼

etA = P







etJ1,e1 0d d d
0 etJ1,er






P−1.

� ¹ E ¼ ?KE ¸ ? µ e ¼ EWºQ? µ > µU¹c·

etJi,k = etλi















1 t · · · etλi t|Ji,k|−1

(|Ji,k|−1)!

0

d d d d d d dddddd d d d
etλit

0 0 etλi















.

� ¹ ´ F · º µU¹c·^½ ´ ¹ Ew? µ 9X7 ¶6¸ ? ·I¼|·Y¶6¸ ºQL ¼R¹o· d
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��VRGx�)GIè�C�EFC�G�B4���I�O�-�O�-�bÀ �R�B�D�JÀ%�|� �B�z���|�pÁ|�gÀac}ÀÄ��þWÝÎ�

ẋ(t) = Ax(t)
�ÄÀÄ�
Á:�x�@�^�W�R�ÄÝ-�

x(t) =
∑

16i6r
06k6|Ji,k|

etλitkvi,k,

�R]
vi,k ∈ N(λi)

� 9 �|���#�a`H�X�����b�6�\�a�6¿X�I¿XÁc�W�k�{�H�R�B�N�@��Á:¿ Ï �k���b���|�ÈÁc�-�6Â �ÄÀz�H�c�X�/�X�R�6�:�%�D¿%Ã�Ä�KÀI�z���%�8�
N(λi)

�:Ï
�
��6VRefCHef�������������I� Û 7 ¶ ´ ¸8½ 9 µ ? µJ¶ S ¶Æ· l%> µ\½ º@É�7%9 µ%¹c· º µ ?

{

x′′ = 2x− 3y,
y′′ = x− 2y.[Ä��Á|���X�R�b���R�/¯ µ VB]H9XºQ> µ 9uE µÈ¶ S ¶Æ· lU> µ E ´ >-> µË¸H¹ ¶ S ¶Æ· l%> µÈ½ º@É�7%9 µ%¹c· º µ ?½ ; ´ 9 ½ 9 µ fcd�
��6VRefCHef�������������-� � ¹ ] ´ ¶6µ

A =









4 0 2 0
0 4 0 2
2 0 4 0
0 2 0 4









.

Û 7 ¶ ´ ¸8½ 9 µ ? µJ¶ S ¶Æ· l%> µ\½ º@É�7%9 µ%¹c· º µ ? X ′ = AX
dHn ¹�½ 7 ½B¸ ºQ9 µ eA d�
��6VRefCHef�Æ�I�������'&�� � ´ º · A : ]0,+∞[→ Mn( Ú Û ) ¸H¹8µ_¼ ]H]H?QºKE ¼|· º ´ ¹ E ´ ¹o· º ¹o¸Hµ d � ¹E ´ ¹k¶ º ½ l%9 µ ? µÎ¶ S ¶¯· l%> µÎ½ º�É�7%9 µ%¹o· º µ ? x′(t) = A(t)x(t) µ%· ?z; ´ ¹u¹ ´ ·6µ R(t, t0) ¶6¼ 967 ¶ ´ ?�AL ¼R¹o·6µ dfcd � ´ ¹o· 9 µ 9uP ¸Hµ ? ¼ 967 ¶ ´ ?@L ¼R¹c·Xµ S(t, t0) ½B¸ ¶ S ¶¯· l%> µ ẏ(t) = −A(t)

T
y(t) µO¶¯·

S(t, t0) = R(t, t0)
T diHd � ¹ ] ´ ¶6µ

A(t) =





2t+ 1
t 0 1

t − t
t− 1

t 3t t− 1
t

2
t − 2t 0 2

t + t



 .

� ´ ¹o· 9 µ 9wP ¸8µ A(t)
] ´ ¶X¶ l ½Bµx¸H¹Hµ F ¼:¶6µ)½Bµ L µ E ·Xµ%¸ 9 ¶ ]H9 ´ ]H9 µO¶ º ¹k½ 7%] µ%¹k½H¼R¹o·6µN½Bµ

t
dHn ¹�½ 7 ½H¸ º@9 µ ? ¼ 9X7 ¶ ´ ?QL ¼R¹o·6µ R(t, t0)

d
�
��6VRefCHef�����������QP�� � ¹g¶Æ¸ ]H] ´ ¶6µ P ¸Hµ ?b; 7UP ¸8¼R· º ´ ¹g½ º@Éa7%9 µ%¹o· º µ ?Q? µ

X ′(t) = AX(t) +B(t),

´ � A ∈ Mn( Ú Û ) µ%· t 7→ B(t) µU¶Æ·+¸H¹Hµ
¼ ]H]H?QºQE ¼|· º ´ ¹ E ´ ¹o· º ¹o¸Hµ
½Bµ
Ú Û + ½H¼:¹8¶ùÚ Û n T ¼:½ > µW·¸H¹HµJ¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹ X ¶6¸ 9 Ú Û + P ¸ ºML:7%9Xº�Ê µ
∫ ∞

0

(‖X(t)‖2 + ‖B(t)‖2)dt < +∞.

� ´ ¹o· 9 µ 9YP ¸8µ X(t) ·6µU¹8½ L µ 9 ¶ 0 ? ´ 9 ¶ P ¸Hµ t ·Xµ%¹8½ L µ 9 ¶ +∞ d
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[Ä��Á|���I�|�b���R�¶¯�> ´ ¹o· 9 µ 9YP ¸8µ X(·) µO¶¯·^½Bµ � ¼R¸ EI5oS µ%¹ +∞ d�
��6VRefCHef�¼�I�������Á·�� � ´ º · A ¸H¹8µ > ¼|· 9XºKE µ E ¼ 969X7 µ 9X7 µ ?@? µÎ½ ; ´ 9 ½ 9 µ n ½ ´ ¹c· ? µU¶ L ¼ ? µ%¸ 9 ¶]H9 ´ ]H9 µU¶YÍ�½H¼:¹8¶ C Ð{¶ ´ ¹o·[½ º ¶¯· º ¹ E ·6µO¶�½Bµ 2ikπ, k ∈ Z

dt� ´ º ·[½ ; ¼R¸H· 9 µ ] ¼ 9 · B : Ú Û → Ú Û n

¸H¹Hµ�¼ ]H]H?QºKE ¼|· º ´ ¹ E ´ ¹c· º ¹t¸Hµgµ%· f%Az]a7U96º ´ ½ ºKP ¸Hµ d � ´ ¹o· 9 µ 9#P ¸8µ ? µ�¶ S ¶Æ· lU> µ�½ º@É�7%9 µ%¹c· º µ ?
x′ = Ax+B(t) ¼:½ > µW·Y¸H¹Hµ\µW·Y¸H¹8µ\¶6µ%¸ ? µ\¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ f%Az]a7U96º ´ ½ ºKP ¸Hµ d�
��6VRefCHef�m���������½Â�� � ´ º · A : Ú Û + → Mn( Ú Û ) ¸H¹Hµ#¼ ]8]H?@ºKE ¼R· º ´ ¹ E ´ ¹o· º ¹o¸HµÎµ%· ]a7%9Xº ´ A½ ºQP ¸HµJ½Bµ ]a7%9Xº ´ ½Bµ T d � ¹ E ´ ¹8¶ º ½ lU9 µ ? µJ¶ S ¶Æ· lU> µ\½ º�É�7%9 µ%¹c· º µ ? ½H¼:¹8¶
Ú Û n

x′(t) = A(t)x(t), x(0) = x0.� ´ º · M(t) ∈ Mn( Ú Û ) ? ¼ 967 ¶ ´ ?@L ¼R¹c·XµN½B¸p¶ S ¶¯· l%> µ TME:; µO¶¯· ADZRA ½ º@9 µ ? ¼/¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹�½B¸ ]89 ´ AFH?@lU> µ-½Bµ � ¼R¸ EI5oS M ′(t) = A(t)M(t), M(0) = Id
d � ´ ¹c· 9 µ 9w] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· t > 0

? ¼9 µ ? ¼R· º ´ ¹
M(t+ T ) = M(t)M(T ).n ¹ ½ 7 ½B¸ ºQ9 µ P ¸Hµ ?z; ´ 9Xº@mcº ¹HµuµU¶Æ·g¼c¶ St>-] · ´ · ºKP ¸Hµ > µ%¹o·g¶Æ·X¼ FH? µ ] ´ ¸ 9/? µp¶ S ¶Æ· lU> µ�¶ º µW·¶ÆµU¸ ? µ > µ%¹c·s¶ ºk? µO¶ L ¼ ? µ%¸ 9 ¶ ]H9 ´ ]H9 µU¶ E ´ >-]H? µ V µO¶G½Bµ ? ¼ > ¼R· 9XºKE µ M(T ) Í�¼ ]H] µ ?Q7 µ ÝÎ�|�z�Ä���X�Á:�xÝÎ�|���UÁ|�6�|ÝN��� ÐY¶ ´ ¹o·Y½Bµ > ´ ½B¸ ? µ\¶Æ· 9XºQE ·6µ > µU¹c· ]H? ¸8¶ ] µ%· º · P ¸Hµ f:d

$J$J"ji Ã {@{gÓ 2 0�n (32 * '/Ô Õ '�(DÁ1Ø * Âù2 Õ ,/. 0s* ')(�Â zJÓWÕ
äGä{âH}�âÆä ÄRÅYîcè�Æ��ûì�îÇë^ìíï�ê�.�èBñ�Ç)2Æì426òj.Yæ�ð+òÆñHì�î
� ´ ¹8¶ º ½ 7%9 ´ ¹k¶ ? µJ¶ S ¶Æ· l%> µ\½Bµ E ´ ¹c· 9d8c? µ ?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µ

ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t) + r(t), x(t0) = x0.4 µU¶ 5tSt] ´ · 58l ¶ÆµO¶w½H¸_· 587 ´ 9Xl%> µ f:f:dQf:dQf ¶ ´ ¹c· E%? ¼ º@9 µ > µ%¹o· L:7U96º@Ê87 µU¶w¶ º+? µU¶y¼ ]H]H?@ºKE ¼R· º ´ ¹k¶
t 7→ A(t), B(t)u(t), r(t)

T ¶ ´ ¹c· ? ´ E ¼ ? µ > µ%¹o· º ¹c· 7Um:9 ¼ FH? µU¶�¶6¸ 9�?z; º ¹c·Xµ 9XL ¼ ?@? µ I E ´ ¹8¶ º ½ 7U967cd� ¸ ]H] ´ ¶ ´ ¹8¶�½ ´ ¹ E	
A(·) ∈ L1

loc(I,Mn( Ú Û )) T	
r(·) ∈ L1

loc(I, Ú Û n)
dõ ¼ 9 ¼ ºQ?Q? µU¸ 9 ¶ Tc? µU¶ 5oSt] ´ · 5Hl ¶6µU¶s¼:¶X¶Æ¸ 9 ¼R¹o· ?z; º ¹c· 7%m:9 ¼ F8º@?Qº · 7^? ´ E ¼ ? µ�½Bµ B(·)u(·) ½ 7U] µ%¹8½BµU¹c·½Bµ ?z; µ%¹8¶6µ >xFH? µJ½BµU¶ E ´ ¹c· 9"8:? µU¶ E ´ ¹8¶ º ½ 7%9X7 ¶ d	��tº

u(·) ∈ L∞
loc(I, Ú Û m)

T ¼ ? ´ 9 ¶ ´ ¹g¶Æ¸ ]8] ´ ¶Æµ P ¸Hµ B(·) ∈ L1
loc(I,Mn,m( Ú Û )) d	��tº

u(·) ∈ L2
loc(I, Ú Û m)

T ¼ ? ´ 9 ¶ ´ ¹g¶Æ¸ ]8] ´ ¶Æµ P ¸Hµ B(·) ∈ L2
loc(I,Mn,m( Ú Û )) d	 Ù µ > ¼R¹ º@lU9 µ m:7 ¹ 7%9 ¼ ? µ T ¶ º u(·) ∈ Lp

loc(I, Ú Û m)
T ¼ ? ´ 9 ¶ ´ ¹�¶Æ¸ ]8] ´ ¶6µ P ¸Hµ B(·) ∈

Lq
loc(I,Mn,m( Ú Û )) ´ � 1

p + 1
q = 1
d	��tº3? µU¶ E ´ ¹o· 9"8:? µU¶^¶ ´ ¹c·w½BµU¶ e ´ ¹ E · º ´ ¹8¶ > µU¶6¸ 9 ¼ FH? µU¶ ZÎL ¼ ? µ%¸ 9 ¶^½H¼R¹8¶^¸H¹ E ´ >-] ¼ E ·

Ω ⊂ Ú Û m T ¼ ? ´ 9 ¶ ´ ¹g¶Æ¸ ]H] ´ ¶Æµ P ¸Hµ B(·) ∈ L1
loc(I,Mn,m( Ú Û )) d

äGä{âH}�âbã ÄRÅYîcè�Æ��ûì�îÇë^ìíï�ê�.�èBñ�Ç)2Æì8ÈGæD.YæMñHð{ô�É
� ´ ¹8¶ º ½ 7%9 ´ ¹k¶ ? µJ¶ S ¶Æ· l%> µ\½Bµ E ´ ¹c· 9d8c? µ

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t)), x(t0) = x0,



iRjci �+ ^¡Y¢�£%¤+¥�¦ ÎfÎc¨�¤+ Y©�ª
¥V�[�¦ «^¦ �+¡-øs�+ ��±�®�£�¢[÷M�+ ^£%¤�®
´ � f µU¶Æ·w¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹u½Bµ I × V × U

T
I µU¶Æ·w¸H¹ º ¹c·Xµ 9XL ¼ ?@? µ)½Bµ)Ú Û T V ¸H¹ ´ ¸ L µ 9 ·w½BµÚ Û n µ%· U ¸H¹ ´ ¸ L µ 9 ·Y½BµyÚ Û m dõ ´ ¸ 9[9 µU¶Æ·6µ 9 ½8¼R¹8¶�¸H¹ E ¼:½ 9 µ�· 9Xl ¶ m:7 ¹ 7%9 ¼ ?zTRºQ? ¶6¸Bß-·
½Bµ�¶Æ¸ ]H] ´ ¶6µ 9[P ¸Hµ ] ´ ¸ 9sEI5 ¼ P ¸HµE ´ ¹o· 9"8:? µ u E ´ ¹k¶ º ½ 7%9X7:TW? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ F : (t, x) 7→ f(t, x, u(t))

L:7%9Xº@Ê µ ? µO¶ 5oSt] ´ · 5Hl ¶6µU¶M½B¸· 5H7 ´ 9Xl%> µ f:f:dQfcd@fcd6¡sº µ%¹1µU¹c·Xµ%¹8½B¸ T µU¹ e ´ ¹ E · º ´ ¹/½Bµ ? ¼ EW? ¼:¶X¶Æµy½Bµ E ´ ¹c· 9"8:? µU¶ E ´ ¹k¶ º ½ 7%9X7 µ TE µU¶ 5oSt] ´ · 5Hl ¶6µU¶ ] µ%¸ L µ%¹c· L · 9 µ ]H? ¸8¶ ´ ¸ > ´ º ¹8¶�½ º ß EWºQ? µU¶ ZNL:7%9Xº�Ê µ 9Ud� ¹ ] µ%¸H·Î½ ´ ¹8¹Hµ 9 ½BµO¶ 5tSo] ´ · 5Hl ¶ÆµO¶ E µ 9 ·6µO¶ > ´ º ¹k¶ m:7 ¹ 7%9 ¼ ? µU¶ T3> ¼ º ¶ P ¸ º ¶6¸Bß#¶6µ%¹c·½H¼R¹8¶ ? ¼ mc9 ¼:¹8½Bµ > ¼|» ´ 9Xº · 7 ½HµU¶ E ¼:¶ d � µU¶ 5oSt] ´ · 5Hl ¶6µU¶�¶ ´ ¹c· ? µO¶�¶6¸ º@L ¼R¹c·XµU¶ `fcd 4 ; µ%¹8¶6µ >xFH? µJ½BµU¶ E ´ ¹o· 9"8:? µU¶ E ´ ¹8¶ º ½ 7%967 ¶sµU¶Æ· º ¹ E%? ¸8¶Y½H¼:¹8¶ L∞
loc(I, Ú Û m)

d
iHd 4 ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ f µO¶¯·^½Bµ EW? ¼:¶X¶Æµ C1 ¶Æ¸ 9 I × V × U

d
Ú ? µU¶Æ· e ¼ E%º@? µY½Hµ > ´ ¹o· 9 µ 9�P ¸ ; ¼ ? ´ 9 ¶ ? µU¶ 5oSt] ´ · 5Hl ¶6µU¶G½B¸-· 5H7 ´ 9Xl%> µ f:fcd@fcd@f ¶ ´ ¹c· L:7U96º@Ê87 µO¶ TµW·y½ ´ ¹ ExP ¸Hµ Ta] ´ ¸ 9wEI5 ¼ P ¸Hµ E ´ ¹c· 9d8c? µ ÊHVB7cTkºQ? µ VBº ¶Æ·Xµx¸H¹Hµ)¸H¹ ºKP ¸8µ)¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ > ¼ VBºQ> ¼ ? µ
(J, x(·)) ½B¸ ]H9 ´ FH?Ql%> µ\½Bµ � ¼R¸ EI5oS

ẋ(t) = f(t, x(t), u(t))
]Md ]Md ¶Æ¸ 9 J,

x(t0) = x0.
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$�Ñ-"%$ � Õ({ Â+Ø�Ô Õ ')( n (32 * ' 2W')( Õ Â+' Õ ,/Õ ÔÇÔ^¹ÎÔM(,º t�Õ Ô ,/Õí0[* 'N(�Â zxÓWÕ
Ó 2W'/Ø n 2ÃÂ Õ Ô

� ´ ¹8¶ º ½ 7%9 ´ ¹k¶ ? µJ¶ S ¶Æ· l%> µ ?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µ ´ F ¶Æµ 96L:7
{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t),
Í fOiBdQf Ð

´ � x(t) ∈ Ú Û n T u(t) ∈ Ú Û m T y(t) ∈ Ú Û p T A ∈ Mn( Ú Û ) T B ∈ Mn,m( Ú Û ) T µW· C ∈
Mp,n( Ú Û ) d� ¹È¼ ]H] µ ?Q? µ �6�D���6¿ÄÀ%�%�8���|�z���|�����k�D�%�Ä�a� ´ ¸ �6���a�6¿WÀW�%�k�D�|�z���|��ÁMÂ ¿%�D�R�)�I�|�8�z���8�8�/?z; µ VtA]H9 µO¶6¶ º ´ ¹/½Bµ ? ¼-¶ ´ 9 · º µ y(t) ¶ ´ ¸8¶ ? ¼ e ´ 9X> µ

y(t) = CetAx(0) + CetA

∫ t

0

e−sABu(s)ds, Í f}iBdÞi Ð
¼ ]H] µ ?@7 µyµ%¹g¼:¹ m:? ¼ º ¶ ���|���B�bÃÆ�R�B� ���B�G�6�%�@�|�z���|�kd
$�Ñ-"XÑ � Õ({ Â+Ø�Ô Õ ')( n (32 * ' Õ �N( Õ Âù' Õí,/Õ ÔÇÔ^¹ÎÔ<(#º t�Õ Ô ,/Õí0[* 'N(�Â zxÓWÕ

Ó 2W'/Ø n 2ÃÂ Õ Ô
>@?6A�BDC�EFC�G�B��������������+4 ¼ �6¿��H�|�8À%�
��Ý^�a�B�ÞÀÄ���|�k�a�%���@� ½ ; ¸H¹x¶ S ¶¯· l%> µ ?Qº ¹ 7 ¼ º@9 µGµU¶Æ· ? ¼^¶ ´ 9 · º µ½Bµ E µy¶ S ¶Æ· lU> µ-Í ZNE ´ ¹8½ º · º ´ ¹8¶ º ¹ º · º ¼ ? µO¶[¹t¸ ?@? µU¶IÐ P ¸8¼:¹8½ ´ ¹ ?b; µ VHE%º ·Xµ�µU¹1µ%¹c· 967 µ ] ¼ 9 ¸H¹Hµº@>-] ¸ ? ¶ º ´ ¹g½Bµ Ù ºQ9 ¼ ERdÚ E%ºbTH? ¼ 967U] ´ ¹8¶6µ º@>-] ¸ ? ¶ º ´ ¹H¹Hµ ?@? µyµO¶¯·^½ ´ ¹ Ew? ¼ > ¼R· 9XºQE µ

W (t) =

{

CetAB ¶ º t > 0,
0 ¶ º t < 0.

Í fOiBd q Ð
iRj:q



iRjRr��+ ^¡^¢G£%¤+¥�¦�ÎOöH¨+Ëª
«�©�®M£Æ÷H¡Y¤ù£%ª
°Ç«/¬�ø3°È÷9�÷M¤#���¦_«�¦Ë��ª
°N¤+¥��
®�¦g®�£¯°Y©[¡Y£¯¥�¦
n ¹gµ É µ%· T8] ´ ¶ ´ ¹8¶ Tt] ´ ¸ 9 · ´ ¸H· t ∈ [0, ε]

T

u(t) =

























0ddd
0

1/ε
0ddd
0

























=
1

ε
ei,

µW· u(t) = 0 ¶ º ¹ ´ ¹ d Ì ? ´ 9 ¶
y(t) = CetA 1

ε

∫ ε

0

e−sABeids −→
ε→0

CetABei.

Ü �WÝÎ�|�6�%�8�1fOiBdÞiBdQfoÏ õ ¸ º ¶ P ¸Hµ x(0) = 0
T ´ ¹g¼ TB] ´ ¸ 9 t > 0

T

y(t) =

∫ t

0

W (t− s)u(s)ds =

∫ +∞

0

W (t− s)u(s)ds.

Ì ¸B· 9 µ > µU¹c·�½ º ·)Í ´ ¹ 9 ¼ ]H] µ ?@? µ P ¸Hµ f ∗ g(x) =
∫ g h f(x− y)g(y)dy Ð T ´ ¹�¼ ? µ 9X7 ¶6¸ ? ·X¼|·¶Æ¸ ºQL ¼:¹c· d

��VRGx�)GIè�C�EFC�G�B4���-�O�-�H�I� ∀t > 0 y(t) = (W ∗ u)(t) Ï� µ ? ¼ º ¹ E%º ·Xµ Z ¸B· ºQ?Qº ¶6µ 9{? ¼ �z�6�|�8À��W�R�ÄÝ-�R�b���R�gÁ:�
Å��I�a�@�c�X�%ToP ¸ º · 9 ¼R¹k¶ e ´ 96> µ[¸8¹ ]H9 ´ ½B¸ º ·½Bµ E ´ ¹ L ´ ? ¸B· º ´ ¹1µU¹/¸H¹ ]H9 ´ ½B¸ º · d>@?6A�BDC�EFCHGIB¼���-�O�-�O�-� � ´ º · f ∈ L1
loc([0,+∞[, Ú Û ) d Ú ? µ VBº ¶¯·Xµ a ∈ Ú Û ∪ {±∞} ·Xµ ?MP ¸Hµ T] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· E ´ >-]H? µ V µ s T ´ ¹g¼ º ·	 ¶ º Û�µ s > a ¼ ? ´ 9 ¶ ∫ +∞

0
e−st|f(t)|dt < +∞ T	 ¶ º Û�µ s < a ¼ ? ´ 9 ¶ ∫ +∞

0
e−st|f(t)|dt = +∞ dõ ´ ¸ 9 · ´ ¸H· E ´ >N]8? µ V µ s ·6µ ?MP ¸Hµ\ÛYµ s > a

T ´ ¹g½ 7WÊ ¹ º · ? ¼ �z�6�|�8À��W�R�ÄÝÎ¿X�NÁ:�yÅ��X���@�:�I� ½Bµ
f
] ¼ 9

L(f)(s) =

∫ +∞

0

e−stf(t)dt.

Ü �WÝÎ�|�6�%�8�JfOiBdÞiBdÞi8Ï 4 ¼�· 9 ¼:¹8¶ e ´ 96> ¼R· º ´ ¹\½Hµ 4 ¼ ]8? ¼ E µGµO¶¯· ?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µ^Í�µ%¹ e ¼ º ¶X¼R¹o·ù¼R·Æ·6µU¹c· º ´ ¹· ´ ¸B·6µ e ´ º ¶Y¼R¸ ]H9 ´ F8?@lU> µ\½B¸�½ ´ > ¼ º ¹8µy½Hµ\½ 7%Ê ¹ º · º ´ ¹kÐ d Ù µ ]H? ¸8¶ T ´ ¹g¼
L(f ∗ g) = L(f)L(g).

n ¹ Ê ¹ T8] ´ ¸ 9 · ´ ¸B·6µ e ´ ¹ E · º ´ ¹ f ½Bµ EW? ¼:¶X¶Æµ C1 T ´ ¹g¼
L(f ′)(s) = sL(f)(s) − f(0).

õ ´ ¶ ´ ¹8¶{¼ ? ´ 9 ¶ Y (s) = L(y)(s) µW· U(s) = L(u)(s) Í ´ �MTR] ¼ 9GE ´ ¹ L µ%¹o· º ´ ¹ T y(t) = 0µW· u(t) = 0 ¶ º t < 0 Ð d



ÎUöH¨ öH¨+¥�¦G¢�¥Y©[÷t¦[°)¤k¡Y¤ù£%ª
°Ë¦�ËN¤ù¦[¥Y°Y¦u«�¦[÷\÷9�÷M¤#���¦s÷\«�¦Ë��ª
°)¤+¥*�
®M¦�®M£¯°^©�¡^£¯¥�¦[÷Hi:jc�
>@?6A�BDC�EFC�G�BÊ���-�O�-��&��s4 ¼ Ý-�R�b�Ä���I�yÁc���z�6�|�8À��W�%�Ä� H µO¶¯· ? ¼w· 9 ¼:¹8¶ e ´ 96>-7 µ�½Hµ 4 ¼ ]H? ¼ E µ�½Bµ? ¼ > ¼R· 9XºQE µy½Bµ 9X7%] ´ ¹k¶Æµ ºQ>-] ¸ ? ¶ º ´ ¹8¹Hµ ?Q? µ TM��Ï{�OÏ

H(s) = L(W )(s) =

∫ +∞

0

W (t)e−stdt. Í fOiBd r Ð
��V¦GI�)GIè�C�E�C�G�B4���-�O�-�O�-�

Y (s) = H(s)U(s)
Ï

õ ¼ 9 ¼ ºQ?@? µ%¸ 9 ¶ T µ%¹�¼ ]H]H?QºKP ¸8¼R¹o· ? ¼N· 9 ¼:¹8¶ e ´ 96> ¼R· º ´ ¹g½Bµ 4 ¼ ]H? ¼ E µJ¼R¸�¶ S ¶Æ· l%> µ¾Í fOiHd@f Ð T¼ L µ E x(0) = 0 µW· X(s) = L(x)(s)
T ´ ¹/¼

sX(s) = AX(s) +BU(s), Y (s) = CX(s),

½ ; ´ �
Y (s) = C(sI −A)−1BU(s).4 ¼ ]H9 ´ ] ´ ¶ º · º ´ ¹/¶Æ¸ ºQL ¼:¹c·Xµ\¶ ; µ%¹8¶6¸ º · d

��V¦GI�)GIè�C�E�C�G�B4���-�O�-��&��
H(s) = C(sI −A)−1B

Ï
Ü �WÝÎ�|�6�%�8�1fOiBdÞiBd qkÏsn ¹ ] ¼ 9 · ºKE ¸ ?@º µ 9OT ´ ¹g¼ L(CetAB)(s) = C(sI −A)−1B

d
��V¦GI�)GIè�C�E�C�G�B ���-�O�-�'P�� Å��WÀ)�X�U�ÍÌ �%���%�8�bÀ)Ác�)�@�#ÝÎ�|�z�Ä���I�-Á:�)�b�6�R�HÀÿ�W�W�Ä�

H(s)
À%�|�8��Ác�ÄÀ�I�6�:�%�b���|�8ÀÎ�6�|�z���|�8���%���@�WÀ#�%�

s \ � 9 �X�¾�B���8�BÝÎ¿%�Æ�R�D�%�B�-Ác�1Á:�D�R�6¿#ÀÄ�b�Ä���%�D�%ÝÎ�W�k�Y���U�W¿%�Ä���%�B��|�_Á:�D�R�6¿NÁR�_Á:¿%�a�|ÝN���a�R�D�%�B�%Ï
_)¿%ÝÎ�|�HÀÄ�z�6�|�z���|�aÏ Ú ? ¶6¸Bß-·^½Bµ 9 µ > ¼ 9XP ¸Hµ 9�P ¸Hµ

(sI −A)−1 =
1½BµW· (sI −A)

E ´ > (sI −A)
T
.

Ü �WÝÎ�|�6�%�8�1fOiBdÞiBd raÏ��BºM? µJ¶ S ¶Æ· lU> µ\¶ ; 7UEW9Xº ·
{

ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t),

¼ ? ´ 9 ¶
H(s) = C(sI −A)−1B +D.Ù ¼:¹8¶ E µ E ¼:¶ Tcº@? µO¶¯· EW? ¼ ºQ9[P ¸Hµ ? µU¶ E ´ µWß EWº µ%¹o·X¶s½Bµ ? ¼ > ¼|· 96ºKE µ H(s) ¶ ´ ¹o·s½BµO¶ eÿ9 ¼ E · º ´ ¹8¶9 ¼R· º ´ ¹H¹Hµ ?@? µU¶�½ ´ ¹o· ? µ\¹o¸ >-7%9 ¼|·Xµ%¸ 9 µW· ? µ\½ 7 ¹ ´ >-º ¹8¼|·Xµ%¸ 9 ´ ¹c· >ML%> µ\½Hµ m:9X7:d

Û 7OEWºQ]H9 ´ P ¸8µ > µ%¹o· T[? ´ 9 ¶ P ¸ ; ´ ¹ ½ º ¶ ] ´ ¶Æµu½ ; ¸H¹Hµ > ¼|· 9XºQE µ_½Bµ_· 9 ¼:¹8¶ e µ 9 · H(s)
] ´ ¸ 99 µ ]H967 ¶ÆµU¹c·Xµ 9 ¸H¹_¶ S ¶¯· l%> µ ?Qº ¹ 7 ¼ º@9 µ E ´ ¹o· º ¹o¸ T ´ ¹ ] µU¸B· EI5 µ 9XEI5 µ 9�Z#E ¼ ?KE ¸ ? µ 9 ¸H¹ Ý-�UÁcþW�Q�ÁMÂ ¿%�D�R� Í ��ÏG�UÏ ½ 7 ·Xµ 9X>-º ¹Hµ 9 ½BµU¶ > ¼R· 9XºQE µU¶ A,B,C Ðy·6µ ?sP ¸8µ H(s) = C(sI − A)−1B
d� ¹_·Xµ ? · 9Xº@]H? µW· (A,B,C) µO¶¯·\¼ ]H] µ ?Q71�6¿I�|� �KÀ%�|�z���R� ÁMÂ ¿%�D�R�w�X�R�8�z���8�8� ½Bµ ? ¼ > ¼R· 9XºQE µN½Bµ· 9 ¼R¹8¶ e µ 9 · H(s)

d
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°N¤+¥��
®�¦g®�£¯°Y©[¡Y£¯¥�¦
��VRGx�)GIè�C�EFC�G�B4���-�O�-�³·-� Å3�Y�W�R�a�%�b���R�pÁ:�x�z�Æ�R�HÀÿ�W�%�Ä���D�ÿÏG�OÏ

m = p = 1
�

H(s) = b0 +
b1s

n−1 + · · · + bn
sn + a1sn−1 + · · · + an�:Á|ÝÎ�%�[�Q�Î�6¿I�|� �KÀ%�R�b���R�

A =























0 1 0 · · · 0

0 0 1

ÏÏÏÏÏÏ Ï Ï Ï Ï Ï Ï Ï Ï ÏÏ Ï Ï
1 0

0 · · · 0 1
−an −an−1 · · · · · · −a2 −a1























, B =























0

ÏÏÏ
0
1























,

C = (bn · · · b1), D = b0.4 ¼x½ 7%> ´ ¹8¶Æ· 9 ¼|· º ´ ¹Î¶6µ e ¼ º · ] ¼ 9 ¸8¹ E ¼ ?KE ¸ ?8e ¼ E%º@? µ d � ¹ ] µU¸B·s½Bµ >ML%> µ > ´ ¹c· 9 µ 9[P ¸8µ· ´ ¸B· > ¼|· 96ºKE µJ½Bµy· 9 ¼R¹k¶ e µ 9 ·Y½ ´ ¹c· ? µO¶ E ´ µ%ß E%º µU¹c·I¶�¶ ´ ¹o·^½BµU¶ eÿ9 ¼ E · º ´ ¹8¶ 9 ¼|· º ´ ¹H¹Hµ ?@? µU¶\Í ? µ½Bµ mc967 ½B¸Ë¹o¸ >-7U9 ¼R·6µ%¸ 9x7 ·X¼R¹o· º ¹ eÿ7%9Xº µ%¸ 9 ´ ¸ 7Um ¼ ?sZ�E µ ? ¸ º ½H¸Ë½ 7 ¹ ´ >-º ¹8¼|·Xµ%¸ 9 ÐJ¼:½ > µW·¸H¹Hµ 967 ¼ ?Qº ¶X¼|· º ´ ¹uÍ L ´ ºQ9
] ¼ 9 µ V µ >-]H? µ : rÍ#¦; Ð dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�¾f}iBdÞiBdÞ�8Ï Ú ? ¹ ; S ¼ ] ¼c¶
¸H¹ ºKEWº · 7 ½Bµ ? ¼ 9X7 ¼ ?@º ¶X¼|· º ´ ¹ don ¹gµ É µW·^¶ º (A,B,C) µU¶Æ·¸H¹Hµ 967 ¼ ?Qº ¶X¼|· º ´ ¹Ë½Bµ H(s)
T ¼ ? ´ 9 ¶ ºQ? µU¶Æ· FHº µ%¹ EW? ¼ ºQ9ÎP ¸8µ (A1, B1, C1) µU¶Æ·Î¼:¸8¶6¶ º ¸H¹Hµ967 ¼ ?Qº ¶X¼|· º ´ ¹1½Bµ H(s) ¼ L µ E

A1 =

(

A 0
∗ ∗

)

, B1 =

(

B
∗

)

, C1 =
(

C 0
)

.

Ú ? µ VBº ¶¯·Xµ)¸H¹_· 5H7 ´ 9Xl%> µ)½ ; ¸H¹ ºQE%º · 7 ½ ; ¸H¹Hµ �6¿X�R� �KÀ%�|�z���|�ËÝN�K�k��ÝÎ�|�@� ¶ ´ ¸8¶ e ´ 96> µN½ ; ¸H¹¶ S ¶Æ· lU> µ ?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µ �I�|�k�b�M�|�Q�:ý%�@� µW· �:ýWÀ%�W� 9 �cýW�@� Í L ´ º@9�] ¼ 9 µ V µ >-]H? µ : rÍ#¦; Ð d�
��6VRefCHef�������������I��Ù 7 ·6µ 9X>-º ¹Hµ 9 ¸H¹Hµ 967 ¼ ?Qº ¶X¼|· º ´ ¹1½Bµ ? ¼ > ¼R· 9XºQE µy½Hµw· 9 ¼:¹8¶ e µ 9 ·
H(s) =





1/(s2 − 1)
s/(s2 + s)
s/(s2 − s)



 .
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âÆäGâÆä Ñàð Å�Å\ì�26î
� ´ ¹8¶ º ½ 7%9 ´ ¹k¶ ? µN¶ S ¶Æ· l%> µN½ º�É�7%9 µ%¹o· º µ ? ẋ(t) = Ax(t)

T ´ � A ∈ Mn( Ú Û ) µW· x(t) ∈Ú Û n d � ¹N¹ ´ ·6µ x(·, x0)
? ¼\¶ ´ ? ¸H· º ´ ¹)·6µ ?@? µ P ¸Hµ x(0, x0) = x0

d � ¹ 9 ¼ ]H] µ ?Q? µ P ¸8µ ? µ ] ´ º ¹c·´ 9Xº@mcº ¹Hµ 0 T8P ¸ º µU¶Æ·�¸8¹ ] ´ º ¹o·Y½ ; 7UP ¸ ºQ?Qº@F89 µ T µU¶Æ· ÀÄ���:ý%�@� ¶ º
∀ε > 0 ∃η > 0 ∀x0 ∈ Ú Û n ‖x0‖ 6 δ ⇒ ∀t > 0 ‖x(t, x0)‖ 6 ε.4 µ ] ´ º ¹o· 0 µU¶Æ· �}ÀÃc|Ý^�a���|�z���W�8�%ÝÎ�W�k�ùÀI���:ý%�@� ¶ ; ºQ? µU¶Æ·�¶Æ·X¼ FH? µYµW·[½Bµ ]H? ¸k¶ x(t, x0) −→

t→+∞
0
d

õ ´ ¸ 9 ¸H¹#¶ S ¶Æ· lU> µ ?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µ TR? ¼\¶Æ·X¼ FHºQ?@º · 7Y? ´ E ¼ ? µ�µO¶¯· 7OP ¸ º@L ¼ ? µ%¹c·Xµ Z\? ¼J¶Æ·X¼ F8º@?Qº · 7Ym:? ´ F ¼ ? µ d
SUT ?�GIVRW��X�q��&���������� �ÊY Â �����6üc�KÀÄ���w�B��� 9 �|�@�%�B���a�6�X���6� λ Á:� A ���%���@�J�%�8� Ü � λ >

0 \ �|�@�R�IÀ\�Q�
�8�|���8��Á�Â ¿X�%�B��� ��ý%�6� 0 �ÄÀÄ�[���8ÀI���:ý%�@�OÏ�ÊY �M���|�B���ÄÀ��Q�ÄÀ 9 �|�@�%�B�IÀ+���6�X�a�6�WÀwÁc� A À%�R�8�?���H�R�Ä�b���w�6¿X�%���Q�^ÀÄ�b�Ä���%���WÝÎ�%�8�3��¿z�o�|�z� 9 � \�|�@�R�IÀ\�Q�
�8�|���8��Á�Â ¿X�%�B��� ��ý%�6�
0
�WÀI�
�|Àac|Ý^�a���|�z���%�8�WÝÎ�W�k��ÀÄ���:ý%�@�UÏ� Å��w�H�R���8�yÁMÂ ¿I�W�B��� ��ý%�6�

0
�WÀÄ��ÀÄ�D�cýW�Q�-ÀÄ���%��À%�%�B�@�%Ý-�%�8��ÀÄ�s���|�B��� 9 �|�@�%�B���a�6�X���6�1Á:�

A
�WÀÄ�Ð�N�H�|�Ä�z���¾�Æ¿I�%���@�¾�a¿D�c�R�b� 9 �1�R�p�8�B���@� \ �%�YÀÄ�
���|�B��� 9 �|�@�%�B�w�a�6�X���6�b�N�H�|�Ä�z����6¿X�%���@�)�8�B�ÿ�@�)�ÄÀÄ��ÀÄ��ÝY���@�UÏ

Ü �WÝÎ�|�6�%�8�/fUq8d@fcd@ftÏ � ¹Hµ L ¼ ? µ%¸ 9Y]H9 ´ ]89 µ λ ½Hµ A µU¶Æ·�¶ ºQ>-]H? µx¶ º µ%·�¶6µ%¸ ? µ > µ%¹o·�¶ º λ µO¶¯·9 ¼ EWº ¹Hµ�¶ ºQ>-]H? µw½H¸ ] ´ ?QS ¹ 8:> µ >Nº ¹ ºQ> ¼ ? πA
d � µ E%ºa7UP ¸ ºQL ¼:¸B· Z ½ º@9 µ P ¸Hµ N(λ) = E(λ)

T´ ¸ F8º µU¹ P ¸8µ ker(A − λI) = ker(A − λI)2
T ´ ¸�µU¹ E ´ 9 µ P ¸Hµ ? ¼_½ 7UE ´ >-] ´ ¶ º · º ´ ¹�½BµC ´ 9 ½H¼:¹1½Hµ A ¹ ; ¼ ] ¼c¶�½Bµ F8? ´ E ½Hµ C ´ 9 ½H¼R¹/¶Æ· 9XºQE ·�µ%¹ λ d4 ¼N½ 7%> ´ ¹8¶Æ· 9 ¼|· º ´ ¹/½Bµ E µw· 5H7 ´ 96lU> µyµU¶Æ· EW? ¼ ºQ9 µy½ ; ¼ ]H96l ¶ ? ¼ ]H9 ´ ] ´ ¶ º · º ´ ¹ f:fcd iHd iHd>@?6A�BDC�EFC�G�B ��&����������-4 ¼ > ¼|· 96ºKE µ A µO¶¯·g½ º ·Xµ�½Bµ�< �B�hÑ{����¤ ¶ º · ´ ¸H·6µU¶g¶ÆµO¶ L ¼ ? µ%¸ 9 ¶]H9 ´ ]H9 µU¶
¶ ´ ¹c· ZN] ¼ 9 · º µ 967 µ ?@? µ\¶¯· 9XºQE ·6µ > µ%¹o·Y¹ 7%m ¼|· ºQL µ d
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âÆäGâbã Òuñ8ò¯è�Æ�ñHì�ëYìNÑàê�ô�èHéÔÓwï�ñ8ò¯è�ÆMñHì�ëYì¯��ô^ñ�ÓÈò¯è�Õ
Ù ¼R¹8¶ E µ%·Æ·6µJ¶6µ E · º ´ ¹ T ´ ¹ E ´ ¹8¶ º ½ lU9 µ ? µ ] ´ ?@S ¹ 8c> µ E ´ >-]H? µ V µ

P (z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · · + an−1z + a0,

µW· ´ ¹ EI5 µ 9IEX5 µ
½BµU¶ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹8¶ ] ´ ¸ 9{P ¸Hµ E µ ] ´ ?QS ¹ 8:> µ
¼ º ·+· ´ ¸B·6µO¶{¶ÆµO¶ 9 ¼ E%º ¹HµO¶ Z�] ¼ 9 · º µ967 µ ?Q? µ\¶Æ· 9XºQE ·6µ > µU¹c·Y¹ 7%m ¼|· º@L µ T���ÏG�OÏ ¶ ´ º · Á:� < �B�[Ñ+����¤%d
¾ VRC�EFW6VR��� ��ì=G���E T
>@?6A�BDC�EFCHGIB ��&����������^4 ¼ ���:ý%�@�NÁ:� Ü �R�B�O` µU¶Æ· E ´ ¹8¶Æ· 9 ¸ º ·6µ\½Bµ ? ¼ > ¼:¹ ºQl%9 µy¶6¸ ºQL ¼R¹o·6µ `

a0 a2 a4 a6 · · · 7%L µU¹c·6¸8µ ?Q? µ > µU¹c· E ´ >-]H?Q7 · 7y] ¼ 9 ½BµO¶ 0
a1 a3 a5 a7 · · · 7%L µU¹c·6¸8µ ?Q? µ > µU¹c· E ´ >-]H?Q7 · 7y] ¼ 9 ½BµO¶ 0
b1 b2 b3 b4 · · · ´ � b1 =

a1a2 − a0a3

a1
, b2 =

a1a4 − a0a5

a1
, . . .

c1 c2 c3 c4 · · · ´ � c1 =
b1a3 − a1b2

b1
, c2 =

b1a5 − a1b3
b1

, . . .ddd ddd ddd ddd
4 µ ]89 ´ E µU¶X¶Æ¸8¶ E ´ ¹c· º ¹t¸Hµy·X¼:¹c· P ¸Hµ ? µ ]H9 µ >-º µ 9�7%?Q7%> µ%¹o·^½Bµ ? ¼ ?QºQm ¹HµyµO¶¯·Y¹ ´ ¹g¹o¸ ?zd4 ¼�·X¼ FH? µ�½Bµ�Û ´ ¸B· 5 µO¶¯·G½ º · �I�|Ý^�a�@þ%��� ¶ º µ ?Q? µ ] ´ ¶6¶ l ½Bµ n+1

?Qº@m ¹HµU¶{½ ´ ¹o· ? µ ]H9 µ >-º µ 9E ´ µ%ß E%º µU¹c·�µO¶¯·Y¹ ´ ¹/¹o¸ ?zdSUT ?6GIVRW��X�v��&��H�I�O�-��À �|�tÀ
�@�WÀ)¤O¿W�6�|ÀYÁ:�
P
ÀW�R�8�#�s�H�R�Ä�b���^�6¿X�%���@�YÀÄ�b�Ä���%�D�%ÝÎ�W�k�M�a¿D�o�|�z� 9 �ÀI�3�%�3ÀW�%�B�@�%Ý-�%�k��ÀI�M�Q�J���:ý%�@�y�X�|Ý^�a�QþW���y�Xüc�KÀI��� \ �%�ù�@�ÄÀ�¿%�@¿WÝÎ�%�8�bÀ^Á:���@�
���6�WÝN��þ%�Æ�\�X�R�@�|�k�a�ÀW�R�8�
Á:�xÝ£¢%Ý-�JÀI���:�a�OÏ

SUT ?6GIVRW��X�X��&��H�I��&��1Y ���@�/�D�cýW�Q�Î�I�|Ý^�a�@þ%���#�6üc�KÀÄ��� \ �|�Q�|�IÀ P �<Â �g�R�8�W�B��¤O¿%�Æ�/��Ý-�U�:�KÃ�a�R�K�6�����B� \ �W���@�-�a�RÝ-ý%�6�ÎÁc�1¤U¿%�6�}À��x�H�|�Ä�z���-�6¿I�W�ÿ�@�NÀÄ�b�W�ÿ�%���WÝÎ�%�8�3�H�|ÀÄ���b� 9 �¾�ÄÀÄ�^¿D�c�R�{�R��a�RÝ-ý%�6�)Ác�N�"`8�|�o�o�%Ý-�%�8�bÀxÁ:�JÀÄ���R���ÄÀxÁc�|�HÀ\�Q�w���6�WÝN��þ%�Æ�-�I�|�@�R�8���UÏ
¾ VRC�EFW6VR��� ������V�ÖÐC�E:×
� ¹ ] ´ ¶Æµ an+1 = an+2 = · · · = a2n−1 = 0

d � ¹�½ 7%Ê ¹ º · ? ¼ > ¼|· 96ºKE µ E ¼ 969X7 µ½ ; ´ 9 ½ 9 µ n

H =























a1 a3 a5 · · · · · · a2n−1

a0 a2 a4 · · · · · · a2n−2

0 a1 a3 · · · · · · a2n−3

0 a0 a2 · · · · · · a2n−4

0 0 a1 · · · · · · a2n−5ddd ddd d d d ddd
0 0 0 ∗ · · · an























,

´ � ∗ = a0
´ ¸ a1 ¶6µ ? ´ ¹ ? ¼ ] ¼ 96º · 7 ½Bµ n d
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� ´ º µU¹c· (Hi)i∈{1,...,n}

? µU¶ >Nº ¹HµU¸ 9 ¶ ]H96º ¹ E%º@] ¼:¸ V ½Bµ H TM��ÏG�UÏ

H1 = a1, H2 =

∣

∣

∣

∣

a1 a3

a0 a2

∣

∣

∣

∣

, H3 =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a1 a3 a5

a0 a2 a4

0 a1 a3

∣

∣

∣

∣

∣

∣

, . . . , Hn = ½Bµ%· H.
SUT ?�GIVRW��X�Ê��&������QPD�ÚY �

a0 > 0 \ ���|�B��¤O¿W�6�_Á:� P �ÄÀÄ�wÁ:�y�H�R�Ä�b���¾�Æ¿I�%���@�ÎÀÄ�b�W�ÿ�%���WÝÎ�%�8��a¿D�c�R�b� 9 �JÀÄ���%�GÀ%�%�B�@�%Ý-�%�8��ÀÄ� Hi > 0 \ �8�|�B�\���|�B� i ∈ {1, . . . , n} ÏÜ �WÝÎ�|�6�%�8�1fUqHdQf:dÞi8Ï�� ¸ ]H] ´ ¶ ´ ¹8¶ a0 > 0
d	��tºM] ´ ¸ 9 · ´ ¸B·6µ 9 ¼ EWº ¹Hµ λ ½Bµ P T ´ ¹g¼-Û�µ λ 6 0

T ¼ ? ´ 9 ¶ ak > 0 µ%· Hk > 0
TB] ´ ¸ 9· ´ ¸B· k ∈ {1, . . . , n} d	��tº

n 6 3 µW·Y¶ º ak > 0 µW· Hk > 0
Tt] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· k ∈ {1, 2, 3} T ¼ ? ´ 9 ¶G· ´ ¸B·6µ 9 ¼ EWº ¹Hµ

λ ½Bµ P L:7%9Xº�Ê µyÛYµ λ 6 0
d

Ü �WÝÎ�|�6�%�8�1fUqHdQf:d qkÏ � ¹Hµ �X�R�aÁR���b���R�u��¿X�I�ÄÀIÀ%�|���6� ½BµJ¶¯·I¼ FHºQ?@º · 7 µU¶Æ·Y½ ´ ¹ E:T ¶ º a0 > 0
T

∀k ∈ {1, . . . , n} ak > 0.� ¼ º ¶ E µ%·Æ·Xµ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹/¹ ; µO¶¯· ] ¼c¶�¶Æ¸Bß#¶X¼R¹o·6µÎÍ ] ´ ¶6µ 9 P (z) = z4 + z2 + 1 Ð d�
��6VRefCHef� ��&������������ ¹Hµ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹g¹ 7UE µU¶X¶6¼ º@9 µyµW·�¶6¸Bß#¶6¼:¹c·Xµ ] ´ ¸ 9�P ¸ ; ¸H¹ ] ´ ?@S ¹ 8c> µ½BµJ½Bµ m:9X7yº ¹ eÿ7U96º µ%¸ 9 ´ ¸ 7%m ¼ ?MZ 4
T ¼ L µ E a0 > 0

T ¼ º ·
· ´ ¸B·XµU¶Y¶6µU¶ 9 ¼ EWº ¹HµU¶ Z-] ¼ 9 · º µ 967 µ ?Q? µ¶¯· 96ºKE ·Xµ > µ%¹o·�¹ 7%m ¼R· ºQL µ T µU¶Æ·
a0z

2 + a1z + a2 a1, a2 > 0
a0z

3 + a1z
2 + a2z + a3 a1, a3 > 0 µ%· a1a2 > a0a3

a0z
4 + a1z

3 + a2z
2 + a3z + a4 a1, a2, a4 > 0 µ%· a3(a1a2 − a0a3) > a2

1a4

ä�}
âÆäGâH} Ä[èBð���òd2ÆòÆîoðùèHò�ê).�ë^ì�îpî"ÅYî:è�Æ��ûì�îpëYì�ï�ê).[èBñ�Ç)2Æì�2Æòd.YæMð{ò¯ñHì3î�ð{ô(�èBê).Yê)�ûì�î
>@?6A�BDC�EFC�G�B ��&��H�I��&��y4 µ)¶ S ¶¯· l%> µ ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)

T ¼ L µ E x(t) ∈ Ú Û n T u(t) ∈Ú Û m T A ∈ Mn Ú Û T B ∈ Mn,m Ú Û T µO¶¯·)½ º · ÀÄ�D�:ý%��� �KÀ%�:ý%�@� Í ] ¼ 9#�6�%���|�B�¾Á�Â ¿W���|�y� ����¿X�R���6�WT´ ¸ �W�I�XÁcýX�c�=ý_� ����¿X�R���6� Ð T ¶ ; ºQ? µ VBº ¶¯·Xµ K ∈ Mm,n Ú Û ·Xµ ?GP ¸Hµ ? µÎ¶ S ¶Æ· lU> µ F ´ ¸ EW?Q7N] ¼ 9y? µe µ%µU½ F ¼ E � u(t) = Kx(t)
TM��ÏG�OÏ

ẋ(t) = (A+BK)x(t),

¶ ´ º ·Y¼c¶ St>-] · ´ · ºKP ¸Hµ > µU¹c·Y¶Æ·X¼ FH? µ T<��ÏG�OÏ
∀λ ∈ �t] µ E (A+BK) Û�µ λ < 0.

Ü �WÝÎ�|�6�%�8�1fUqHdQf:d raÏ � µ E ´ ¹ E µ ] ·�µU¶Æ· º ¹ L ¼ 9Xº ¼R¹c· ] ¼ 9 ¶ º@>-ºQ?@º ·6¸8½Hµ
A1 = PAP−1, B1 = PB, K1 = KP−1.SUT ?�GIVRW��X����&��H�I�³· Í Û
587 ´ 9Xl%> µx½Bµ ]8? ¼ E µ > µ%¹o·w½Bµ ]�8:? µU¶)Í �H�R�@�%ÃDÀj`B� �I�z���t�g��`H�I�|�6�WÝ ÐÆÐ �Y �k�@���H�R�K�6�

(A,B) 9 ¿%�Ä� Ï �
�Q�y�I�|��Á|���z���|�1Á:���-�|� ÝÎ�|� \ �R�@�|�IÀ��H�R�B�[�D�R�B�c�H�R� c|�S�RÝ-���6¿I�W� P�B�8�����|���6��Ác�wÁ:�z�:�6¿
n \ ���k�Xüc�KÀÄ�D� K ∈ Mm,n

[ Ü �D�%�k�W�8�
χA+BK = P \ ��ÏG�OÏù�@�{�H�R� c|�S�RÝ-��X�R�Æ�c�W��¿%�Ä�KÀI�z���%�8�-Á:�

A+BK
�WÀI�
¿D�c�R�#�

P
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ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t)
�WÀI���X�R�8�z���RÃ�@�:ý%�@�-�|�@�R�IÀ\���ù�WÀI��ÀÄ���:ý%��� �KÀ%�:ý%�@�OÏ

_)¿%ÝÎ�|�HÀÄ�z�6�|�z���|��Á|�_�X�R�6�|���Q�|���6�OÏ Ú ? ¶Æ¸Bß-·\½Bµ ]H9 µU¹8½ 9 µ P (X) = (X + 1)n µW·\½ ; ¼ ]H]H?Qº@AP ¸Hµ 9�? µw· 5H7 ´ 96lU> µ\½Bµ ]H? ¼ E µ > µ%¹c·^½Bµ ]�8:? µU¶ d_)¿%ÝÎ�|�HÀÄ�z�6�|�z���|��Á|���O`8¿X�R�6þWÝÎ�NÁ:�����@�:�I�%Ý-�%�8��Ác�����|�@�WÀ%Ï�~ ¼ º ¶ ´ ¹8¶�½ ; ¼ F ´ 9 ½ ? ¼x½ 7%> ´ ¹k¶ A· 9 ¼|· º ´ ¹_½H¼R¹8¶ ? µ E ¼:¶ m = 1 Í ´ ¹u¶6µ 9 ¼ >Nl ¹Hµ 9 ¼Îµ%¹k¶Æ¸ º ·6µ Z1E µ E ¼:¶IÐ d õ ¼ 9 · 5H7 ´ 9Xl%> µ ´ ¹¶6¼ º · P ¸Hµ ? µJ¶ S ¶Æ· lU> µ\µU¶¯·^¶6µ >xFH? ¼ FH? µ ZN? ¼ e ´ 9X> µ\½Hµ ¡s9 ¸H¹ ´ L ¶ � º

A =











0 1 · · · 0ddd d d d d d d ddd
0 · · · 0 1

−an −an−1 · · · −a1











, B =











0ddd
0
1











.

õ ´ ¶ ´ ¹8¶
¼ ? ´ 9 ¶ K = (k1 · · · kn) µW· u = Kx
d � ¹g¼

A+BK =











0 1 · · · 0ddd d d d d d d ddd
0 · · · 0 1

k1 − an k2 − an−1 · · · kn − a1











,

µW·^½ ´ ¹ E
χA+BK(X) = Xn + (a1 − kn)Xn−1 + · · · + (an − k1).Ù ´ ¹ ERTt] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· ] ´ ?QS ¹ 8:> µ P (X) = Xn +α1X

n−1 + · · ·+αn
ToºQ? ¶Æ¸Bß-·�½Bµ EX5 ´ º ¶ ºQ9

k1 = an − αn, . . . , kn = a1 − α1
dÙ ¼R¹8¶ ? µ E ¼c¶ mc7 ¹ 7U9 ¼ ? ´ � m > 1
TH> ´ ¹o· 9 ´ ¹8¶ ? µ ? µ >-> µ e ´ ¹8½H¼ > µU¹c·X¼ ? ¶6¸ ºQL ¼R¹o· d�)���X���Ð��&��H�I�³Ø-�(Y ���@�[�H�R���Æ�

(A,B) 9 ¿%�Ä� Ï �Y�@�J�I�|�aÁR���b���R�/Á:�0�-�R� Ý-�R� \ �R�@�|�IÀ
���8�Xüc�KÀI���
y ∈ [ Ü m �%� C ∈ Mm,n(

[ Ü
)
�D�%�ÞÀ\�W�8�y�Q���H�|���6�

(A+BC,By) 9 ¿W�Ä� Ï �\�@�#�I�|�aÁR���b���R�uÁc��N�R� ÝÎ�|��Ï
Ù ; ¼ ]H96l ¶ E µ ? µ >N> µ TY] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· ] ´ ?QS ¹ 8:> µ P ¸H¹ º ·X¼ º@9 µ�½BµÇ½Bµ mc967 n TYºQ? µ VBº ¶¯·Xµ

K1 ∈ M1,n( Ú Û ) ·6µ ?ùP ¸Hµ χA+BC+ByK1
= P
T µW·y½ ´ ¹ E µ%¹ ] ´ ¶6¼:¹c· K = C + yK1 ∈

Mm,n( Ú Û ) T ´ ¹g¼ χA+BK = P
T8E µ P ¸ ºM]H9 ´ ¸ L µ ? µy· 5H7 ´ 9Xl%> µ d

� �6�W� 9 �NÁ|���@�WÝNÝÎ�UÏ�� ´ º · y ∈ Ú Û m ·Xµ ?�P ¸Hµ By 6= 0
d � ¹ ] ´ ¶Æµ x1 = By

d � ¹g¼ ? µ e ¼ º ·¶Æ¸ ºQL ¼:¹c· dÙD��C�Em�¤Ú Ú ? µ VBº ¶¯·Xµ x2 ∈ Ax1 + Ú > B ÍÿµW·1½ ´ ¹ EgºQ? µ VBº ¶Æ·Xµ y1 ∈ Ú Û m ·6µ ?�P ¸8µ
x2 = Ax1 +By1 Ð[·Xµ ?�P ¸HµJ½ º@> Ø{µ E · {x1, x2} = 2

dn ¹�µ É µW·w¶ º ¹ ´ ¹ T ´ ¹�¼ Ax1 + Ú > B ⊂ Ú Û x1
T ½ ´ ¹ E Ax1 ∈ Ú Û x1 µ%·^Ú > B ⊂ Ú Û x1

dÙ ; ´ �
Ú > AB = A Ú > B ⊂ Ú Û Ax1 ⊂ Ú Û x1,

µW· ] ¼ 9�9X7UE ¸ 969 µ%¹ E µ ºQ>->-7 ½ º ¼|·Xµ
∀k ∈ Ú � Ú > AkB ⊂ Ú Û x1.



Î��B¨'Î:¨/÷9G÷�¤#���¦[÷g®�£¯°Y©[¡Y£¯¥�¦[÷�¡Nø
¤�ª
°)ª
�¦[÷ iHf:f
� ¹/µ%¹g½ 7 ½B¸ º · P ¸Hµ
Ú > (B,AB, . . . , An−1B) = Ú > B + Ú > AB + · · · + Ú > An−1B ⊂ Ú Û x1,E µ P ¸ º�E ´ ¹c· 9 µO½ º · ? ¼ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹g½Bµ Ö ¼ ?@> ¼:¹ dÙD��C�EÕ��Ú+õ ´ ¸ 9 · ´ ¸H· k 6 n

TMºQ? µ VBº ¶¯·Xµ xk ∈ Axk−1 + Ú > B ÍÿµW·)½ ´ ¹ ENºQ? µ VBº ¶¯·Xµ
yk−1 ∈ Ú Û m ·Xµ ?yP ¸Hµ xk = Axk−1 + Byk−1 ÐÎ·6µ ?yP ¸Hµu½ ºQ> Ek = k

T ´ � Ek =Ø{µ E · {x1, . . . , xk}
dn ¹gµ É µ%·^¶ º ¹ ´ ¹ T ´ ¹g¼ Axk−1 + Ú > B ⊂ Ek−1

T ½ ; ´ � Axk−1 ⊂ Ek−1 µW·YÚ > B ⊂
Ek−1
d � ¹/µ%¹�½ 7 ½H¸ º · P ¸Hµ

AEk−1 ⊂ Ek−1.n ¹_µ É µW· T ´ ¹ 9 µ > ¼ 9IP ¸Hµ P ¸Hµ Ax1 = x2 − By1 ∈ Ek−1 + Ú > B ⊂ Ek−1
T ½Bµ >ML%> µ] ´ ¸ 9 Ax2

T µW· ERT Axk−2 = xk−1 − Byk−1 ∈ Ek−1 + Ú > B ⊂ Ek−1
T µW·/µ%¹ Ê ¹ T

Axk−1 ∈ Ek−1
dõ ¼ 9YE ´ ¹k¶ 7OP ¸8µ%¹c· Ú > AB = A Ú > B ⊂ AEk−1 ⊂ Ek−1,

µW·^½Bµ >ZLU> µ
∀i ∈ Ú � Ú > AiB ⊂ Ek−1.Ù ; ´ �

Ú > (B,AB, . . . , An−1B) ⊂ Ek−1,E µ P ¸ º�E ´ ¹c· 9 µO½ º · ? ¼ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹g½Bµ Ö ¼ ?@> ¼:¹ d� ¹�¼Ç½ ´ ¹ E ¼ º ¹8¶ ºwE ´ ¹8¶¯· 9 ¸ º ·1¸H¹Hµ F ¼:¶6µ (x1, . . . , xn) ½Bµ_Ú Û n d � ¹�½ 7WÊ ¹ º ·g¼ ? ´ 9 ¶
C ∈ Mm,n( Ú Û ) ] ¼ 9
? µU¶ 9 µ ? ¼R· º ´ ¹8¶

Cx1 = y1, Cx2 = y2, . . . , Cxn−1 = yn−1, Cxn
P ¸Hµ ?KE ´ ¹ P ¸Hµ .

Ì ? ´ 9 ¶ ? ¼ ] ¼ º@9 µ (A+BC, x1)
L:7%9Xº�Ê µ ? ¼ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹g½Bµ Ö ¼ ?Q> ¼R¹ THE ¼ 9

(A+BC)x1 = Ax1 +By1 = x2, . . . , (A+BC)xn−1 = Axn−1 +Byn−1 = xn.

4 µw· 5H7 ´ 9Xl%> µyµU¶Æ· ]H9 ´ ¸ L:7:dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�)fUqHdQfcd �kÏ õ ´ ¸ 9{? ¼ >-º ¶Æµ
µU¹ ´ µ%¸ Lo9 µs¹o¸ >-7%9XºKP ¸8µ
½H¸ ]H? ¼ E µ > µ%¹c·�½Bµ ]�8c? µO¶ T ¸H¹Hµ]H9 µ >-º@lU9 µs¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹xµO¶¯· T ¶ ºt? ¼�½ ºQ> µ%¹8¶ º ´ ¹)½ ; µU¶ ] ¼ E µ[¹ ; µU¶Æ· ] ¼:¶3· 9 ´ ]xmc9 ¼:¹8½Bµ T ½ ; ¼ ]H]H?QºKP ¸8µ 9? µO¶ EW9Xº · l%9 µU¶s½BµyÛ ´ ¸B· 5 ´ ¸1½Bµ = ¸ 9 É º ·d!y½Hµ e ¼fÜ ´ ¹ Z ½ 7 ·6µ 96>-º ¹Hµ 9 ¸H¹Hµ E ´ ¹k½ º · º ´ ¹¾¹ 7OE µU¶ A¶6¼ º@9 µ�µ%·Y¶Æ¸Bß#¶X¼R¹o·6µy¶6¸ 9 K ] ´ ¸ 9 ¶¯·I¼ FHºQ?@º ¶6µ 9
? µ\¶ S ¶¯· l%> µ dBn ¹/µ É µ%· ºQ? ¶6¸Bß-·Y½Bµ E ¼ ?QE ¸ ? µ 9UT] ¼ 9 µ V µ >-]H? µ Z1?z; ¼ º ½Bµ-½ ; ¸H¹ ? ´ m:ºKEWº µ ? ½Bµ E ¼ ?KE ¸ ?ùe ´ 96> µ ?GE ´ >-> µ@å �X���@�%TM? µ ] ´ ?@S ¹ 8c> µE ¼ 9 ¼ E · 7U96º ¶¯· ºQP ¸Hµy½Bµ ? ¼ > ¼|· 96ºKE µ A+BK
d� ¹Hµ/½BµU¸ VBº@lU> µ/¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ E ´ ¹k¶ º ¶¯·Xµ Z�ºQ>-]H?Q7%> µ%¹c·Xµ 9 ¸H¹Hµ >-7 · 5 ´ ½Bµ/¶ S ¶¯· 7%> ¼|· ºQP ¸Hµ967 ¼ ?Qº ¶X¼R¹o·�¸H¹ ]8? ¼ E µ > µU¹c·\½Bµ ]�8c? µO¶ d � µ ]89 ´ FH?@lU> µ)µU¶Æ·yµU¶X¶ÆµU¹c· º µ ?Q? µ > µ%¹o·y¸H¹ ]H9 ´ FH?Ql%> µº ¹ L µ 9 ¶ÆµY¼:¸ VNL ¼ ? µ%¸ 9 ¶ ]H9 ´ ]H9 µU¶ d Ú ? µ VBº ¶Æ·6µ F µU¼:¸ E ´ ¸ ] ½ ; ¼ ?Qm ´ 96º · 5H> µO¶ > µW·6·X¼R¹o·[µ%¹ ´ µ%¸ Lt9 µ¸H¹Hµ >-7 · 5 ´ ½BµÎ½Bµ ]H? ¼ E µ > µ%¹o·\½Hµ ]�8:? µU¶ d õ ¼ 96>-ºGE µ ?@? µU¶ ADE%ºbT<E%º · ´ ¹8¶ A µ%¹ P ¸ º ¶ ´ ¹c· º@>-]H?Q7WA> µU¹c· 7 µU¶[½8¼R¹8¶ ? ¼ bG�R�8�z�6�|� À �U�R�@ýI�%ü ½BµUå �|�z�@�:ý%d 4 ¼ ]H9 µ >-ºQl%9 µ Ta�:�Eý:�%�%ÏQÝNT µO¶¯· F ¼:¶ 7 µ^¶6¸ 9? ¼ e ´ 9X> ¸ ? µw½ ; Ì E � µ 9X> ¼:¹H¹uÍ L ´ ºQ9/: r8fÃ; Ð T µO¶¯· ?QºQ>Nº · 7 µy¼:¸ V ¶ S ¶Æ· lU> µO¶ > ´ ¹ ´ A µ%¹c· 967 µ To> ¼ º ¶



iBfOi �+ �¡Y¢G£%¤+¥�¦ Î¦�B¨/÷M¤k¡^³s£¯®�£Æ÷B¡Y¤ù£%ª
°í«�¦[÷�÷9G÷�¤#���¦[÷�«^¦ ��ª
°)¤+¥*�
®M¦
¹ ; µO¶¯· ] ¼c¶ Ê ¼ F8? µJ¹o¸ >-7%9XºKP ¸8µ > µ%¹c· d Ú ?�L ¼:¸B· >-º µ%¸ V ¸B· º@?Qº ¶Æµ 9
�a�Q�:�I�UÏQÝNT�P ¸ º µU¶Æ·Y¸H¹Hµ >-7WA· 5 ´ ½Hµ-½Bµ ]H? ¼ E µ > µ%¹o·\½Bµ ]�8:? µU¶ 9 ´ F ¸8¶¯·Xµ/Í L ´ ºQ9Z: roi�; Ð T<F ¼c¶ 7 µN¶6¸ 9 ½BµU¶y½ 7UE ´ >-] ´ ¶ º · º ´ ¹8¶¼R¸ V1L ¼ ? µ%¸ 9 ¶ ]H9 ´ ]89 µU¶ dÙ ¼R¹8¶ ?z; µ V µ >-]H? µ fOqHd qHdQf · 9 ¼ º · 7s]H? ¸8¶ ? ´ º ¹ T ¹ ´ ¸8¶+½ ´ ¹H¹ ´ ¹k¶3¸H¹Nµ V µ >-]H? µ
½ ; ¸B· º@?Qº ¶X¼|· º ´ ¹½Bµ E µW·6·6µ ]H9 ´ EW7 ½B¸ 9 µ dn ¹ Ê ¹ T ¸H¹Hµ�· 9 ´ º ¶ ºQl%> µY¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹ E ´ ¹8¶ º ¶¯·Xµ Z ¼ ]H]H?QºKP ¸8µ 9�? ¼y· 587 ´ 9Xº µ 4 ¥ Í L ´ ºQ9 ¶6µ E · º ´ ¹r8d r8d q Ð d
$�i#"XÑ &a'N( Õ Â { Â+Øs( n (32 * ' Õ ' ( Õ Â t�Õ Ô ,1Õ¯t|n (�Âù2 0[Õ ,1Õ (DÂ n '/Ôãu

Û Õ Â�(
Û ´ ¸B·s½ ; ¼ F ´ 9 ½ T:9 µ > ¼ 9XP ¸ ´ ¹k¶ P ¸Hµ ? µU¶ ]�8:? µU¶�½Bµ ? ¼ > ¼R· 9XºQE µ^½BµY· 9 ¼R¹8¶ e µ 9 · H(s) ¶ ´ ¹o·µ V ¼ E ·6µ > µU¹c· ? µU¶ L ¼ ? µ%¸ 9 ¶ ]H9 ´ ]H9 µU¶x½Bµ A d � ; µO¶¯· ] ´ ¸ 9IP ¸ ´ º ´ ¹ ] ¼ 9X? µ1½BµU¶ �$�|�@�WÀ ½Hµ AÍ ´ ¸ ÝÎ�UÁc�ÄÀ��a�6�I�a�6�WÀ Ð d Ì º ¹8¶ ºzTk? µx¶ S ¶¯· l%> µJµU¶¯·�¹8¼|·X¸ 9 µ ?@? µ > µ%¹o·�¶Æ·X¼ F8? µx¶ º3? µO¶ ]I8c? µU¶Y¶ ´ ¹o·ZN] ¼ 9 · º µ 967 µ ?Q? µ\¶Æ· 9XºQE ·6µ > µU¹c·Y¹ 7%m ¼|· º@L µ d>@?6A�BDC�EFCHGIB ��&��������I�#4 µp¶ S ¶Æ· lU> µ�µU¶Æ·�½ º · ��Ü Y ÜYÃDÀÄ�D�cýW�@� Í n ¹c· 9X7 µ ¡ ´ 9 ¹ 7 µ T�� ´ 9 · º µ¡ ´ 9 ¹ 7 µOÐs¶ ºM] ´ ¸ 9 · ´ ¸B·Xµ\µ%¹c· 967 µ F ´ 9 ¹ 7 µ TB? ¼-¶ ´ 9 · º µwµU¶Æ· F ´ 9 ¹ 7 µ d

��VRGx�)GIè�C�EFC�G�B���&�����������Y �3�@�WÀG���|�Q�ÄÀ\Ác�
A
À%�|�8�0�^�8�|�Ä�z���y�6¿I�W�ÿ�@�yÀI�z�Ä���%�D�%Ý-�%�8�{�a¿D�o�|�b� 9 ��|�@�R�IÀ\�@�JÀÃc}ÀÄ�Dþ%ÝÎ�)�ÄÀÄ�{��Ü Y ÜYÃDÀÄ�D�cýW�@�Ý�D�@�#�6¿X�%� �a�6�U�%�8�-�WÀI�a�W�R�tÀXÀ%�Q�:Ï

Ü �WÝÎ�|�6�%�8��fUqHdÞiHd@ftÏ 4 ¼ n)¡���¡[A ¶¯·I¼ FHºQ?Qº · 7u] µU¸B·�½ ´ ¹ E ¶6µ_·XµU¶Æ·6µ 9/] ¼ 9/? µU¶ EW9Xº · l%9 µU¶/½BµÛ ´ ¸B· 5BA�= ¸ 9 É º ·"! d� ¹ e µUµU½ F ¼ E � ¶ ; º ¹c·Xµ 9X]H96l ·6µ�½Bµ ? ¼ > ¼R¹ º@lU9 µ�¶Æ¸ º@L ¼R¹c·Xµ d õ ´ ¶ ´ ¹8¶ C = I
d � ¹-¼ H(s) =

(sI − A)−1B
T µW· X(s) = H(s)U(s)

d � ¹ ]H9 µ%¹8½ u = Kx+ v
T���Ï{�OÏ

U = KX + V
T

½ ; ´ �
X(s) = (I −H(s)K)−1H(s)V (s).

��VRGx�)GIè�C�EFC�G�B���&�����������Y ���Q�ÄÀ{�$�|�@�WÀyÁc�
I−H(s)K

À%�|�k���Y�H�R�Ä�b���\�Æ¿I�%���@�wÀÄ�b�Ä���%�D�%ÝÎ�W�k��a¿D�c�R�b� 9 � \ �|�@�R�IÀ\�@�JÀÃc}ÀÄ�Dþ%Ý-�N�ÄÀÄ�{��Ü Y ÜYÃDÀÄ�D�cýW�@�OÏÙ ¼R¹8¶ E µ%·Æ·6µ º ¹c·Xµ 9X]H9X7 ·X¼R· º ´ ¹ TB? ¼ > ¼|· 9XºKE µ\½Bµ e µ%µU½ F ¼ E � K ¶ ; ¼ ]H] µ ?Q? µ ? µ �c�R���8dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�1fUqHdÞiBdÞi8Ï 4 ¼ 967U] ´ ¹8¶6µ ºQ>N] ¸ ? ¶ º ´ ¹H¹Hµ ?@? µyµO¶¯· W (t) = etAB
T ½ ´ ¹ E	 ¶ º W (t) −→

t→+∞
0
T ¼ ? ´ 9 ¶ ? µ\¶ S ¶¯· l%> µyµU¶Æ·Y¼c¶ St>-] · ´ · ºKP ¸Hµ > µU¹c·Y¶Æ·X¼ FH? µ�7	 ¶ º ‖W (t)‖ µU¶Æ· F ´ 9 ¹ 7 µ P ¸8¼:¹8½ t→ +∞ T ¼ ? ´ 9 ¶ ? µJ¶ S ¶Æ· l%> µyµO¶¯·^¶¯·I¼ FH? µ�7	 ¶ º ‖W (t)‖ ½ ºQL µ 9Xm µ T ¼ ? ´ 9 ¶ ? µJ¶ S ¶Æ· lU> µyµO¶¯· º ¹k¶¯·I¼ FH? µ d

$�i#"ji Ò)( n*y 2 Ó 2WÔ n (32 * ' ,/Õ Ô Ô^¹ÎÔ<(,º t�Õ Ô�' * ' Ó 2%'1Ø n 2 Â Õ Ô
ä�}
âH}�âÆä Ñàð Å�Å\ì�26î
� ´ ¹k¶ º ½ 7%9 ´ ¹k¶ ? µJ¶ S ¶Æ· l%> µ\½ º@É�7%9 µU¹c· º µ ? ½H¼R¹k¶
Ú Û n

ẋ(t) = f(x(t),
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°í«�¦[÷�÷9G÷M¤#�[�¦[÷g°Nª
°í®�£¯°Y©�¡^£¯¥�¦[÷ iHfUq
´ � f : Ú Û n → Ú Û n µO¶¯· C1 d � ¹p¹ ´ ·Xµ x(·, x0)

? ¼�¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹p½Bµ E µ#¶ S ¶Æ· lU> µN·Xµ ?Q? µ P ¸8µ
x(0, x0) = x0

d
>@?6A�BDC�EFC�G�B ��&��'&������ 	 4 µ ] ´ º ¹c· x̄ µU¶Æ·�¸H¹ �H�R���8��Á�Â ¿I�%�B��� ��ý%�Æ� ¶ º f(x̄) = 0

d	 4 µ ] ´ º ¹o·^½ ; 7OP ¸ º@?QºQFH9 µ x̄ µU¶Æ·Y½ º · ÀÄ�D�cýW�Q� ¶ º
∀ε > 0 ∃η > 0 | ∀x0 ∈ B(x̄, η) ∀t > 0 ‖x(t, x0) − x̄‖ 6 ε.	 4 µ ] ´ º ¹o·\½ ; 7UP ¸ ºQ?Qº@FH9 µ x̄ µU¶Æ·\½ º · �@�U�I�|�@�%Ý-�%�8�y�|Àac|Ý^�a���|�z���W�8�%ÝÎ�W�k�YÀI���:ý%�@� Í 4 Ì � Ð¶ º x̄ µU¶Æ·Y¶Æ·X¼ FH? µyµW·^¶ º ½Bµ ]H? ¸8¶ x(t, x0) −→

t→+∞
x̄
d

SUT ?�GIVRW��X� ��&��'&���� Í Û
5H7 ´ 96lU> µN½Hµ ?Qº ¹ 7 ¼ 96º ¶6¼R· º ´ ¹kÐ �ÚY �|��� A �@�gÝ-�R�b�Ä���I��Ì%�:�X�cý%���%�8�a�Á:�
f
�R�)�H�R���8��Á�Â ¿X�%�B��� ��ý%�6�

x̄
Ï

±cÏ Y �M���|�B���ÄÀ��Q�ÄÀ 9 �|�Q�W�B�IÀ{�a�6�X���6�ÄÀyÁ:� A À%�|�k�?���H�|�Ä�z���w�6¿X�%���@��ÀÄ�b�Ä���%���WÝÎ�W�k�3��¿z�o�|�z� 9 � \�|�@�R�IÀ\�Q�
�8�|���8��Á�Â ¿X�%�B��� ��ý%�6�
x̄
�WÀI�[�@�O�X�R�@�WÝÎ�%�8���|ÀÃc}Ý^���D�|�z���%�8�WÝÎ�%�8��ÀÄ���:ý%�@�OÏ

²tÏ Y Â �����6üc�KÀÄ�D�^�B��� 9 �|�@�%�B�+�a�6�I�a�6�\Á:� A �
�8�|�Ä�z�����6¿X�%���Q�^ÀI�z�Ä���%�D�%Ý-�%�8�H�8�}ÀÄ���b� 9 � \ �|�@�R�IÀ�@���H�|���k��ÁMÂ ¿I�W�B��� ��ý%�6�
x̄
�WÀÄ�[���HÀÄ�D�cýW�Q�UÏ

>@?6A�BDC�EFC�G�Bê��&���&��O�-� � ´ º · Ω ¸H¹ ´ ¸ L µ 9 ·y½Bµ-Ú Û n E ´ ¹o·6µ%¹k¼R¹c· ? µ ] ´ º ¹c·\½ ; 7OP ¸ º@?Qº@F89 µ x̄ d4 ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ V : Ω → Ú Û�µO¶¯·Y¸H¹Hµ �W�|���W�z���|�pÁc�yÅ�c:�X���B�a� 9ÎµU¹ x̄ ¶6¸ 9 Ω ¶ º	
V µU¶Æ· C1 ¶6¸ 9 Ω T	
V (x̄) = 0

T µW· ∀x ∈ Ω \ {x̄} V (x) > 0
T	 ∀x ∈ Ω 〈∇V (x), f(x)〉 6 0 Í�¶ º<?z; º ¹ 7Um ¼ ?@º · 7 µU¶Æ·Y¶Æ· 9XºQE ·6µ T ´ ¹g½ º · P ¸Hµ ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹½Bµ 4 S ¼ ] ¸H¹ ´ L µO¶¯·^¶¯· 96ºKE ·XµOÐ dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�1fUqHd qHdQfoÏ d

dtV (x(t)) = 〈∇V (x(t)), f(x(t))〉 dSUT ?�GIVRW��X����&��'&���� Í Û
5H7 ´ 9Xl%> µJ½Bµ 4 S ¼ ] ¸H¹ ´ L Ð �ÚY Â ���+�Xüc�KÀÄ�D�)�B�a�[�W�R�a�%�b���R��Ác�\Å�c:�|Ã�a�B�a� 9 �R�)�H�R���8��ÁMÂ ¿I�W�B�����ÿý%�6� x̄ ÀÄ�B� Ω \ �|�@�R�IÀ\�@���H�|���k� x̄ �ÄÀÄ��ÀÄ�D�cýW�@�OÏ Y �{�@�Y�W�R�a�%�b���R�pÁ:�Å�c:�X���B�a� 9 �ÄÀÄ�GÀÄ�z�Ä���W���)�|�@�R�IÀ x̄ �ÄÀÄ�+Å ^ Y Ï Y �GÁc�
��� �tÀ V �WÀÄ�<�a�6�I�a�6�JÀÄ�B� Ω �|�@�R�IÀ x̄ �ÄÀÄ��R�@�cýX�R�@�%Ý-�%�8�Y�}ÀÃc|Ý^�a���|�b���%�8�%Ý-�%�8�[ÀÄ�D�cýW�@�Þ�&ß ^ Y �)ÀÄ�B�
Ω
Ï

SUT ?�GIVRW��X����&���&���& Í õ 9Xº ¹ E%º@] µ1½Bµ 4 ¼c¶6¼ ?@? µOÐ �ÐY �|��� V : Ω → [ Ü + �B���^�W�|���W�z���|��Á:��W�@�|ÀIÀW�
C1 ���%���@�N�W�8��
V
�ÄÀÄ�M�a�6�I�a�6� \ ��ÏG�OÏ ∀L ∈ V (Ω) V −1([0, L])

�WÀI�
�I�|Ý^�H�:�%�YÁ:�|�8À
Ω \� ∀x ∈ Ω 〈∇V (x), f(x)〉 6 0

ÏY �|��� I �@�y�a� �tÀJ�:�6�|��ÁgÀ%�|�tÀÄÃÆ�W�8À%�WÝÎýW�Q�¾Á:� {x ∈ Ω | 〈∇V (x), f(x)〉 = 0} ��� 9 �|�Ä���R�8��H�|�x�@�Rà��R���¯�%�_���WÝ^�aÀ
t > 0

�¾Á:�
ẋ = f(x)

Ï ^ �@�|�IÀJ�D�R�B�D�\À%�R� �B�b���R�
x(t)
Á:�
ẋ = f(x)�D�%�aÁ 9 �W�IÀ I \ ��ÏG�UÏ

d(x(t), I) −→
t→+∞

0.

Ü �WÝÎ�|�6�%�8�-fOqHd qHdÞi8Ï � ¹ ] µ%¸B· 7 ¹ ´ ¹ E µ 9�? µ ]H9Xº ¹ EWºQ] µ�½Bµ 4 ¼c¶6¼ ?@? µ^½H¼R¹8¶ ? µ E ¼c¶ ] ¼ 9 · ºQE ¸ ?@º µ 9´ �/?z; µU¹8¶Æµ >xFH? µ º ¹ L ¼ 9Xº ¼:¹c· I ¶6µ 967 ½B¸ º ·Y¼:¸ ] ´ º ¹c· x̄ d 4 ; 7 ¹ ´ ¹ EW7 µU¶Æ·Y¼ ? ´ 9 ¶ ? µ\¶6¸ ºQL ¼R¹o· d� ´ º · x̄ ∈ Ω ¸H¹ ] ´ º ¹o·x½ ; 7OP ¸ º@?Qº@F89 µ T µW· V : Ω → Ú Ûû¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹�½Bµ EW? ¼:¶X¶Æµ C1

·6µ ?Q? µ P ¸Hµ	
V (x̄) = 0 µW· ∀x ∈ Ω \ {x̄} V (x) > 0

T	
V µU¶Æ· ]H9 ´ ]H9 µ T
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	 ∀x ∈ Ω 〈∇V (x), f(x)〉 6 0

T µW·s½Bµ ]H? ¸8¶�¶ º x(t) µO¶¯·�¸8¹Hµ^¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹#½B¸#¶ S ¶¯· l%> µ·6µ ?@? µ P ¸8µ 〈∇V (x(t)), f(x(t))〉 = 0
] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· t > 0

T ¼ ? ´ 9 ¶ x(t) = x̄
dÌ ? ´ 9 ¶ x̄ µO¶¯·�Ù Ì � ½H¼:¹8¶ Ω d�
��6VRefCHef����&��'&����I��Ù 7 ·6µ 9X>-º ¹Hµ 9Y? µO¶ ] ´ º ¹c·I¶�½ ; 7OP ¸ º@?Qº@F89 µ\½H¸g¶ S ¶¯· l%> µ\½ º@Éa7U9 µU¹c· º µ ?

{

x′(t) = sin
(

x(t) + y(t)
)

y′(t) = ex(t) − 1,] ¸ º ¶ 7 ·6¸8½ º µ 9�? µ%¸ 9 ¶¯·I¼ FHºQ?Qº · 7:d�
��6VRefCHef����&��'&����-� � ´ º · ? µJ¶ S ¶Æ· l%> µ\½ º@É�7%9 µ%¹c· º µ ?
{

x′(t) = y(t)
(

1 + x(t) − y(t)2
)

,

y′(t) = x(t)
(

1 + y(t) − x(t)2
)

.Û�9 ´ ¸ L µ 9+? µU¶ ] ´ º ¹c·I¶G½ ; 7UP ¸ ºQ?@ºQFH9 µY½Bµ E µY¶ S ¶Æ· lU> µ T µW· L ´ ºQ9 ¶ ; ºQ? ¶G¶ ´ ¹c·�¼:¶ St>-] · ´ · ºKP ¸Hµ > µ%¹o·¶¯·I¼ FH? µU¶\Í 9 µO¶ ]MdHº ¹k¶¯·I¼ FH? µU¶IÐ d�
��6VRefCHef�¯��&��'&��'&�� � ¹ E ´ ¹8¶ º ½ l%9 µ ? µ > ´ ¸ L µ > µ%¹o·Î½ ; ¸H¹ ¶ ´ ?Qº ½Bµ 9Xº@mcº ½Hµ1µ%¹ 9 ´ ·X¼R· º ´ ¹¶ ´ ¸ >-º ¶ Z ¸H¹8µ e ´ 9XE µwµ V · 7%9Xº µ%¸ 9 µ T
I1ω

′
1 = (I2 − I3)ω2ω3 − ω1

I2ω
′
2 = (I3 − I1)ω3ω1 − ω2

I3ω
′
3 = (I1 − I2)ω1ω2 − ω3´ � I1, I2, I3 ¶ ´ ¹o· ? µU¶ > ´ > µU¹c·I¶y½ ; º ¹Hµ 9 · º µ-½H¸�¶ ´ ?Qº ½Bµ T+��ÏG�OÏ ½BµO¶ E ´ ¹8¶Æ·X¼:¹c·6µO¶y½ ´ ¹H¹ 7 µU¶ d� ´ ¹8¶Æ· 9 ¸ ºQ9 µ^¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹¾½Hµ 4 S ¼ ] ¸H¹ ´ LN] µ 9X> µ%·Æ·I¼R¹c·�½Bµ > ´ ¹c· 9 µ 9sP ¸Hµ ?b; 7UP ¸ ºQ?Qº@FH9 µ^µO¶¯·¼:¶ St>N] · ´ · ºQP ¸Hµ > µ%¹c·^¶¯·I¼ FH? µ d�
��6VRefCHef����&���&��'P�� � ´ º · g : Ú Û → Ú Û ½Bµ E%? ¼c¶6¶6µ C1 ·6µ ?Q? µ P ¸Hµ g(0) = 0 µ%· xg(x) > 0¶ º x 6= 0

d � ´ ¹o· 9 µ 9wP ¸Hµ ? µ ] ´ º ¹c·y½ ; 7UP ¸ ºQ?Qº@FH9 µ x = 0, x′ = 0 µO¶¯·y¼:¶ St>-] · ´ · ºKP ¸8µ > µ%¹o·¶¯·I¼ FH? µ ] ´ ¸ 9�?z; 7UP ¸8¼|· º ´ ¹/½ º�É�7%9 µ%¹o· º µ ?Q? µ x′′ + x′ + g(x) = 0
d[Ä��Á|���X�R�b���R�á¯ ´ ¹ 7 ·6¸8½ º µ 9 ¼ ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ F (x) =

∫ x

0
g(y)dy ¼R¸ L ´ º ¶ º ¹8¼ m µ

½Bµ 0 µW· ´ ¹ º ¹c· 9 ´ ½H¸ º@9 ¼ ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹g½Bµ 4 S ¼ ] ¸8¹ ´ L V (x, y) = F (x) + y2

2

d�
��6VRefCHef�J��&���&��³·-� � ´ º · f : Ú Û n → Ú Û n ¸H¹8µ e ´ ¹ E · º ´ ¹ E ´ ¹o· º ¹o¸Hµg·6µ ?@? µ P ¸Hµ/· ´ ¸B·6µ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹g½Bµ ?z; 7UP ¸8¼|· º ´ ¹ y′ = f(y), y(0) = y0
TB9 µU¶Æ·6µ\¶6¸ 9 ¸H¹HµJ¶ ]H5Hl%9 µ\½Bµ\Ú Û n TM��ÏG�UÏ

∀t > 0 ‖y(t)‖ = ‖y(0)‖.fcd � ´ ¹o· 9 µ 9YP ¸8µ f(0) = 0
d

iHd � ´ ¹o· 9 µ 9yP ¸Hµ ?z; ´ 9Xº@mcº ¹Hµ)µU¶Æ·y¼c¶ St>-] · ´ · ºKP ¸Hµ > µU¹c·y¶Æ·X¼ FH? µ ] ´ ¸ 9y? µ-¶ S ¶Æ· lU> µ x′ =
f(x) − x

d�
��6VRefCHef����&��'&��½Â Í 4 µ >-> µJ½Bµ 4 S ¼ ] ¸H¹ ´ L µ%·^¼ ]H]H?QºKE ¼|· º ´ ¹8¶IÐ � fcd Í�¼oÐ � ´ º · A ∈ Mn( Ú Û )½ ´ ¹c· ? µU¶ L ¼ ? µU¸ 9 ¶ ]H9 ´ ]89 µO¶)¶ ´ ¹o·Î½Bµ ] ¼ 9 · º µ 967 µ ?Q? µg¶¯· 96ºKE ·Xµ > µ%¹o·-¹ 7%m ¼R· ºQL µ d� ´ ¹c· 9 µ 9#P ¸ ; º@? µ Vtº ¶Æ·6µ B ∈ Mn( Ú Û ) ¶ St>-7 · 96ºKP ¸Hµ�½ 7WÊ ¹ º µ ] ´ ¶ º · ºQL µ/·Xµ ?Q? µP ¸Hµ ATB +BA = −Id d
Í [W�aÁR���X�R�b���|�g¯�] ´ ¶6µ 9 B =

∫ +∞

0

etAT

etAdt Ð
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Í F Ð n ¹�½ 7 ½B¸ ºQ9 µ P ¸Hµ V (x) = 〈x,Bx〉 µO¶¯·y¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹u½Bµ 4 S ¼ ] ¸H¹ ´ Lg] ´ ¸ 9?z; 7OP ¸k¼|· º ´ ¹�½ º@Éa7U9 µU¹c· º µ ?@? µ x′ = Ax

T µW· P ¸Hµ ?b; ´ 9XºQm:º ¹Hµ-µU¶Æ·x¼c¶ St>-] · ´ · ºKP ¸Hµ A> µ%¹c·�¶¯·I¼ FH? µ diHd Í�¼oÐ � ´ º · q : Ú Û n → Ú Û n ¸H¹8µ e ´ ¹ E · º ´ ¹ E ´ ¹o· º ¹o¸Hµ/·6µ ?Q? µ P ¸Hµ q(x) = ´ (||x||) d� ´ ¹o· 9 µ 9/P ¸Hµ ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ V ]H967OEW7 ½Hµ%¹c·Xµ_µO¶¯·/µU¹ E ´ 9 µ_¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹�½Bµ4 S ¼ ] ¸H¹ ´ Lu] ´ ¸ 9x? µ¾¶ S ¶¯· l%> µ x′ = Ax + q(x)
T µW· P ¸Hµ ?b; 7UP ¸ ºQ?Qº@FH9 µ 0 µU¶Æ·¼:¶ St>-] · ´ · ºKP ¸8µ > µ%¹o·Y¶¯·I¼ FH? µ d

Í F Ð ¥ ¸Hµ ?k9X7 ¶6¸ ? ·X¼|· ] µ%¸B· A ´ ¹Îµ%¹¾½ 7 ½B¸ ºQ9 µ�¶6¸ 9�? ¼J¶Æ·X¼ FHº@?Qº · 7 ½BµU¶ ] ´ º ¹o·X¶ ÊHV µU¶[½ ; ¸H¹¶ S ¶Æ· lU> µ\¼R¸B· ´ ¹ ´ > µ x′ = F (x)
T ´ � F : Ú Û n → Ú Û n µU¶Æ·Y½Bµ EW? ¼:¶X¶Æµ C1 â

ä�}
âH}�âbã Ä[èBð���òd2ÆòÆîoðùèHò�ê).|2¯ê�ï�ð�2Æì ë10�ô
. î"Å�îcè�Æ��ûì ëYì ï�ê).[èBñ�Ç)2Æì¶.^ê).2Æòd.YæMð{ò¯ñ8ì
� ´ ¹8¶ º ½ 7%9 ´ ¹k¶ ? µJ¶ S ¶Æ· l%> µ\½Bµ E ´ ¹c· 9d8c? µw¹ ´ ¹ ?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µ

ẋ(t) = f(x(t), u(t)),

µW·�¶ ´ º · (xe, ue) ¸H¹ ] ´ º ¹o·�½ ; 7UP ¸ ºQ?@ºQFH9 µ T���ÏG�UÏ f(xe, ue) = 0
d 4 µx¶ S ¶Æ· l%> µ ?Qº ¹ 7 ¼ 9Xº ¶ 7 µ%¹E µ ] ´ º ¹o·YµU¶¯·

ẏ(t) = Ay(t) +Bv(t),´ �
A =

∂f

∂x
(xe, ue), B =

∂f

∂u
(xe, ue).SUT ?�GIVRW��X� ��&���&��'P��ÚY �[�@�-ÀÃc}ÀI��þWÝÎ�-� ����¿X�R�Ä�KÀW¿1�WÀÄ�
ÀÄ���:ý%��� �KÀ%�:ý%�@�y�8�|�-�@���W�I�XÁcýX�c�=ý

v =
Ky \ �|�Q�|�IÀJ�@���H�|���k�
Á�Â ¿X�%�B��� ��ý%�6� (xe, ue)

�ÄÀÄ�{Å ^ Y �H�R�B�\�@�JÀÃcOÀÄ��þWÝÎ�)ýI�|�8�%�@¿
ẋ(t) = f(x(t),K(x(t) − xe) + ue).�
����������m��&���&��H�I� � ¹ 7 ·X¼ FH?@º · P ¸ ; ¸H¹Hµ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹�¹ 7OE µU¶X¶X¼ ºQ9 µÎµW·N¶6¸Bß#¶X¼R¹c·Xµ¾¶6¸ 9 K] ´ ¸ 9 ¶¯·I¼ FHºQ?Qº ¶6µ 9[? µ ] µ%¹8½H¸ ? µ º ¹ L µ 9 ¶ 7 Í EÄe µ V µ >-]H? µ �BdÞiBdQf Ð ? ´ E ¼ ? µ > µ%¹c·
¼R¸B· ´ ¸ 9 ½H¸ ] ´ º ¹c·½ ; 7OP ¸ º@?QºQFH9 µ (ξ = ξc, ξ̇ = 0, θ = 0, θ̇ = 0) µO¶¯·

k4 − k2L > 0, k3 − k1L− (m+M)g > 0, k1 > 0,
k2((k4 − k2L)(k3 − k1L− (m+M)g) −MLgk2) > k1(k4 − k2L)2.� µ%·Æ· ´ ¹8¶/µU¹ ´ µ%¸ Lt9 µ T µ%¹Jå �|�z�@�:ý%T ¶Æ¸ 9gE µ%·gµ V µ >-]H? µ T ½ º�É�7%9 µ%¹o·6µO¶ >-7 · 5 ´ ½BµU¶g½Bµ¶¯·I¼ FHºQ?Qº ¶X¼|· º ´ ¹ dîfï�ðãñRò�ó$ô$ðBZIÿ6ýxñfü:��üfð�ò"Zxô�ÿÍü

ø m��"ü x üfûIñ�óÍñ$ü ñ$ôfðãú�óÍúRò�üBj¯úRò�ýf÷-ó$ÿxóÍú$üÍû4ÿ6üNúKwIúRò�ü���ü�þ�üNñfôfð�ò�û�ô�ÿÍü ú�ï-ó���ý$ð�òø ��Zxüfð�þfïxÿ6ü ó�ð���üÍû�ú�ã$�øø x óRþ�þ�ôfò r �D�9{Km�{RòÍõ�üÍò�ýÍþ�ôÍò�ä�y${6ú�óFð0�jòÍõxüfò�ý�� t �^{K1�{6ñfô�ú^�jò6õ�üfò�ý$�"{6ú�óFð��dòÍõ�üfò�ý$� � ïE����%�%�ø � i � �^{�ú�óFð0�jòÍõxüfò�ý$�%ä�y$�ø ò6õxüÍò�ýÍþ6þ�ôfò r � t �9{�m�{¦òÍõ�üÍò�ýÍþ�ôfò�ä�y${6ú�ó�ð��jò6õ�üfò�ý��"{6ñfô�ú^�jò6õ�üfò�ý$� � ���%�
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ø � i � �,�"{K1�{6ú�ó�ð��jò6õ�üfò�ý�� t ïE{6ñ$ô�ú9�jòÍõxüfò�ý$����,��m${^� i � �^{�ú�óFð0�jòÍõxüfò�ý$�%ä�y$���ø ý"��üxñ i �ãýxú�úfü�þÍïJñ¦õxýfûãó$ôfò �ø �8�ãýxú�úfü�þÍï8Zxüfð�þÍïIÿÍü)�dòãó�1�ü4úfýfð�ú(�ãýxú�úfü$� �ø m ÿ6ôfð�16ï�ü$ï�ûmþ�ü4ÿ6ý�ò�ó�1�ü �ø ýfï+��ôIó6ú�ó�ð�ý!1�ü�þ�üNúfý\Zxô�ú�ó¦òãóRô$ð¼þ��"ü%zÍïãó$ÿxóF÷�û�ü ó�ðãú¦ò�ýf÷xÿÍüø x ó r8x óRþ�ôÍò r ò6õxüfò�ý r òÍõxüÍò�ý6þ�ôfò r �0�ø m�üNúKw�úRò�ü���ümÿxó�ðxü�ýfûãóÍú$ü�üfðJñfü\ZxôIó�ð�ò4üxú¦ò G þ�ôfò r%o%G�� ���¼ý"��üxñø �]� s � �´� � � �ø o�r �]�+� t �9{K1� i �´� üÍò�� r � s  i �.�ø �]�+� � s � � � �ø �]�+�.� i � �9�%{�1$,�Mm${ i � �´� � t s #��m${ i �B�ø k�ôfï�û¯ñfü�ÿ6ýmôfð+��ý\Zxôxú$üÍû�ï r%å { G�� ô�æ å+r �4ç s ç�yBç�PBç�Nè� � üÍò¼ò�üxúRò�üfûø ZIÿ$ïãú�óRü$ï�ûIú]�EãÍò6õ�ô6þ�üxú#�øø>s � i ãÍò6õ�ô6þ�ü�þ�ó¦û�üxñ¦ò�ü�	©ñfý�ÿ�ñ¦ïxÿÍüÍû8j ÿ#�"ýIóRþ�ü�þ�ü i ý!ZIÿ6ümÿ6ü\Zxô�ÿ!wÍðxô:�ãüø ñfýÍû�ý�ñRò�ãfûãóÍú¦òãó�zfïxü�þ�ü4ÿÍýá��ýÍò�ûãóÍñfü o�� �E{ å0� Z�ï-óÍúÊüfðNý!Z�ZIÿxó�zfïxý$ð�òø ÿ6üNñRûãó�ò�éÍû�ü�þ�üBv�ôfï�ò6õ¼þ�ãÍò�üÍû���óFðxüfû�ï�ðxüBd%3�� ú¦ï�û åø Zxôfï�û8zfïxü4ÿ6ý���ýÍò�ûãóÍñfü o�� �S{ å ú$ôIó¦ò��6ï�û%=ãó¦ò�J0�ø c�üxúRò�üÍûmþ�óRî�î�ãÍû�üfð�òIú î�ü�ü6þÍ÷�ý�ñKçIú å �ø k�ýÍû óRþ�üfð�ò�ó¦î�óÍñ$ýÍò�óRô$ð4þ�üxú¼ñfô6ü6î�î�óÍñ�óRüfð�òIú � þ�ãÍò�üÍû���óFðxüfû�ï�ð î�ü�üÍþÍ÷xý�ñ�çø å Zxüfû��ãüfò�ò�ý$ð�òmþ�ü\ZIÿÍýxñfüÍûø ÿ6üxú�Zxô�ÿ6üxúíü x ýxñ¦ò�ü:��üfð�ò¼ýfï x ��ý�ÿ6üfï�ûIú@� t s �et s �[t s �[t s �,�ø c�üxúRò�üÍû�ò�ôfïãú�ÿÍüxúÊî�ü6ü6þÍ÷xý�ñ�çIúÊýxó�ðãú�óXþ�ãÍò�üÍûK��ó�ð�ã�úmú¦ï�ûNÿ6üNúKwIúRò�é���üíðxôfðø ÿxó�ð$ã6ýIó�û�üNó�ðãó¦òãó$ý�ÿ?�øø y0�µê�òãófÿ�ó6ú$ýfòãóRô$ð4þ�üxú�ôfï�òãófÿ�ú i ýfòxÿ6ýf÷���d�ôfð�ò�û�ô�ÿác�ô�ô�ÿ$÷�ô x �,�ø y0�jý0�£ê�ò�ófÿxóÍúfüfû4ÿ6ýmî�ôfðãñRò�óRôfð i ýfòxÿ6ýf÷>ë¦ý�ñKç�üÍû�ë]Zxôfï�ûBZIÿÍýxñfüfû ÿ6ü�ú�Zxô�ÿÍüxúø ü x ýxñRò�ü���ü$ð�ò¼ýfï x ��ý�ÿ6ü$ï�ûIú>� t s �et s �et s �et s �,�ø y0�×÷X�£ê�ò�ófÿxóÍúfüfû4ÿ6ýmî�ôfðãñRò�óRôfð i ýfòxÿ6ýf÷>ëeZxÿ6ýxñfüSë]Zxôfï�ûBZIÿÍýxñfüfû ÿ6ü�ú�Zxô�ÿÍüxúø ü x ýxñRò�ü���ü$ð�ò¼ýfï x ��ý�ÿ6ü$ï�ûIú>� t s �et y �et P �et NS�,�ø �aýfò�ò�ü$ð�ò�óRôfðì	Õófÿ�î�ýfï�ò¼î�ôfû�ñ!ã���ü$ð�òBZ�û�üfð�þÍû�ü�þ�üxú�Zxô�ÿ6üxú þ�ó6ú¦òãó�ð�ñ¦ò�ú �ø ��ôIó�û ÿ��"ýIóRþ�ü4ú¦ï�û�Zxÿ6ýxñfü$�ø y0�añ��£ê�ò�ófÿxóÍúfüfû4ÿ6ýmî�ôfðãñRò�óRôfð i ýfòxÿ6ýf÷>ëRÿ!z6û^ë(Z�ôfï�û¯úRò�ýf÷ãófÿ�óÍúfüfû4ÿ6üNúKw�úRò�é���ü0�ø c�üxúRò�üfûNñfüxúíþ�óRî�î�ãfû�ü$ð�òIúÊô$ï�òãófÿ�ú�Z�ôfï�û¯úRò�ýf÷ãófÿ�óÍúfüfû4ÿ6üNúKw�úRò�é:��üÊð�ôfðø ÿxó�ð$ã�ýxó�û�ü ó�ð-ó�òãó$ý�ÿ?�
ø�� ð8Z�û�üfð�þ6û�ýmÿ6üxúá��ý�ÿ6üfï�û�ú�ð�ï!�SãÍûãó�zfïxü�ú�ú¦ï-ó���ýfð�ò�üxú)	ø�i r s ��-Þ� r s -4m r s -41 r s �;-
ñÍÿÍü�ýÍû¼ý�ÿ�ÿ.-qñÍÿ6ôxú$ümý�ÿ�ÿ/-�ñfÿ�ñ)-
1xÿÍôf÷xý�ÿ i �èm�1ì- i r s ��-µ� r s -<m r s -41 r s ��-
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4 µO¶ 9X7 ¶6¸ ? ·X¼R·X¶x¶ ´ ¹o· 9 µ ]H9X7 ¶6µ%¹o· 7 ¶x¶6¸ 9x? µU¶ Ê8m ¸ 9 µO¶ fUqHdQfÎ] ´ ¸ 9x? ¼ >-7 · 5 ´ ½Bµ1½ ºQ9 µ E ·XµÍ P ¸HµU¶Æ· º ´ ¹ f Ð T µW· fOqHdÞis] ´ ¸ 93?b; ¸B· º@?Qº ¶6¼R· º ´ ¹x½Bµ �a�@�c�X�OÏQÝ Í P ¸HµU¶Æ· º ´ ¹ iHd F Ð d � ¹ ] µ%¸B· E ´ ¹8¶Æ·X¼ A·6µ 9Y?z; µ%ß E ¼ EWº · 7 ½Bµ E µW·6·6µJ½Bµ 9 ¹ ºQl%9 µ ]H9 ´ E%7 ½B¸ 9 µ d
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�(����� fOqHdQf
	 � 7 · 5 ´ ½BµJ½ º@9 µ E ·6µ
�
��6VRefCHef����&��'&��ÁØ-� � ¹ E ´ ¹8¶ º ½ l%9 µ ? µ\¶ S ¶¯· l%> µ\½Bµ E ´ ¹o· 9"8:? µ

ẋ(t) = f(x(t)) + u(t)g(x(t)),

´ �#?b; 7 ·I¼|· x µ%· ? µ E ´ ¹c· 9d8c? µ u ¶ ´ ¹c·s½BµO¶ 967 µ ? ¶ Tc? µU¶ e ´ ¹ E · º ´ ¹k¶ f µW· g ¶ ´ ¹c·s½Bµ EW? ¼:¶X¶Æµ C∞ T
µW· f(0) = 0

d � ¹g¶6¸ ]H] ´ ¶6µ P ¸Hµ ? µ ] ´ º ¹c·^½ ; 7UP ¸ ºQ?@ºQFH9 µ (x = 0, u = 0) µU¶Æ· m:? ´ F ¼ ? µ > µ%¹o·¼:¶ So>-] · ´ · ºQP ¸Hµ > µ%¹c·x¶¯·I¼ FHºQ?Qº ¶X¼ F8? µÎ¼R¸�¶ÆµU¹8¶\¶6¸ ºQL ¼R¹o· `MºQ? µ Vtº ¶Æ·6µ-¸8¹ E ´ ¹o· 9"8:? µ e µUµU½ F ¼ E �
u(x) ½Bµ EW? ¼c¶6¶6µ C∞ T ¼ L µ E u(0) = 0

T µW·w¸H¹Hµ e ´ ¹ E · º ´ ¹_½Bµ 4 S ¼ ] ¸H¹ ´ L1mc? ´ F ¼ ? µx¶¯· 96ºKE ·Xµ
V
] ´ ¸ 9�? µJ¶ S ¶Æ· l%> µ F ´ ¸ EW?Q7 ẋ = f(x) + u(x)g(x) ¼R¸ ] ´ º ¹c·^½ ; 7UP ¸ ºQ?@ºQFH9 µ x = 0

d� ¹ E ´ ¹8¶ º ½ lU9 µ\¼ ? ´ 9 ¶ ? µ\¶ S ¶¯· l%> µ �R�:�RÝÎ�W�k�D¿
{

ẋ(t) = f(x(t)) + y(t)g(x(t)),

ẏ(t) = v(t),

´ � v µU¶Æ· ? µ\¹ ´ ¸ L µO¼R¸ E ´ ¹o· 9"8:? µ dBn ¹ E ´ ¹8¶ º ½ 7U9 ¼:¹c· ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹
W (x, y) = V (x) +

1

2
(y − u(x))2,

> ´ ¹c· 9 µ 9�P ¸Hµ ? µ e µ%µO½ F ¼ E �

v(x, y) =
∂u

∂x
(x)(f(x) + yg(x)) − ∂V

∂x
(x)g(x) − (y − u(x))

9 µU¹8½ ? µ ] ´ º ¹o·^½ ; 7UP ¸ ºQ?@ºQFH9 µ (x = 0, y = 0, v = 0) ¼:¶ So>-] · ´ · ºQP ¸Hµ > µU¹c·^¶Æ·X¼ F8? µ ] ´ ¸ 9�? µ¶ S ¶Æ· l%> µ\¼:¸ m:> µ%¹o· 7cd
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�(����� fOqHdÞi*	 � · ºQ?Qº ¶X¼|· º ´ ¹g½Bµ �a�@�c�X�OÏQÝ
ä�}
âH}�âH} Ä[èBð���òd2ÆòÆîoðùèHò�ê).�ð{î!Å��ÆÅYèBê{èHò6ó
ôYì�Å^ð+ñ@2¯ð��ûæ<èHé^ê�ëYì_ëYì©�sô^ñ8ë ù ì-3YòÆïI�

ï ô^òj.�.
��VRGx�)GIè�C�EFC�G�B4��&���&��³·-�v£ �u�I�|�8ÀI��ÁcþW�6�)�@�JÀÃc}ÀÄ�Dþ%ÝÎ�)�QÌÈ�a�x� �KÀIÀ%�NÁ:�R�HÀ
[ Ü n

ẋ(t) = f(x(t)) +

m
∑

i=1

ui(t)gi(x(t)),

� 9 �X� f(x̄) = 0
Ï Y �O�c�H�}À%�R�HÀx�%�GÂ ���3�Xüc�KÀÄ�D�J�B���G�W�R�a�%�b���R�

V :
[ Ü n → [ Ü + �D�%���@�N�%�8��

V (x̄) = 0
�%� ∀x 6= x̄ V (x) > 0 \�

V
�ÄÀÄ�M�a�6�I�a�6� \� ∀x ∈ [ Ü n LfV (x) = 〈∇V (x), f(x)〉 6 0 \� {x ∈ [ Ü n | LfV (x) = 0

�%�
Lk

fLgi
V (x) = 0, ∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀k ∈ [ ð } =

{x̄}.^ �@�|�IÀÎ�@�w�W�X�IÁ:ýX�c�Eý
ui(x) = −Lgi

V (x), i = 1, . . . ,m \ �6�%�aÁ��@�\�8�|���8�JÁMÂ ¿I�W�B��� ��ý%�6� x̄�R�Q�:ýX�R�@�%Ý-�%�8�Y�}ÀÃc|ÝY���D�R�b���%�8�%Ý-�%�8�[ÀÄ�D�cýW�@�OÏ
_)¿%ÝÎ�|�HÀÄ�z�6�|�z���|�aÏÈ� ´ º · F (x) = f(x) −∑m

i=1 Lgi
V (x)gi(x)

? ¼1½ S ¹8¼ >NºKP ¸HµN½B¸u¶ S ¶ A· l%> µ F ´ ¸ E%?@7cd6� ´ · ´ ¹8¶�· ´ ¸B·
½ ; ¼ F ´ 9 ½ P ¸Hµ F (x̄) = 0
Ta��ÏG�OÏ

x̄ µU¶Æ·s¸H¹ ] ´ º ¹c·
½ ; 7OP ¸ º@?QºQFH9 µ] ´ ¸ 9
? µ\¶ S ¶Æ· l%> µ F ´ ¸ E%?@7cdtn ¹/µ É µW· T V µU¶Æ· ?Qº ¶X¶6µ�µ%·�¼R·Æ·6µ º ¹o·Y¶ ´ ¹ >-º ¹ ºQ> ¸ > µ%¹ x̄ T ½ ´ ¹ E
∇V (x̄) = 0

T ½ ; ´ � Lgi
V (x̄) = 0

] ´ ¸ 9 i = 1, . . . ,m 78½Bµ ]H? ¸8¶ T f(x̄) = 0
d � ¹g¼

LFV (x) = 〈∇V (x), F (x)〉 = LfV (x) −
m
∑

i=1

(Lgi
V (x))2 6 0,

µW·^¶ º LFV (x(t)) = 0
] ´ ¸ 9 · ´ ¸B· t T ¼ ? ´ 9 ¶

LfV (x(t)) = 0 µW· Lgi
V (x(t)) = 0, i = 1, . . . ,m.
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õ ¼ 9 ½ 7%9Xº@L ¼|· º ´ ¹ T

0 =
d

dt
Lgi

V (x(t)) = LfLgi
V (x(t)),

] ¸ º ¶ P ¸Hµ Lgi
V (x(t)) = 0

d Ù ; ´ �MT8EW? ¼ ºQ9 µ > µ%¹c· T
∀i ∈ {1, . . . ,m} ∀k ∈ Ú � Lk

fLgi
V (x(t)) = 0.

� ¹xµU¹N½ 7 ½B¸ º · P ¸Hµ x(t) = x̄
T µW· ? ¼ E ´ ¹ EW? ¸8¶ º ´ ¹)¶ ; µ%¹8¶6¸ º · ] ¼ 9+? µ ]896º ¹ EWºQ] µ
½Bµ 4 ¼:¶X¼ ?Q? µ d

�
��6VRefCHef�Ð��&��'&��'� Í �tS ¶Æ· lU> µ ]H9X7 ½H¼R·6µU¸ 9 ¶ AD]H9 ´ º µU¶XÐ � � ´ ¹8¶ º ½ 7U9 ´ ¹8¶ ? µ�¶ S ¶Æ· lU> µ ]H9X7 ½8¼|·6µU¸ 9 ¶ A]H9 ´ º µO¶ E ´ ¹c· 9d8c?@7
ẋ = x(1 − y) + u,

ẏ = −y(1 − x).

õ ´ ¸ 9Î? µ ] ´ º ¹c·¾½ ; 7UP ¸ ºQ?@ºQFH9 µ (x = 1, y = 1)
T{> ´ ¹c· 9 µ 9#P ¸Hµ ? ¼ e ´ ¹ E · º ´ ¹ V (x, y) =

1
e2 − xye−x−y L:7%9Xº@Ê µ ? µO¶ 5tSt] ´ · 58l ¶6µU¶�½Bµ ? ¼ ]H9 ´ ] ´ ¶ º · º ´ ¹ ]H9X7UEW7 ½Bµ%¹o·6µ T µ%·Yµ%¹�½ 7 ½B¸ ºQ9 µ¸H¹ e µ%µU½ F ¼ E � ¶Æ·X¼ FHºQ?@º ¶6¼:¹c· m:? ´ F ¼ ? µ > µ%¹o· E µ ] ´ º ¹c·^½ ; 7UP ¸ ºQ?@ºQFH9 µ d
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ª «¬¯®°�±=²%³ ��ñ

ò � µà	 �\óç� � ��������� ��	ºµ µ�¦ µË�8� � 	¶µ ��	
����� ���¼»��
	

Ù ¼R¹8¶
· ´ ¸B· ? µ EX5 ¼ ]Hº · 9 µ T ´ ¹g¶Æµ ?QºQ>Nº ·XµJ¼R¸ E ¼c¶ ?Qº ¹ 7 ¼ º@9 µy¼:¸B· ´ ¹ ´ > µ
ẋ(t) = Ax(t) +Bu(t),

y(t) = Cx(t) +Du(t),
Í f%r8dQf Ð

´ � x(t) ∈ Ú Û n T u(t) ∈ Ú Û m T y(t) ∈ Ú Û p T A ∈ Mn( Ú Û ) T B ∈ Mn,m( Ú Û ) T C ∈
Mp,n( Ú Û ) µ%· D ∈ Mp,m( Ú Û ) d Ù ¼R¹8¶Y· ´ ¸B·6µ ? ¼#¶6¸ º ·Xµ T ´ ¹ ] µU¸B·w¶6¸ ]H] ´ ¶6µ 9�P ¸Hµ D = 0

TE µ ? ¼N¹Hµ EX5 ¼:¹ m µ 9Xº µU¹/¼:¸ V¾9X7 ¶6¸ ? ·X¼R·X¶ P ¸ º ¶6¸ ºQL µ%¹o· d
$Vô¾"%$ õ ØXög'12Ä(32 * ' Õ ( 0 Â+2I(,º(Â Õ Ô ,�p¯**y Ô Õ Â Ö�n*y 2 Ó 2I(ùØ

� ´ · ´ ¹8¶ (xu(t, x0), yu(t, x0))
? ¼-¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹g½Bµ#Í fUr8dQf Ð�·6µ ?Q? µ P ¸Hµ xu(0, x0) = x0

d
>@?6A�BDC�EFC�G�B �6PD���������^4 µJ¶ S ¶Æ· l%> µÎÍ f%rkd@f Ð�µU¶Æ· ´ F ¶6µ 9XL ¼ FH? µ�µU¹1·Xµ >-] ¶ T ¶ º

∀x1, x2 ∈ Ú Û n x1 6= x2 ⇒ ∃u ∈ L∞([0, T ], Ú Û m) | yu(·, x1) 6= yu(·, x2)

Í�½H¼:¹8¶ E µ E ¼:¶ ´ ¹g½ º · P ¸Hµ x1 µ%· x2 ¶ ´ ¹o· Á|�KÀÄ�b���t�R�8�cý%�@�ÄÀ Ð dÌ ¸B· 9 µ > µ%¹o·\½ º · T ¶ º x1 µ%· x2 ¶ ´ ¹c·y½ º ¶Æ· º ¹ m ¸8¼ FH? µU¶w¶ ; º@? µ VBº ¶¯·Xµx¸8¹ E ´ ¹c· 9d8c? µJ·6µ ?{P ¸8µ? µO¶s· 9 ¼|»¯µ E · ´ º@9 µU¶ ´ F ¶Æµ 96L:7 µU¶
½ º�É�l%9 µ%¹o· d Ù µ > ¼R¹ ºQl%9 µ 7UP ¸ ºQL ¼ ? µ%¹o·6µ T ´ ¹ ] µ%¸B·�½ º@9 µ
∀x1, x2 ∈ Ú Û n ∀u ∈ L∞([0, T ], Ú Û m) yu(·, x1) = yu(·, x2) ⇒ x1 = x2,

��Ï{�OÏùTt? ¼ E ´ ¹H¹8¼ º ¶X¶6¼:¹ E µ^½Bµ ? ¼\· 9 ¼|»¯µ E · ´ º@9 µ ´ F ¶6µ 9XL:7 µ^½ 7 ·6µ 9X>-º ¹8µw½Bµ > ¼R¹ ºQl%9 µ^¸H¹ ºQL ´ P ¸Hµ?b; 7 ·I¼|· º ¹ º · º ¼ ?bd4 ; º ¹c· 7%9"L ·+½Bµ ? ¼^¹ ´ · º ´ ¹x½ ; ´ F ¶6µ 9XL ¼ FHº@?Qº · 7 µU¶Æ· ? µs¶6¸ ºQL ¼R¹o· d|�tº ´ ¹ E ´ ¹8¶ º ½ l%9 µ ? µs¶ S ¶¯· l%> µE ´ >-> µy¸H¹Hµ F ´ âK·6µ\¹ ´ ºQ9 µ ZN? ¼ P ¸8µ ?Q? µ ´ ¹g¼ ]8]H?@ºKP ¸Hµy¸H¹Hµ\µ%¹o· 9X7 µÎÍ �X�R�8�z���R�@�%TM���R�a�B� Ð u(t) TµW·#½Bµ ? ¼ P ¸Hµ ?@? µ 7%> µ 9Xm µ1¸8¹Hµg¶ ´ 9 · º µ�Í �:ýWÀW�%� 9 �:ý%�@�%Tw�|�B���a�B� Ð y(t) T+? ¼ ]H9 ´ ]H9Xº@7 · 7 ½ ; L · 9 µ
i:iRq
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½ º ¶Æ· º ¹ m ¸8¼ FH? µ�¶ º@m ¹ º�Ê µ ? ¼ ] ´ ¶X¶ º@FHºQ?Qº · 7 ½Bµ�½ º�É�7%9 µ%¹o· º µ 9#] ¼ 9 ½BµU¶#µ VB]a7%9Xº µU¹ E µO¶Î½Bµ�· So] µµ%¹c· 967 µ A ¶ ´ 9 · º µ d� ¹-µO¶¯·[¼R¸8¶X¶ ºH> ´ · ºQL:7�] ¼ 9G? ¼J¶¯·I¼ FHºQ?@º ¶X¼|· º ´ ¹ d|n ¹Îµ É µW· T ´ ¹Î¼ L ¸ E ´ >-> µU¹c·[¶Æ·X¼ F8º@?Qº ¶Æµ 9¸H¹#¶ S ¶Æ· lU> µ ] ¼ 9G9 µ%· ´ ¸ 9 ½ ; 7 ·X¼R· d � 9Gº@?k] µ%¸B·s¶ ; ¼ L:7%9 µ 9GE ´ 5B·6µU¸ V ½Bµ > µU¶6¸ 9 µ 9G?z; 7 ·X¼|· E ´ >NA]H? µ%·s½ ; ¸H¹¾¶ S ¶¯· l%> µ d � ¹ ] µU¸B·s¼ ? ´ 9 ¶G¶6µ^½Bµ > ¼R¹8½Bµ 9 ¶ ºk? ¼ E ´ ¹8¹8¼ º ¶6¶X¼R¹ E µ ] ¼ 9 · º µ ?Q? µ^½Hµ E µW·7 ·X¼R· ] µ 9X> µW·s½Bµ 9 µ E ´ ¹8¶¯· º ·6¸Hµ 9�?z; 7 ·X¼R· E ´ >N]H? µW·wÍ ER; µU¶Æ· ? ¼ ]H9 ´ ]H9XºQ7 · 7 ½ ;��:ýWÀ%�W� 9 �:ý%��������¿ Ð T µW·½Bµ�¶Æ·X¼ FHº@?Qº ¶Æµ 9+? µ�¶ S ¶Æ· l%> µ
µ%¹o· º µ 9�`:ER; µU¶Æ· ? ¼ ÀÄ�D�cý%�K���KÀW�R�b���R�x�H�R�Y�6�W���|�B�^ÁMÂ ¿%�D�R�{ÁRc|���|ÝN���W�8�%T´ ¸ ÀÃc|�8��`HþWÀ%�J�6¿z�:�B�@�R�D�%�B�ÄÃÆ�:ýWÀ%�W� 9 �|���%�B�ÄdSUT ?6GIVRW��X�q��P��H�I�H�I� Å��JÀÃc}ÀÄ�Dþ%ÝÎ�Þ�A±eøkÏ³±&�g�ÄÀÄ�
�cýÄÀ%�%� 9 �cýW�Q�b���%�_���%ÝY�aÀ T �W�8�%�@�I�|���W�8�Q�ÀI�[�W��À%�W�B�Q�WÝÎ�%�8�GÀÄ�

�6�|�t�










C
CAÏÏÏ

CAn−1











= n.

_)¿%ÝÎ�|�HÀÄ�z�6�|�z���|�aÏ1~ ¼ º ¶ ´ ¹8¶[¸H¹Hµ\½ 7%> ´ ¹k¶¯· 9 ¼R· º ´ ¹1½ º@9 µ E ·6µy½Bµ E µ�· 5H7 ´ 9Xl%> µ d � ¹ > ´ ¹c· 9 µ½ ; ¼ F ´ 9 ½ ? µ ? µ >-> µ e ´ ¹8½H¼ > µU¹c·I¼ ? ¶6¸ ºQL ¼:¹c· d�)���X��� �6PD��������� Å��NÀÃc}ÀI��þ%Ý-�L�A±eøkÏ³±h���WÀÄ�^�:ýWÀW�%� 9 �:ý%�@�¾�%�p�D�%Ý^�kÀ T ÀÄ�
�%�
À%�%�B�@�WÝÎ�%�8�ÀI� \ �H�R�B�\�@�JÀÃc}ÀI��þ%Ý-�)�cýÄÀ%�%� 9 ¿ ẋ = Ax \ y = Cx \ x(0) = x0
\ �R���

x0 6= 0 ⇒ y(·) 6≡ 0
ÀI�B�

[0, T ].

� �6�W� 9 �NÁ|���@�WÝNÝÎ�UÏ 4 µy¶ S ¶¯· l%> µNÍ f%rkd@f ÐGµU¶Æ· ´ F ¶6µ 9XL ¼ FH? µYµU¹¾·6µ >N] ¶ T ¶ º µW·�¶6µ%¸ ? µ > µU¹c·¶ º
(

x1 6= x2 ⇒ ∃u ∈ L∞([0, T ], Ú Û m) | yu(·, x1) 6= yu(·, x2) ¶6¸ 9 [0, T ]
)

⇐⇒

(

x1 6= x2 ⇒ ∃u ∈ L∞([0, T ], Ú Û m) ∃t ∈ [0, T ] |

CetAx1 + CetA

∫ t

0

e−sABu(s)ds 6= CetAx2 + CetA

∫ t

0

e−sABu(s)ds
)

⇐⇒
(

x0 = x1 − x2 6= 0 ⇒ ∃t ∈ [0, T ] | CetAx0 6= 0
)

⇐⇒
(

x0 6= 0 ⇒ y(·) 6≡ 0 ¶Æ¸ 9 [0, T ]
] ´ ¸ 9
? µJ¶ S ¶Æ· l%> µ ẋ = Ax, y = Cx, x(0) = x0

)

� ¹/µU¶Æ· > ¼ º ¹o·6µU¹8¼R¹o·�µU¹ > µU¶6¸ 9 µy½Hµ > ´ ¹o· 9 µ 9�? µy· 587 ´ 9Xl%> µ d�tº Í f%rkd@f Ð�¹ ; µU¶Æ· ] ¼:¶ ´ F ¶Æµ 96L ¼ FH? µ�µU¹1·6µ >-] ¶ T T ¼ ? ´ 9 ¶
∃x0 6= 0 | ∀t ∈ [0, T ] y(t) = 0,��Ï{�OÏ

∀t ∈ [0, T ] CetAx0 = 0.Ù ; ´ �MTH] ¼ 9 ½ 7%9XºQL ¼|· º ´ ¹8¶
¶6¸ E µU¶X¶ º@L µO¶ T µW·Yµ%¹ ]H9 µU¹8¼R¹o· t = 0
T

Cx0 = CAx0 = · · · = CAn−1x0 = 0,
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C
CAddd

CAn−1











x0 = 0, µW·^½ ´ ¹ E 9 ¼R¹ m










C
CAddd

CAn−1











< n.

Û 7UE%º@]H9 ´ P ¸Hµ > µU¹c· T ¶ ºM? µ 9 ¼R¹ m ½Hµ E µW·6·6µ > ¼|· 9XºQE µ\µU¶Æ·^¶Æ· 9XºKE ·6µ > µ%¹c· º ¹ eÿ7U96º µ%¸ 9�Z n T ¼ ? ´ 9 ¶º@? µ Vtº ¶Æ·6µ x0 6= 0 ·6µ ?�P ¸Hµ
Cx0 = CAx0 = · · · = CAn−1x0 = 0,

µW·^½ ´ ¹ Ew] ¼ 9�? µw· 5H7 ´ 96lU> µ\½ ; = ¼ >-º@? · ´ ¹ A � ¼ St? µ S:T
∀t ∈ Ú Û CetAx0 = 0,

µW· ] ¼ 9YE ´ ¹8¶ 7UP ¸HµU¹c· ? µ\¶ S ¶Æ· lU> µÎÍ f%rkd@f Ð�¹ ; µO¶¯· ] ¼:¶ ´ F ¶6µ 9XL ¼ F8? µ d
Ü �WÝÎ�|�6�%�8�gfUr8dQf:dQfoÏ õ ´ ¸ 9 ¸H¹u¶ S ¶Æ· l%> µ ?Qº ¹ 7 ¼ º@9 µx¼:¸B· ´ ¹ ´ > µ Tk?z; ´ F ¶6µ 9XL ¼ FHº@?Qº · 7 ¼ ?Qº µU¸�µU¹·6µ >-] ¶ P ¸8µ ?KE ´ ¹ P ¸Hµ\¶ º µ ?@? µ\¼ ?Qº µ%¸/µU¹1·Xµ >-] ¶ T dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�#f%rkd@fcd ikÏ 4 ¼x¹ ´ · º ´ ¹1½ ; ´ F ¶Æµ 96L ¼ FHºQ?@º · 7�] ´ ¸ 9 ¸8¹/¶ S ¶Æ· l%> µ ?Qº ¹ 7 ¼ º@9 µw¼R¸B· ´ ¹ ´ > µ¹Hµ\½ 7%] µ%¹k½ ] ¼:¶�½Bµ ? ¼ > ¼R· 9XºQE µ B dÜ �WÝÎ�|�6�%�8�1f%r8dQf:d qkÏ � ¹g¼

9 ¼R¹ m










C
CAddd

CAn−1











= n ⇔ 9 ¼R¹ m (CT ATCT · · · An−1T
CT
)

= n,

µW· ] ¼ 9wE ´ ¹k¶ 7OP ¸8µ%¹c· T3�@�)ÀÃc}ÀÄ�Dþ%ÝÎ� ẋ = Ax + Bu, y = Cx
�WÀÄ�Y�cýÄÀ%�%� 9 �cýW�@�-ÀÄ�
�%�sÀ%�W�B�Q�WÃÝ-�%�8��ÀÄ�Y�@�¾ÀÃc}ÀÄ�Dþ%ÝÎ�

ẋ = ATx + CTu
�WÀÄ�\�X�R�8�z�M�|�@�cýW�@�%d � ; µO¶¯· ? ¼ Á|�8�R� ����¿g�I�|�8�z�M�|�Q�|ÃýW��� ����¿Qù��:ýWÀ%�%� 9 �cýW�ÿ� �ÿ�D¿%d � µ e ¼ º · T · 96l ¶ ºQ>-] ´ 9 ·X¼:¹c· Ta] µ 96> µ%·y½Bµx· 9 ¼:¹8¶ eÿ7%9 µ 9 ¼:¸ V ¶ S ¶Æ· l%> µU¶´ F ¶6µ 9XL:7 ¶[· ´ ¸8¶ ? µU¶ 967 ¶Æ¸ ? ·I¼|·X¶ 7 ·I¼ FH?Qº ¶�¶6¸ 9�? µU¶�¶ S ¶¯· l%> µU¶ E ´ ¹c· 9d8c?@7 ¶ d� ¹-¼R¸ 9 ¼ º · ] ¸ ]H9 ´ ¸ L µ 9+E µW·6·6µ 7UP ¸ ºQL ¼ ? µ%¹ E µ
½ ºQ9 µ E ·Xµ > µ%¹c·Gµ%¹-¸B· ºQ?@º ¶X¼R¹c· ?z; ¼ ]H]H?QºQE ¼|· º ´ ¹µ%¹c· 967 µ A ¶ ´ 9 · º µ T µ%·Nµ%¹ 9 µ > ¼ 9IP ¸8¼R¹o· P ¸ ; ¸H¹Hµ/¼ ]H]H?QºQE ¼|· º ´ ¹ ?Qº ¹ 7 ¼ º@9 µ E : L2 → Ú Û n µU¶Æ·¶Æ¸ 9 »¯µ E · ºQL µ\¶ º µ%·Y¶6µ%¸ ? µ > µU¹c·^¶ º<?z; ¼ ]H]H?QºQE ¼|· º ´ ¹/¼:½|» ´ º ¹c·6µ E∗ : Ú Û n → L2 µO¶¯· º ¹|»¯µ E · º@L µ d

¾ GIVRGI�H����C�VR�v�6PD�����'&�� Å3�
Àac}ÀÄ��þWÝÎ�W�A±eøkÏ³±h�J�WÀÄ�3�:ýWÀ%�W� 9 �cýW�@�w�%�Î�D�%Ý^�kÀ T ÀÄ�<�%�<À%�%�B�@�WÝÎ�%�8�ÀI�G�@�#Ý-�R�b�Ä���I�
O(T ) =

∫ T

0

e−sAT

CTCe−sAds

�ÄÀÄ�[��� 9 �%�IÀI��ý%�@�OÏ>@?6A�BDC�EFC�G�B �6PD������� Í �tºQ>NºQ?Qº ·X¸8½Bµ}Ð �\4 µU¶�¶ S ¶¯· l%> µU¶
{

ẋ1 = A1x1 +B1u1

y1 = C1x1

µW·
{

ẋ2 = A2x2 +B2u2

y2 = C2x2
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¶ ´ ¹c·Y½ º ·X¶ À%�%Ý-ý%�@�cýW�Q�ÄÀ ¶ ; ºQ? µ VBº ¶Æ·6µy¸H¹8µ > ¼R· 9XºQE µ P ∈ GLn( Ú Û ) ·Xµ ?Q? µ P ¸Hµ

A2 = PA1P
−1, B2 = PB2, C2 = C1P

−1

ÍÿµW·�½H¼R¹8¶ E µ E ¼:¶ ´ ¹g¼ x2 = Px1, u2 = u1, y2 = y1 Ð d��VRGx�)GIè�C�EFC�G�B �6PD�����QPD�bÀ �R�B��ÀÃc}ÀÄ�Dþ%ÝÎ�
ẋ = Ax+Bu \ y = Cx \ �WÀÄ��À%�%Ý-ý%�@�:ý%�@�£�Î�B�Àac}ÀÄ��þWÝÎ�

˙̄x = Āx̄+ B̄u \ y = C̄x̄ \ � 9 �X�
Ā =

(

Ā1 0
Ā2 Ā3

)

, C̄ = (C̄1 0),

��Ï{�OÏ










˙̄x1 = Ā1x̄1 + B̄1u

˙̄x2 = Ā2x̄1 + Ā3x̄2 + B̄2u
�H�|�Ä�z���x���|���:ýWÀ%�W� 9 �:ý%�@�

y1 = C̄1x̄1�W�[�@�y�H�R���6�
(Ā1, C̄1)

�ÄÀÄ�
�:ýWÀ%�W� 9 �:ý%�@�OÏ_)¿%ÝÎ�|�HÀÄ�z�6�|�z���|�aÏ Ú ? ¶6¸Bß-·^½ ; ¼ ]H]H?QºKP ¸8µ 9�? µ 967 ¶Æ¸ ? ·I¼|· L ¸/µ%¹ E ´ ¹c· 9d8c? ¼ FHºQ?@º · 7 ¼:¸/¶ S ¶¯· l%> µ
ẋ = ATx+ CTu

d
>@?6A�BDC�EFCHGIBê��P��H�I��&��yÙ ¼R¹8¶ E µW·6·6µÎ½ 7UE ´ >-] ´ ¶ º · º ´ ¹ Ta? µU¶ L ¼ ? µ%¸ 9 ¶ ]H9 ´ ]H9 µU¶w½Bµ Ā3 ¶ ´ ¹o·¼ ]H] µ ?@7 µU¶ ÝÎ�UÁ:�WÀ\���6�X�a�6�WÀ1�K���:ýWÀ%�W� 9 �:ý%�@�WÀ ½Bµ A T µW· ? µU¶ L ¼ ? µU¸ 9 ¶ ]H9 ´ ]H9 µU¶J½Bµ Ā1 ¶ ´ ¹o·½ º ·XµU¶ ÝÎ�UÁ:�WÀ
�a�6�X���6�ÄÀ)�cýÄÀ%�%� 9 �cýW�Q�ÄÀ ½Hµ A d
��VRGx�)GIè�C�EFC�G�Bê�6PD�����Á· Í ~ ´ 96> µ-½Bµ ¡s9 ¸H¹ ´ L ¶ � ºzT�E ¼c¶ p = 1 Ð � _N�|�8À)�@�1�X�|À p = 1 \ �@�Àac}ÀÄ��þWÝÎ�

ẋ = Ax+Bu \ y = Cx \ �ÄÀÄ�
�:ýWÀW�%� 9 �:ý%�@�xÀI���%�GÀ%�W�B�Q�WÝÎ�W�k�GÀBÂ ���ù�WÀI��ÀW�%ÝÎýW�Q�:ý%�@��|�gÀac}ÀÄ��þWÝÎ�
ẋ1 = A1x1 +B1u

\ y = C1x1
\ � 9 �I�

A1 =

















0 · · · 0 −an

1 0

0

Ï Ï Ï Ï Ï Ï ÏÏÏÏÏÏ Ï Ï Ï
0

0 · · · 0 1 −a1

















, C1 = (0 · · · 0 1).

�
��6VRefCHef����PD������� ÍbÛ�µU¶X¶ ´ 9 ·ÄÐ �w4 µJ¶ S ¶Æ· lU> µ mẍ+ kx = u µU¶Æ· ADºQ? ´ F ¶Æµ 96L ¼ FH? µ	 ¼ L µ E y = x â	 ¼ L µ E y = ẋ â�
��6VRefCHef����PD������� Í Ì > ´ 9 · º ¶X¶ÆµU¸ 9 ¶�½ ; ¸8¹Hµ L ´ º ·6¸ 9 µOÐ �w4 µ\¶ S ¶¯· l%> µ
{

ẍ1 = −k1x1 − d1ẋ1 + l1u,

ẍ2 = −k2x2 − d2ẋ2 + l2u.

µU¶Æ· ADº@? ´ F ¶6µ 9XL ¼ FH? µ	 ¼ L µ E y1 = x1, y2 = x2
â



ÎT÷H¨ öH¨/÷M¤k¡^³s£¯®M£Æ÷H¡Y¤ù£%ª
° ¢<¡�¥í¥�¦�¤�ªNøù¥í«/¬ ©�¤k¡Y¤ ÷�¤8¡Y¤ù£È�Nø3¦ icicv
	 ¼ L µ E y = x1

â	 ¼ L µ E y1 = x1, y2 = ẋ2
â�
��6VRefCHef�m��PD�����'&��\4 µ ] µ%¹k½B¸ ? µ º ¹ L µ 9 ¶ 7-?@º ¹ 7 ¼ 96º ¶ 7 Í EWe µ V µ >-]H? µ �Hd iHd@f Ð^µU¶Æ· ADº@? ´ F ¶Æµ 96AL ¼ F8? µ	 ¼ L µ E y = ξ â	 ¼ L µ E y = θ â	 ¼ L µ E y1 = θ, y2 = θ̇ â

$Vô¾"XÑ ÒN( n*y 2 Ó 2WÔ n (32 * ' {%n Â Â Õ ( *x. Â ,qp Øs( n ( ÔM( n (32 l ./Õ
� ¹ ] µ%¸B·\¶ÆµN½Bµ > ¼:¹8½Bµ 9 ¶ ºbTa7 ·X¼:¹c·y½ ´ ¹H¹ 7 ¸H¹u¶ S ¶¯· l%> µ E ´ ¹o· 9"8:? ¼ FH? µJµ%· ´ F ¶Æµ 9XL ¼ FH? µ

ẋ = Ax + Bu
T
y = Cx

T3ºQ? µ VBº ¶Æ·6µ¾¸H¹ e µUµU½ F ¼ E � u = Ky ¶¯·I¼ FHºQ?Qº ¶X¼R¹o· ? µ1¶ S ¶Æ· l%> µ T��Ï{�OÏ ¶ ºM? ¼ > ¼|· 96ºKE µ A+BKC µO¶¯· = ¸ 9 É º ·d! d4 ¼ 9X7%] ´ ¹8¶6µwµU¶Æ· ð £ ðJd õ ´ ¸ 9Y? µ L ´ ºQ9OTBE ´ ¹8¶ º ½ 7U9 ´ ¹8¶ ? µO¶ > ¼|· 96ºKE µO¶
A =

(

0 1
0 0

)

, B =

(

0
1

)

, C = (1 0).

4 µ-¶ S ¶¯· l%> µ ẋ = Ax + Bu
T
y = Cx

T µO¶¯·y· 9Xº@Ltº ¼ ? µ > µ%¹o· E ´ ¹o· 9"8:? ¼ FH? µxµ%· ´ F ¶6µ 9XL ¼ F8? µ dõ ´ ¸ 9 ·I¼R¹c· TH] ´ ¸ 9 · ´ ¸B·6µ > ¼|· 96ºKE µ\¶ E ¼ ? ¼ ºQ9 µ K = (k)
TH? ¼ > ¼R· 9XºQE µ

A+BKC =

(

0 1
k 0

)

¹ ; µO¶¯· ] ¼c¶ = ¸ 9 É º ·d! dn ¹ E ´ ¹ EW? ¸8¶ º ´ ¹ T ¸H¹ e µ%µO½ F ¼ E � ] ¼ 939 µ%· ´ ¸ 9 ½ ; 7 ·X¼R·+¶¯·I¼|· ºQP ¸Hµ[¹Hµs¶Æ¸HßN· ] ¼:¶3µ%¹ m:7 ¹ 7%9 ¼ ?zd� ; µO¶¯· ] ´ ¸ 9XP ¸ ´ ºbT ½H¼R¹k¶ ? ¼/¶6¸ º ·Xµ T ´ ¹ L ¼ L ´ º@9\E ´ >-> µ%¹c· E ´ ¹8¶Æ· 9 ¸ ºQ9 µ)¸8¹ 9 µ%· ´ ¸ 9 ½ ; 7 ·I¼|·½ S ¹8¼ >-ºKP ¸8µ d
$Vô¾"ji ú y Ô Õ Â Ö�n ( Õ�. Â n Ô^¹ t¾{ ( * (32Èl ./Õ ,/Õüûp.1Õ ' yuÕ Â�« Õ Âç GIEFC�����E�C�G�B_Ú ¶Æ¸ ]H] ´ ¶ ´ ¹8¶ P ¸8µ ? µx¶ S ¶Æ· lU> µ ẋ = Ax+ Bu

T
y = Cx

T ¶ ´ º · ´ F ¶Æµ 9ÆAL ¼ F8? µ d 4 µ F ¸H·3µU¶Æ·3½Bµ E ´ ¹k¶¯· 9 ¸ ºQ9 µ+¸8¹ �cýÄÀ%�%� 9 �R�D�%�B�
�}ÀÃc|Ý^�a���|�z�ÿ�%�8� x̂(·) ½Hµ x(·) Tc��Ï{�OÏ ¸8¹Hµe ´ ¹ E · º ´ ¹-½ S ¹8¼ >-ºKP ¸Hµ x̂(·) ½Bµ ?z; ´ F ¶Æµ 96L ¼ FH? µ y(·) T ·6µ ?Q? µ P ¸Hµ x̂(t)−x(t) −→
t→+∞

0
d 4 ; º ½ 7 µ

µU¶Æ·)½Bµ E ´ ]Hº µ 9J? ¼�½ S ¹8¼ >NºKP ¸Hµ¾½B¸Ç¶ S ¶Æ· lU> µ ´ F ¶Æµ 9XL:7 µ%·)½ ; S ¼|» ´ ¸H·6µ 9 ¸H¹ E ´ 969 µ E · º@e µU¹·6µ%¹k¼R¹c· E ´ >-] ·6µJ½Bµ ?b; 7UE ¼ 9 ·
µU¹c· 9 µ ? ¼ ]H9X7 ½ ºKE · º ´ ¹/µW· ? ¼ 967 ¼ ?Qº · 7:d>@?6A�BDC�EFC�G�B ��P���&��H�I��� ¹ �cýÄÀ%�%� 9 �|���W�B�)�}ÀÃc|Ý^�a���|�z���W�8� Í ´ ¸ �:ýWÀW�%� 9 �|���W�B�)Á:�\Å+�8�%�aýI�W�ÄÃ�c�%� Ð x̂(·) ½Bµ x(·) µU¶Æ·�¸8¹HµJ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹/½ ; ¸H¹�¶ S ¶¯· l%> µ\½B¸/· St] µ
˙̂x(t) = Ax̂(t) +Bu(t) + L(Cx̂(t) − y(t)),

´ � L ∈ Mn,p( Ú Û ) µO¶¯·^¼ ]H] µ ?@7 µ Ý-�R�b�Ä���I�NÁ:�w�o�|���8T ·Xµ ?Q? µ P ¸Hµ
∀x(0), x̂(0) ∈ Ú Û n x̂(t) − x(t) −→

t→+∞
0.



i:iRh �+ �¡Y¢G£%¤+¥�¦ Î:÷H¨�ª
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®M¦
Ü �WÝÎ�|�6�%�8��f%rkd q8d@ftÏ Ú�¹c· 9 ´ ½H¸ º ¶ ´ ¹k¶ e(t) = x̂(t) − x(t)

T3?b; µ 9X9 µ%¸ 9 µ%¹c· 9 µ ? ¼ ]H967 ½ ºKE · º ´ ¹
x̂(·) µW· ?z; 7 ·X¼|· 9X7 µ ? x(·) d � ¹g¼

ė(t) = (A+ LC)e(t),

µW·Y½ ´ ¹ E e(t) −→
t→+∞

0
] ´ ¸ 9 · ´ ¸H·6µ L ¼ ? µ%¸ 9sº ¹ º · º ¼ ? µ e(0) ¶ º µW·Y¶6µ%¸ ? µ > µU¹c·Y¶ º�? ¼ > ¼|· 9XºKE µ

A + LC µO¶¯· = ¸ 9 É º ·"! d � ´ ¹k¶¯· 9 ¸ ºQ9 µ-¸8¹ ´ F ¶Æµ 96L ¼|·6µU¸ 9 ¼:¶ St>N] · ´ · ºKP ¸8µ 9 µ Ltº µU¹c·)½ ´ ¹ E#Z½ 7 ·Xµ 9X>Nº ¹Hµ 9 ¸H¹Hµ > ¼R· 9XºKE µ�½Bµ m ¼ º ¹ L ·6µ ?@? µ P ¸Hµ A + LC ¶ ´ º · = ¸ 9 É º ·d! d Ì º ¹k¶ ºzT ½Bµ> ¼:¹ ºQl%9 µy½B¸k¼ ? µ\¼R¸1· 5H7 ´ 96l%> µ\½Bµ ]H? ¼ E µ > µ%¹c·^½Bµ ]�8:? µU¶ T ´ ¹g¼ ? µ 9X7 ¶6¸ ? ·X¼|·Y¶6¸ ºQL ¼R¹o· dSUT ?6GIVRW��X�m��P���&��H� Í Û
5H7 ´ 96lU> µ¾½Bµ ]H? ¼ E µ > µU¹c·N½BµU¶ > ´ ½BµO¶ ]H9 ´ ]H9 µU¶x½Bµ ?b; ´ F ¶Æµ 9XL ¼ A·6µ%¸ 9 Ð �ZY ���@�J�8�|���6� (A,C)
�WÀÄ�Y�:ýWÀ%�W� 9 �:ý%�@� \ �R�@�|�IÀ)�@�)ÀÃc}ÀÄ�Dþ%ÝÎ�-�:ÁRÝ-�%���B�p�cýÄÀ%�%� 9 �R�D�%�B��}ÀÃc|ÝY���D�R�b���%�8�µ�D��Ï{�OÏ{�R�-�H�W�B�s�X�R�HÀÄ�z�Ä�B���6�y�B���yÝÎ�|�z�Ä���X�)Á:���c�R���HÀ

L
���W���Q�x�W�8�

A+LCÀW�R��� < �B�hÑ{����¤A�:Ï_)¿%ÝÎ�|�HÀÄ�z�6�|�z���|�aÏ 4 ¼ ] ¼ ºQ9 µ (AT, CT)
7 ·I¼R¹c· E ´ ¹o· 9"8:? ¼ FH? µ T ½ ; ¼ ]H9Xl ¶ ? µ¾· 5H7 ´ 9Xl%> µ1½Bµ]H? ¼ E µ > µU¹c·)½Bµ ]�8c? µO¶ ºQ? µ Vtº ¶Æ·6µ#¸H¹Hµ > ¼|· 9XºQE µ LT ·6µ ?@? µ P ¸Hµ ? ¼ > ¼|· 9XºQE µ AT + CTLT

¶ ´ º · = ¸ 9 É º ·"! d
$Vô¾"Qô Ò)( n*y 2 Ó 2WÔ n (32 * ' {on Â�Â Õ ( *J. Â , ¹Î' n1t 2 l .1Õ ,1Õ Ô * Â3(32 Õ
� ¹g¼ L ¸ E ´ >-> µ%¹c· E ´ ¹8¶Æ· 9 ¸ º@9 µ	 ¸H¹ 967Um ¸ ? ¼|·Xµ%¸ 9 Í e µUµU½ F ¼ E � Ð ] ´ ¸ 9 ¸H¹�¶ S ¶Æ· l%> µ E ´ ¹c· 9d8c? ¼ FH? µ T	 ¸H¹ ´ F ¶6µ 9XL ¼|·Xµ%¸ 9 ¼:¶ So>-] · ´ · ºQP ¸Hµ ] ´ ¸ 9 ¸8¹g¶ S ¶¯· l%> µ ´ F ¶6µ 9XL ¼ FH? µ dÚ ? ¶6µ >xFH? µ)¹8¼R·6¸ 9 µ ?zTa] ´ ¸ 9 ¸H¹�¶ S ¶Æ· l%> µ E ´ ¹c· 9d8c? ¼ FH? µxµW· ´ F ¶6µ 9XL ¼ F8? µ T ½Bµ E ´ ¹8¶Æ· 9 ¸ ºQ9 µx¸H¹967Um ¸ ? ¼|·Xµ%¸ 9 µ%¹ e ´ ¹ E · º ´ ¹g½Bµ ?b; ´ F ¶6µ 9XL ¼R·6µU¸ 9 ¼:¶ So>-] · ´ · ºQP ¸Hµy½Hµ ?b; 7 ·I¼|· `8ER; µU¶Æ· ?b; 7 ·I¼ ] µ\½BµÀac|�k�O`8þÄÀ%�x�6¿z�:�B�@�|���%�B�ÄÃÆ�:ýWÀW�%� 9 �|���W�B�td>@?6A�BDC�EFCHGIBJ��P��'P��H�I� � ¹u¼ ]8] µ ?Q? µ �W�I�XÁcýX�c�=ýuÁRc|���|ÝN���W�8�¾Ác�NÀ%�R�Ä�b���%T ´ ¸ �:ýWÀ%�W� 9 �|���W�B�WÃ�6¿z�:�B�@�|���%�B�ÄTB? µ e µUµU½ F ¼ E � u = Kx̂

T ´ �
˙̂x = Ax̂+Bu+ L(Cx̂− y).SUT ?6GIVRW��X�=��PD�QPD��� Í Û
5H7 ´ 96lU> µ�½BµY¶¯·I¼ FHºQ?@º ¶X¼|· º ´ ¹ ] ¼ 9{9 µ%· ´ ¸ 9 ½ S ¹8¼ >-ºKP ¸Hµ�½Bµ�¶ ´ 9 · º µOÐ �Y �s�@�NÀÃc}ÀÄ�Dþ%ÝÎ�

ẋ = Ax + Bu \ y = Cx \ �WÀI���X�R�8�z�M�|�@�cýW�Q�¾�%���:ýWÀW�%� 9 �:ý%�@� \ �|�@�R�IÀN���G�WÀÄ�ÀI���:ý%��� �KÀ%�:ý%�@�J�H�R�-�6�%���|�B�ÎÁ$c|�a�RÝ)���%�8�1Ác�ÎÀW�R�Ä�b��� \ ��ÏG�UÏ+�����Xüc�KÀI���¾Á:�WÀ-ÝÎ�|�z�Ä���X�WÀ#Ác�)�c�R���
K ∈ Mm,n(

[ Ü
)
�W�
L ∈ Mn,p(

[ Ü
)
�D�%���Q�ÄÀ/�%�8�1�@�WÀ¾ÝÎ�|�z�Ä���X�WÀ

A + BK
�%�
A + LCÀW�R���W�k� < �B�hÑ{���O¤ \ �W�
�R�@�|�IÀJ�@�JÀac}ÀÄ��þWÝÎ�)ýI�|�8�%�@¿

ẋ = Ax+BKx̂

˙̂x = (A+BK)x̂+ LC(x̂− x)�ÄÀÄ�
�}ÀÃc|Ý^�a���|�z���W�8�%Ý-�%�k��ÀÄ�D�cýW�Q�UÏ
_)¿%ÝÎ�|�HÀÄ�z�6�|�z���|�aÏ õ ´ ¶ ´ ¹8¶ e = x̂− x

d Ì ? ´ 9 ¶
d

dt

(

x
e

)

=

(

A+BK BK
0 A+ LC

)(

x
e

)

,



ÎT÷H¨ ÷H¨/÷M¤k¡^³s£¯®M£Æ÷H¡Y¤ù£%ª
° ¢<¡�¥í¥�¦�¤�ªNøù¥í«ÔG°^¡��£È�Nø�¦�«^¦�÷Mª
¥�¤ù£�¦ ici$#
µW·�½ ´ ¹ E\E µJ¶ S ¶¯· l%> µ\µU¶Æ·�¼:¶ St>N] · ´ · ºQP ¸Hµ > µ%¹c·�¶¯·I¼ FH? µJ¶ º µW·�¶6µ%¸ ? µ > µ%¹o·�¶ º�? µU¶ > ¼|· 9XºKE µU¶
A + BK µ%· A + LC ¶ ´ ¹c· = ¸ 9 É º ·d! TGE µ P ¸ º µO¶¯· ] ´ ¶6¶ ºQFH? µg¼ L µ E1? µU¶ ]89 ´ ]H96ºQ7 · 7 ¶-½BµE ´ ¹o· 9"8:? ¼ FHºQ?Qº · 7 µW·^½ ; ´ F ¶6µ 9XL ¼ FHºQ?@º · 7cd
>@?6A�BDC�EFC�G�BÆ�6PD�QPD�����y4 µO¶ L ¼ ? µ%¸ 9 ¶ ]H9 ´ ]89 µU¶y½Bµ A + BK ¶ ´ ¹c·J½ º ·XµU¶ ÝÎ�UÁc�ÄÀ����6�X���Æ�WÀÁ|� �6¿D�R�B�@�R�D�%�B�ÄT µ%· ? µU¶ L ¼ ? µU¸ 9 ¶ ]H9 ´ ]H9 µU¶-½Bµ A + LC ¶ ´ ¹c·#½ º ·XµU¶ Ý-�OÁ:�WÀ)�a�6�X���6�ÄÀ_Á:��ÆÂ �:ýWÀ%�W� 9 �|���%�B�Ädý � � �HC�eÍ��EFC�G�B¶¨J���JèÈE���  CH��CHèF��E�C�G�B ��G�ef���H� ���ÿþ B¶èe¿�èFEFW��X�4B GIB¶��CHBD?���C�VR�¼����VV¦�6E�G�þDV=�,¿�BD�x�XC���þ ���D��è�GxV¦EFCH���� ´ ¹8¶ º ½ 7%9 ´ ¹k¶ ? µJ¶ S ¶Æ· l%> µy¹ ´ ¹ ?@º ¹ 7 ¼ ºQ9 µ

ẋ(t) = f(x(t), u(t))

y(t) = g(x(t))� ´ º · (xe, ue) ¸8¹ ] ´ º ¹o·-½ ; 7UP ¸ ºQ?Qº@FH9 µ T
�ÿÏG�OÏ f(xe, ue) = 0
d 4 µg¶ S ¶Æ· l%> µ ?Qº ¹ 7 ¼ 9Xº ¶ 7 µ%¹

(xe, ue) ¶ ; 7OEW9Xº ·
δẋ(t) = Aδx(t) +Bδu(t)

δy(t) = Cδx(t)

¼ L µ E
A =

∂f

∂x
(xe, ue), B =

∂f

∂u
(xe, ue), C =

∂g

∂x
(xe).Ù ; ¼ ]H9Xl ¶ ? µw· 5H7 ´ 96lU> µy½Hµ ?Qº ¹ 7 ¼ 9Xº ¶6¼R· º ´ ¹ T ´ ¹ ´ F · º µ%¹o· ? µ 967 ¶Æ¸ ? ·I¼|·Y¶Æ¸ º@L ¼R¹c· dSUT ?�GIVRW��X�í�6PD�QPD�����ÚY �s�Q�-Àac}ÀÄ��þWÝÎ�Î� ���a¿I�|�Ä�KÀ%¿1�WÀI�w�X�R�8�z���R�@�:ý%�@�1�%���cýÄÀ%�%� 9 �cýW�Q� \ �|�@�R�IÀ�����Xüc�KÀÄ�D�yÁc�ÄÀ�Ý-�R�b�Ä���I�ÄÀyÁ:���o�|���8À

K
�%�
L
�D�%���@�WÀw�%�8���@�WÀYÝÎ�|�z�Ä���I�ÄÀ

A+BK
�%�
A+LCÀW�R���W�k� < �B�hÑ{���O¤ \ �W�
�R�@�|�IÀJ�@�N�X�R�8�z���R�@� u = ue +Kδx̂ \ �$]

δ ˙̂x = (A+BK + LC)δx̂− L(y − g(xe)),ÀI���:ý%��� �KÀ%�)�@�U�I�|�@�%ÝÎ�W�k�s�@�JÀÃc}ÀÄ�Dþ%Ý-�N�|� 9 �R�KÀI�����%�o�-ÁR�)�8�|���8��Á�Â ¿X�%�B��� ��ý%�6� (xe, ue)
Ï�
��6VRefCHef�@�6PD�QPD��� Í õ 9 ´ F8?@lU> µs½ ; µ V ¼ > µ%¹kÐ � � ¹ E ´ ¹8¶ º ½ lU9 µ�¸H¹ >-7U? ¼:¹ m µ%¸ 9 ½H¼R¹8¶ ? µ P ¸Hµ ?¼ 9X96ºQL µ%¹o·�¸H¹ >MLU> µ ]H9 ´ ½B¸ º · To] ¼ 9 ½BµU¸ V µ%¹c· 967 µU¶[½ º@É�7%9 µ%¹c·XµU¶ T ¼ L µ E ½BµU¶ E ´ ¹ E µU¹c· 9 ¼|· º ´ ¹8¶9 µO¶ ] µ E · ºQL µU¶ c1 µ%· c2 Í E ´ ¹8¶Æ·I¼R¹c·XµU¶IÐ T µW·�½BµO¶
½ 7%FHº ·X¶ u1(t) µ%· u2(t)

d 4 µ L ´ ? ¸ > µy½H¼R¹8¶ ? µ>N7U? ¼:¹ m µU¸ 9 µU¶Æ·^¹ ´ · 7 V (t) µ%· ? ¼ E ´ ¹ E µU¹c· 9 ¼|· º ´ ¹g½B¸ ]89 ´ ½B¸ º · c(t) d 4 µx½ 7%FHº ·�µ%¹�¶ ´ 9 · º µµU¶Æ· d(t) = γ
√

V (t)
T ´ � γ µU¶Æ·Y¸H¹Hµ E ´ ¹k¶¯·I¼R¹c·Xµ d 4 µU¶ E ´ ¹o· 9"8:? µU¶
¶ ´ ¹c· u1(t) µW· u2(t)

d
fcd õ ¼ 9 ¸H¹ FHº@? ¼R¹ L ´ ? ¸ > µ AD> ¼R· ºQl%9 µ Tt7 ·X¼ FH?@ºQ9YP ¸Hµ











d

dt
V (t) = u1(t) + u2(t) − d(t),

d

dt
(c(t)V (t)) = c1u1(t) + c2u2(t) − c(t)d(t),

] ¸ º ¶ P ¸8µ










V̇ (t) = u1(t) + u2(t) − γ
√

V (t),

ċ(t) =
1

V (t)
((c1 − c(t))u1(t) + (c2 − c(t))u2(t)) .
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4 µ F ¸B·wµU¶Æ·w½Hµ)¶Æ·X¼ F8º@?Qº ¶Æµ 9^? µN¶ S ¶Æ· lU> µ Z ½HµU¶�½ 7%FHº ·X¶ E ´ ¹8¶Æ·X¼:¹c·X¶^µ%¹_µ%¹o· 9X7 µxµW·wµU¹¶ ´ 9 · º µ TkZ ¸H¹Hµ E ´ ¹ E µ%¹o· 9 ¼|· º ´ ¹ E ´ ¹8¶Æ·X¼:¹c·Xµxµ%¹u¶ ´ 9 · º µ T µ%· Z ¸8¹ L ´ ? ¸ > µ E ´ ¹k¶¯·I¼R¹c· T��Ï{�OÏ ´ ¹ L µ%¸B· P ¸Hµ TB? ´ 9 ¶ P ¸Hµ t ·Xµ%¹8½ L µ 9 ¶ +∞ T

u1(t) → u0
1, u2(t) → u0

2, d(t) → d0, c(t) → c0, V (t) → V 0.

iHd Í�¼oÐ � ´ ¹c· 9 µ 9YP ¸Hµ
{

u0
1 + u0

2 = d0 = γ
√
V 0,

c1u
0
1 + c2u

0
2 = c0d0 = γc0

√
V 0.

Í F Ð � ´ ¹c· 9 µ 9^P ¸Hµ ? µx¶ S ¶¯· l%> µ ?Qº ¹ 7 ¼ 96º ¶ 7 ¼R¸ ] ´ º ¹c·w½ ; 7UP ¸ ºQ?@ºQFH9 µ (V 0, c0, u0
1, u

0
2)µU¶Æ·Y½ ´ ¹H¹ 7\] ¼ 9�? µU¶ > ¼R· 9XºQE µU¶

A =

(

α 0
0 2α

)

, B =

(

1 1
β1 β2

)

,

¼ L µ E α = − γ

2
√
V 0

T
β1 =

c1 − c0

V 0
µW· β2 =

c2 − c0

V 0

d
Í E Ð � ´ ¹c· 9 µ 9YP ¸Hµ E µ\¶ S ¶Æ· lU> µ ?@º ¹ 7 ¼ 96º ¶ 7 µU¶Æ· E ´ ¹c· 9d8c? ¼ FH? µ d
Íb½8Ð � ¹ ] ´ ¶6µ X =

(

V
c

) d�n ¹ ´ ¹ E µ 9 µ%·\½ 7%> ´ ¹o· 9 µ 9 ¸8¹Hµ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹u¶6¸Bß#¶X¼R¹c·Xµ
¶6¸ 9 K =

(

k1 k2

k3 k4

) ] ´ ¸ 9�P ¸Hµ ? µ)¶ S ¶¯· l%> µ F ´ ¸ EW?Q7x] ¼ 9�? µ e µ%µU½ F ¼ E � u =

KX ¶ ´ º · ? ´ E ¼ ? µ > µU¹c·{¼:¶ So>-] · ´ · ºQP ¸Hµ > µU¹c·{¶Æ·X¼ F8? µsµ%¹ E µ ] ´ º ¹c·{½ ; 7UP ¸ ºQ?Qº@FH9 µ d
Í�µOÐ � ´ ¹k¶¯· 9 ¸ ºQ9 µw¸H¹1·Xµ ?<e µUµU½ F ¼ E � ]H? ¼fÜU¼R¹c· ? µU¶ ]�8:? µU¶
µ%¹ −1

d
q8d � ¹ ´ F ¶6µ 9XL µwµ%¹�¶ ´ 9 · º µ ? ¼ P ¸8¼:¹c· º · 7 y(t) = c(t)V (t)

d
Í�¼oÐ n�E%96ºQ9 µ ? µ\¶ S ¶¯· l%> µ ?Qº ¹ 7 ¼ 9Xº ¶ 7 ´ F ¶Æµ 96L:7 ¼:¸ ] ´ º ¹c·^½ ; 7UP ¸ ºQ?@ºQFH9 µ ]H9X7UEW7 ½Bµ%¹o· T µW·> ´ ¹o· 9 µ 9�P ¸ ; ºQ? µU¶Æ· ´ F ¶Æµ 96L ¼ FH? µ d
Í F Ð n{VB]H?QºQP ¸Hµ 9 ¶ ´ º@m ¹Hµ%¸8¶6µ > µU¹c· E ´ >N> µU¹c·\µ É µ E ·6¸Hµ 9 ¸H¹HµÎ¶Æ·X¼ FHº@?Qº ¶6¼R· º ´ ¹ ? ´ E ¼ ? µµ%¹ E µ ] ´ º ¹c· ] ¼ 9ù9 µ%· ´ ¸ 9 ½ ; 7 ·I¼|·+½ S ¹k¼ >-ºQP ¸Hµ T µ%¹x¸H· ºQ?@º ¶X¼R¹c· ?z; ´ F ¶Æµ 96L ¼ FH? µ ]H9X7WAEW7 ½Bµ%¹o·6µ d � ¹u½ ´ ¹H¹Hµ 9 ¼¾¹ ´ ·I¼ >-> µ%¹c·\½BµO¶ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹k¶�¹ 7UE µU¶X¶6¼ º@9 µU¶^µW·\¶6¸Bß A¶X¼R¹c·XµU¶�¶6¸ 9�? µU¶ > ¼R· 9XºQE µU¶�½Bµ m ¼ º ¹/¼c¶6¶6¸ 9 ¼R¹c· ? ¼-¶¯·I¼ FHºQ?Qº ¶X¼|· º ´ ¹ d�
��6VRefCHef�4�6PD�QPD��� Í õ 9 ´ FH?@lU> µ#½ ; µ V ¼ > µU¹kÐ � � ¹ E ´ ¹k¶ º ½ l%9 µ-¸H¹Ç¶ S ¶¯· l%> µ >-7UE ¼R¹ ºKP ¸Hµ]H? ¼:¹ e ´ 96>-7 ½ ; ¸H¹ 9 ¼ ºQ? Í 9 µ ]H9X7 ¶6µ%¹o· 7y] ¼ 9 ¸8¹g¶6µ mc> µ%¹c·ÄÐsµW·^½ ; ¸H¹ EI5 ¼ 9Xº ´ · T ¼:¶X¶ ºQ>-ºQ?@7\Z ¸H¹] ´ º ¹c· > ¼R· 7%9Xº µ ? ½Bµ > ¼:¶X¶6µ m T�9 ´ ¸ ? ¼R¹c·x¶6¼:¹8¶ eÿ9 ´ ·6·6µ > µU¹c·)¶Æ¸ 9J? µ 9 ¼ ºQ?bd 4 µ 9 ¼ ºQ? · ´ ¸ 9 ¹Hµ¼R¸B· ´ ¸ 9 ½B¸ ] ´ º ¹o· O d
� ´ º · θ ?b; ¼R¹ mc? µ P ¸Hµ e ¼ º · ? µ 9 ¼ ºQ? ¼ L µ Eg?z; ¼ V µ 5 ´ 9Xº ! ´ ¹c·I¼ ?zT µ%· x?b; ¼ F ¶ EWº ¶X¶Æµ
½B¸ EI5 ¼ 9Xº ´ ·{¶6¸ 9{? µ 9 ¼ º@? Í�½ º ¶Æ·X¼:¹ E µ�µ%¹c· 9 µ O µ%· ? µ EI5 ¼ 96º ´ ·ÄÐ d:� ´ º · J ? µ > ´ > µU¹c·½ ; º ¹Hµ 9 · º µ�½B¸ 9 ¼ º@?8] ¼ 9G9 ¼ ]8] ´ 9 · Z O T µW· g ?b; ¼ EUEW7%?Q7%9 ¼|· º ´ ¹-½Bµ ? ¼ ] µO¶6¼:¹c·Xµ%¸ 9Od 4 µ E ´ ¹o· 9"8:? µµU¶Æ· ? µ E ´ ¸ ]H? µ u µ V µ 9XE%7 ¶6¸ 9�? µ 9 ¼ ºQ? Í L ´ ºQ9
Ê8m ¸ 9 µ f%r8dQf Ð dfcd Í�¼oÐ � ´ ¹c· 9 µ 9YP ¸Hµ ? µ 4 ¼ m:9 ¼R¹ mRº µ%¹/½B¸g¶ S ¶¯· l%> µ\¶ ; 7OEW9Xº ·

L(x, ẋ, θ, θ̇) =
1

2
Jθ̇2 +

1

2
m(ẋ2 + x2θ̇2) −mgx sin θ.



ÎT÷H¨ ÷H¨/÷M¤k¡^³s£¯®M£Æ÷H¡Y¤ù£%ª
° ¢<¡�¥í¥�¦�¤�ªNøù¥í«ÔG°^¡��£È�Nø�¦�«^¦�÷Mª
¥�¤ù£�¦ i:qHf

θ

O

x

m

�(����� fUr8dQf
	 � 5 ¼ 9Xº ´ ·�¶6¸ 9�9 ¼ ºQ?
Í F Ð n ¹�½ 7 ½B¸ ºQ9 µ P ¸Hµ ? µU¶ 7OP ¸8¼|· º ´ ¹8¶
½H¸g¶ S ¶¯· l%> µ >-7UE ¼R¹ ºKP ¸Hµ\¶ ´ ¹c·







ẍ(t) = x(t)θ̇(t)2 − g sin θ(t)

θ̈(t) =
1

J +mx(t)2

(

u(t) − 2mx(t)ẋ(t)θ̇(t) −mgx(t) cos θ(t)
)

.

Í E Ð n ¹ ] ´ ¶6¼:¹c· y = ẋ
T
θ̇ = ω
T µ%· X = (x, y, θ, ω)

Tk> µW·6· 9 µ E µx¶ S ¶Æ· l%> µx¶ ´ ¸8¶e ´ 9X> µY½ ; ¸8¹#¶ S ¶Æ· l%> µY½Bµ E ´ ¹c· 9"8:? µ (S) ½Bµ ? ¼ e ´ 9X> µ Ẋ(t) = f(X(t), u(t))
d

iHd Ù 7 ·6µ 96>-º ¹Hµ 9Y? µO¶ ] ´ º ¹c·I¶�½ ; 7OP ¸ º@?Qº@F89 µ (Xe, ue) ½H¸g¶ S ¶¯· l%> µ\½Bµ E ´ ¹o· 9"8:? µ (S)
d

q8d
n�EW9XºQ9 µ ? µ^¶ S ¶¯· l%> µ ?Qº ¹ 7 ¼ 9Xº ¶ 7 ¼:¸B· ´ ¸ 9 ½B¸ ] ´ º ¹o·s½ ; 7OP ¸ º@?QºQFH9 µ (Xe, ue) = (0, 0)
T µ%·> ´ ¹c· 9 µ 9�P ¸ ; ºQ? µO¶¯· E ´ ¹c· 9d8c? ¼ FH? µ drkd Í�¼oÐ n ¹ ´ ¹ E µ 9 µW·+½ 7%> ´ ¹o· 9 µ 9 ¸H¹Hµ E ´ ¹k½ º · º ´ ¹x¶Æ¸Bß#¶X¼R¹o·6µ[¶6¸ 9 K = (k1, k2, k3, k4)] ´ ¸ 9^P ¸Hµ ? µJ¶ S ¶Æ· lU> µ F ´ ¸ E%?@7\] ¼ 9�? µ e µ%µU½ F ¼ E � u = KX ¶ ´ º · ? ´ E ¼ ? µ > µU¹c·¼:¶ St>-] · ´ · ºKP ¸8µ > µ%¹o·Y¶¯·I¼ FH? µyµ%¹ E µ ] ´ º ¹c·^½ ; 7UP ¸ ºQ?@ºQFH9 µ dÍ F Ð � ´ ¹8¶Æ· 9 ¸ ºQ9 µ�¸8¹1·Xµ ?<e µUµU½ F ¼ E � ]H? ¼fÜ%¼:¹c· ? µU¶ ]�8:? µU¶
µ%¹ −1

d
�Hd Í�¼oÐ 4 µJ¶ S ¶Æ· lU> µ ?Qº ¹ 7 ¼ 9Xº ¶ 7 µO¶¯· AzºQ? ´ F ¶6µ 9XL ¼ FH? µw¶ º ´ ¹ ´ F ¶Æµ 9XL µ y = x â
Í F Ð n ¶Æ· ADº@?�] ´ ¶X¶ ºQFH? µ-½Hµ#¶¯·I¼ FHºQ?@º ¶6µ 9\? µ#¶ S ¶¯· l%> µ-µ%¹ (0, 0)

] ¼ 9\? µ 9 µW· ´ ¸ 9 ½ ; 7 ·I¼|·¶Æ·X¼|· ºQP ¸Hµ u = ky â�8d
n{VB]H?QºQP ¸Hµ 9 ¶ ´ º@m ¹Hµ%¸k¶Æµ > µU¹c· E ´ >-> µ%¹o·�µ É µ E ·6¸Hµ 9 ¸H¹8µ^¶Æ·X¼ FHº@?Qº ¶6¼R· º ´ ¹-µ%¹ (0, 0)
] ¼ 99 µ%· ´ ¸ 9 ½ ; 7 ·X¼|·[½ S ¹k¼ >-ºQP ¸Hµ T µU¹Î¸B· ºQ?@º ¶X¼R¹c· ?z; ´ F ¶6µ 9XL ¼ FH? µ ]H9X7UE%7 ½BµU¹c·6µ d � ¹Î½ ´ ¹8¹Hµ 9 ¼¹ ´ ·I¼ >-> µ%¹o·#½HµU¶ E ´ ¹k½ º · º ´ ¹8¶-¹ 7UE µO¶6¶X¼ ºQ9 µU¶NµW·¾¶6¸Bß#¶6¼:¹c·6µO¶Î¶6¸ 9Î? µU¶ > ¼|· 9XºKE µU¶Î½Bµm ¼ º ¹g¼:¶X¶Æ¸ 9 ¼R¹o· ? ¼-¶Æ·X¼ FHºQ?@º ¶6¼R· º ´ ¹ d�
��6VRefCHef�4�6PD�QPD�'& Í õ 9 ´ FH?@lU> µ#½ ; µ V ¼ > µ%¹kÐ � � ¹ E ´ ¹8¶ º ½ l%9 µ-¸H¹Ç¶ S ¶¯· l%> µ >-7UE ¼R¹ ºKP ¸Hµ]H? ¼:¹ e ´ 9X>-7 ½BµY½Bµ%¸ V)] µ%¹8½B¸ ? µU¶G½Hµ > ¼c¶6¶6µ m T:E ´ ¸ ]H?Q7 ¶ ] ¼ 9 ¸H¹ 9 µU¶X¶ ´ 9 ·{½Bµ 9 ¼ º ½Bµ%¸ 9 k T µW·¼ S ¼:¹c·s¸8¹/¼R¹ mc? µ θi

T
i = 1, 2

T ¼ L µ E^? ¼ L µ 9 · ºKE ¼ ? µ d õ ´ ¸ 9 ¶ ºQ>-]H?@º@Ê µ 9UT ´ ¹1¶6¸ ]H] ´ ¶6µ P ¸Hµ ? µU¶· ºQm µU¶ T ½Bµ ? ´ ¹ m ¸HµU¸ 9 l T ½BµO¶ ] µ%¹8½B¸ ? µO¶ T ¶ ´ ¹c·{½Bµ > ¼c¶6¶6µ[¹o¸ ?@? µ T µW· P ¸Hµ T µ%¹N¼ ]8]H9 ´ VBº@> ¼R· º ´ ¹ T?b; ¼ V µ�½B¸ 9 µU¶X¶ ´ 9 · 9 µO¶¯·Xµ 5 ´ 9Xº ! ´ ¹o·X¼ ? ¼R¸ E ´ ¸ 9 ¶M½H¸ > ´ ¸ L µ > µU¹c· d � ¹J¹ ´ ·Xµ g ?b; ¼ EUEW7%?Q7%9 ¼|· º ´ ¹½Bµ ? ¼ ] µO¶6¼:¹c·Xµ%¸ 9Od 4 µ E ´ ¹o· 9"8:? µxµU¶Æ·w¸H¹Hµ e ´ 9XE µ u 5 ´ 9Xº ! ´ ¹o·X¼ ? µJµ V µ 9IEW7 µ)¶6¸ 9w? µ ] µU¹8½B¸ ? µ½Bµ\½ 9 ´ º ·Xµ dÌ L µ Ew?z; ¼ ]H]H9 ´ VtºQ> ¼|· º ´ ¹ ]H9X7UEW7 ½Bµ%¹o·6µ TB? µU¶ 7UP ¸8¼|· º ´ ¹8¶�½B¸g¶ S ¶¯· l%> µ >-7UE ¼R¹ ºKP ¸Hµ\¶ ´ ¹c·
{

ml2θ̈1(t) = ka2(sin θ2(t) − sin θ1(t)) cos θ1(t) −mgl sin θ1(t)

ml2θ̈2(t) = ka2(sin θ1(t) − sin θ2(t)) cos θ2(t) −mgl sin θ2(t) + u(t) cos θ2(t)



iRqci �+ �¡Y¢G£%¤+¥�¦ Î:÷H¨�ª
³�÷t¦�¥�úB¡^³s£¯®M£%¤ù©�«�¦[÷�÷9G÷�¤#���¦[÷�«^¦ ��ª
°)¤+¥*�
®M¦

m
m

k

a

l

θ1
θ2

u

fcd
n ¹ ] ´ ¶X¼R¹c· ωi = θ̇i
T
i = 1, 2

T µW· X = (θ1, ω1, θ2, ω2)
T:> µ%·Æ· 9 µ E µ^¶ S ¶Æ· lU> µ^¶ ´ ¸8¶e ´ 9X> µ\½ ; ¸H¹�¶ S ¶¯· l%> µ\½Bµ E ´ ¹c· 9"8:? µ (S) ½Hµ ? ¼ e ´ 9X> µ Ẋ(t) = f(X(t), u(t))

d� ´ ¹o· 9 µ 9YP ¸8µ (Xe, ue) = (0, 0) µU¶Æ·�¸8¹ ] ´ º ¹o·Y½ ; 7OP ¸ º@?Qº@F89 µ\½H¸g¶ S ¶¯· l%> µ dÙ ¼:¹8¶ ? ¼-¶6¸ º ·6µJ½B¸ ]89 ´ FH?@lU> µ T ´ ¹ ] ´ ¶Æµ
α =

ka2

ml2
+
g

l
, β =

ka2

ml2
, γ =

1

ml2
.

iHd
n�EW9XºQ9 µ ? µ^¶ S ¶¯· l%> µ ?Qº ¹ 7 ¼ 9Xº ¶ 7 ¼:¸B· ´ ¸ 9 ½B¸ ] ´ º ¹o·s½ ; 7OP ¸ º@?QºQFH9 µ (Xe, ue) = (0, 0)
T µ%·> ´ ¹c· 9 µ 9�P ¸ ; ºQ? µO¶¯· E ´ ¹c· 9d8c? ¼ FH? µ dq8d Í�¼oÐ Ù 7%> ´ ¹c· 9 µ 9\P ¸ ; ¸H¹Hµ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹p¶Æ¸Bß#¶X¼R¹c·Xµ-¶6¸ 9 K = (k1, k2, k3, k4)
] ´ ¸ 9P ¸Hµ ? µ-¶ S ¶¯· l%> µ (S)

F ´ ¸ EW?Q7N] ¼ 9y? µ e µ%µO½ F ¼ E � u = KX ¶ ´ º · ? ´ E ¼ ? µ > µ%¹o·¼:¶ St>-] · ´ · ºKP ¸8µ > µ%¹o·Y¶¯·I¼ FH? µyµ%¹ E µ ] ´ º ¹c·^½ ; 7UP ¸ ºQ?@ºQFH9 µyµU¶Æ·
k4 < 0, k3 <

2α

γ
, βγk1 + αγk3 + β2 < α2,

(αk4+βk2)(−γk4(2α−γk3)+γ(αk4+βk2)) < γk2
4(αγk3+β

2−α2+βγk1).

Í F Ð � ´ ¹k¶¯· 9 ¸ ºQ9 µw¸H¹1·Xµ ?<e µUµU½ F ¼ E � ]H? ¼fÜU¼R¹c· ? µU¶ ]�8:? µU¶
µ%¹ −1
d

rkd Í�¼oÐ 4 µJ¶ S ¶Æ· l%> µ ?Qº ¹ 7 ¼ 9Xº ¶ 7 µO¶¯· AzºQ? ´ F ¶6µ 9XL ¼ F8? µw¶ º ´ ¹ ´ F ¶Æµ 96L µ y = θ1
â

Í F Ð n ¶Æ· ADº@?�] ´ ¶X¶ ºQFH? µÎ½Bµ#¶¯·I¼ FHºQ?@º ¶6µ 9\? µ#¶ S ¶Æ· lU> µ-µ%¹ (0, 0)
] ¼ 9\? µ 9 µW· ´ ¸ 9 ½ ; 7 ·I¼|·¶Æ·X¼|· ºQP ¸Hµ u = k0y

â
Í E Ð n{VB]H?QºQP ¸Hµ 9 ¶ ´ ºQm ¹8µ%¸8¶6µ > µ%¹o· E ´ >-> µ%¹o·Mµ É µ E ·X¸Hµ 9 ¸H¹Hµ�¶Æ·X¼ FHºQ?@º ¶6¼R· º ´ ¹wµU¹ (0, 0)] ¼ 9+9 µ%· ´ ¸ 9 ½ ; 7 ·X¼R·G½ S ¹8¼ >-ºKP ¸Hµ T µ%¹N¸H· ºQ?@º ¶6¼:¹c· ?z; ´ F ¶6µ 9XL ¼ FH? µ ]H9X7UE%7 ½BµU¹c·6µ d � ¹½ ´ ¹H¹Hµ 9 ¼
¹ ´ ·I¼ >-> µ%¹o·3½BµO¶ E ´ ¹8½ º · º ´ ¹k¶�¶Æ¸Bß#¶X¼R¹o·6µU¶�¶6¸ 9�? µU¶ > ¼R· 9XºQE µU¶M½Hµ m ¼ º ¹¼:¶X¶6¸ 9 ¼:¹c· ? ¼-¶¯·I¼ FHºQ?@º ¶X¼|· º ´ ¹ d
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:@fÈ;\=xd Ì F ´ ¸ A×Ö ¼:¹8½ ºQ?bT Ù dG~H9 µ ºQ?@º ¹ mkT Ø d Ú ´ ¹HµO¶ E ¸ T Ù d{C ¼R¹ � T � ¼R· 9Xº�V Û ºKE%E ¼R· º µ P ¸8¼ A· º ´ ¹8¶ T � ´ ¹o· 9 ´ ? ¼R¹8½�¶ S ¶¯·Xµ > ¶Î· 5 µ ´ 9XS:Ts�tS ¶¯·Xµ > ¶�� � ´ ¹o· 9 ´ ?J`s~ ´ ¸H¹8½8¼|· º ´ ¹k¶��Ì ]H]H?QºQE ¼|· º ´ ¹8¶ Tx¡sº@9 � 5�� ¸k¶Æµ 9 Ø{µ 9X? ¼ m8T�¡ ¼:¶6µ ?zTHi:j:j:q8d: iR; Ì d Ì m:9 ¼ EI5 µ L�T��)d�� ¼ EI5 � ´ LaT � ´ ¹c· 9 ´ ? · 5 µ ´ 96Speÿ9 ´ > · 5 µ m µ ´ > µ%· 9XºQE¾Ltº µFÉ ] ´ º ¹c· Tn ¹ EWSBEW? ´ ] ¼RµU½ º ¼ ´ e � ¼|· 5 µ > ¼|· ºQE ¼ ?3�BE%º µU¹ E µU¶ T8htvtT � ´ ¹o· 9 ´ ?�Û
5 µ ´ 9XS ¼:¹8½ � ] · ºQ>-º�A!O¼|· º ´ ¹ T Ú6Ú T8�B]H96º ¹ m µ 96A Ø{µ 96? ¼ m8T�¡ µ 9X?Qº ¹ T8iRj:j:r8d: q$;*¡wd Ù d Ì ¹8½Bµ 9 ¶ ´ ¹ TaC8dã¡�d � ´t´ 9 µ T � ] · ºQ> ¼ ?3Ê8? ·Xµ 9Xº ¹ m8T õ 9 µ%¹o· ºKE µ 5 ¼ ?@?zTkn ¹ m:? µÈÉ ´t´ ½� ?Qº@É ¶ TMfF#tvR#Hd: rf;*¡wd ½ ; Ì ¹8½ 9X7 ¼ A×� ´ L µ ?bT � d � ´ 5 µ%¹�½Bµ 4 ¼ 9 ¼ T � ´ ¸ 9 ¶w½ ; Ì ¸B· ´ > ¼R· ºKP ¸Hµ TME ´ >-> ¼:¹8½Bµ?Qº ¹ 7 ¼ º@9 µ1½BµU¶N¶ S ¶Æ· lU> µO¶)½ S ¹8¼ >-ºKP ¸HµU¶ T3? µU¶ õ 9 µO¶6¶6µU¶ T3n�E ´ ? µ/½BµU¶ � º ¹HµO¶)½Hµ õ ¼ 9Xº ¶ Ti:j:jcjHd: �R; Ø d Ú d Ì 9 ¹ ´ ? ½ T � 7 · 5 ´ ½BµU¶ > ¼|· 587%> ¼|· ºQP ¸HµO¶ ] ´ ¸ 9�? ¼ >-7UE ¼R¹ ºKP ¸Hµ EW? ¼:¶X¶ ºKP ¸Hµ Tkn ½ º@A· º ´ ¹8¶ � º@9OT � ´ ¶ E ´ ¸ T<fF#tv|�Hd: �$; Ì d Ì L µF! T � ¼ ?KE ¸ ? ½ º@Éa7%9 µ%¹o· º µ ?zT � ¼c¶6¶ ´ ¹ T õ ¼ 96º ¶ T<f�#:hcqHd:Þv¦; � d�¡ ¼ 9 ½ ºzT Ú d � ¼ ] ¸�!È! ´ A Ù ´ ?QE µW·6·X¼ T � ] · ºQ> ¼ ?ùE ´ ¹c· 9 ´ ? ¼R¹k½ Ltº ¶ E ´ ¶ º · S ¶ ´ ? ¸B· º ´ ¹8¶ ´ e= ¼ >-ºQ? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ FHº�A¢¡ µ ?@?Q> ¼R¹¾µ P ¸k¼|· º ´ ¹k¶ T�¡sº@9 � 5�� ¸8¶6µ 9OT Ú�¹ ERdQTx¡ ´ ¶¯· ´ ¹ T<fF#Í#ovBd: h$; Ù dI¡ ¼ 9X? µU¶ T8� ´ ? ¸B· º ´ ¹k¶Y½Bµ Ltº ¶ E ´ ¶ º · 7 ½BµU¶ 7UP ¸8¼R· º ´ ¹8¶Y½Bµ = ¼ >-ºQ? · ´ ¹ A�C ¼ E ´ F8ºbT � ¼R· 5Md
� Ì ]H]H?zdMf}vBTH�B]H96º ¹ m µ 96A Ø{µ 96? ¼ m8Taf�#f#Rrkd: #$; Ì dR¡ µU¹8¶ ´ ¸8¶X¶6¼:¹ TO~ùº@? · 9 ¼ m µ ´ ] · ºQ> ¼ ? ½BµO¶ù¶ S ¶¯· l%> µU¶ ?@º ¹ 7 ¼ ºQ9 µO¶ T Ù ¸H¹ ´ ½ T õ ¼ 96º ¶ TofF#tvtf:d:@fOjR; � d�¡ µ 96m ´ ¸H¹ º ´ ¸ V<T � ] · ºQ>-º ¶X¼|· º ´ ¹uµW· E ´ ¹c· 9d8c? µ-½BµO¶\¶ S ¶¯· l%> µU¶ ?@º ¹ 7 ¼ ºQ9 µO¶ T Ù ¸H¹ ´ ½ T� ´ ?@? µ E · º ´ ¹ �BEWº µ%¹ E µU¶ � ¸ ]MTaiRj:j8f:d:@fcf ; � dx¡ ´ ? !O¼ T � ¼ ?QE ¸ ? ¸8¶ ´ eùL ¼ 96º ¼|· º ´ ¹8¶ T � 5 µ ? ¶6µU¼ õ ¸ FH?@º ¶ 5Hº ¹ m � ´ dQT�� µÈÉ � ´ 9 � T<fF#tv|qHd:@f}i¦;*¡wdx¡ ´ ¹H¹8¼ 9 ½ T � d � 5oStF ¼ T�Û
5 µ 9 ´ ? µ ´ e ¶ º ¹ m ¸ ? ¼ 9 · 9 ¼|»¯µ E · ´ 9Xº µU¶ º ¹ E ´ ¹c· 9 ´ ? · 5 µ ´ 9XS:T� ¼|· 5�d � ´ ¹ ´ m:9 ¼ ]H5MTH�t]H9Xº ¹ m µ 96A Ø{µ 9X? ¼ m8THiRj:jcqHd:@fOqR;*¡wdD¡ ´ ¹H¹8¼ 9 ½ T 4 d3~ ¼R¸ F ´ ¸ 9Xm8TMnYd Û3967U? ¼R· T � ] · ºQ> ¼ ?[E ´ ¹c· 9 ´ ? ´ e · 5 µ¾¼R· > ´ ¶ ]H5 µ 96ºKE¼ 9XE ´ e ¼J¶ ] ¼ E µY¶ 5 ¸B·Æ· ? µ�¼:¹8½N¹t¸ > µ 9XºQE ¼ ? ¶ ºQ> ¸ ? ¼|· º ´ ¹8¶ FtS)> ¸ ? · º@]H? µ A ¶ 5 ´t´ · º ¹ m ·6µ EX5BA¹ ºQP ¸HµO¶ T � ¼|· 5Md � ´ ½Bµ ? ¶ � µW· 5 ´ ½H¶ Ì ]H]H?Qº µO½ �BE%ºbdkiHT<fO�HTHi:j:jc�Hd:@fUr$;*¡wdf¡ ´ ¹H¹k¼ 9 ½ T 4 d:~ ¼R¸ F ´ ¸ 96mkT Ù d 4 ¼R¸H¹8¼ S:T|nYdÍÛ3967U? ¼R· T � ] · º@> ¼ ?8E ´ ¹c· 9 ´ ? É º · 5 ¶Æ·X¼|·XµE ´ ¹8¶Æ· 9 ¼ º ¹c·I¶�¼R¹8½�· 5 µN¶ ] ¼ E µ)¶ 5 ¸B·6· ? µ 9 µ A µ%¹o· 9XS1]89 ´ FH? µ >gTaC ´ ¸ 9 ¹8¼ ? ´ e Ù S ¹8¼ >NºKE ¼ ?¼:¹8½ � ´ ¹o· 9 ´ ?��tS ¶¯·Xµ > ¶ T Ø ´ ?bdx#HT ¹ ´ dkiBT8i:j:j:q8Taf}�:�¦	afF#f#Bd:@f}�¦;*¡wdx¡ ´ ¹H¹8¼ 9 ½ T Ú d�Ö ¸ ] � ¼ T Ùwµ%¹8µ 9XºQEw]H9 ´ ] µ 9 · º µO¶ ´ e ¶ º ¹ m ¸ ? ¼ 9 · 9 ¼|»¯µ E · ´ 9Xº µU¶ T Ì ¹H¹8¼ ? µO¶½Hµ ?z; Ú = õ T Ì ¹8¼ ?@S ¶6µw¹ ´ ¹ ?Qº ¹ 7 ¼ ºQ9 µ T Ø ´ ?zd<fUr8T ¹ ´ dkiBT<fO�ov�	afUh:�BT�fF#Í#ovBd
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