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1. Filtro de Kalman

Tomemos el sistema siguiente

(t) = Ax(t)+ Bu(t) + Fn(t) (1)
y(t) = Cult) +Gnlt) )

donde n(t) es una variable aleatoria gaussiana de media 0 y varianza 1 para t fijo, es decir,

E(n(t)) = 0 (3)

E(n(t)n(s)T) = 6(t—s)I (4)

Esta variable aleatoria se llama ruido blanco, y representa distorsiones en el input del sistema. El objetivo
es construir un estimador del estado en presencia de ruido. Para ello, se utilizara el método del Filtro
de Kalman, que consiste en un proceso predictor-corrector donde se calcula la matriz L que

minimiza la varianza del error e(t) = z(t) — 2(¢t) y ademas e(t) — 0 cuando ¢ — oc.
Recordemos que si v(t) es una v.a. vectorial, entonces su covarianza y varianza son:

Alt,s) = E[(v(t) — Ev(t))(v(s) — Ev(s))"] (5)
Alt,t) = E[(v(t) — Ev(t))(v(t) — Ev(t))"] (6)

1.1. CA&lculo de la Varianza del Estado

Si suponemos que inicialmente, x(0) = z( tiene distribuicén normal de la siguiente manera:

xg ~ N(To,Ao) (7)
To = [Exg (8)
Ao = A(0,0) (9)

= E[(zo — To)(zo — EO)T] (10)



Calculemos la esperanza en términos de (1)-(2):

z(t) = x4+ /teA(t_S)(Bu(s)+Fn(s))ds (11)
0
Ex(t) = eMzo+ /teA(t_s)(BEu(s)+F1En(s))ds (12)
Ot
= eAtx0+/ M=% Bu(s)ds (13)
° t
z(t) —z(t) = eM(wy—7To) + / A=) Fn(o)do (14)
0

Usando lo anterior, calculemos la covarianza en términos de (1)-(2):

A(t, s)

= E[(=(t) - 3(®)(x(s) —2(s))"] (15)
t s T
= E <eAt(x0—x0)+ /O eA(t_")Fn(a)da> (eAS(xo—aro)—i— /0 eA(S_")Fn(J)da> ] (16)
= A(E(zo — To)(zo — To) et * + / t / A P E(n(o)n(r)T) FTA - Ddodr  (17)
070 d(o—)
+ett / "E((x0 — Fo)n(o)TFT) AT ) dg / A B(Fa(o) (g — To)T) doe’™ (18)
0 0
=0 (%) =0 (%)

Los tltimos términos son iguales a cero (ver (%)) pues se asume que no existe correlacién entre el ruido
asociado al estado y la condicién inicial. De esta forma, la covarianza es de la forma:

Y la varianza:

min(t,s)
Alt,s) = eM(E(zo— To)(zo — To) )e? ® + / eAt=0) pET AT (1-0) (19)
0
A Ty AT ! A T AT
ALY = Bz — To)(wo — To)T)eA™ + / (Alt=0) p pT AT (1=0) g (20)
0

1.2. Ca&lculo de la Varianza del Error

Si se desea construir un estimador (observador) sin ruido, se tiene el siguiente sistema:

Reemplazando (1),(2) en (21):

Z(t) = Ai(t) + Bu(t) + L(y(t) — C&(t)) (21)

. (t) = Ai(t)+ (&(t) — Ax(t) — Fn(t)) + L(Cx(t) + Gn(t)) — LO&(t) (22)
i(t)—i(t) = (A—LC)i(t) — (A— LO)x(t) + (LG — F)n(t) (23)
é(t) = (A—LO)e(t)+ (F — LG)n(t) (24)

Es decir, el sistema con ruido para el error con condiciones iniciales es:

ét) = (A—LO)e(t)+ (F — LG)n(t) (25)
6(0) = Xy — i"o (26>



Realizando calculos anédlogos a los anteriores, se obtiene:

e(t) = AL (zy —dg) + / t AL (F — LG)n(o)do (27)
Ee(t) = ALz, — i) : (28)
= 2t (29)
e(t) —e(t) = ATy —z) + / t eA—LOt=)(F _ LG)n(o)do (30)
0 (31)
La varianza del error, usando (14) y (20), estd dada por:
At t) = eAWTLONE(my — 7o) (g — To)T)eAFO (32)
+ /O t eA-LOYt=0)(p _ LGY(F — LG)T AL (-9) g (33)

1.3. Calculo de la matriz L 6ptima

Denotemos por W (t, L) = A(t,t, L). Si tomamos ¢ — oo en (33) y suponemos (A4, C)-observabilidad,

obtenemos:
W(L) & W(oo,L)
= / AL (p _ LGY(F — LG)TeA 1 94
0

(34)
(35)

Como hay (A, C)-observabilidad, la matriz L se puede escoger de manera tal que A — LC' sea estable, por
lo tanto, usando la caracterizacién de Lyapunov, la matriz W (L) es solucién de la ecuacion:

(A—LCYW(L) + W(L)(A - LC)' 4+ (F — LG)(F — LG)T =
Derivemos en el sentido matricial la ecuacién (36) con respecto a L:
A—LC)SW (L) — 6LCW(L)
(A—LO)T —w(n)cT(s0)™
)T —sLGFT — FGT(s0)T =
+ W (L)(A - LC)T +resto =

(
+0W (L)
—0LGGTLT + LGGT(

)

(A— LC)SW (L

donde resto = —SLCW (L) — W(L)CT(§L)" — sLGGT LT + LGGT(6L)" — LGFT
Lyapunov, se tiene que:

(36)

— FGT(5L)T. Usando

SW(L) = / e(A*LC)"(resto)e(A*Lc)T"dU (41)
0
Supongamos que se satisface la siguiente igualdad (optimalidad) para todo x € R™:
< W(L)z,x> = 0 (42)
Es decir:
2 / (LGGT — FGT — W(L)CT) (L) AL oy A-LOV o0 qs = 0 (43)
0
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Si tomamos 0L = LGGT — FGT — W(L)C?, se tiene que:

/ I(LGGT — FGT — W (L)CT)TeA-LO) 721245 = 0 (44)
0

LGGT — FGT —w(L)cT = 0 (45)

L = (wW(Let+FehyGeeh)™t (46)

Llamando R = GGT,8 = FGT,Q = FFT, se tiene:

L = WLt +9RrR! (47)

Y la ecuacién de Lyapunov para = W (L) queda como una ecuacién de Ricatti no homogénea llamada
Algebraic Ricatti Equation (ARE):

(A—SRIOW +W(A—-SR'O)T —=WCTR'CW +Q - SR™'S = 0 (48)

1.4. Resultado Principal
El teorema principal es el siguiente:

Teorema 1.1. Si el sistema

(t) = Axz(t)+ Bu(t) + Fn(t)
y(t) = Cux(t)+ Gn(t)

es (A, C)-observable y (A, F')-controlable, entonces el estimador
z(t) = Az(t) + Bu(t) + L(y(t) — Ci(t))

construido con L = (WCT + S)R™Y, donde S = FGT, R = GG (invertible) y W = 0 solucion de la
ecuacion algebraica de Ricatti (ARE) (suponiendo que existe tal solucion):

(A= SR'C)W +W(A -SRI —WCTR'\CW+Q—-SR™'S = 0
con Q = FFT, es tal que la esperanza del error e(t) = x(t) — &(t) se va a cero cuando t — .

Demostracién 1 (Considerando S = 0). Usando la ecuacién (36), apliquemos < -x,x >, con (A, z) par
propio de (A — LC)T:

<(A-LCYWz,z >+ <W(A-LO) 2,2 >+ < (F - LG)(F - LG) 2,2 > = 0

<Wzx,(A-LCO)Y 2>+ <(A-LO)Y T2, Wz > = —||(F— LG z|?
<Wz x>+ <de,Wz> = —|(F-LG) z|?
A< Wrxz>4A<z,Wz> = —|(F-LG) z|?
2Re(\) < Wx,x > = —|(F—LG) z|?
Nyl

>0

Si < Wx,z >> 0, entonces Re(\) <0y A— LC es estable, con lo cual €(t) — 0 cuando t — co.
Si < Wz, x >=0, equivale a ||(F — LG)Tz|* =0, es decir:
I(F — L&) zl* = 0
IF 2|* + |GTL 2> = 0
IFTz|?=0 A ||GTLTz|?>=0



Tenemos que L = WCTR™!, luego

G'R'CWx = 0
GGTR'CcWz = 0
CWzx = 0

Con esto, tenemos que si (\,x) es par propio de (A — LC)T, se tiene:

(A-LC)'z2 = Xz

AT —CTLTz = Xz

ATe —CTR™'CWzx = Xz
ATy = Xz

es decir, (\,x) tambien es par propio de AT. Ahora, usando F'z = 0:

Flg =
FIz =
FTATy =
FTAT z =
FT(AT)QQ: =

o O O O O

FT(AT)"fla: =0
Es decir,
FT

FTAT
Ker ) # {0}

FT(AT)n—l

Esto contradice la (A, F')-controlabilidad del enunciado, con lo cual Re(\) < 0.0



