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Resumen

El presente informe tiene como objetivo mostrar una aplicacién del anélisis no-

diferenciable a la teoria econémica, vista en el curso “Nonsmooth analysis and applica-
tions in economic theory”, dictado por el profesor Jean Marc Bonisseau, en la Escuela
de Analisis Variacional del Centro de Modelamiento Matemaético.
Se estudiara un modelo de equilibrio competitivo involucrando economias no convexas
con un espacio de bienes de dimension finita. En particular se dardn las definiciones de
optimo de Pareto y se mostrard el “Segundo Teorema del Bienestar”, visto como un
resultado del analisis no diferenciable.
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1. Introduccion

El clasico modelo econémico Walrasiano de economia del bienestar y sus generaliza-
ciones han sido reconocidas como una parte importante de la teoria econémica. Se ha com-
prendido bien que el concepto de “6ptimo de Pareto” y sus variaciones juegan un rol crucial
para el estudio del equilibrio y toma de decisiones para economias competitivas. Un enfoque
clasico para estudiar la optimalidad de Pareto, en modelos econémicos con datos diferencia-
bles, consiste en reducir éste a un problema de programaciéon matemaética y usar condiciones
necesarias de primer orden con multiplicadores de Lagrange.

En 1951 Arrow y Debreu hicieron el paso crucial en la teoria del bienestar considerando
modelos econémicos con datos posiblemente no diferenciables, pero convexos. Usando los
teoremas de separacién para conjuntos convexos, desarrollaron una interesante teoria que en
particular contiene condiciones necesarias y suficientes para una asignacion éptima de Pareto.
Por otra parte, la relevancia de las hipotesis de convexidad es dudosa para muchas aplica-
ciones importantes !, aqui es donde el anélisis no diferenciable aparece como herramienta
natural 2 y permite generalizar el caso convexo, encontrando asi resultados importantes en
teoria econémica.

Una aplicacién fundamental es una economia de Arrow-Debreu, la cual constituye un modelo
simple de una economia no convexa, pero que entrega una idea de lo que son las técnicas
variacionales.

En el presente informe se estudiara dicha aplicacion y se daran algunos problemas abiertos

en esta interesante teoria®.

!Es bien conocido que el caso convexo no se tiene en presencia de retornos crecientes a escala en la
produccién.

2La aproximacién por funciones diferenciables no es posible, puesto que la suavidad no es robusta a través
de la agregacién. Un ejemplo de perdida de suavidad por agregacién se puede encontrar en [1, pp. 9].

3Lo que sigue a continuacién formé parte de la primera parte del curso de J.M Bonisseau, “Nonsmooth
analysis and applications in economic theory”, la segunda parte se ha omitido por simplicidad.



2. Elementos

En estd seccién se daran las definiciones de los distintos conos utilizados en el andlisis
no-diferenciables, los que permiten formalizar la existencia de precios marginales de equilibrio.

Definicién 2.1

Sea X un subconjunto de R™ y x un elemento de X.

1. El cono de vectores perpendiculares, o cono normal prorimal a X en x, denotado por
NE(z), esta definido por:

Ny (7) = {y € R"[F3a > 0, BT + ay,ally[)) N X = ¢}

2. El cono normal limitante a X en x, denotado por N%(z), esta definido por:

Nx(z) = {y € R"[3(2",y") C X x R", (2",y") — (2,y),y" € Nx(a"), v € N}

3. El cono normal de Clarke* a X en z, esta definido por:

N$(x) = adh coN%(x)

4Dado que este cono es convexo es utilizado para resolver el problema de existencia de precios marginales
de equilibrio.



3. Principales resultados.

3.1. Una economia de Arrow-Debreu

En esta subseccién, se presentara el modelo econémico asociado a una economia de
Arrow-Debreu en el cual los datos son no necesariamente diferenciables y convexos Se daran
las definiciones de asignacién factible y la de éptimo de Pareto. Entonces se vera “El segundo
teorema del bienestar”, para finalizar con un comentario acerca de la condicién de calificacion
de Cornet.

3.1.1. Modelo e hipétesis basicas

Consideremos la siguiente economia & :

¢ bienes, h=1,...,/1.

n firmas, j = 1,......,n, con Y; C R’ la produccién de la j-ésima firma.

m consumidores, i = 1,...,m, con X; C R’ el consumo del i-ésimo consumidor y
P;: X; = X, , describiendo las preferencias del i-ésimo consumidor, esto es =, € P;(x;)
significa que z} es estrictamente preferido a x;.

e € R’ el vector de dotacién inicial total.

Definicién 3.1 (asignacién factible) Sea z = (x;) , y sea y = (y;). Diremos que el par
(r,y) € (RZ)WF" es una asignacion factible de € si, para todo i, x; € X;, para todo j, y; € Y;

dm=e+ ) (1)
i=1 Jj=1

Observaciéon 3.1 Cuando la informacion es incompleta, esto es cuando la dotacion inicial
no es conocida, la condicion (1) se considera como

Z[L’Z‘ - Zy] ew
i=1 j=1
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donde W C RY, es el conjunto de restricciones de demanda, que en el caso general refleja la
incertidumbre de la dotacion inicial en el modelo economico en consideracion.

Definicién 3.2 (Optimo de Pareto) Una asignacion (T,7) es éptimo de Pareto si es fac-
tible y no existe otra asignacion factible ((x;), (y;)) tal que x; € adhP;(T;) para todo i y
z;, € Py (Ti,) para al menos un .

Definicién 3.3 (condicién de calificacién de Cornet) Una asignacion ((x;),(y;)) sa-
tisface la condicion de calificacion de Cornet si Jig € {1,..m}, v € R* y § > 0, tal que
para todo \ € (0,0),

n

v+ i (adhPy(T;) N B(T;,6)) — Y _ (adhY; N B(y,,6) C

\ (2)
F)io (E%) + Z a’th(EJ - Z Y;
iig j=1

El siguiente teorema entrega una condicion necesaria para una asignacion 6ptima de Pareto.

Teorema 3.1 (Segundo teorema del bienestar) ° ¢ Sea ((x;), (y;)) un dptimo de Pare-
to. Supongamos que

1. Para todo i, T; € adhP;(T;).

2. ((z,), (y;)) satisface la condicion de calificacion de Cornet.
Entonces, existe p # 0 tal que

1. =P € Nlypz, (@) para todoi=1,...,m.

®La demostracién de este teorema se puede encontrar en [1, pp. 30-33] y se basa en la siguiente observacién:
“Si una asignacién es 6ptima de Pareto, entonces es soluciéon de un problema extremal cuyas derivadas de
primer orden pueden ser expresadas directamente a través de multiplicadores de lagrange indeterminados,
que pueden ser eliminados”. Esta observacién esta inspirada en el enfoque clasico, usado por Walras.

SUna generalizacién de éste teorema a ciertos espacios de Banach, se puede encontrar en [3, pp. 20-21].
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2. € Niyy,(T;) para todo j =1,...,n.

La siguiente proposicion entrega algunas condiciones necesarias para el cumplimiento
de la condicién de calificacién de Cornet.

Proposicién 3.1 (Cornet 1986) ” Se satisface la condicién de calificacion Cornet si una
de las siguientes condiciones es cierta:

n

1. Para todo i, P;(T;) es convexo y > Y; es convexo.
J=1

2. Eziste v € R* y § > 0 tal que para todo X\ € (0,0),
A+ (adhC N B(c,6)) C intC
para (C,c) igual a alguno de los (=Y, =7,), j=1,...,n y (P(%;),T;), i =1,...,m.

8. Y; es cerrado o convezo para todo j =1,....,n y existev € R® y § > 0 tal que para todo
A€ (0,9),
A+ (adhC N B(c,6)) C intC

para (C,c) igual a algin de los (P;(%T;),T;), i =1,...,m.

3.1.2. Espacio de bienes: Reticulo de Banach

Ahora se considerarda una economia de Arrow-Debreu con espacio de bienes L en vez
de RY, donde L es un reticulo de Banach®. Se supondrd ademas:

1. Hay s6lo un productor.
2. La dotacién e es no negativa, e € L.

3. Los precios p € L", dual topoldgico de L.

"La demostracién de estd proposicién se pueden encontrar en [6].
8L es un Reticulo de Banach, si L es un espacio de Banach, parcialmente ordenado, reticulado, esto es,
existe el supremo y el infimo de todo par de puntos, con respecto a este orden.



Definicién 3.4 (Pareto débil) Una asignacion ((7;), (y)) es dptimo de Pareto débil si es
factible y no existe otra asignacion factible ((x;), (y)) tal que x; € Pi(T;) para todo i.

Teorema 3.2 ? Supongamos que x — Of(x) tiene grafo cerrado', para el producto de la
topologia de la norma sobre L y la topologia o(L*, L) sobre L* si f es una funcion distancia.
Sea ((T;),Y) una asignacion optima de Pareto débil satisfaciendo las siguientes hipdtesis
1. Para todo i, X; = L., T; € adhP(T;), existe ; > 0, N\; > 0, 6; > 0 tal que:
L0 ((Fi(@) + 1) € Pi(T)

dondeI'; = | M(1/(m+ 1)e+ B(0,6;).
)\E(O,)\i}

2. 'Y norma cerrada, existe 6 >0, X >0, 0 > 0 tal que para todo y € Y N B(7,0),
(y—T)n{zeLlz* <y*}) CY
dondeT = |J M(1/(m+ 1)e + B(0,6))
Ae(0,]

Entonces, 3p € L* tal que p(e) >0 y

2. =D € Odugnp,(z,) para todo i.

9La demostracién de este teorema se puede encontrar en [1] y es una aplicacién del teorema 4.1.
109 subdiferencial abstracto.



4. Resultados técnicos

En esta seccion se presentan algunos resultados técnicos usados en la obtencién de los
teoremas (3.1) y (3.2).

Proposicién 4.1 (Mordukhovich) Consideremos el problema

(P) =X fulx)<0,k=1,...,k
reSCR!

Sea 0" f(x) = {€ € RY|(&, —1) € N, (f(x),2)}.
Sea T una solucion local de el problem (P). Si las funciones f. son Lipschitz cerca de T y S
es cerrado, entonces existe un multiplicador X € R¥1\ {0}, tal que

1. 0 € 0L(zi:0)\,{f,§)(f) + N& (7).

2.0 >0y (M\efu)@)=0para k =1,... k.

A continuacién enunciaremos el teorema de separaciéon aproximada(no convexa) en
espacios de Banach, que es utilizado en demostracién del teorema (3.2) y que generaliza la
técnica usada en 1951 por Arrow-Debreu.

Teorema 4.1 (Borwein-Jofré) Sean (Z;)7_; n subconjuntos cerrados de L. (z;) € []; Z;
tal que

> en(Ya)

j=1 j=1

Entonces, 3¢ > 0, Ve > 0, 3z; € Z+ B(0,¢€) para todo j, p€ L*, ¢ < |p*|| <1
p € () (9dz,(z) + B(0,¢))

J



5. Problemas Abiertos

A continuacién se dara una lista de problemas abiertos.

5.1. Problema 1.

El primer teorema del bienestar establece que cualquier asignacion de equilibrio es un
6ptimo de Pareto (condicién suficiente de optimalidad de Pareto). La validez de este primer
teorema del bienestar depende fuertemente de la convexidad. No existen modelos andlogos
para el caso no convexo, asi se obtiene el primer problema abierto:

“Extender el primer teorema del bienestar al caso no convero”.

5.2. Problema 2.

Ademas de hipétesis de convexidad, el modelo de Arrow-Debreu requiere que ciertos
conjuntos tengan interior no vacio, todo esto debido a la aplicacién de teoremas de separacion
para espacios de dimension infinita. En el caso de espacios topoldgicos ordenados, la condicién
de interioridad se reduce a la no vacuidad del interior del cono positivo en el espacio de bienes
en cuestion, que no es satisfecho en varios modelos importantes para la economia. Mas-
Colell propuso una propiedad para economias convexas cuyos espacios de bienes son espacios
topoldgicos reticulados con posiblemente interiores vacios. No existe aun una condiciéon que
permita evadir las condiciones de interioridad en espacios topolégicos lineales!!, asf se obtiene
el segundo problema abierto.

“Encontrar alguna condicion que permita eliminar el requerimiento de interioridad.”.

HNaniewicz en [8] desarrollé un nuevo enfoque para modelo de Arrow-Debreu con la convexidad usual pero
sin condiciones de no interioridad en espacios de bienes reflexivos.
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