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Capitulo 1

Introduccion

El presente informe pretende dar una descripcién del curso Nonsmooth analysis and applications
in economic theory dictado por el profesor JEAN MARC BONNISSEAU en el marco de la Escuela en
Anaélisis Variacional realizada en el periodo del 6 al 19 de noviembre del presente afo.

En primer lugar, se presentaran algunos de los principales resultados mostrados en el curso
que fueron expuestos en la primera parte, pues la segunda fue, a grandes rasgos, una extension
y generalizacién de la primera. De dichos problemas, se dard una pequena contextualizacién y se
mencionarin las herramientas del calculo variacional utilizadas para obtener tales resultados. Cave
mencionar, que se dard un mayor énfasis al Sequndo Teorema de la Economia del Bienestar debido
a la importancia que éste tiene dentro de la teoria econémica moderna.

En una segunda parte, se presentaran dos problemas abiertos relacionados con el tema, identi-
ficados durante el estudio de dicho curso y por lo planteado por el profesor Bonnisseau. El primer
problema aparece en el estudio del Segundo Teorema de la Economia del Bienestar y el segundo
aparece en el estudio de la existencia de un costo marginal de equilibrio en una economia, y ambos

son consecuencia de la busqueda de resultados més generales para la teoria.



Capitulo 2

Principales Resultados

Los principales resultados que se expondran seran:
s El Segundo Teorema del Bienestar para una cantidad finita de bienes
= El Segundo Teorema del Bienestar para un espacio de bienes

= La existencia de un costo marginal de equilibrio

2.1. El Segundo Teorema del Bienestar para una cantidad

finita de bienes

Previo a exponer los resultados mencionados debemos definir el cono normal de Mordukhovich,

que es la herramienta variacional fundamental utilizada en este resultado.

2.1.1. Cono Normal de Mordukhovich

Primero, definamos el cono vectores perpendiculares de Y C RY en el punto y € Y, denotado
por N{ (y) que esta dado por el conjunto {z € RN : 3p > 0, B(y + pz,p|lz])} Y =0

Con esto podemos definir el cono normal de Mordukhovich y el de Clarke como siguen:

» Cono normal de Mordukhovich: N (y) = limsup Ny (')
y'eY.y' —y

» Cono normal de clarke: N& (y) = Adh(Co{N{(y)})

Definamos ademés, el gradiente limite generalizado 0% f(z) de f en z por:
o f(x) = {C € RY : (¢, ~1) € Nepi s (f(2), 2)}

2.1.2. Teorema y resultados afines

Supongamos que exiten k bienes, n firmas con produccién Y; C R* Vj = 1...n, m consumidores
con demanda X; C R* Vi = 1..m y e € R la dotacién inicial.
Consideremos la multifuncién P; definida de X; en X; que describe la preferencia, es decir, si

x} € P;(x;) entonces x} es estrictamente preferida que z;.



Diremos que un punto ((z;), (y;)) € (R¥)"*™ es una distribucion factible si, para cada i z; € X;

y para cada j y; € Y; y ademads se satisface la siguiente igualdad:

m n
Simer Y
i=1 j=1

Es decir, que la cantidad demandada sea igual a la cantidad ofertada més la dotacién inicial.
Diremos que una distribucion ((}), (y;)) € (R¥)"*™ es Pareto eficiente si es factible y ademés
no existe otra distribucion factible ((x;), (y;)) € (R¥)"*™ tal que z; € AdhPi(z;) Vi = 1l.m y
Ti, € B, (mfo) para al menos un g, es decir, que no es posible asignar distribucién estrictamente
preferida a un consumidor, sin necesariamente tener que asignar algo que prefiera menos a otro
consumidor.

El Sequndo Teorema de Bienestar dice que dada una distribucién Pareto eficiente de recur-
sos existen precios y dotaciones iniciales tales que esta asignacion es el equilibrio competitivo!
correspondiente.

Luego tenemos:

Teorema (Khan, 1999):

Sea una distribucion ((x7), (y;)) € (RF)"+m Pareto eficiente. Supongamos que:
1. (Local Nonsatiation ) Vi, xf € AdhP;(z})

2. (Constraint Qualification ) Jig € {1,...,m}, v € R¥ y § > 0 tales que VA € (0,6):

n

/\v+§:(14dhpz‘($f)ﬂB(ﬂff75))—Xn:(Adh3/jnB(y;a5)) - Pio<x:0>+§mj AdhPi(x}) =) Y;

i=1 j=1 i#io j=1
Entonces dp* # 0 tal que:

1. —p* € Nﬁdhpi(m:)(x;ﬁ) Vi=1,..,m

2. p* e deth (y;)Vi=1,..,n

Asociado a este teorema hay dos resultados importantes que fueron mencionados en el curso,
uno es un teorema de Cornet de 1986 que permite encontrar condiciones suficientes para la hipotesis
(2) del teorema (Constraint Qualification) y el otro es un teorema de Mordukhovich de 1980 que es

pieza fundamental en la demostraciéon del teorema. A continuacién se enunciaran dichos resultados:

» Proposicién 1 : (Cornet, 1986) La condicion (2) del teorema anterior es satisfecha si alguna

de los siguientes condiciones se tiene:

n
1. Vi, Pi(xf) y ZY] son convexos
j=1

2. Jv € R¥ y § > 0 tal que YA € (0,6), v+ (AdhC () B(c,d)) C IntC para (C,c) igual
acada uno de los (=Y, —y;) con j =1,...,ny (P;(x],2;) coni=1,....,m
3. Y;j es cerrado o convexo Vj y v € RF y § > 0tal que VA € (0,6), Ao+(AdhC () B(c,6)) C

IntC igual acada uno de los (P;(zf,z;) coni=1,....m

Nota: la condicion (2) se tiene si es que AdhC' es epilipschitz en ¢

1Un equilibrio competitivo es una colecciéon de precios (uno para cada bien) tales que la cantidad ofertada de

cada bien (por los productores) es igual a la cantidad demandada de cada bien {por los consumidores)



s Proposicién 2 : (Mordukhovich, 1980) Sea =* una solucién local del problema:

min fo(z)
Jr(x) <0
k=1, K
reSCRN

(P)

Si las funciones fj son lipschitz cerca de z* y S es cerrado, entonces existe un multiplicador
A € RE+I\{0} tal que:

K
L 0€d (Y Aufu)(a") + N§(a")
k=0

2. 0, >0y MSr(z*)=0parak=1,..K

2.2. El Segundo Teorema del Bienestar para un Espacio de

Bienes

Consideremos un espacio de Banach Reticulado L, esto es, L es banach, parcialmente ordenado,
reticulado?®. Para simplicar los resultados se considera sélo un productor. Consideremos e € . la
dotacion inicial y precios p € L* elementos del dual topolégico de L.

Aqui hemos reemplazado el espacio de los bienes R por L, para asi obtener un resultado més
general.

Diremos que una distribucion ((Z;),7) es Pareto 6ptima débil si es factible y si no existe otra
distribucion factible ((x;),y) tal que z; € P;(Z;) ¥i. Como en clase definimos el subdiferencial
abstracto y sus propiedades, podemos continuar con el teoremas:

Teorema:

Consideremos el subdiferencial abstracto, si ((Z;), %) es un 6ptimo Pareto débil, asumamos:

1. Vi, X; = Ly, &; € AdhP;(Z;), existe 6; > 0,\; > 0,0; > 0 tales que:

Ly (\(Pi(x:) [\ B(®i,6:)) +T:) € Pi()

Donde I'; = U A((ml Je + B(0,4;))

A€(0,X;) +1

2. Y cerrado fuerte, existe § > 0, A > 0,0 > 0 tales que Yy € Y N B(,0)

(-D)({zeL:zt<yThcy

Donde T'= ] A((
A€(0,X)

o 1)e+B(O,5))

Entonces p € L* tal que p(e) >0y
1. p € ddy (9)

2. —p € Odagnp,(z,)(Ti) Vi

2Un espacio se dice reticulado si existe el supremo y el infimo para cada par de vectores.



Para probar este resultado se enuncié un teorema de separacién aproximada en espacios de
banach, probado por J. M. Borwein y A. Jofré en 1997, el que dice lo siguiente:
Teorema:(Borwein-Jofré,1997)

Consideremos el subdiferencial abstracto. Sean (Z;)7_; n subconjuntos cerrados de L. Sea
(zj) € [1; Z; tal que
Y zerr() 7))
J J
Entonces, 3¢ > 0, Ve > 0, 3z; € z; + B(0,¢) Vj, pe L*, ¢ < ||p]| £ 1

p € (\0dz,(z) + B*(0.9)

J
2.3. La existencia de un costo marginal de equilibrio

Considere una economia en la cual exiten k bienes, n firmas con produccién, m consumidores.

Suponga que cada consumidor maximiza su beneficio sujeto a sus restricciones presupuestarias
y los productores maximizan sus beneficios.

Un costo marginal de equilibrio es una lista de producciones y consumos, y un vector de precios
no nulo que satisface las condiciones anteriores y que ademés sea un mercado sin intervencién.

Se busca garantizar la existencia de un costo marginal de equilibrio bajo cierta suposiciones. El
teorema como tal no fue enunciado, sin embargo, se mencioné. Se vio un ejemplo, el cual ilustraba
la importancia de la convexidad del cono normal para asegurar que el equilibrio obtenido fuese
eficiente. Ademaés, se vio un ejemplo en el cual el cono normal de Mordukhovich, entregaba la

existencia de un costo marginal de equilibrio que era ineficiente.



Capitulo 3

Problemas Abiertos

Uno de los primero problemas abiertos relacionados con el tema surge del Sequndo Teorema
de Bienestar, y este es determinar si el cono normal de Mordukhovich es minimal entre todos los
conos normales que satisface las particulares propiedades necesarias para este teorema, pues con
esto se podria ver si las hipotesis necesarias son las mas débiles posibles.

Otro problema abierto es ver si con el cono normal de Mordukhovich se puede o no probar
la existencia de un costo marginal de equilibrio, puesto que en la demostracién de esto se utiliza
fuertemente la convexidad del cono normal de Clarke, y dado que el cono normal de Mordukhovich
no lo es, es interesante saber si la convexidad juega un rol importante en la veracidad del teorema
de existencia. Mas ain, dado que el cono normal de Clarke asegura la eficiencia de un equilibrio
eficiente, es interesante saber existe algin otro cono normal que no sea convexo, tal que asegure la

existencia de un costo marginal de equilibrio que sea eficiente.
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