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1. Introduccion

Este informe estd basado en el curso “Variational analysis in multiobjective optimization and
equilibria”, dictado por el profesor Boris Mordukhovich, en el marco de la Escuela en Analisis
Variacional, celebrada entre el 6 al 19 de Noviembre de 2008, en el CMM y el DIM de la Universidad
de Chile.

Uno de los resultados mas emblematicos del andlisis variacional es el principio variacional de
Ekeland, el cual es la base de varias demostraciones de existencia de minimos de funciones univaluadas
(en [1] se pueden ver distintas aplicaciones de este principio para demostrar existencia de minimos). En
el informe actual se verd un andlogo a lo anterior, pero en el caso de minimos de multiaplicaciones (para
lo cual se tendrd que definir primero cual es el sentido de orden y optimalidad), de hecho, el primer
resultado de importancia serd una generalizacién o mejora del principio variacional de Ekeland, y el
segundo serd la existencia de minimos de una multiaplicacién (bajo ciertos supuestos), en un sentido
de minimo que se definird posteriormente.

Para referirnos a problemas de optimizacion en multiaplicaciones se hablard de problemas de
optimizaciéon multiobjetivo. Existen varias nociones de este tipo de problemas, sin embargo en este
curso se estudié la nocién de Pareto minimo o Pareto eficiente, y versiones méas débiles de esta misma
idea. Para fijar el contexto, sea Z un espacio vectorial normado. Se define el orden parcial < sobre
= C Z segun un cono convexo cerrado © como

<z 21 —20€0
Un elemento z € Z es un punto Pareto minimo/eficiente si
(z-0)Nn=={z}
En el caso de que el cono © sea puntiagudo (es decir © N (—O) = {0}) lo anterior es equivalente a que
(z-O)NECz+0O
Si int® # (), un punto z Pareto débil eficiente de Z se define por
(z—mt@®)N=E=10
El mayor problema de la definicién anterior es suponer que int® # (), hipitesis que en una gran
cantidad de los problemas de optimizacién no se cumple, tanto en dimensién no-finita como en dimen-
sién finita. En el caso de dimensidn finita, el interior relativo (denotado ri) de un conjunto convexo
© no vacio es siempre no vacio, por lo que podria ser util cambiar en la definicién de débil Pareto
minimo int® por ri©®. El problema de lo anterior es que en espacios de dimensién no-finita el interior

relativo de un conjunto convexo no vacio puede ser vacio. De lo anterior nace la necesidad de una
extension de interior relativo, como el cuasi interior relativo de ©, denotado gri y definido por

qri® = {z € Z : cone(© — z) es un subespacio lineal}

Se tiene que ¢ri© # () para todo cono convexo cerrado si Z es separable. Otra extensién del interior
relativo es el interior relativo intrinseco denotado por iri y definido por

iri® = {z € Z : cone(© — z) es un subespacio lineal}
De las definiciones se tiene directamente que

ri© C iri® C qri®



Dado = C Z parcialmente ordenado por ©, se dice que Z € = es un punto minimo relativo de = si
(z—ri®)NE =1,
se definira como minimo relativo intrinseco si
(z—iri@)N=E=10
y se definird como quasi minimo relativo si

(z—qri®@)N=E=10

El problema principal es estudiar las soluciones de problemas de optimizaciéon multiobjetivo con
restricciones
minimizar F'(z) sujeto a x € €2

con algun sentido de minimo que se detallard méas adelante, y donde F : X = Z,y Q C X es cerrado.

2. Principales resultados

Consideraremos en adelante F : X = Z con Z parcialmente ordenado por © cono propio, convexo
y cerrado, y domF # ), con domF definido por

domF = {z € X : F(x) # 0}

Se denotara por Min = al conjunto de todos los puntos Pareto minimo de = C Z con respecto al orden
establecido por ©, que se puede escribir de forma equivalente

MinZE:={2€Z:2—2¢0siz€5z2#7Zz}

2.1. Principios Variacionales mejorados para multiaplicaciones

Con el fin de poder enunciar el principio variacional de Ekeland mejorado para el caso de multi-
aplicaciones, se veran algunas definiciones.

Denotando B la bola unitaria en Z, se dird que

= O tiene la propiedad de la normalidad si el conjunto (B + ©) N (B — ©) es acotado en Z.

= F es epicerrado si el epigrafo de F definido por epi F := {(z,2) € X X Z : z € F(z) + O} es
cerrado en X x Z.

= F es de nivel-cerrada si sus z-conjuntos de nivel
L(z):={reX:FveF(x)conv<z}
son cerrados en X para todo z € Z.

» F es quasiacotada por abajo y existe un conjunto M C Z acotado tal que F(X) C M + ©.
Un conjunto 2 C Z se dird quasiacotado por abajo si la multiaplicacién constante F'(z) = 2
satisface esta propiedad.



» F tiene la propiedad de la dominacidn en T € domF si F(Z) C Min F(Z) + ©.

o o s o e s , ’. . — — .
Definicién (condicién de monotonia limite) Dado F : X — Z y T € domF, se dice que F
satisface la condicién de monotonia limite en Z si para cualquier secuencia de pares (xy,z;) C grF
con rp — T cuando k — oo se tiene que

[2k+1 < 2, Vk € N] = [3Z € Min F(Z) con z < z;, k € N|
en que

grF :={(z,2) e X xZ:z€ F(x)}

Nota: La condicién de monotonia limite implica la propiedad de la dominacion. Ademds, toda
funcién nivel-cerrada y univaluada satisface la condicion de monotonia limite. Las condiciones de
suficiencia para que se tenga la condicién de monotonia limite se pueden revisar en [2].

Definicién (minimizadores y minimizadores aproximados para multiaplicaciones) Dado F :
b . .
X — Z, Z Banach parcialmente ordenado por un cono propio © C Z.

i. Decimos que el par (z,z) € grF es un MINIMIZADOR de F si zZ es un punto minimo del
conjunto F(X) := U,y F(z), es decir
(Z-—O)UF(X)==z2
ii. Dado e > 0y & € ©\{0}, decimos que el par (Z,Z) € grF es un e£-MINIMIZADOR APROXI-

MADO para F' si
z+el £ zVz e F(x), conz £

ii. Dado e > 0y ¢ € ©\{0}, decimos que el par (Z,Z) € grF es un e¢£-MINIMIZADOR APROXI-
MADO ESTRICTO para F si existe un ndmero 0 < € < ¢ tal que (Z, Z) es un é¢-minimizador
aproximado.

Teorema 1 (versién mejorada del principio variacional de Ekeland) Sea F : X = Z, Z Ba-
nach parcialmente ordenado por un cono propio, cerrado y convexo © C Z, tal que © N (—0O) # 0, es
decir © no es un subespacio. Asumamos que F' es quasiacotada por abajo, nivel-cerrada, y satisface la
condicion de monotonia limite en domF'. Luego, para todo e > 0, > 0,£ € ON(—0O) y (zo, 29) € grF
existe (Z,z) € grF que satisface

Z— 20+ §||:f—x0||§ <0, z€ Min F(x)

€
z2—Z+ XHx —Z||§ £ 0,Y(x,z) € grF, con (z,z2) # (z,2)
Si ademds (xo,20) es un e&-minimizador aproximado para F, entonces T puede ser elegido tal que

|7 — wo|| < A

Dem. La demostracién se puede ver en [2]. |

Cabe destacar que la demostraciéon de este teorema tiene rasgos similares a la demostracién pre-
sentada en [1] del principio variacional de Ekeland para el caso univaluado.

Otro principio variacional visto en el curso fue el principio variacional subdiferencial mejorado
para multiaplicaciones. Antes de enunciarlo, veamos unas definiciones:



» El limite secuencial exterior de Painlevé-Kuratowski de una multiaplicacién F : X = X* es
Limsup ,_,; F(x) := {x* € X* : I secuencia x, — T y ;5 z* con x} € F(xy),Vk € N}

donde w+ denota la convergencia *-débil.

= Dado ) C X cerrado, T € 2, el cono prenormal en T es

N(z;Q) = {x* € X” :h’msup<ch_gc> < O}

ez ||z —Z|
= El cono bdsico o de Mordukhovich en z es
N(z; Q) := Limsup ,_,,N(z;Q)

» La coderivada de Fréchet en (z,%) € grF'

D*F(z,7)(2*) == {x € X*: (¢, —2%) € N((z, 5),ng)}
» La coderivada normal/bdsica en (z,z) € grF
D*F(@,2)(z") = {a* € X" : (%, ") € N((3, 2),rF)}

» El epigrafo de F
epiF == {(z,2) e X x Z :z € F(z)+ 0O}

» La funcion epigrdfica Er : X = Z dada por
Er(x):={z€Z:2€ F(x)+ 0}
v El subdiferencial de Fréchet de F en (Z, Z)
OF(z,7) := {x € X*:a* € D*Ep(T,2)(2%), -2 € N(0;0),||2"]| = 1}
v El subdiferencial normal/bdsico de F en (T, z)
OF(z,z):={2" € X" : 2" € D*Ep(T,2)(2%),—2" € N(0;0),]|z"|| =1}

= Un espacio de Banach se dird de Asplund si cada uno de sus subespacios separables tiene un
dual separable.

Teorema 2 (principio variacional subdiferencial mejorado para multiaplicaciones) Sea F :
X = Z entre espacios de Asplund, cumple las mismas hipdtesis del Teorema 1, pero ademds F
es epicerrada. Luego, para todo € > 0,A > 0,§ € © N (=0O) con ||&|]| = 1, y un e&-minimizador
(x0,20) € grF existe (z,%z) € grF tal que ||T — xzol| < Ay

OF(z,2)U %]B%* #0

Dem. Ver [2]. [ ]



2.2. Existencia de Pareto minimizadores relativos

Como se mencioné anteriormente, uno de los principales temas del curso era estudiar la existencia
de minimizadores.

Definicién (Pareto minimizadores relativos para multiaplicaciones) Dado F : X = Z, Z
Banach parcialmente ordenado por un cono © C Z, decimos que:

i. Siri® #£0, (z,z) € grF es un MINIMIZADOR RELATIVO para F si
(z—ri®)UF(X)=0
ii. Siiri® #£ 0, (z,2) € grF es un MINIMIZADOR RELATIVO INTRINSECO para F si
(z—iri®)UF(X)=10
iii. Si gri® # 0, (z,2) € grF es un MINIMIZADOR QUASI RELATIVO para F si

(Z—qri®)UF(X)=10

Definicién (condicién refinada de Palais-Smale del subdiferencial para multiaplicaciones)
Una multiaplicacién F' : X = Z, satisface la condicién refinada de Palais-Smale si cualquier sucesién
{zx} C domF tal que

Jz, € F(zk), 2z}, € OF (zg, ) con ||z%]| — 0si k — oo

contiene una subsucesién convergente, con la condicién de que {zr} C Z sea quasiacotada por abajo.

. e 2 . e rd 2 . — —
Definicién (condicién de monotonia limite fuerte) Dada F: X — Z y un punto & € domF, F
satisface la condicién de monotonia limite fuerte en Z si para cualquier secuencia de pares (zy, zx) C
grF con x; — & cuando k — oo se tiene que

[2k+1 < Uk, Vgt1 < v, Vk € N] = [32 € Min F(Z) con zZ < v, k € N]

y ademdas zZ < v si vp — ¥ y el cono © es cerrado.

Teorema 3 (existencia de minimizadores relativos intrinsecos para multiaplicaciones) Sea
F : X = Z entre espacios de Asplund, epicerrada, quasiacotada por abajo, y que satisface la condi-
cion de monotonia limite fuerte en domF. Asumamos ademds que se tiene la condicion refinada de
Palais-Smale y que © N (—O) # 0. Luego F admite un minimizador relativo intrinseco si irif # (.

Dem. La idea de la demostracién es aplicar de forma inductiva la versién mejorada del principio
variacional de Ekeland y generar una sucesién (xy, zi) € grF, para luego probar que la secesién {zy}
contiene una subsucesién que converge a un minimizador relativo intrinseco para F'. Para justificar lo
dltimo es necesario usar la condicién de Pale-Smale, el principio variacional subdiferencial mejorado
para multiaplicaciones, la condicién de monotonia limite y un principio extremal de conjuntos que no
se detallard en este trabajo. Para més detalles ver [2]. ]



3. Problemas abiertos

Gracias a las inclusiones
ri© C iri© C qri©

nt® C iri®

se concluye que bajo la hipStesis del Teorema 3 que si 710 # () entonces existe un minimizador relativo
para F, y si int© # () entonces existe un Pareto minimizador débil para F'.

Si se tuviese un teorema de existencia de de minimizadores quiasi relativos, se tendrian aun mas im-
plicancias ttiles como las anteriores, ya que iri® C ¢ri®. El problema de existencia de minimizadores
quiasi relativos para F', como el mismo profesor Mordukhovich lo dijo, es el “gran problema abierto”
relativo a optimizaciéon multiobjetivo.

Referencias

[1] Jonathan M. Borwein Qiji J. Zhu, Techniques of Variational Analysis, Springer, 2005.

[2] Truong Q. Bao and Boris S. Mordukhovich, Relative Pareto minimizers for multiobjetive problems:
existence and optimality conditions.



	Introducción
	Principales resultados
	Principios Variacionales mejorados para multiaplicaciones
	Existencia de Pareto minimizadores relativos 

	Problemas abiertos

