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1. Introduccion.

El equilibrio en redes ha sido de particular interés en diversas areas de la ingenieria, en especial desde
la expansién del tréfico terrestre y de la creacion de Internet. Primero, y quizds lo mas importante
del estudio de equilibrios, es definir que significa equilibrio, en el contexto del trafico terrestre no es
directo que significaria tal cosa, por ejemplo, dos equilibrios esencialmente distintos serian: en cada
calle hay siempre el mismo numero de autos o los conductores no tienen incetivos para elegir una
u otra ruta. Segundo viene el estudio propiamente tal: es necesario analizar si el equilibrio definido
existe y bajo cuales condiciones es posible llegar a él. Finalmente es de interés estudiar cualitativa
y cuantitativamente estos equilibrios en redes reales, donde la herramientas computacionales son
imprencindibles.

En cada una de las partes anteriores, el andlisis variacional, sin subvalorar otras herramientas, pre-
senta una ayuda de gran tamafno ya que entrega: una definicion clara de lo que significa el equilibrio
que estamos estudiando, una marco teérico donde analizar la existencia es natural e incluso presenta
esquemas que se pueden traducir en algoritmos niimericos o en pruebas de que dichos algortimos
realmente funcionan.

El informe presenta un pequena revisién sobre la definicién més conocida de equilibrio (estaciona-
rio), el equilibrio de Wardrop [1] y algunas extensiones, ademds presenta un enfoque nuevo basado
en un estudio dindmico del equilibrio; enfocandose principalmente en la primera definicién, es decir,
en el estudio del equilibrio de Wardrop. Dentro de esta pequena revisiéon también se incluyen algunos
resultados acerca de métodos nimericos que permiten aplicar la teoria a redes reales.

Cabe destacar que el énfasis de este trabajo difiere del presentado en el curso, esto, con fines de
resumir lo expuesto en la Escuela y destacar lo que al autor llamé més la atencion.

2. Principales Resultados.

2.1. Equilibrio (de Wardrop) en Redes

Se considera una red como un grafo planar G = (N, A), con N denotando los nodos y A los arcos,
de la cual se sabe t, = s,(w,) el tiempo de viaje en el arco a cuando la carga sobre ese arco es wg,
la funcion s, explicita la relacién entre los tiempos de viaje y la carga del arco. Ademads sabemos las
demandas desde el nodo 7 al d, gf, y el conjunto de rutas posibles desde dichos arcos, Rf. Notamos
O y D los conjuntos de origines y destinos, respectivamente. El objetivo es estudiar como el flujo
agregado se distribuye en cada arco, notar que al trabajar asi se asumen todos los individuos iguales
excepto por su llegada y partida.



Definicion 1. Si las dnicas rutas con carga positiva son las rutas dptimas entonces se dird que se
ha alcanzado un equilibro de Wardrop.

La interpretacién es directa: sélo se ocupan las rutas que son éptimas, en particular si consideramos
un modelo con 2 nodos, el de llegada y el de partida, con 2 arcos, el primero con tiempo menor que
el segundo entonces, es natural pensar que solo se ocupara el primer arco dado que nadie quiere
demorarse mas de lo necesario.

Con lo anterior se puede escribir la formulacién variacional del problema [2] y con esto, el problema
se convierte en uno de programacién convexa.

Caracterizacién 2.1.1. Caracterizacion Variacional.
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Aqui se han agregado variables auxiliares vfll que representan la cantidad de individuos que van al
destino d a través del arco a, luego es natural la primera y tercera restriccién. La segunda es la
conservaciéon de flujo que debe existir en cada nodo para que la demanda sea servida.

Del estudio de este funcional es posible demostrar que existe un unico equilibrio, ie, una tnica so-
lucién w* de este problema (aunque podria ser el caso que existan varios v). La existencia debido a
la compacidad del conjunto donde se minimiza y la tinicidad por la estricta convexidad del funcional.

De aqui sigue la formulacién dual del problema [3], lo que permitir convertir el problema en el de
minimizar una funcion real.

Caracterizacién 2.1.2. Caracterizacion Dual.
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Con Tfl solucion del problema de tiempo/costo minimo, se puede obtener como la solucion de la

ecuaciones de Bellman:
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2.1.1. Resolucion numerica

Con todo lo anterior en mente se propone el Método de Promedios Sucesivos (MSA, por su nombre
en inglés) como posible forma de resolucién, en este contexto consistiria en:

1. Calcular tF = t,(wk).

2. Se asiga g¢ a las rutas mas cortas.
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3. Calcular los flujos vg.

4. Se agregan los flujos % = ", vd.

5. Se actualiza w**1 = (1 — A\ )wk 4+ A\p®.

En general, se ocupa A\ = 1/k. Si reescribimos la actualizacién como w**! = (1 — A\p)w* 4+ Ao (w®),
existe extensa literatura cuando ¢ no es expansivo, pero cuando lo es no es posible asegurar con-
vergencia; en el contexto de este trabajo, ¢ si es expansivo pero, a pesar de eso, en la practica, el
método si converge jpor qué?.

Teorema 1. Si {\;}x es tal que Y\ =00 y Y. A2 < oo entonces MSA converge al equilibrio w*.

Lo interesante de este teorema es su demostracién en la cual se reescribe el MSA como uno de
subgradiente, mas precisamente se considera los siguiente:

wh L — ok

€ —diag(sy(w})) " Op(w")
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Con (w) = ¢({5q(wa)}aca), 0 sea ¥ es la funcién que a cada w (w € RI4I) le asocia los flujos
que serfan optimos si las cargas fueran w (recuerde que es un algoritmo de punto fijo). Se puede
demostrar que el equilibrio w* minimiza v y asi sigue el resultado.

2.2. Usuarios Estocasticos
2.2.1. Equilibrio Tradicional

Ahora los usuarios no son homogéneos, siguen una distribucion, lo que se ve reflejada en los tiempo
de espera ta = tq + €, donde €, es una variable aleatoria, lo que hace t, también una variable
aleatoria. Asi el modelo, el equilibrio es tal que distribuye los flujos segun la probabilidad de que
cada ruta sea Optima:

Lr = ng(T,« = 7-id)
Con T, y z,, el tiempo de viaje y el flujo de la ruta r; y como antes, g;?l y %Z-d la demanda y el
tiempo 6ptimo de viaje desde el nodo ¢ hasta el nodo d. Notar que implicitamente esta definicién,
al igual que antes, supone que el usuario esta optimizando entre todas las rutas al comenzar su viaje.

La mayor dificultad con este método es que resultados prdcticos son dificiles de obtener en redes
de tamano regular o mayor, ademas dada la componente estocastica incluso en redes pequenas sélo
se posible obtener simulaciones y no resultados completos. En particular el uso de distribuciones
a soporte compacto, que harian que no todas las rutas se usaran, hacen practicamente imposible
obtener resultados. Incluso la formulacién dual de este problema no entrega luces, excepto en el caso
de redes pequenas.

2.2.2. Equilibrio Markoviano [4]

Es natural pensar que los usuarios de la vida real no eligen la ruta 6ptima desde el conjunto de
posible rutas que comienzan en su hogar y terminan donde ellos quieren llegar, esto es humanamente
imposible, en particular, probablemente cambien de parecer en mitad del camino. Con esto en mente,
se mantiene el modelo del punto anterior, 2.2.1, pero ahora el usuario en vez de optimizar entre todas



las rutas al comenzar su viaje, lo hace en cada nodo: si él esta en el nodo ¢ optimiza entre todas las
rutas que lo llevan desde ese nodo hasta su destino, se mueve un arco y repite. Lo anterior, para un
viaje desde o hasta d se puede formular como:
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Asi, r termina siendo la rutina 6ptima para el usuario. Luego sigue que el flujo que entra a ¢ y que
llegara a d queda dado, como antes, por:
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Y sale del nodo 7 por cada arco a € Aj segun:

vg = wg]P’ <a = argmin, _ ,+ ty + 7:;5))
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Para el resultado siguiente, es necesario redefinir Tid, haciendolo la soluciéon de la ecuaciones es-
tocasticas de Bellman:

8 =FE | min[t, + ¢ 4 €]
acAf Je

Caracterizacién 2.2.1. Caracterizacion Dual.
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Idéntica a 2.1.2 del caso inicial, asi este caso se reduce a ese considerando la disribuciéon de los
usuarios como un delta de Dirac, resultado muy interesante que permite ver desde otra perspectiva,
ahora Markoviana, la definicién de equilibrio original. Ademds sigue que el método de promedio
sucesivos, ahora estocastico, converge; haciendo este problema posible de resolver sin complicaciones.

3. Problemas Abiertos. Aprendizaje en redes.

Hasta ahora en el dnalisis existen 2 puntos en comun: los usuarios son tratados de manera agregada,
ie, no se estudia el comportamiento individual de un usuario; los resultados son estaticos, en el
sentido que se estudia el equilibrio y no como se llega a él. El nuevo enfoque que se enunciard en
esta seccién difiere de lo anterior en estos dos puntos, primero estudia el comportamiendo de cada
uno de los usuarios y segundo, estudia como evoluciona el sistema en el tiempo.

De la seccién anterior, mantenemos la red como un grafo planar G = (N, A), con N denotando los
nodos y A los arcos, con t" el tiempo de viaje asociado a la ruta r. Ademads de las demandas desde
el nodo i al d, gfl, v el conjunto de rutas posibles desde dichos arcos, Rf-l, sabemos a donde y desde
donde cada uno de los N conductores quiere ir.



Otra gran diferencia en espiritu con lo tratado antes es: ahora cada dia el usuario no sabe todos los
tiempos, sabe s6lo acerca de lo que experiment6, denotamos " la persepcién del tiempo de viaje
que el conductor ¢ tiene acerca de la ruta r durante el dia n. Y a diferencia de en 2.2.2, la parte
estocéstica esta en la existencia de una probabilidad, 7 de que el conductor i elija cierta ruta r;
esto es, el conductor ya no decide sélo segtin cuial es el éptimo, ahora, se puede equivocar en ver
cual era el 6ptimo para él. Con esto el nombre de estocédstico queda mucho claro que antes.

Existe, ademas, un proceso de aprendizaje, un proceso de actualizacién de sus percepciones, esto
reflejado en el cambio de las probabilidades 7" segiin que es lo que le ha ocurrido a lo largo del
tiempo. En este sentido, el proceso en estudio se puede ver como un juego repetido una y otra vez
en el cual los jugadores se pueden adaptar.

Asf las cosas, el proceso de aprendizaje (en tiempo discreto) queda como!:

ir ir 7 T r ir

T Uy T U t x
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estado pbb rutas flujos tiempos actualizacion

Este 1iltimo paso se hace como sigue:

ir (1= An)al_y + Aath, r=r,
nglv r 75 T:L

Lo anterior es la formalizacién de las siguientes ideas:

= El conductor cada dia elige una ruta basado en que le pasd ayer y esto hara que lo que le pase
hoy sea distinto de lo que ya le pasé.

» La eleccién la hace al azar privilegiando ciertas rutas segin su conocimiento previo (puede
verse también como una mano temblorosa).

= Este conocimiento previo es una mezcla de la experiencia y cierto conocimiento comain.
= Todo este proceso se repite cada dia.

Desde aquse puede pasar a un escenario continuo, considerando que el aprendizaje se hace en cada
t € R4 en vez de en n € N, algunos resultados existen en este contexto [6] que relacionan los puntos
de equilibrio de la dindmica con los puntos de equilibrio de cierta ecuacién diferencial. En paralelo
a lo anterior es posible escribir el aprendizaje como cierto juego cuyos equilibrios de Nash corres-
ponden a los equilibrios buscados inicialmente.

Estas dos ideas permiten estudiar si hay o no puntos de equilibrio y ctiantos de ellos habrian. A
pesar de esto, el andlisis no se puede seguir para redes complejas y los teoremas no son minimales,
en el sentido de que a pesar que no se cumplan las condiciones, los resultados si se tienen [5] y he
aqui donde estan abiertos los problemas, se buscan nuevos enfoques o simplificaciones que permitan
resolver de manera préctica, quizds nuevas herramientas dentro y fuera del andlisis variacional (que
es de donde gran parte de los resultados han salido).

'El fnidice n indica que la variable toma distintos valores con las repiticiones y que se esta hablando de la variable
el dian
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