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1. Introduccion

1.1. Definiciones y Resultados Basicos

El marco de trabajo serd un espacio de Banach X no necesariamente reflexivo y su dual X*. Para
ambos espacios se considerardan distintas topologias segiin sea conveniente. Vamos a las definiciones:

Definicion 1.1. Un subconjunto S C X x X* se dird mondtono si

Se dird que S es maximal mondtono si es mondtono y no posee ninguna extension propia mondétona.
Definimos el dominio y rango de S como

» D(S) ={z € X|3x* € X*, (z,2%) € S}.
» R(S)={z* € X*|Fx € X, (x,2*) € S}.

Para una multiaplicacion T : X = 2% las definiciones anteriores valen si se considera S =
Gr(T) C X x X*.

Algunos ejemplos de operadores y conjuntos mondtonos:
» Todo operador lineal positivo definido sobre un espacio de Hilbert T': H — H (donde se hace

la identificacién de H con su dual).

= Kl subdiferencial de una funcién convexa sci propia f: X — R, 0f : X = X*.

Ahora veamos un resultado que nos permite caracterizar conjuntos monétonos maximales

Teorema 1.1. (Criterio del Cuadrado Perfecto para M.M.)
Sea X Banach reflexivo y S C X x X* mondtono. Entonces S es mazximal mondtono ssi para todo
(w,w*) € X x X* existe (x,z*) € S tal que

|z —w|? + |2 — w*||* + 2(x — w,z* — w*) =0
La demostracién de este resultado no es dificil, pero requiere introducir ciertos conceptos de

dualidad min-méx que extenderian innecesariamente el informe, por lo que se recomienda ver [2]
para los detalles. A continuacion se vera una generalizacion para el caso no reflexivo.

Teorema 1.2. (Criterio del Cuadrado Perfecto Generalizado para M.M.)
Si S C X x X* es | - ||-cerrado, mondtono y satisface que para todo (w,w*) € X x X* existen
en \ 0 y (wp,w}) € S acotada tales que

VnEN, (@ —whl2+ @ — wall? + 2% — whd —wa) < 6

entonces S es maximal mondtono.



Demostraciéon. Supongamos que existe una extension estricta de S, S’ mondtona y tomemos un
elemento (w,w*) en tal extension. Entonces, por hipdtesis existe (wp,w)) € S acotada tal que

[0 = wy | + [l = wa|* < 0% = wil* + [ — wall* + 200" — w0 — wn) < en.

La primera desigualdad proviene de que S’ es extensién mondtona de S. Luego w, — w y
wi — w*, lo que sumado a que S es cerrado muestra que necesariamente (w,w*) € S, lo cual es
una contradiccion. O

Una definicién apropiada para estudiar conjuntos m.m. es la de operador NI

Definicién 1.2. (Operadores de Infimo Negativo)
Un conjunto S C X x X* es de tipo NI ssi para todo (x*,x**) € X* x X** se tiene que

z. f _ %k * _ * < O
(8;13)65<¢(8) a*, 8" —a") <

donde ¢ : X — X*™* es la inyeccion candonica en el bidual.

Algunos ejemplos de operadores NI

= Si X es reflexivo y S es maximal mondétono, entonces es de tipo NI. De aqui se observa que
la definiciéon no es muy interesante en el caso reflexivo.

= El subdiferencial de una funcién convexa sci propia es maximal mondtona y de tipo NI.
» Si C* C X* es compacto y R(S) C C*, con S maximal mondtono; entonces es de tipo NI.

» S5i C C X es compacto y D(S) C C, con S maximal mondtono; entonces es de tipo NI con
R(S) = X*.

» Si C C X es débil compacto y D(S) C C, con S maximal monétono; entonces es de tipo NI
con R(S) = X*.



2. Principales Resultados

2.1. Convexidad de la cerradura del dominio y recorrido para operadores Ma-
ximales Mond6tonos

Es sabido que no siempre la cerradura del dominio o el recorrido de un conjunto maximal
mondtono son convexos, lo que es un resultado indeseable para trabajar con estos operadores, es
por esto que la buisqueda de hipétesis razonables para las cuales un operador monétono cumpla lo
mencionado ha sido una interesante pregunta abierta por muchos anos. La pregunta mas natural es
por qué se utiliza la adherencia para estudiar la convexidad, y la respuesta es que aun en ejemplos
muy sencillos se puede ver que por ejemplo D(S) no es convexo.

Ejemplo 2.1. El subdiferencial de la funcién conveza sci propia f : R? — R U {400}

fzi,29) = { o] V (1= /T —a2), sil|ey| Vo] <1

+00, St no

tiene un dominio no convezo. En efecto D(OF') = By ((0,0), HU[(~1, -1), (1, =1)JU[(=1,1), (1, 1)];
y sin embargo, D(OF) = By, .. ((0,0),1).

La primera respuesta afirmativa, para el caso reflexivo, se debe a R.T. Rockafellar en 1969

Teorema 2.1. Sea X reflexivo y S : X — 2% m.m.. Entonces

D(S) = convD(S)
intD(S) = int(convD(S))
Este Teorema fue extendido para el caso no reflexivo en algunas clases de funciones, pero la
versién mds general ha sido recientemente probada por Zagrodny en [3]

Teorema 2.2. Sea X un espacio de Banach real y S C X x X* un conjunto maximal mondtono

no vacio y de tipo NI. Entonces D(S) y R(S) son conjuntos convezxos.

Si bien esta version se ve satisfactoria, de la demostracion del paper se ve que lo inico necesario
para probar la convexidad es una implicancia sobre subdiferenciales de funciones de Fitzpatrick, lo
que desvia la pregunta abierta hacia la clase de funciones que satisfacen la implicancia. A conti-
nuacion se definen los conceptos basicos para contextualizar esta pregunta.

2.2. Funciones de Fitzpatrick

Una forma interesante de estudiar operadores mondétonos es representando la multiaplicacién
por una funcién convexa. A continuacién vemos como hacer ésto



Definicién 2.1. (Funcién de Fitzpatrick de S)
Dado S C X x X* definimos g : X x X* — RU {400} como

Ys(w,w’) = sup {(w”,s) + (", w) — (s%, 5)}
(s,s*)€S

Para el caso de S m.m. ¥g suele ser llamada la funcion de Fitzpatrick.

Se observa que g es siempre convexa sci dado que se construye como supremo de funciones
lineales afines. Ademas si S es monétono y (w,w*) € S entonces

Yg(w,w*) = ( su)p S{(w*,s> + (s*,w) — (s*,s)}
s,8%)€
= sup {(w*—s*,s—w>}+<w*,w>
(s,s*)€S
= — inf {{(w*—s*w—s)}+ (W w)
(s,s*)€S

infimo que vale 0 pues S es monétono y (w,w*) € S. En conclusién ¢g(w, w*) = (w*, w).

Recordamos la definicién del mapa de dualidad, que desde ahora llamaremos T : X = X*, el
cual tiene por evaluaciones T(z) = 0 (|| - ||/2) (z); es decir, el conjunto de funcionales de soporte
de x.

A continuacién veremos cual es la relacién entre una multiaplicacién y su funcién de Fitzpatrick

Definicién 2.2. (Fitzpatrificacion de S)
Dado S C X x X* definimos la multiaplicacion Sy : X = X* como Gr(Sy) = D(vs).

Esta nuevo conjunto no sera siempre mondtono, pero satisface tener un grafo convexo. Mas ain
observando que

D(Sy) =mxD(ps) v  R(Sy) =mx-D(¢s)
se concluye que tanto su dominio como recorrido son convexos. Es posible probar que ambos con-

juntos son extensiones de D(S) y R(S) respectivamente. Estudiemos qué ocurre con estos conjuntos
en el siguiente

Ejemplo 2.2. Para el mapa de dualidad T vemos que si (z,x*) € X x X* y (s,5*) € Gr(T)
entonces

(s,x*) + (x, s*) — (s,s)

< sl ]+ l=lllls™ = 3llsll? = 3lls*]I?
< 3 (Il + 12*)?) -

Luego, se tiene que Yr(z,z*) < 5 (|z]|? + |z*||*) y se concluye que

GT(T¢) = D(sz) =X x X*.

Este ejemplo muestra que aun para S mazimal mondtono, la Fitzpatrificacion de S puede ser
mucho mds grande que S. Es por esto que la Fitzpatrificacion no es la herramienta perfecta para
responder al problema de la convexidad de la cerradura del dominio y recorrido para operadores
mazimales monotonos.



A continuacién veremos una primera aplicacién de la funcién de Fitzpatrick para estudiar
maximalidad

Teorema 2.3. (Condicion suficiente para monotonia mazximal)
Si S C X x X* satisface que para todo (w,w*) € X x X* existen sucesiones €, \, 0 y (wy,w}) C S
acotada y tales que

— * —

Vn €N, wa(w,w*)(wn - w,w, — ﬂ}*) + wT(wn - ’LU,TD* - w;) < €n,

entonces S es maximal mondtono.

Este Teorema no se encuentra en ningin paper actualmente, debido a que fue probado en un
trabajo en progreso de Zagrodny que pronto estard disponible. Esto se menciona debido a que
puede tener errores en el enunciado, segiin conversaciones con Yboon Garcia.

Notese que para utilizar este tltimo teorema es necesario obtener cotas sobre la suma de las fun-
ciones de Fitzpatrick involucradas, por lo que es necesario buscar formas de acotar estos términos.
Por definicién

(a*,a™) € Opg(w,w*) & (a*,w) + (a**,a”) = Pg(w,w™) + Pg(a*,a™™)

entonces si ¥§(w, w*) > (a™*, a*) tenemos que g(w, w*) < (a*, w)+ (a**, w*) — (a**, a*), con lo cual
podemos asegurar que la suma v¥g(-,-) + (-, —) es suficientemente pequena. Finalmente veamos
un caso para el cual se cumpla lo supuesto:

Teorema 2.4. Sea X Banach y S C X x X* un conjunto mondtono no vacio de tipo NI. Luego si
(a*,a*™) € Og(w,w*) tendremos que

1l a™) 2 (0, 0)

2. Ps(w,w*) < (a*,w) + (@™, w*) — (a*, a™).

Demostracién. Para que (w,w*) tenga subdiferencial no vacio, al menos debe estar en el dominio,
por lo que s(w,w*) es finito y por definicion

Yg(a*,a*) = sup {{a*,h) + (a**, h*) — 1pg(h, h*)}
(h,h*)EX X X*

2 sup  {(¢(h),a”) + (@™, h*) — (h*, h)}
(h,h*)eXx X*

> Kk k\ inf *k h * R

> (a™,a”) (h,h*)ngxX*<a ¢(h),a )

> <a*>k7a>k>‘

con lo cual se prueba la primera parte. La sequnda es directa de lo anterior. O

Se sospecha que la implicancia
(a*,a™) € Ops(w,w*) = Yg(w,w") < (a*,w)+ (a™, w*) — (a**,a")

es valida para una clase mas grande de conjuntos, sin embargo dar una respuesta afirmativa o nega-
tiva a esta conjetura permanece como un importante problema abierto en el area. La implicancia de
arriba toma importancia debido a que es la que caracteriza el resultado de convexidad de Zagrodny,
que ya se menciond es el més general al respecto.



3. Problemas Abiertos

Ya en las partes anteriores se expusieron 2 problemas abiertos sobre monotonia maximal: la
convexidad de la cerradura de dominio y recorrido de un conjunto maximal mondtono, que ha
permanecido abierto por mas de 30 anos, y cuya version mas general fue recientemente resuelta
por Zagrodny; y el estudio de condiciones para la famosa implicancia de la funcién de Fitzpatrick.
También se mostré la relacion entre estos 2 problemas.

Otro problema abierto interesante surge en las técnicas de aproximacién de operadores maxi-
males monotonos. Fitzpatrick y Phelps probaron que todo operador maximal mondétono puede ser
aproximado por una sucesiéon de operadores monétonos con rango acotado (convergencia en el sen-
tido de Painleve-Kuratowski). Posteriormente se probé que si X tiene un dual separable, un m.m.
puede ser aproximado por operadores m.m. de tipo NI. El problema abierto consiste en probar o
refutar si esta convergencia de conjuntos implica la convergencia de sus funciones de Fitzpatrick en
el sentido de Mosco. Ya se han visto las bondades de las funciones de Fitzpatrick en el anélisis de
monotonia maximal, en particular la posibilidad de utilizar el andlisis convexo con este fin; por lo
que la utilidad de un resultado de este estilo es evidente.

Otra arista en el tema consiste en estudiar la aproximacién probada por Fitzpatrick y Phelps
para espacios mas generales que aquellos que poseen dual separable o reflexivos: por ejemplo para
espacios Asplund, cuya estructura guarda intima relaciéon con la separabilidad.
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