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1. Considere
S(t)f = F−1(e−it|ξ|2Ff),

el semigrupo asociado a la ecuación de Schrödinger. Sea L(Hs(Rn),Hs(Rn)) es el espacio de las transfor-
maciones lineales continuas de Hs(Rn) en Hs(Rn), con la norma |||L||| = sup||φ||Hs=1 ||Lφ||Hs . Demuestre
que para t1 6= t2 se tiene que |||S(t1)− S(t2)||| = 2. Concluya que S /∈ C(R,L(Hs(Rn),Hs(Rn))).

2. Para f ∈ L2(Rn) definimos u(t) = S(t)f , donde S(t) es el semigrupo definido en el problema anterior.

a) Considere en L2(Rn) la transformación

S0(t)g =
e
−|x|2
4it

(2it)n/2
F(f)(x/2t).

Demuestre que para g ∈ S(Rn) se tiene que S0(t)g = S(t)(e
|x|2
4it g(x)). Ind.:Para g ∈ S(Rn), t 6= 0

tenemos que

S(t)u =
1

(4πit)n/2

∫
Rn

e
−|x−y|2

4it g(y)dy.

b) Pruebe que para g ∈ S(Rn) se tiene que

||S(t)((e
|x|2
4it − 1)g(x))||L2 ≤ C

t

con C dependiendo de g.
c) Pruebe que para toda f ∈ L2(Rn) se tiene

ĺım
t→∞

||u(t)− S0(t)f ||L2(Rn) = 0.

3. Suponga que (1 + |x|2)f ∈ L1(R) y u(t) = K(t) ∗ f es la solución de la ecuación del calor, donde

K(t)(x) =
e
−|x|2

4t

(4πt)
n
2

.

Expandiendo la transformada de Fourier de f en cero apropiadamente, encuentre una expansión asintótica
para u(t) cuyo error esté acotado por Ct−(n+2)/2 con C constante dependiendo de f .

4. Sea Ω un dominio suave y acotado de Rn. Suponga que u ∈ C2(Ω)∩C1(Ω) satisface Lu = f en Ω y u = 0
en ∂Ω, con L =

∑n
i,j=1 aij(x) ∂2

∂xi∂xj
un operador uniformemente eĺıptico en Ω con |aij | acotados en Ω,

para todo i, j. Sea x0 ∈ ∂Ω. Diremos que w es una barrera en x0 si w ∈ C2(Ω)∩C1(Ω) satisface Lw ≤ −1
en Ω, w(x0) = 0 y w ≥ 0 en ∂Ω. Demuestre que existe una constante que depende de f tal que

||∇u(x0)|| ≤ C

∣∣∣∣∂w

∂ν
(x0)

∣∣∣∣ .

1


