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Problema 1 (40 %). Sea (X, Q) un espacio topoldgico y R una relacién de equiva-
lencia sobre X, esto es, R refleja, simétrica y transitiva. Denotemos por [z] la clase de
equivalencia de x, es decir

[z] ={y € X [ 2Ry} .

Se denota X /R el conjunto de las clases de equivalencia. Seav : X — X /R la aplicacién
candnica definida por v(z) = [z].
(a) (1 pto.) Muestre que la familia
Or={AePX/R)| v (A4) € O}
es una topologia sobre X/R.

El espacio topoldgico (X/R,Or) se llama espacio topoldgico cuociente del espacio X
por la relacién R.

(b) (1 pto.) Pruebe que la aplicacién v : (X,0) — (X/R,Or) es continua.

(c) (1 pto.) Muestre que Og es la topologia més fina sobre X/R que hace continua
av.

(d) (1 pto.) Pruebe que si (X/R,Or) es separado, entonces para cualquier z € X el
conjunto [z|, mirado como subconjunto de X, es cerrado.

(e) (2 ptos.) Considere X = {—1,1} x R y O la topologia inducida en X por la
topologia usual de R2. Sea R la relacién definida por

z+2 =0ey=9y #0

(z,y)R("Y) < { o bien (z,y) = (2/,).

1. Pruebe que (X, ) es separado usando que R? lo es.
2. Describa X/R por extensién y pruebe que las clases de equivalencia son

conjuntos cerrados en (X, Q).

3. Pruebe que [(—1,0)] y [(1,0)], como elementos de (X/R,Or), no se pueden
separar, es decir, no existen U,V vecindades disjuntas de [(—1,0)] y [(1,0)]
respectivamente.

Observe que este ejemplo nos muestra que la reciproca de la parte (d) no es
cierta, atin bajo la hipétesis extra que el espacio (X, Q) sea separado.



Problema 2 (20 %). Sea (X, Q) un espacio topolégico.

(a) (2 ptos.) Sea A C X un subconjunto de X. Demuestre que A es denso en X (i.e.

A = X)) siy sélo si VU abierto no vacio de X, UN A # (.

(b) (2 ptos.) Demuestre que si X tiene una base numerable B = {B; | i € N}, entonces
X es separable. Indicacion: Vi € N, elija un punto z; € B; y tome A = | J;cn{i}-

(c) (2 ptos.) Sea (Y,7T) otro espacio topolégico y f : X — Y una funcién continua y
sobreyectiva.

1. Pruebe que si A C X es denso en X, entonces f(A) es denso en Y. Indica-
cion: use (a).

2. Deduzca de 1. que si (X, O) es separable, entonces también lo es (Y, 7).

Problema 3 (40 %). Considere las familias de subconjuntos de R? siguientes:
B = (b x[ed)|abedeRa<be<d)
0O = { UBi | I es un conjunto, B; € B Vi € I}.
i€l
(a) (1 pto.) Mostrar que O es una topologia. Observe que B es una base de abiertos
para O.
(b) (1 pto.) Mostrar que (R2, ) es separable.
(c) (1 pto.) Sea Opa la topologia usual de R?. Mostrar que O es mas fina que Ogs.

(d) (1 pto.) Mostrar que la aplicacién siguiente es continua:
f : (RQa OR2) — (Ra OR)
(z,y)  — x4y,
donde O es la topologia usual de R. Deduzca que el conjunto D = {(z,y) €
R? | x +y = 1} es cerrado en (R?, Og2). Deduzca, usando (c), que D es también

un cerrado en (R2 O). Indicacion: para ver la continuidad de f puede hacerlo
graficamente.

(e) (1 pto.) Demuestre que Op, la topologia inducida por O sobre D, es la topologia
discreta, i.e., Op = P(D).

(f) (1 pto.) Muestre que (D, Op) no es separable.

Asi, se ha probado que un subespacio de un espacio separable Y no necesariamente
es separable. Sin embargo, cuando F es ademds un espacio métrico, entonces todo
subespacio serd separable.

Tiempo: 4hr. 30min. Buena suerte.



