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Capitulo 1

Los niimeros Complejos

1.1. El plano complejo

El conjunto de los ntimeros complejos C, estd formado por todos los pares ordenados (a,b)
donde a y b son ntmeros reales con las siguientes operaciones:

1. Suma: (a,b) + (¢,d) = (a + b, c + d).
2. Producto: (a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + bc).

Notemos que el neutro aditivo es (0,0) y que (1,0) es el neutro multiplicativo.

Ejercicio 1.1.
Pruebe que (C,+,-), con las operaciones antes mencionadas forman un cuerpo.

Usando la correspondencia (a,0) — a € R tenemos un isomorfismo entre el subconjunto de
los niimeros complejos de la forma (a,0) con a en R y R, por lo que no haremos distincién de
éstos a partir de ahora. De ésta forma definimos ¢ = (0,1), y es facil verificar que es la tnica
solucién de la ecuacion (a,b)? = (—1,0).

De ahora en adelante complejos (a,b) = a + ib. También podemos notar que por la correspon-
dencia con R? tenemos una representacion geométrica de los ntimeros complejos, y en base a
ésto tenemos las siguientes definiciones.

Definicién 1.1.
Sea z€ C conz=a-+1b
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(1) Definimos las funciones Re : C — R e Im : C — R denominadas Parte real y
Parte imaginaria respectivamente, como Re(z) = a y Im(z) = b, es decir, son las proyec-
ctones de los numeros complejos en cada uno de los ejes cartesianos, los cuales van a ser
denominados como el eje real y eje imaginario respectivamente.

(17) Definimos el mddulo de z que corresponde a la distancia euclideana del origen (0,0) al

punto z como:
|z| = |a +ib] = Va? + b2
(17i) Se define el conjugado de z que corresponde al punto simétrico de z con respecto al eje real:
Z=a+1ib=a —ib.
Es facil ver que el conjugado es un automorfismo de cuerpo, lo que queda propuesto al

lector.

A partir de estas definiciones tenemos un conjunto de propiedades que satisfacen los nimeros
complejos:

(i) Sean z,w € C, entonces
22 +w? = (2 +iw)(z — iw).

(17) Sean a,b € R con a,b # 0, entonces

1 a , b
= — 1 _—
a+ib a4+ 1? a?+b2)’
que es una féormula explicita para el inverso multiplicativo de a + ib.

(i1i) Sea z € C, entonces

|2|* = 2Z.
En particular, si z # 0 entonces

1 z

z |2

(ZU)
RGZ—2Z—|—Z y mZ—le Z).
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1.2. Representacién polar y raices de los niimeros com-
plejos

Definicién 1.2.

Definiremos para 0 real € =

cosf + isinf.

Para los nimeros complejos z consideramos otro tipo de representacién aparte de la repre-
sentacién en las coordenadas cartesianas (z,y), ésta es la representaciéon en coordenadas polares,
las cuales son (r,#), donde r corresponde al médulo de z y 6 corresponde al dngulo que forma
el segmento que une el origen con el nimero 2z con respecto a la semirecta real positiva, es decir
xr=rcosf ey=rsinf.

Definicién 1.3.
Sea z € C con z # 0 se define el argumento de z como: arg{z} = 0, donde 0 es tal que z = |z|e®?,
notemos que 0 estd definido mddulo 2, y se habla del drgumento principal cuando 0 € (—7,m|.

A partir de ahora en toda igualdad que incluya arg quedard implicita que es una igualdad mod
2T,

Con ésta definicién del argumento de z tenemos que
arg{z122} = arg{z1} + arg{z},
e inductivamente se puede probar facilmente que
arg{z120... 2, = arg{z1 } + arg{z} + ... + arg{z,}.

Con ésto tenemos que

2120 = |21 |22|6i(arg{z1}+arg{z2})_

De lo que se tiene que
P |Z|nemarg{z}.

Con ésto tenemos que para cualquier nimero entero n > 2 y para un numero complejo dado

a # 0, se puede resolver la ecuacién z” = a. Tenemos que a = |ale’®®% con lo que z =
1 .arg{a}+2km . .
la|me’™ w, con k = 0,1,...,n — 1, son todas soluciones de z"™ = a. Las soluciones de la

ecuaciéon z" = 1 son denominadas rices de la unidad.

Consideraremos a C como un espacio topolégico con la topologia usual de R? que es la que viene
dada por el moédulo, o simplemente la topologia producto inducida por R. Definiremos el disco
de centro zy y radio r como

D(zp,r) ={2€C : |z — 2| <1}
Los discos cerrados los expresaremos como las clausuras de los discos abiertos:

D(zp,m)={2€C : |z — 2| <7}.
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Conviene extender el plano complejo C anadiéndole el punto infinito, asi tenemos que

Coo = CU {00} es un espacio compacto, donde los entornos abiertos de 0o son los complemen-
tarios de los conjuntos compactos de C. Para ésto vamos a definir lo que se conoce como la
Esfera de Riemann.

1.3. Esfera de Riemann

Definicion 1.4.
Sea {zp}nen una sucesion en C, diremos que z, — 00 si |z,| — 0.

Definicién 1.5.
Se define la Esfera de Riemann como la esfera unitaria

S = {(x1, 2, 23) cR? : $?+I§+x§:1}_

Eziste una correspondencia inyectiva entre C y S\{(0,0,1)} la cual viene dada por lo que se
llama proyeccion esterogrdfica, la que estd definida por P : C — S\{(0,0,1)} y

2 2 1z]2 -1
- (— R I )
P(2) (|z|2 +1 &% |22+ 1 mz |2|2 + 1)

Notemos que cuando z — oo se cumple P(z) — (0,0, 1)lo cual permite dar un sentido
preciso a z = oco. Definiendo al punto N = (0,0, 1), interpretemos geométricamente la proyecciéon
esterografica:

La proyeccién esterografica de z, P(z) = Z correponde al punto de interseccién de la recta que
une a N con el punto z con la esfera unitaria.
Asi tenemos que P(C) =S\ {(0,0,1)}, y P(c0) = (0,0,1).

Proposicién 1.1.
Sea P71 : S\ {(0,0,1)} — C estd dada por

x1 . T2

73_1(.7:1,:52,3:3):1 " —1—21 —-
— X3 — 3

Formalmente P~1(0,0,1) = oo.

Ejercicio 1.2.

(i) Demuestre que z,z" € C corresponden a puntos diametralmente opuestos en la esfera S si
y solamente si zZ' = —1.
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(7) Sea (x1,x2,x3) = P(2), demuestre que:

a) w3 <0 corresponde a |z| < 1.
b) w3 >0 corresponde a |z| > 1.

c) w3 =0 corresponde a |z| = 1.

Definicién 1.6.
Un circulo en S es de la forma

{Az1 + Bxy + Cxs = D} N S.
Notemos que sin pérdida de generalidad podemos suponer A> + B> +C? =1 y0< D < 1.
Proposicién 1.2.
Sea C un circulo en S, y T =P~ 1(C\ {(0,0,1)}), luego
(a) SiC contiene a (0,0,1), entonces T es una recta.
(b) SiC no contiene a (0,0,1), entonces T es una circunferencia.

Reciprocamente si T es una recta en C o T es una circunferencia, entonces C = P(T) es un
circulo en S, el cual contiene a (0,0,1) si y sélamente si T es una recta.

Demostracién:
Sea C = {Axy; + Bxy+ Cz3 = D} NS un circulo en S, y z € P~1(C), entonces

24 2B 122 — 1
2 Rezt 22 Imz+CEL " p
P T R T Y T
luego
2ARez+2BImz+ (C — D)|z|* = D + C. (1.1)

Ahora tenemos que si C' = D, (1.1) es la ecuacién de una recta, pero C' = D es equivalente a
que (0,0,1) € C.

Si C' # D, entonces (1.1) es la ecuacién de una circunferencia.

Queda propuesto al lector demostrar la reciproca. [ |

Conformalidad de la proyecciéon esterografica

Teorema 1.1.
El dngulo entre dos curvas en C y el angulo entre las proyecciones de esas dos curvas en S es
wqual y reciprocamente.
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Observacién 1.1.
A esta propiedad de la proyeccion esterogrifica se se llama conformalidad, y cualquier funcion
que la cumpla se dird conforme o equivalentemente que preserva dangulos.

Demostracién:

Sean (1(6),71(£) 11 (1)), (92(), 72(t), ma(t)) dos curvas en S, tales que [|(¢h, v, mp) || # 0 para
k =1, 2. Notemos que

I+t =1y o5+ +n =1,

pues las curvas estan en S.
Supongamos que existe un ty € R tal que

T = (p1(to), m(to), m(to)) = (p2(to), 12(to), m2(t0)) # (0,0,1).

El dngulo « entre las dos curvas por definicion es tal que

{(#1(t0), 71(to). (o)), (3(t0), 75(t0) M (t0)))
VR (to) + 72 (to) + 2 (te) /¥ (to) + V5 (to) + n(to)

COS ¥ =

Ahora, recordemos que
x x
—-1 1 . 2
P (1'1,513'2,.1'3) = +1 )
1-— T3 1-— T3

entonces las imédgenes correspondientes en C son

BRI 10 i (t)
Zi(t) = =m0 + =’
- pa(t) . )
Z(t) = = m(0) —1—21 — @)’
con lo que
27(t) _ L) (1 —ni(t) + 0, ()1 (t) +i{y, () (1 —nu(t) + ()0 (t)}
1 (1 - 771)2 )
y

Z(t) = ©3(1) (1 = ma(t)) + ma(t)pa(t) + i{ra ()X — ma(t)) +12(t)ms()}
i (1 - 772)2 ’

pero tenemos que

Prspl + Ml + WYk = 0,
pues por (1.3) tenemos que es la derivada de una constante. Calculemos (2] (o), 25(t0)), y para
ello recordemos que 71 (fo) = 7s(ts), 11 (to) = 2(to) ¥ @1(fo) = @a(to)- Entonces

(to)@h(to) + 71 (to)va(to) + m(to)ns(to)
(1 —m(to))? '

(4 (t0), 2 (t0)) = 21
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Veamos ahora que pasa con |z} (t)], para ello ocupemos (1.3),

()] = (L) (1 —m (@) + i1 (®)]” + (1L —m(®) +ni () ()]
(1 =m(t)*
() + 9P () + (1)
(L —m(t))?
De aqui se concluey. [ |

Ejercicio 1.3.

(1) Sean Ly, Ly dos rectas en C, {20} = L1 N Lo, P(L1), P(L2a) se intersectan en P(2) y en
(0,0,1). Pruebe que los dngulos en (0,0,1) y en P(zo) son iguales.

(1) Sean Ly, Ly dos rectas paralelas en C, pruebe que P(Ly), P(Lsg) son dos circulos que se
intersectan en (0,0,1) tangentes.

1.4. Transformaciones de Mobius

Dentro de las funciones de variable compleja tenemos las transformaciones de Mobius, las
cuales tienen diversas propiedades que las hacen interesantes como para considerarlas en una
seccién aparte.

Definicién 1.7.

Sean a,b,c,d € C constantes tales que ad — bc # 0, entonces definimos la transformacion de
Mobius M(z) como

_az+b

ez +d

M(z)

Notar que si ad — bc = 0 entonces M (z) es constante.
Esta funcién puede ser extendida a C,, de manera natural como

a
M(o0) = lim M(z) = —.
Z—00 C

Notar que la funcién M tiene una inversa dada por

dz—1b

M (z) = ——,

—cz+a

de donde M~!(co) = —d/c, con lo que tenemos que M~! es también una transformacién de

Mobius.
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Proposicién 1.3.
La composicion de transformaciones de Mobius es también una transformacion de Mobius.

Demostracién:
Sean f,g: C,, — C, dos transformaciones de Md&bius,

az+b _rz+s

& =55 19 = o

luego

foglz) = f(”“)

tz+u

a () +

EDEY
arz +as + btz + bu
crz +cs +dtz + du
(ar +bt)z + (as + bu)

(er +dt)z + (cs + du)

Ahora falta probar que
(ar + bt)(cs + du) — (as + bu)(er + dt) # 0,
para ello ocuparemos que ad — bc # 0 y ru — st # 0, pues f, g son transformaciones de Mobius.

(ar +bt)(cs + du) — (as + bu)(cr +dt) = arcs+ ardu + btcs + btdu
—ascr — astd — bucr — budt
= ardu + btcs — asdt — bucr
= ad(ru— st) — be(ur — ts)
= (ad — be)(ru — st)
# 0.

Con lo que se concluye la demostracion. [ ]

Con ésto tenemos que las transformaciones de Mobius forman un grupo.

Definicién 1.8.
Definiremos las siguientes transformaciones elementales:

(i) Traslacion paralera:
f(z) =2z+a, acC.
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(i) Homotecia:
(#i) Rotacion:

(iv) Inversion:

Ejercicio 1.4.
Demuestre que toda Transformacion de Mébius es una composicion de (1), (II), (III), (IV).

Teorema 1.2.
La imagen de una recta o de una circunferencia por una Transformacion de Mobius es una recta
0 una circunferencia.

Demostracon:
El teorema no afirma que la imagen de una recta sea una recta ni que la de una circunferencia sea
una circunferencia, sino que las rectas pueden ser transformadas en circunferencias y viceversa.
Sea C la circunferencia de centro zy = (a,b) y radio r > 0, es decir:

C={(z,y) €C : (z —a)*+ (y — b)* =1r*}.
Desarrollando y multiplicando por un nimero A # 0 arbitrario tenemos:
A(2? + y?) — 2Aax — 2Aby + A(a®* + b* — %) =0,
luego las circunferencias son los conjuntos de puntos que cumplen una ecuacién del tipo
A(z® +9?) + 2Bz +2Cy + D = 0, (1.2)

donde A # 0y B>+ C? — AD > 0(ya que B? + C? — AD = A?r?). Reciprocamente, el conjunto
de puntos que cumple una ecuacion de estas condiciones es una circunferencia.

Por otra parte si A = 0 la ecuacién se reduce a 2Bx + 2Cy + D = 0, la cual admitiendo
(B,C) # 0, es la ecuacién de una recta, y toda recta estd formada por los puntos que cumplen
una ecuacién de este tipo.

En resumen las circunferecias y las recta son los conjuntos de puntos (z,y) que cumplen la
ecuacién del tipo (1.2), donde A# 0y B>+ C? —AD >00A=0y (B,C)#0

Si consideramos (z,y) como un nimero complejo z, entonces (1.2) equivale a
Azz+ Ez+ Ez+ D =0, (1.3)

donde E' = B + (1, y las condiciones sobre los coeficientes son A =0y E # 0 o bien A# 0y
EE —AD > 0.
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Convendremos en que oo pertenece a cualquier recta y no pertenece a ninguna circunferencia,
luego una recta es un conjunto de nimeros complejos determinados por una ecuacion del tipo
(1.3) con A = 0 més el punto oo y una circunferencia es un conjunto de nimeros complejos
determinados por una ecuacién de tipo (1.3) con A # 0.

Consideremos en primer lugar la funcién M(z) = % Ela conjunto de los nimeros complejos
z # 0 que cumplen la ecuacién (1.3) se transforma en el conjunto de los nimeros complejos no
nulos que cumplen

1 =1 1

A—+FE-+E-+ D=0,
2z z z

o equivalentemente

D:Z+Ez+FEz+A=0.

SiA#0y D #0 (con lo que z = 0 no cumple (1.2))tenemos que el conjunto inicial era una
circunferencia y su imagen también. Si A # 0 pero D = 0 entonces el conjunto inicial era una
circunferencia y el final es una recta. El 0 pertenecia a la circuferencia y su imagen es oo, que
pertenece a la recta.

Si A =0y D # 0 tenemos una recta que no pasa por 0 y se transforma en una circunferencia. El
0 esta en la imagen porque es la imagen de co, que estaba en la recta. Finalmente si A =D =0
tenemos una recta que pasa por el origen y que se transforma en otra recta que pasa por el
origen(de modo que 0 y oo se intercambian).

Asi pues el teorema es cierto para la funcién % Anélogamente se puede demostrar que es valido
para una funcién de la forma M (z) = az + b, aunque también se puede probar geométricamente
teniendo en cuenta que en tal caso M (z) corresponde a una homotecia z — |a|z, seguida de
la rotacién de dngulo arg{z} y seguida de la traslacién z — z + b, y todas estas operaciones
conservan rectas y circunferencias.

En el caso general (si ¢ # 0) expresamos

az+b_a bc — ad

M - =
(2) cz+d c+z(cz—|-d)7

con lo que M se expresa como transformacion de os Transformaciones de Mobius que ya sabemos
que conservan o intercambian rectas y circunferencias, a saber, z — cz + d,seguida de z — %,
seguida por

bc — ad 1

zZ4+ —.
c c

Z —

El caso ¢ = 0 es claro. [
Con mads precision, si M es una Transformacién de Mobius y M (z) = oo, entonces las imagenes
de las rectas y circunferencias que pasan por zp han de contener a oo, luego han de ser rectas,
y las imagenes de las rectas o circunferencias que no pasan por z; no han de contener a n fty,
luego han de ser circunferencias.

Ejercicio 1.5.
Encuentre una férmula P~1 o % o P, y asi demuestre el teorema anterior de manera alternativa.
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Teorema 1.3.
Las Transformaciones de Mobius preservan dngulos, es decir, son conformes.

Demostracion:
Por el teorema 1.1 y el ejercicio 1.4 basta decir que 1/z preserva dngulos. [ |

Proposicién 1.4.
Toda Transformacion de Mobius M deja fijo al menos un punto de Cy, y si M no es la identidad
entonces tiene a lo sumo dos puntos fijos.

Demostracién:

Sea b
az

M(z) = )

(2) cz+d

Si ¢ = 0 entonces se cumple M (00) = 0o, luego M tiene un punto fijo. Si @ = d entonces co es el
unico punto fijo, y sia #d z = ﬁ es otro punto fijo, luego en total hay a lo sumo dos puntos
a

fijos. Ahora supongamos c # 0, con lo que M (oc0) = 2 # oo. Tampoco lo es el punto —‘El, pues

su imagen es co. Entre los puntos restantes, la ecuacién M(z) = z equivale a

c?+(d—a)z—b=0,

que tiene una o dos soluciones en C. [ |

Observaciéon 1.2.
Con esta proposicion tenemos que si una Transformacion de Mobius tiene tres puntos fijos
entonces es la identidad.

Ejercicio 1.6.

(1) Pruebe que toda Transformacion de Mdobius con sélo un punto fijo z; € C se puede escribir
como:

1 1
= tb, b£0,beC.

w — zZ1 Z— 21

(17) Demuestre que toda Transformacion de Mébius w = L(z) con dos puntos fijos zy,ze € C

se puede escribir como:
w — 21 Z— 21
=a , aeC.
w — 2o Z — Z9

(23i) Siuna Transformacion de Mébius L tiene dos puntos fijos z1, z2 € C pruebe que L' (z1) L (22) =
1.
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Teorema 1.4.
St 21, 2o, 23 son tres numeros distintos en Cooy w; = 0, we = 00, wz = 1 existe una unica
Transformacion de Mébius M que cumple M (z1) = wy, M(29) = we, M(23) = ws.

Demostracion:
La unicidad es consecuencia del Teorema 1.4. Supongamos que z1, 2o, 23 son finitos. Es claro
que M debe ser de la forma

z—z
M(z)=K L
Z — 29
y con la condicién M (z3) =1
23— %
K=23"%
zZ3 — 21
por lo tanto
23— 292 — 2
M(z) = 3 — 22 1

23— 22— 29

Definicién 1.9.
Se define la razon cruzada (2, z1, 29, 23) por

23 — R r — X1

(2721722723) = .
3 —R1 R — k9

Ejercicio 1.7.
Sean zy, zo, 23, 24 distintos en C, pruebe que (z1, z2, 23, 24) € R si y sélamente si 21, zo, 23, z4estdn
en un circulo o en una recta.

Proposicién 1.5.
Sean 21, za, 23, 24 puntos distintos, y T una transformacion de Mobius, entonces

(TZ1>TZ2, TZ37TZ4) = (21, 22, 23, 24)-

Demostracién:
Sea M(z) = (z, 22, 23, 24), tenemos entonces que:

MoT N Tz)=0, MoT YTz) =00, MoT }Tz) =1,
entonces
MoT Y(2) = (2, Tz, Tz, T2y),
y por lo tanto
(Tz,Tz,Tz,Tzy) = MoT (Tz) = M(2) = (2, 22, 23, 2) -
|

Con ésto tenemos una representacion explicita para la Transformacion de Mobius T' que lleva
21 ™~ Wi, 29~ W, 23 ~ W3t
(TZ, w1, W2, w3) = (Za 21, 22, 23) .
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Observaciéon 1.3.
La razon cruzada preserva orientacion en el sentido que muestra la figura

Ejemplo 1.1.
Encontrar una transformacion de Mdébius que cumple Imz > 0 ~ D(0,1).

Solucion:
Vamos a tomar los puntos z; = —1, zo = 0, z3 = 1, queremos encontrar la transformacion 7" tal
que T'(-1)=1,7T(0) =14, T(1) = -1, y asi (T'z,1,i,—1) = (2,—1,0,1). Entonces

141Tz—4i  —1-12-0
1—iTz+1  —1—-0z-1
B —2z
o 1—2z
B 2z
-1
Asi »
zZ—1
Tz = .
S

1.5. Simetrias

Si tenemos como eje de simetria la recta L : Im z = 0, tenemos que el punto simétrico de z
con respecto a L es Z.

Definicién 1.10.
Sea C un circulo (0 una recta), z1, z2, z3 puntos de C. Para z € C definimos z*, punto simétrico
de z con respecto a C como el unico punto que satisface

(2*7 21, 22, 23) = (27 21, 22, 23) .

Hay que probar que si T' es una Transforacién de Mobius que lleva C a Im z = 0 entonces
Tz* =Tz, es decir, vamos a probar que z* esta bien definido. Para ello primero se propone al
lector realizar el siguiente ejercicio:

Ejercicio 1.8. R R
Sea T una Transformacion de Mobius tal que T(Imz = 0) = (Imz = 0), entonces T'se puede
escribir con coeficientes reales, es decir:

. az+b

T(Z):m7 a,b,c,dGR.
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Demostracion:
Tenemos M(z) = (z,21,29,23) y T : C ~ Imz = 0 una Transformacién de Mébius, con lo que
T o M~ se puede escribir con coeficientes reales. Asi

Tz = ToM Mz
= ToM Y(Mz)
= ToM-'(Mz) pues T o M~ tiene solamente coeficientes reales
= Tz

Proposicién 1.6.
Sea C un circulo (o una recta), entonces z = z* si y sélamente si z € C.

Proposicién 1.7.
Sean Cy, Cy circulos (o rectas) en C, si T es una Transformacion de Mébius tal que T'(Cy) = Ca,
entonces T transforma puntos simétricos con respecto a C; en puntos simétricos con respecto a

Cs.

Demostracion:
Sean 21, zo, z3 puntos distintos en C; entonces tenemos que T'zy, Tz, Tz3 € Cs, asi

(ZJ 21y %2, 23) — (TZ7 T'Zh TZQv T’Z3) )

luego

(Tz)",Tz,Tz,Tz3) = (Tz,Tz,Tz,Tz3)

(
(
(2", 21, 29, 23)
(Tz", Tz, Tz, Tz3).

Por lo tanto
(Tz)" =Tz".
[ |

Ejemplo 1.2.
Sea C un circulo de centro o y radio R, encontrar el punto simétrico z* con respecto a C para
cada z € C.

Solucion:
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Sean z1, zo, z3 puntos distintos en C, entonces
(2%, 21,22, 23) = (2,21, 22, 23)
= (z—a,21 —a,20 —, 23 — Q)
= (Z—a,21 —a,29 —a, 23 — Q)
R? R? R?
= (z—q, , : ) pues (z — a)(z — a) = R? para todo z € C
21— 2 —Q 23—«
R2
= (——=an—a,n—qzn—aq
Z—Q
RZ
= (z—=+a,21,2,2).
Z JR—
Luego
R2
Z* = +a
Z—«
Tenemos que
(2" —a)(z—a)=R?
lo que equivale a que
R? R?
ol = = = .
z—al |z—«
Ademas
arg (2" — ) +arg (z — a) = 0 mod 27,
lo que implica que
arg (2* — a) = arg (z — a) mod 2 ,
y por lo tanto z y z* estan en un mismo rayo que sale de «.
Notemos que el punto simétrico de alpha es oco.
Ejercicio 1.9.
Encontrar una Transformacion de Mdébius que lleve los circulos C; = {z € C : |z| =1} y

Co={2€C : |z—1/4 =1/4} en circulos concéntricos.



Capitulo 2

Funciones Analiticas

2.1. Las Condiciones de Cauchy-Riemann

Definicién 2.1.
Sea f: U — C una funcion, con U C C un abierto y z € U. Si el limite

o FEH R = £(2)

h—0 h ’ (2.1)

existe, entonces este limite se denota f'(z). En este caso se dice que f es diferenciable en z. Si
el limite existe para todo z perteneciente a U, diremos que f es diferenciable en U.

Proposicién 2.1.
Si f : U — C es diferenciable en a € U entonces f es continua en U.

Demostracion:
En efecto,
iy 1) sl = iy L] [ —af
= [f'(a)]-0
= 0.

Proposicién 2.2.
Si f: U — C es diferenciable en z y es de la forma f = u+ v, entonces O, f y O,f existen y
satisfacen la ecuacion de Cauchy-Riemann

Oyf =10, 1,

16
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0, equivalentemente

Opu = Oyv
Oyt = =0, .

Demostracidn:
Primero supongamos que h — 0 es real, entonces

h N h — Of -

Por otra parte supongamos que h = in con n € R luego

ﬂ2+m—f@%_ﬂ%y+m—f@w)_ﬁ%f.

h m 0

Como f es diferenciable en z el limite tiene que ser el mismo sin importar el camino que se
tome, y por lo tanto

Oyf =10, f .
Como f=u+ivy 0,f =10, f, entonces
Oyu + 10yv = i(0pu + 10,v) ,
luego igualando las partes real e imaginaria
Optt = Oy
Oyt = =0, .
[ |

Observacién 2.1.
La reciproca de la proposicion anterior no es cierta. Existen funciones que no son diferrenciables
en un punto y que sin embargo las derivadas parciales existen y satisfacen las condiciones de
Cauchy-Riemann.

Ejemplo 2.1. Consideremos la funcion

sy(atiy)
fo) = floy) =1 A 5270
0 s1 2z =0.

f =0 en ambos ejes asi que O, f = 0, f = 0 en el origen, pero

i LG PO ey
z—0 z (z,9)—(0,0) $2 + y2

no existe, pues si tomamos el limite por la recta y = ax

f(2)0£(0) a
. T o para z # 0,

y por lo tanto el limite depende de .
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Proposicién 2.3.
Sea f: U — C una funcion tal que O, f y O, f existen en una vecindad 2 de z € U, Q CU. Si
Ouf y Oyf son continuas en z y O,f =10, f entonces f es diferenciable en 2.

Demostracion:
Sean f =u+iv, h =
Probaremos que

Jz+ hf)L — /) — 0. f(2) = Opu(2) + i0,v(2)
cuando h — 0. Por el Teorema de Valor Medio (para funciones reales con variable real)
h §+in
_ uwet&ytn)—u@tEy)  ul@tE) —u(ny)
§+in §+in
= §-|7~7 dyu(z + &, y+91n)+§%8 u(z + 0:€,y),

y anadlogamente tenemos que

U(z*‘h})b_v( 2) 547—7 Ov(z +€, y+93ﬁ)+§%a v(@ +0u8,y).

para algunos 6, € (0,1), k = 1,2,3,4. Asi tenemos que

flz+h)—fz) _ m , ¢ .
h = i [0yu(z1) + 0,0 (2a)] + e [0pu(23) + i0,0(2)]
donde |z — 2| — 0 cuando h — 0, k = 1,2,3,4. Como 0, f = i0,f en z podemos expresar

0. f(2) como
P £

E4in " E+an

Ouf

y asi obtener

e hli 1 o5 - : - T [Ou(z1) = (=) + (0 (z2) = (=)
§ .
+m[(5xu(33) — Dpu(2)) + i(0p0(24) — Bpv(2))].

Finalmente, como

‘ — 1, ‘ —| <1

§+in| |[E+1in
concluimos que

}I,E% flz+ h})L — f(z) _0,f(2).
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Ejercicio 2.1.
Sea f(z) = ||, pruebe que f es diferenciable solamente en 0.

Definicién 2.2.

Sea f : U — C una funcion, con U C C un abierto, entonces f es analitica en z € U si es
diferenciable en una vecindad de z. Asi mismo, si K C U, diremos que f es analitica en K si es
diferenciable en un abierto que contiene a K.

Ejemplo 2.2.

(4)

(4)

Pruebe que si f = u+1iv es analitica en un abierto U y u es constante en U, entonces f es
constante.

Pruebe que si f = u+ iv es analitica en un abierto U y |f| es constante en U, entonces f
es constante.

Solucion:

(4)

(i)

Si f es analitica, entonces cumple las condiciones de Cauchy-Riemann, como ademés u es
constante se teiene que

Oy = Oyu =0
y por Cauchy-Riemann
0,0 = 0yv =0
con lo que se concluye.
Si |f| = 0 el resultado es inmediato. Si no, tenemos que u? + v?> = ¢ # 0, con lo que

derivando con respecto a cada variable tenemos que
ud,u + v, v =0

y
udyu + voyv = 0.

Ocupando las ecuaciones de Cauchy-Riemann tenemos que

ud,u — voyu =0

v0u —udyu =0,

con lo que llegamos a que
(u* + v*)0pu = 0

, luego d,u = 9,v = 0. Andlogamente J,u = J,v = 0, y por lo tanto f es constante.
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Definicién 2.3.
Una funcion f: C — C se dird entera si es analitica en todo C.

Proposicién 2.4.
Sea f una funcién analitica, y g(z,z) = f(
independiente de Z.

_ zt+z _ 2=z
), con r = 2 Yy = % Entonces g €es

Demostracién:
En efecto,

o9 _0f1 _of 1
0z  0x2 0oy2i’

y por Cauchy-Riemann tenemos que % = ig—i, por lo tanto

99 _

82_0'

Observaciéon 2.2.
La proposicion anterior es mas expliciamente:

g—g =0 si y solamente si f cumple las condiciones de Cauchy-Riemann.

2.2. Algunas Funciones Analiticas

En esta seccién vamos a extender la conocida funcion exponencial a una funcion de variable
compleja. Queremos una funcién entera que cumpla

(2)
f(z1+ 20) = f(21) f(22)
(i7)

f(z) = €® para todo real x.

Para que cumpla (i) y (i7), debemos tener entonces

f(2) = f(x+iy) = f(o)f(iy) = " f(iy) .

Definiendo f(iy) = u(y) + iv(y), tenemos que

f(z) = e"u(y) +ie"v(y) .
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Para que f sea analitica necesitamos que se cumplan las condiciones de Cauchy-Riemann, y por
lo tanto u(y) = v'(y) y v (y) = —v(y), con lo que tenemos que u” = —u, entonces consideraremos

u(y) = acosy + [siny

v(y) = —u'(y) = —fcosy + asiny.
Por la condicién (ii) tenemos que u(0) = a =1, y v(0) = —3 = 0, con lo que concluimos que
f(z) = e"cosy + ie”siny.

Es fécil probar que f es entera ocupando las propiedades (i) y (ii), lo que queda propuesto al
lector.

Proposicién 2.5.
Las siguientes propiedades se cumplen para f(z) = €*:

(i) |e*] =

1) e* # 0.

(111) € = cosy + isiny.
v) €* = « tiene infinitas soluciones para cualquier o # 0.
) ¥3

e = e”.

(v

Ejercicio 2.2.
Pruebe la proposicion anterior.

Definicién 2.4.
Se definen las funciones sen y coseno como

eZZ _ e—ZZ 622’ _|_ e—ZZ

sing = ———, cosz =
21

Teorema 2.1.
Las funciones seno y coseno complejas extienden a las correspondientes funciones reales. Ademds
cumplen que:
(i) sin®z + cos? z = 1.
(#) sina + b = sinacosb + sinbcos a.
(744) cosa+ b= cosacosb— sinasinb.

(iv) Sik € Z, entonces sin z + 2km = sin z, y cos z + 2km = cos z.



CAPITULO 2. FUNCIONES ANALITICAS 22
(v) cosz = cos(—z), sin(—z) = —sin z.

Sin embargo, no es cierto que |sin z| < 1, | cosz| < 1. Por ejemplo, para todo nimero real x

se cumple
: e +e et —e "
COSIT = ——, sinizx=i—7p—,

que claramente no son acotadas.

Ejercicio 2.3.
Demuestre la identidad sin (x + iy) = sinz cosh y + i cos x sinh y.

Ejemplo 2.3.

Suponga que |c,| < Me™™", con M, r constantes positivas. Demuestre que la funcion

f(z) =>20" yensin(nz) es analitica en {|Im z| < r} y satisface f(z +27) = f(2) y

f(=2) = —f(2). Hint: Pruebe que f puede descomponerse en suma y composicion de funciones
analiticas.

nr

Solucion:
Tenemos que f se puede escribir como

f(Z) _ Z . |:62nz ;ieznz] ‘

n=0

Definamos f1(z) = Y. c ™ y fo(2) = c,e” ™, y veamos donde son analiticas.
Consideremos S(w) = 3" c,w", y tenemos que {/|c,| < e™", y por lo tanto limsup {/]c,| < e™".
Con lo que tenemos que el radio de convergencia de la serie S es R > elr =e’.

Ahora si |[Im z| < 7, entonces |¢®*| = e71m* < e y [e7#| = M= < ¢,

Por lo tanto S(e¥), S(e™) son analiticas si [Im| < r, y asi f es analitica.

Claramente

[e.o]

flz+2m) = Z ¢y sin (nz + n2m)

n=0
oo

= Z Cpsin (nz)

n=0

= f(2).

2.3. Series de Potencias

Definicién 2.5.
Sea K C C un conjunto, f, : K — C na sucesion de funciones continuas, diremos que f,
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converge a f uniformemente en K si para todo € > 0, existe un numero N € N tal que para
cualquier natural n > N

|fu(2) — f(2)] <& para todo z en K .

Proposicién 2.6.
Si {fn}nen es una sucesion de funciones continuas que convergen uniformemente a f en el
conjunto K, entonces f es también continua.

Demostracién:

Dado zp en K, queremos demostrar que para cualquier € > 0, existe un nimero 6 > 0 tal que
si |z — 29| < d con z € K, entonces |f(z) — f(20)] < €.
Como f,, converge uniformemente a f, existe N € N tal que

@) = FE < S0y Ifnlz) = o)l < 5

Puesto que fy es continua, existe § > 0 tal que si |z — 29| < 0 entonces |fy(2) — fa(20)] < €/3,
luego

1f(2) = f(20)] = |f(2) = fn(2) + fn(2) = fn(z0) + fn(20) — f(20)]
< |f(2) = fv(2)| + [fn(2) = fn(20)] + [ fn(20) — f(20)] < €.

Proposicién 2.7.
Sea { fn}nen una sucesion de funciones continuas en K, tal que | f,| < M, en K, con )
0o. Entonces la sucesion de funciones gy definida por

M, <

neN

k
g(2) = 3 ul2),
n=0
converge uniformemente a f continua que denotaremos y o fn.

Demostracion:
Demostremos que g es una sucesion de Cauchy;,

l
> fal2)
n=~k
> 1 fal2)]

1
< ZMn—>O, cuando k,l — .

n=k

lgr(2) —ai(2)] =

IN
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Luego {gr(2)}ren es una sucesién de Cauchy independiente de z, con lo que tenemos que
gr(z) — f(2). Probemos ahora que g; converge uniformemente.

Y fal2)

n=k+1

Y a2

n=k+1

k

Y Ia(z) =D fal2)

n=0

IN

oo
< Z M, — 0, cuando k — oc.
n=k+1

[ |
Definicién 2.6.
Sea {an }nen una sucesion de nimeros reales, definiremos el limite superior de la sucesion como

limsupa, = lim supay, .

n—s00 = k>n

Notemos que la sucesion b,, = supy-,, ar es decreciente.

Observacioén 2.3.

El limsup a,, es el supremo de los puntos de acumulacion de la sucesion. Es mads, existe una
subsucesion {a,, } que converge a limsup a,,.

Proposicién 2.8.
Sea L < oo tal que
limsupa, = L,

n—oo

entonces:

(1) Para todo N, y para todo € > 0, existe k > N tal que ap > L — €.
(17) Para todo € > 0, existe N tal que a < L+ ¢, para cualquier k > N.

(131) Sic >0, entonces
lim sup ca,, = climsupa,, .
n—oo n—oo
(iv) Sic, — ¢ >0, entonces
lim sup ¢,a,, = climsup a,, .

n—oo n—oo
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Definicién 2.7.
Sea >~ cr.2* una serie de potencias, con ¢, € C, se define el radio de convergencia R de la serie

como
1

~ limsup, _ [ex] 'V

€ [0, 00]. (2.2)

Ejercicio 2.4.
Calcule el radio de convergencia de las siguientes series:

1. >
2. > (n+2")z2"
4. Yo

Teorema 2.2.

_ 1 ;
Sea R = s e 7% 5¢ tiene que

1. Si R= oo, entonces Y. ciz* converge para todo z € C.
2. Si R=0, entonces Y cx2* converge solo para z = 0.

3. Si0< R < oo, entonces > c.2% converge en |z| < R y no converge en |z| > R.
Demostracién:

1. Sea z # 0, como
lim sup |ex|* =0,

k—oo
tomando € = ﬁ, por la Proposicion 2.8(ii), existe un niimero N tal que |c;|'/* < ﬁ para
todo k > N, entonces
1
k
e 2] < 5.
y asi
k ].
eallzl < o

lo que prueba el resultado.
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2. Para una subsucesion ¢y, tenemos que

|Ckl|1/kz > i,
2]
entonces
] ]2 2 1,
y asi
lex [[2[M > 1,

y por lo tanto la serie no converge.

3. Si|z] < R(1 —20) para 6 > 0, entonces sabemos que existe un nimero N tal que para
cualquier natural £ > N

|Ck|1/k <

(1+9),

==

luego
jerl /]2 < (1= 20)(1 +94),

y por lo tanto
w2 < {(1—28)(1 +9)}",

con lo que la serie converge.
Si |z| > R, tenemos que existe un nimero ¢ > 0 tal que |z| > R(1+0), entonces para todo
natural N existe un nuimero k tal que

por lo que

|ck|1/k|z| > (1+6)(1— g) > 1,

y asi la serie no converge.

Nota.
Si el radio de convergencia R > 0, entonces Y cx2" converge uniformemente en cualquier com-
pacto K C D(0, R). En particular
f(z) = Z "
k=0

definida en D(0, R) es continua.
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Derivada de una serie de potencias

Consideremos la serie de potencias
f(2)=> ez,
k=0

derivando formalmente, la derivada de f debiera estar dada por la serie

g(z) = Z kepzFt.
k=1

La siguiente proposicion probard este resultado.

Proposicién 2.9.
Si el radio de convergencia de f es R > 0, entonces f'(z) = g(z) en D(0,R), y el radio de
convergencia de g es R.

Demostracién:
Si
. 1/k 1
lim sup |ex| /" = T <%,
k—oo
entonces 1
lim sup |cg V¥ = — |
k—o0 R

y como ErT —s 1, entonces g y f tienen el mismo radio de convergencia. Vamos a demostrar
que f'(z) = g(z) para todo |z| < R, es decir

f(z+h]i_f()_g(z) <&
Definiendo "
fl2) =) ad®,
k=0
y o
R, (2) = Z crz®
k=n+1

tenemos que g(z) = f!(z) + Sn(z). Vamos a probar que S, (z) — 0 cuando n — oo.

fleth) = f(z) _ falzth) = ful2) | Bulz+h) = Bu(z)

h h h ’
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con lo que

fz+h) = ()

, . Ru(z4+h)—Rn
Veamos a qué corresponde el termino w:

R.(z+h) — R,(2) i cr[(z + h)F — 2¥]
h k=n+1
Y cada término corresponde a

hk_ k
(L) 3 S S T

que son k términos. Si |z|, |z + h| < R(1 — n), entonces

hk_ k
(Z—'- ) < SkRkil(l—n)kil,

con lo que tenemos

2\ (2 + h)F —2F - _ _
Z k[( h) ] < Z CkkRk 1(1 . n)k 1
k=n+1 k=n+1

< ¢/3 para todon > N,

pues el radio de convergencia de la serie > kcpz¥~1 es R. También tenemos que

|Sn] < Z kepztt
k=n+1
< > ke RN - )t
k=n-+1

< ¢/3 para todon > N.
Fijemos n > N, como f, es un polinomio, existe § > 0, tal que para todo |h| < §

fn(3+h)_fn(z) /
)0 g

<e/3,

y por lo tanto usando (2.3) se concluye.

28

(2.3)
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Proposicién 2.10.

St .
f('z) = Z anz",
n=0

tiene radio de convergencia R > 0, entonces f es infinitas veces diferenciable en D(0, R), y

®) (0
ap = f(0), f'(0) = ay, ..., fk—,()zak.
Ejercicio 2.5.
Desarrolle en serie de potencias la funcion f(z) = 1—2€W alrededor del cero y calcule su radio

de convergencia.

Teorema 2.3. (Teorema de Unicidad)
Sea

o0
E 2",
n=0

una funcion con radio de convergencia R > 0, y {zy}ren una sucesion de nimeros distintos de

cero, tal que z, — 0, si
[o¢]

chz}g =0 para todo k € N,

n=0

entonces ¢, = 0 para todo n, y por lo tanto
Z c, 2t =0.
n=0

Demostracién:
Denotaremos

f(Z) = chzn’

n>0
Como f(z) = 0 para todo k y 2z, — 0, entonces por la continuidad de f f(0) = ¢y = 0. Por lo
tanto

Sea ahora

continua en D(0, R). Dado que fi(zx) = 0, btenemos f1(0) = ¢; = 0. Asi sucesivamente tenemos
que

filzr) = ZCnZZ_l =0,

n>l

con ésto ¢; = 0, para todo (. [
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Corolario 2.1.
Si Y apz", Y byz™ convergen en D(0, R) y existe {z} — 0, 21, # 0 para todo k tal que

(e 9] o0
E an2p = 5 b,z para todo k
n=0 n=0

entonces a,, = b, para todo n.

Ejemplo 2.4.
Sea f(z) =Y "y anz" una serie de potencias convergente en C tal que f(R) C (0,00) y
f(22) = (f(2))? para todo z € C. Demuestre que f(z) = e** con A € R. Hint: Pruebe que para

todo n > 0 se tiene f(55) = eo" , para algin \ € R.

Solucién:
Como f(R) C (0,00), entonces existe un A € R tal que f(1) = e*. Ahora, usando induccién

podemos probar que f (2%) = e7, de hecho

entonces

Usando induccion

2
2n+1
1
2n

)

/(
i

y por lo tanto

1 -
f<2n+1) —ert.
Con ésto tenemos z,, = 2% — 0, con f(zx) = e** para todo k. Por el Teorema de Unicidad

tenemos que
f(2) = e, para todo z € C.



Capitulo 3

Integrales

3.1. Integral de linea

Definicién 3.1.
Una funcion v : [a,b] — C, se dice de variacidn acotada si existe una constante M > 0 tal que
para cualquier particion P ={a =1ty <t; < ... <ty = b} de [a,b] se tiene

v(y; P) =Y Iv(tk) = v(tea)| < M.
k=1

La variacion total de ~y, V(v), estd definida por

V(y) = sup{v(y; P) : P es una particion de [a,b]}.

Definicién 3.2.

Una funcion de la forma z(t) = x(t) + iy(t) con a <t < b se dice diferenciable por pedazos si
existe una particion a < a; < ay < ... < ap, < b tal que x,y son de clase C' diferenciables en
[a,a1],[a1,a2], ..., [an,b] y 2,y son continuas en [a,b]. En este caso nos referiremos a la funcion
como curva, notar que el camino definido por la curva define siempre un conjunto compacto.

Proposicién 3.1.
Sea 7 : [a,b] — C suave por pedazos, entonces y es de variacion acotada y

Viy) = / ()]t

Demostracién:
La demostracién puede ser encontrada en el texto ” Functions of One Complex Varable I,
John B Conway, pag.59”

31
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Definicién 3.3.
Si vy es suave por pedazos y f : [a,b] — C es una fincién continua, entonces

b b
| s = [ s
Teorema 3.1.

Sea v : [a,b] — C de variacion acotada, y suponga que f : [a,b] — C es una funcion continua.
Entonces eziste un numero complejo I tal que para todo ¢ > 0 existe un 6 > 0 tal que cuando
P={ty <t <...<tn} esuna particion de [a,b] con

1P| = max{(tx — tx—1) : 1 < k <m} <9,
entonces

<é€

=Y fm)y(te) — y(te-r)]

para cualquier eleccion de puntos Ty, t_1 < 7 < tg.

Este ntimero I es denominado como la Integral de Riemann-Stieljes de f con respecto a v sobre
la,b] y se denota por:

1= [ sar= [ s,

Definiciéon 3.4.

Diremos que z es una curva rectificable si z es de variacion acotada. Si ademds la curva z(t)
cumple que 2'(t) = 2'(t) + v/ (t) # 0 excepto tal vez en un nimero finito de puntos, diremos que
la curva es suave.

Definicién 3.5. Si vy : [a,b] — C es una curva rectificable y f es una funcién continua sobre
la curva 7y, entonces la (integral de linea) de f sobre v estd definida por

/f@@ﬂﬂﬂ

Esta integral de linea tambien se denota por f,y f= f,y f(z)dz.

Lema 3.1. Sean A un conjunto abierto en C, 7 : [a,b] — Auna camino rectificable, y f :
A — C una funcion continua, entonces para todo € > 0 existe un camino poligonal I' en A tal

que T(a) = 5(a), T(4) =5(b), y |[, f = i f| <=

Teorema 3.2. Sea U un abierto en C, y v una curva rectificable en U cuyos puntos iniciales son
a y B respectivamente. St f : U — Ces una funcion continua cuya primitiva es ' : U — C,
entonces

szmm—Fm»
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Definicién 3.6. Sea f: [a,b] — C una funcion continua. Se define

/abf(t)dt:/abRe f(t)dt —|—i/ab1m F(t)at

Definicién 3.7. Sean las siguientes dos curvas
Ci:z(t) cona<t<b; Cywt)conc<t<d
Se diran equivalentes si existe una funcion

A:fa,b] — [e,d]declaseC’;1al
tal que:

» Ma)=c¢; ANb)=d
» N(t) > 0Vt
. 2(1) = w(A®)

Definicién 3.8. Sea la curva C parametrizada por #(t), t € [a,b].Se define la curva —C la cual
queda parametrizada por w(t) = z2(a+b—1), t € [a,b]

Ejercicio 3.1.

1.  Demuestre que queda bien definida una relacion de equivalencia.

2. 81 Cy y Cy son curvas equivalentes, y sea f una funcion continua en Cy, entonces

f(2)dz= [ [(z)dz
Cy Co

/cf(z)dz = _/—c f(z)dz

3. Demuestre que

Ejemplo 3.1.

Sea la funcién f : C — C definida por f(z) = 1, y sea la curva parametrizada por C : £(t) =

Rcos(t) + iRsin(t); t € [0,27] , demostrar que

/C F(2)dz = 2mi



CAPITULO 3. INTEGRALES 34

En efecto:
f es continua en C,pues C correspoce al circulo de centro 0 y radio R,y f solo se indefine en 0,
entonces por la definicion 1.3

2
[ 1= [ reoema
Veamos a que corresponde cada termino:
£(t) = Rceos(t) + iRsin(t) = &'(t) = —Rsin(t) + iR cos(t) = i&(t)

1
~ Recos(t) + iRsin(t)

fE®)

Entonces

fE@)E () = Reos(l) i TRen (@) i(Rcos(t) + iRsin(t)) =i

Por lo tanto o

FE)E (t)dt = / idt = ori

0

2

0

Definicién 3.9. Sean o, 3 € C, se dird que a < (3 si |a] < |

Lema 3.2. Sea G : [a,b] — C una funcion continua, entonces

/abG(t)dt < /ab G()|dt

FEs decir
b b
/ G(t)dt‘ < / |G(t)|dt
Demostracion: ,

/ G(t)dt = Re” | R >0

Entonces
b A b
/ e PG(t)dt = R, con R=|Re"| = / G(t)dt| € R

Asi

R= / Gt dt = / "Re [£9G (1) ]di
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pero

Re[e™"G(1)] < |e™"G(1)] = | G(1)]

/abG(t)dt‘ < /ab Gt dt

Proposicién 3.2. Sea C una curva suave parametrizada por £(t) t € [a,b]de largo L, i.e.

b
=/www

Sea f una funcon continua en C, sea M>0 tal que f(z) < M Vz € C (i.e.|f(2)] < M). Entonces

Por lo tanto

/ F(2)d> < ML
C

Demostracién:
En efecto:
Por el lema anterior

4 /v Il (0 de

Pero por la hipétesis |f(z)| < M Vz e C

entonces
/ f(2)dz
C

Proposicién 3.3. Sea C una curva, sea {f,}nen una sucesion de funciones continuas en C, tal
que f, — f uniformemente en C. Entonces:

SM/%mszL

RICIEES Y RACTE

n—o0o

Demostracion:
Nosotros sabemos que si { f, }nen son todas continuas en C y convergen uniformemente a f en
C entonces f es continua en C. Ademas por el lema previo

< [150) - 1)l

(f z)dz
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Veamos que significa que f, — f uniformemente en C.
(Ve > 0)(IN €N) tq |fu(z) — f(2)|<e Vzel,Vn>N

entonces por la proposicién anterior

<e-L Yn>N. Con Lellargodelacurva

[t = Ntz

c

Proposicién 3.4. Consideremos la curva C parametrizada por (t) t € [a,b], y sea f: U — C
una funcion continua con U abierto tal que C C U, supongamos que existe una funcion analitica
FenU tal que f(z) = F'(z). Entonces

Aﬂawszw—Fww>
Demostracion:

b
/w@m:/ﬂwmww

ademas por hipdtesis i
S (FE@) = F'E)E()

Por lo tanto

3.2. Foérmula integral de Cauchy

3.2.1. Teorema del rectangulo

Definicién 3.10. Sea C una curva parametrizada por &(t) t € [a,b], diremos que C es cerrada

si §(a) = &(b).
Ademds diremos que la curva C es cerrada simple si
é—(tl) = g(tg), 1 <to=—=ti=alNty= b.
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Teorema 3.3. (Teorema del Rectangulo)
Sean a,b,c,d € C tales que a < b, c <d y sea R C C definido por:

R={z€C:a<Rez<b c<Imz<d}.

Sea f: Q — C una funcion analitica, con ) un abierto que contiene a R. Entonces

f(z)dz =0,
R

con OR la frontera de R orientada en sentido antihorario.

Antes de proceder a la demostracién del teorema mencionaremos un lema que nos ayudara a
la demostracién de éste.

Lema 3.3. Sea f una funcion lineal, i.e. f es de la forma f(z) = az+b con a y b constantes
pertenecientes a C, entonces

f(2)dz =0.
R

Demostracién del lema:
Considerando F(z) = a% + bz se tiene que [, f(2)dz = F(£(b)) — F(&(a)) = 0. O
Demostracion del Teorema del Rectangulo:
Procederemos por contradiccién:
Sea I =/, f(2)dz, y supogamos que | I| > 0. Sean [y, [, las dimensiones del rectangulo,
ie. ly = b—a, l = d— c Definimos Ri, R}, R R) C C cuatro rectdngulos, con frontera
orientada en sentido antihorario, congruentes de interior disjunto 2 a 2 de dimensién % X %’,
tales que U?Zl R} = R.Entonces

- f(z)dz = Z f(z)dz

1
i=1 Y IR,

f(z)dz| > %

OR!}

Dado que || > 0 existe ¢ tal que

Este rectdngulo se denominard R'. Sean ahora los rectdngulos R?, R3 R3, R3 C C de dimen-
siones é—lz X é—% con propiedades con respecto a R! equivalentes a las de los rectdngulos antes

definidos con respecto a R. Entonces existe 7 tal que

f()az) > U]

OR?2
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Denominaremos ahora a este rectangulo R2. Procediendo de manera recursiva obtenemos una
secuencia de rectangulos R" cuyas dimensiones son 5% X 12 con la propiedad

o ]

fle)dz| =

OR™

Por lo tanto tenemos una secuencia de conjuntos cerrados decreciente distintos de ¢ que cumplen
diam(R"™) — 0, y por el teorema de cerrados encajonados de Cantor, se tiene que 3! 2y € C tal

que
— ﬂ R™
n=1

Por otra parte en R"™ podemos expandir f
f(z) = f(z0) + f'(20)(z — 20) + €.(2 — 20) y por el lema previo tenemos que:

f(z)dz = f(z0) + f(20)(z — 20) + €.(2 — 20)dz = / e.(z — 20)dz,

OR™ OR™ OR™

con |z — z| < 554/13 + 3. Por lo tanto dado € > 0, IN tal que |e.(z — z0)| < |z — 2| Vn > N

foyde| <itbvitl 2ot b)VE+E
= on-1 om = o
OR™

de donde concluimos que |I| < ce para ¢ > 0, y dado que ¢ es arbitrario obtenemos una
contradiccion. [ |

Proposicién 3.5. Sea f: int(R) — C una funcion analitica, con R ={z2 € C : a <Rez <
b, c<Imz <d}. Entonces existe F': (a,b) x (¢,d) — C analitica tal que F' = f.

Observacion 3.1. En realidad la hipdtesis que f sea analitica es mds potente que lo necesario,
solamente necesitamos que f sea continua y que fﬁ fdz=0 con R C R un rectangulo.

Demostracién: En efecto, sin pérdida de generalidad supongamos que 0 € int(R), y consid-
eremos la curva I', que une el 0 con el punto z € int(R). Definamos ahora

- [ o= | i

Probaremos que F'(z) = f(z) es decir:
F(z+h)— F(z)

lim — 0.
h—0

- f(2)

Desarrollando

F h)—F(z) = d, d
<Z " ) (Z) /[jzz-‘rReh] f(W) o /[z-‘rReh z+-h] f(w) “
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entonces

F(z+h) — F(z) 1 1
h N f(Z) B E /[;:,z-i-Reh] f(W) N f(Z)dw " E /[2+Reh,z+h] f<w) - f(W)dw

Ahora sea h tal que si |w — z| < |h[, entonces |f(z) — f(w)| < € lo cual muestra:

|Rehl| tie [Imh| <.
I I

’F(z—l—h})L—F(Z) _f(z)’ <e

Nota. Los resultados vistos no solo sirven para rectangulos, tambien se pueden extender a do-
minios como discos o cualquier otro dominio conexo.

Teorema 3.4. Sea f una funcion analitica en C y C una curva cerrada, entonces:

/C F(2)dz = 0.

Demostracién: Sea F' : C — C analitica tal que F’ = f, la cual existe por la proposicién
anterior. Por la proposicién 3.4 tenemos que

/cf(z)dz - /CF’(z)dz =0

3.2.2. Férmula integral de Cauchy

Sea f : {2 — C una funcion analitica con 2 un abierto tal que contiene al rectdngulo R. Sea
a € Qy I =0R. Definamos g : {2 — C de la siguiente forma:

(2) = —f(ziif:(a) siz#a
g f'(a) siz=a

la cual es claramente continua.

Proposicién 3.6.

/F g(2)dz =0

Demostracion:En efecto:
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» Sia¢ R = por la proposicién anterior se concluye.
= Sia€dR

Teorema 3.5. (Férmula integral de Cauchy)
Sea f una funcion analitica en D(zy, R) y 0 <r < R, entonces

fla)= o [ 1)

21 Jo z—a

0

dz ,conC=re’, 0<0<mr>|a

Demostracion:
Como a ¢ C, por la proposicién 3.6

JECE
C

zZ—a

es decir
dz =2mif(a)

&) 1. = f(a) /

cZ—a zZ—a

Ejemplo 3.2. Resolver las siguientes integrales utilizando la formula integral de Cauchy:

1.
/ V9 — 22dz
| z|=1
2. )
/ 5 dz
|z|=1 z + 22
3.
7{ sin w22 + cos w22
dz
aD(0,3) (z—=1)(2—2)
Solucion:

. \/O_~2
1. Primero veamos que v9 — 22 = %, entonces tenemos que f(z) = zv/9 — 22, que es

analitica en D(0,7) con 1 < r < 3, sea C = ¢, entonces tenemos

(2) ;.
CZ_O
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aplicando la féormula integral de Cauchy

TG 40— i £(0) = 2mi(0 - VI = 07) = 0
c*—
por lo tanto
/ V9 —22dz=0
| z|=1
2. De nuevo, veamos que - - +2Z = Z}ru 5, luego tenemos que f(z) = % la cual es analitica

en D(0, 7“) con 1 < r < 2, ocupando la misma curva antes definida,

&) dz =2mif(0) = 2mi !

CZ_O O+2:7TZ

1
/ dz = mi
|z\=l 22 + 22

3. Primero veamos como podemos escribir ésto de una manera apropiada

sinmz? 4+ cosmz?  sinmz? + cosmz?  sinmwz? 4 cos wz?

(z—1)(z—2) (z —2) - (z—1)

entonces tenemos f(z) = sin 2% +cos 722 la cual es analitica en C y por lo tanto, ocupando
la féormula integral de Cauchy, tenemos

7{ sin 722 4 cos w22
P

oo (- 1)(z—2) dz =2mi(f(2) — f(1)) = 2mi(1 — (—1)) = 4mi

Analizaremos un poco mas la Formula integral de Cauchy

Teorema 3.6. Desarrollo en serie de potencias.

z

<1

1
P = z(l—%)’ Yy tenemos

Z—CL_Z
n=0

como la serie converge uniformemente en C podemos intercambiar la integral con la serie, luego

- [E ) e L) [

entonces
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los coeficientes fc Zf,fi)l dz no dependen de a, con a € D(0,7),y con 0 < r < R, pero si podrian

depender de R, veamos que ésto no es asi

1 o0
= 3 e D
f(a) 5l 2 cpa”, Ya € D(0,r)

£ (0)

n!

y sabemos que c, = , y por lo tanto no depende de R.

Corolario 3.1.

1. fesC™®.

o f(">(0) n

2. Si f es analitica en C, entonces el radio de convergencia de )~ ~—=2" es oo, lo cual

es tambien cierto en o
— /" (a) n
f2) =) ——(z—a)
n=0

n:

Observacion 3.2. Supongamos que f : Q0 — C es una funcion analitica, con 2 un abierto. Sea
ahora zy € Q, r € R tal que D(z,7) C Q, sea a € D(zo,7), y sea Cr(29) = z + e, 6 € [0, 27]

f@=ge [ IV

 2mi Co(z0) # — @

dz

realizando el mismo procedimiento anterior

£ (4 ) M () 1 .,
f(a):z%f (' )(a—zo),conf ( ):—,/CT(ZO)(LLZZ

n n! 271 z — zp)t!

y el radio de convergencia de la serie es > dist(zg, 082).

Ejemplo 3.3. Demostrar que Vn,k € N tales quen >k > 1,

ny 1 (z41)"
(k) - 2m;fg 0

donde I' C C\{0} es cualquier camino cerrado y simple que encierra al origen, y que se recorre
en sentido antihorario.

Solucién:
En efecto, por lo visto antes

M) L[ 10,
2w Jr ()

k! 271 z — zg)kt?
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donde aqui tenemos que f(z) = (z +1)", 2o = 0. Entonces

fBE)=nn—-1)(n—k)+1)(z+ 1)k = f®(0) = (n%!k)!, entonces

("):f(k)(o) ! /Mdz Ly,

k B 2mi r (2)FtH " 2mi r zktl

Teorema 3.7. (Teorema de Morera)
Sea f: Q — C una funcion continua tal que YR C Q rectangulo

f(z)dz=0
R

entonces f es analitica en ().

Nota. FEste teorema es muy potente en variable compleja, pues propone otra caracterizacion de
las funciones analiticas.

Demostraciéon: Siguiendo la demostracion de una proposicién anterior, existe una funcién
analitica F' tal que I’ = f, y por el corolario de la férmula integral de Cauchy, tenemos que F
es C*°, por lo tanto f analitica. [ |

Corolario 3.2. Sean f,, f definidas en €2, tales que para todo K C § compacto, f, — f
uniformemente en K, entonces
St f, analitica en ) = f es analitica en ).

3.2.3. Los ceros de las funciones analiticas

Definicién 3.11. Sea f : Q — C analitica, y sea a € C tal que f(a) = 0. Diremos que el
orden de a es n si f*)(a) =0, Vk <n, y f™(a) #£0.

Proposicién 3.7. Sea f: Q — C una funcion analitica, con 2 un abierto conexo. Sea a € ()
tal que f™(a) = 0 para todo n € N. Entonces f =0 en €.

Demostracién: Procedamos por contradicciéon. Sea A = {z € Q| I{z,}nen C Q, f(2,) =
0, z, — 2,2, # z}. Probaremos que A es abierto y que su complemento también lo es.
Probemos que A es abierto:

Sea z € A, como f admite desarrollo en serie de potencias, f(w) = 0 Yw € D(z,7,), lo que
implica que A es abierto.
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Para demostrar que A° es abierto escribamos la funcién f como serie de potencias entorno a
z, con z € Ay veamos lo que ésto implica.

n no! n!

flw) = i f(”)'(z) (w—2)"y M # 0 para algin ng, w =0 Vn <ng
n=0 ’

oo fM(z)
f(nO) (Z) n n—n, n,
no! f<no;(z) (2= 20)"" | (2 = 20)"™

n=no nO!
N

f(w) =

-—
#0 en un abierto en torno a zg

lo que implica que f # 0 en un abierto sin considerar z,, entonces A es abierto, y como () es
conexoy A4 ¢ = QA=A < f=0.

Observacién 3.3. Con esta proposicion, si f es analitica y f # 0 para algin zy € €2, el orden
de un cero queda bien definido.

Definicién 3.12. Sea zy un punto tal que f(z9) = 0. Diremos que zy es un cero aislado si Je > 0
tal que

f(z) # 0 para todo z € D(zo,€)\{z0}-

Proposicién 3.8. Sea f: 2 — C una funcion analitica con €2 un abierto conezo.
Si 3z, — z € Q tal que f(z,) = 0Vz,, entonces f =0 en €.

Nota. Notemos que esta proposicion implica que los ceros de las funciones analiticas son aisla-
dos.

Proposicién 3.9. Sea f: Q — C una funcion analitica, si f(zo) = 0Entonces la funcion
f(2) ;
stz # 2
9(z) = { Y ’

f(z0) siz= 2,

es analitica. Mas atn, si el orden de zy es k, entonces

—(z{ (zzo))k si 2 # 2
9(2) = F®(z)
T St 2 = 2o,
es analitica.
Observacion 3.4. Si z1, 23, . .., 2k son ceros de f, con z1 # zo # ... # 2z, entonces
(z—z1)(ziizg))(z—zk) 81 2 ¢ {Zla B2y ,Zk}
/ %
g(z) = (21—22)(21:—2:3)'"(21—%)
}'(Zk)

(zr—21) (2 —22) (2 —2k—1)

es analitica.
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Teorema 3.8. (Teorema de Liouville)
Sea f: C — C una funcion analitica acotada, es decir AM € R, M > 0, cte. tal que
|f(2)] < M Vz € C. Entonces f es constante.

Demostracién:
Dado que f es analitica

n! 27rz c wntl

>, FM) (o (n) ,
) = Zf—()z", con / ( ) _ J(w) ~—dw, C= Re® 6¢]0,2n].
n=0 n!
Analicemos los coeficientes para n > 1,

Rez@ R z@de B 27 f(RezG)
wn-‘,—l Rn+1ez(n+1)0 € o

Rn+ eine

0

por lo tanto

M 27 M pooo
—dh = =0
'/uﬂ“r1 ‘_ 0o R" R ’

Asi f(n) =0 Vn > 1, lo que implica que f = 0. |

Teorema 3.9. (Teorema fundamental del algebra)
Sea p(z) = 2"+ Un_12""1 4 ...+ ag, un polinomio no constante a coeficientes en C, entonces p
tiene al menos una raiz en C.

Demostracién:En efecto, procedamos por contradiccién. Supongamos que p(z) no tiene
raices en C, entonces g(z) = zﬁ es analitica en C y acotada, por el teorema de Liouville

ésto implica que g(z) es constante, y por lo tanto p(z) también —«. [ |

Proposicién 3.10. (Extensién del teorema de Liouville)
Sea f una funcién analitica en C tal que 3A, B > 0 para los cuales |f(z)| < A+ B|z|* para algin
k entero positivo, entonces f(z) es un polinomio de grado < k.

Ejercicio 3.2. Sea f una funcion analitica en C tal que |f(2)] < A+ B|z|é, ver que f es
constante.

3.3. Aplicaciones a la Formula integral de Cauchy

3.3.1. Principio de reflexién de Schwarz

Teorema 3.10. Sea f : 2 — C una funcion analitica excepto posiblemente en un segmento de
linea, pero con f continua en todo 2. Entonces f: ) — C es analitica.
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Demostraciéon: Sin pérdida de generalidad supongamos que el segmento de linea L esta en
el eje real. Queremos probar que fF z)dz = 0 para cualquier rectangulo R C Q2 con I' = OR.
Para ésto pongamonos en casos:

» SiRCO\L = [, f(2)dz=0

Teorema 3.11. (Principio de reflexion de Schwarz)

Sea f una funcion analitica en D, el cual estd contenido en un semiplano, tal que la frontera
de D contiene un segmento I'dado por la frontera del semiplano, y f cumple que f(I') C T y es
continua en D UT.

Entonces existe D* (Reflejado de D con respecto al semiplano) tal que f se puede extender a
DUT UD* y resulta ser analitica, ésta funcion cumple la siguiente propiedad:

f(z) = f*(z*) Vz € D~

Ejemplo 3.4. Sea f una funcion analitica en el semi-disco: |z| < 1,Imz > 0, tal que es real
sobre el semi-circulo |z| = 1,Imz > 0. Demostrar que si definimos

(2) = f(z) si|z| <1, Imz>0
== f(2) silz]>1, Imz>0

entonces g es analitica en el semi-plano superior.

Solucién:
En efecto como vimos en un capltulo anterior, el Slmetrlco en un disco es de la forma

*

z =

R = 1 o= 0 por lo tanto 2* = 2, y como en el espacio de Hegada, el simétrico es sunplemente
el conjugado, concluimos.

Ejercicio 3.3. Sea f : D(0,1) — C wuna funcion analitica, continua en 0D(0,1) tal que
f(2) € R para todo z tal que |z| = 1.Probar entonces que f es constante.

3.3.2. El teorema del Mdédulo Maximo
Teorema del médulo maximo

Teorema 3.12. (Teorema del médulo maximo)
Sea f: Q — C una funcion analitica, tal que f no es constante, entonces |f| no tiene mdximos
locales en §). Esto quiere decir que

Vz e Q¥ >0 Jw e D(2,0) NQ tal que |f(w)| > |f(2)]
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Demostracién: Sean z € Q y e > 0, y sea C = z + e 0 € [0, 27], entonces

R N Y IO P S ;
)E/Cw—zdw%/o f(z+ee®)do

Nosotros sabemos que

2w ) 1 2
- 29 < . <
N =g | [+ ecthan] < 5o [ 717G celan < i 17+ <)
Tenemos ahora dos posibilidades, |f(z)| < maxg |f(z + €e?)| o |f(2)] = méxg |f(z + ee?)|, si

ocurre lo segundo tendriamos que

1 2 g5 [5G+ eclds — £ = £+ =)

Si el teorema no se tuviera tendriamos que 36 > 0 tal que D(z, (5) CQy

1£(2)] > |f(w)|Vw € D(2,0). Sea 0 < € < 4, por lo antes visto tenemos dos posibilidades,

36* tal que |f(z +¢ee)| > |f(2)] o

|f(2)] = | f (2 +e€?)| ¥,

lo primero no se tiene por la suposicién que hicimos de que |f(z)| > | f(w)|, entonces

|£(2)] = |f(z +e€®)| y como € es arbitrario tenemos que |f(z)| es consante en D(z,4), queda
propuesto para el lector probar que si |f| es constante en D y f es analitica, entonces f es
constante en D, por lo tanto f es constante en (2, lo cual es una contradiccion. [ |

Corolario 3.3. (Principio del mddulo minimo)
Sea f: Q — C una funcion analitica no constante, entonces |f| no tiene minimos locales a
menos que 3z € Q tal que f(z) = 0.

El lema de Schwarz

Teorema 3.13. (Lema de Schwarz)

Sea f: D(0,1) — C una funcion analitica tal que |f| < 1y f(0) = 0, entonces |f(z)| < |z]
y |f(0)] < 1, mds ain, si se tiene la igualdad en cualquiera de estas desigualdades, entonces
f(z) =€z para algin 6.

Demostracién: Sea g(z) = f(zz)
constante.

Sea zy € D(0,1) fijo, por el teorema del médulo maximo tenemos max.cp(o,r) |g(2)| se alcanza en

la frontera 0D(0,r). Si r esta cercano a 1, zo € D(0,7) = |g(20)| < ‘fﬁ)' para un Z € 0D(0,r),

, la cual es analitica en D(0,1), supongamos que g no es

lo que implicaria que |g(zo)| < % 1o que implicaria que
|9(20)| <1 <= [f(20)] < [20].



CAPITULO 3. INTEGRALES 48

Aplicando ésto a zo =0, |g(0)] < 1 <= |f'(0)] < 1.
Si g fuera constante, g(z) = ¢, entonces f(z) = ¢z, con ¢ < 1, y por supesto se cumplen las

desigualdades.
Si 3z € D(0,1) tal que |f(z)| = |z|, entonces |g| alcanza su méximo en el interior, lo que
implicaria que g es constante, y como |g(z)| = 1, entonces g(z) = . B Gracias al

teorema del médulo méximo y al lema de Schwarz, se tienen diversas aplicaciones, varias de las
cuales se procedera a mencionarlas.

Proposicién 3.11. Sea f: D(0,1) — D(0,1) una funcion analitica biyectiva tal que
f~1:D(0,1) — D(0,1) también es analitica y que cumple f(0) = 0, entonces
f(z) =€z para algin 6.

Demostraciéon: En efecto, por el lema de Schwarz tenemos que
[f(2)] < |2 V2 € D(0,1) y |[f~H(w)] < |w]| Yw € D(0,1),
tenemos que [l = |£(f " (@))] < |f ()] < o] = |f ()] = |w|.
Analogamente tenemos que |f(2)| = |z| y por el lema de Schwarz f(z) = ¢?2. |

Proposicién 3.12. Sea f : D(0,1) — D(0,1) una funcion analitica biyectiva con inversa
analitica, y sea o € D(0,1) tal que f(a) =0, entonces f(z) = e (2.

1—az

Demostracién: En efecto, sea a tal que f(a) =0, y sea g(z) = =%, entonces la funcién

fog™':D(0,1) — D(0,1)es analitica biyectiva con inversa analitica, y cumple que
fog70) =0, por lo tanto por la proposicién anterior se tiene que

fog () ="z = f(z) = fog M (g(2)) = e’g(z) = " ( = )

1—az
Ejemplo 3.5.

0 n

1. Sea f:C — C una funcion analitica tal que |f| =1 en 0D(0, 1), probar que f(z) = €z
para algin n € N.

2. Sea f:D(0,1) — D(0,1) una funcidn analitica tal que f(3) = 0, estimar la mejor cota
para ‘f(%)| de todas las funciones f que cumplen las hipdtesis.

Solucion:

1.  En efecto:
Nosotros sabemos, por el teorema del médulo maximo que si f no es constante, entonces
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f:D(0,1) — D(0,1). Sean ahora ay, as, ..., a, los ceros de f en D(0,1)contados con

Z—Of
l—agz

su multiplicidad. La funcién tiene médulo 1 para |z| = 1,y visto antes, la funcién

g(z) = % es analitica en D(0, 1), mds ain, g(z) # 0 en D(0, 1), y también cumple
k=1 1-apz

que | g| =1 en 9D(0, 1).Entonces de nuevo, por el teorema del médulo maximo

g : D(0,1) — D(0,1), es decir |g(z)] < 1 en D(0,1), y como g(z) # 0 por el principio

del médulo minimo |g(2)| > 1 en D(0,1), con lo que tenemos que g(z) = € para algtin

. Luego

1-—-dkz

£(2) :eielﬁl(z_o"“) Vz € D(0,1)

Ahora supongamos que existe algun k tal que 1 < k <ny ai # 0. Si fuese asi tendriamos
que el radio de convergencia de la serie de f en torno a cero deberia ser

min {‘a%‘ 1 1<j<nwy a; #0} lo cual contradice que f sea analitica en C. Por lo tanto
ar=ay=...=a, =0,yasl f(z)=e?2" O
2.
Sea g(z) = /) con g: D(0,1) — D(0,1)

=
1—z%
Por lo tanto tenemos que |g(2)| < 1 y entonces
3
3
1—

1
2 |

bt

31
42

1
T3
1—2z

y vemos que la cota es éptima pués si tomamos la funcién f(z) = ( )la cota se alcanza.

1
2
Ejercicio 3.4. Probar que las unicas funciones analiticas biyectivas que llevan Imz > 0 a D(0, 1)
son de la forma

z—

h(z) = e <z—a) a € Imz > 0.

El Teorema de la Aplicacién Abierta

Teorema 3.14. (Teorema de la aplicacién abierta)
Sea U un conjunto abierto conexo, y sea f : U — C una funcion analitica no constante, sea
Q C U un congunto abierto, entonces f(£2) es abierto.

Demostracién: Sea a € €2, por demostrar que 3¢ > 0 tal que D(f(«a),e) C f(2).
Sea 0 > 0 tal que D(«,0) C Qy consideremos f(z)— f(a). Ahorasean = mingp,s | f(2) — f(a)],
tomando ¢ suficientemente pequeo, 7 > 0 pues los ceros de las funciones analiticas son aislados.
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Consideremos ahora D(f (), ). Seaw € D(f(c), ), queremos demostrar que existe z € D(a, )
tal que f(z) = w. Consideremos f(z) —w en D(«,0).

En 0D(a,6), |f(z) —w| > [f(2) = f(a)| = |f(a) —w]| > n— 2 =

Ui
2 2

Por otra parte si z = a, [f(a) —w| < %, pues w € D(f(«), 3), pero min |f(z) —w| > % en la
frontera, luego por el principio del médulo minimo la funcién tiene que anularse en algin punto,
es decir, 3z € D(a,0) tal que f(z) —w = 0. [

Corolario 3.4. Sea f : QQ — U una funcién analitica biyectiva, entonces f~1 es continua.

Ejercicio 3.5.

(a). Sea funa funcion analitica y no constante en S, y sea T' = f(S). Demuestre que si f(2)
es un punto de frontera de T, entonces z es un punto de frontera de S.

(b). Demuestre que el reciproco es, en general, falso. Para ello considere, por ejemplo, la funcion
f(2) = 2% en la regidn

S={z€C: |z] <1, Rez>0}U{z€C: |z|] <2, Rez <0}.



Capitulo 4

Funciones Meromorfas

En el siguiente capitulo extenderemos la nocién de desarrollos en series para funciones mas
generales que las enteras y comezaremos el anélisis de estas.

4.1. Dominios simplemente conexos

Definicién 4.1.
Diremos que D es una region o dominio en C si D es una abierto conexo.

Definicién 4.2.
Sean v9,71 : [0,1] — D dos curvas cerradas rectificables en una region D. Se dird que 7o es
homdtopa a v en D si existe una funcion continua I": [0,1] x [0,1] — D tal que

F(S’O) = 70(8) Y F(Sv 1) = 71(5) Vs € [07 1] (4 1)
[(0,t) =T(1,t) Vte[o,1]. '

Denotaremos vy ~ 1.

Proposiciéon 4.1.
La relacion vg ~ 1 define una relacion de equivalencia.

Demostracién:
Es claro que 7y es homdtopa a si misma. Siyy ~ vy I': [0,1] x [0, 1] — D satisface la condicién
(4.1) entonces basta definir A(s,t) = I'(s,1 — t) para ver que y; ~ 7. Finalmente si 79 ~ 7
y 71 ~ 72 con I' y A satisfaciendo las condiciones (4.1) respectivamente para cada una de las

o1
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relaciones, entonces definimos

con lo que vy ~ 7s.

Teorema 4.1.
St v y 71 son dos curvas cerradas rectificables en una region D y ademds vy ~ 71, entonces

[7=1

para toda funcion f analitica en D.

Demostracion:
Sea [ = [0,1] y T : I? — D la funcién dada por (4.1). Puesto que T' es continua e I? es
compacto tenemos que I' es uniformemente continua y I'(I?) es un compacto en D. Sea r =
dist(T(I?),C\ D) y sean € N tal que si (s — s')> + (t — t')? < 4/n? entonces

IT(s,t) — (s, )| <.

Denotemos

ik
Zj,kzr(l,—), 0<jk<n y
n n
1] [k k+1
Jj,k:|:luj+ :|X[_7 i
n n

}, 0<j4,k<n.
n n

Dado que el didmetro de J; es v/2/n, se sigue por la continuidad de T' que T'(J; 1) C D(Z; ;7).
Llamemos P;; al camino poligonal cerrado de vértices Z; i, Zj11k, Zjr+1, Zj+1,6+1 y dado que
los discos son convexos, Pj i C B(Z;i; ). Pero por alguna proposicién anterior (hacer referencia)

/P ) F=0 (4.2)

para toda funcién analitica en D. Sea (), el camino poligonal cerrado de vértices Zg i, Z1 k..., Zn k-

Mostraremos que f% f = fQo f=..= an f . Para ver que f% f = fQo f notemos que si
0;(t) = v(t) parat € [j/n, (j+1)/n] entonces o, +[Z;+1.0, Zjo) ( €l 4”7 indica que o; es seguido
por el poligono) es una curva cerrada rectificable en el disco D(Z;0;r) C D. Asi

[rfyi o
oj [Zj+1,0,Zj0] (Z;0,Zj+1,0]

J
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Sumando a ambos lados de la ecuacién sobre 0 < j < n se tiene f% =/ Q% f v similarmente

f’Yl f= an'

Nos falta ver que f O f= ka+1' Para eso ocupemos la ecuacién (4.2), la cual nos entrega

0— an/P . (4.3)

Debemos observar que la integral f P f incluye la integral sobre el trazo [Z;i1k, Zj+15+1] que
J

es el opuesto a la integral sobre [Z; 11 k11, Zj+1,] que es parte de la integral fP'+1 . f. Asi
J B

k k
Zop =T (0, —) =T (1, —) = Znk,
n n

con lo que [Zy j+1, Zok) = —[Z1k, Z1 k+1]. Tomando en consideracién las cancelaciones producidas
por el efecto anterior, la ecuacién (4.3) queda como
o[- 1
k Qk+1
lo que completa la demostracion.O
Nota:

A partir de este momento D denotard una regién.

Definicién 4.3.
Sea vy una curva rectificable en D. Diremos que v es homdétopa a cero (v ~ 0) si~y es homdtopa
a una curva constante.

Definicién 4.4.
Un dominio D se dird simplemente conexo si para toda curva cerrada v en D se cumple que
v~ 0.

Teorema 4.2. (Teorema de Cauchy)
St D es simplemente conexo y v es una curva cerrada rectificable, entonces

fi-

para todo funcion analitica f.

Demostracion:
Directa ocupando el teorema 4.1.0

Corolario 4.1.
St D es simplemente conexo y f : D — C es una funcion analitica en D entonces f tiene
primitiva en D.
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Demostracién:
Sea a € D fijoy z € D. Como D es conexo existe una curva v que une los puntos a y z.
Definamos

F(z) = / f(w)du.

Notemos que F' estd bien definida, es decir, que es independiente del camino escogido. En efecto,
si 71 v 72 son dos caminos que unen a con z, entonces I' = v; — 75 es una curva cerrada y por
el teorema 4.2

/Ff(w)dw =0 por lo que /71 fw)dw = /V2 f(w)dw.

Dado que F' es analitca, se procede como en el Teorema de Morera para mostrar que F'(zy) =
f(20), lo que prueba el resultado.Od

Ejemplo 4.1.

Sea D simplemente conexo y f: D — C una funcion analitica tal que f(z) # 0 para todo z en
D. Entonces existe una funcion analitica g : D — C tal que f(z) = expg(z). Ademds si zy € D
y € = f(zy), podemos escoger g tal que g(zp) = wo.

Solucion:
Dado que la funcién f no tiene ceros se tiene que f’/f es analitica en D y por el corolario anterior
posee una primitiva g;. Sea h(z) = exp g1(z) analitica que nunca se anula. Es facil probar que

f/h es constante por lo que
f(z) = e (?) — ploi(z)+¢]

para alguna constante ¢’. Llamando ¢(z) = g1(z) + ¢ + 2mik para un k apropiado, tendremos
que g(zo) = wo.

Ejercicio 4.1.

1. Sea D wuna region y sean oq,05 : [0,1] — D curvas constantes o1 = a, 09 = b. Muestre que
si 7y es una curva cerrada rectificable en D y v ~ o1 entonces v ~ o9. Hint: Conecte a y b
POT UNG CUTVA.

2. Sea v(0) = 0e® para 6 € [0,27] y v(0) = 47 — 0 para 6 € [27, 4x]. Evalie

/ dz

2 2°

25T

3. Sea D simplemente conexo tal que no contiene al origen. Pruebe que existe una funcion

inyectiva y analitica f tal que f'(z) =1/z.

4.  Muestre que en dominios simplemente conexos que no contienen al origen se puede definir
al funcion z®.
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Ejercicio 4.2. Calcule las integrales de Fresnel

o0 [e.e]
/ cos z2dx / sin 2%dx
0 0

Hint: Considere un sector angular de dangulo 7 /4, la funcion ' y recuerde la siguiente desigual-
dad

sinf > 29 V0 el0,m/2].
7T

Ejercicio 4.3. Fvalué la siguiente integral

/ e cos(20\x)da.

[e.9]

Hint: Considere la funcion f(z) = e~ y un rectangulo de altura o.

4.2. Series de Laurent

Definicién 4.5.
Diremos que

sty sdlo st las series Yy po o fk, ¥ peq M-k convergen a LT y L™ respectivamente y se tiene que
LT+ L =L.

De esta forma, trataremos de definir una funcion analitica de la siguiente forma

[e.9]

donde a € C es un punto dado y (c¢)rez es una familia de nimeros complejos indexada por
los enteros. Observemos que a diferencia de una serie de potencias, en esta representacién,
denominada serie de Laurent, intervienen tanto potencias positivas como negativas de (z — a).
Para esto analicemos el comportamiento de la serie en un anillo.

Proposiciéon 4.2.
Sea

e}

o0 (o)
E ckz"" = E ckzk—l— E c,kz”€

k=—o00
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y sean

1

lim sup,, ., V/|cn|
1
limsup, ., V/]c_n|

R, =

RQZ

Supongamos Ri, Ry > 0, entonces

1. Si1/Ry > Ry, entonces la serie no converge en ningun abierto de C.
2. Si1/Ry < Ry, entonces la serie converge en el anillo 1/ Ry < |z| < R;.

3. Sil/Ry =0, Ry = oo, entonces la serie converge absolutamente en C\ {0}.

Mds ain, si se satisface (i) o (i) la funcion f(z) = > po__ cx2® es analitica en el anillo

1/R2 < |Z| < Ry

La demostracién queda propuesta para el lector.

Definicién 4.6.
Llamaremos parte principal de la serie de Laurent a

[e.9]

P(z) = Z c_pz ",

k=1

Nota:
Denotaremos por A, ,,(29) al anillo 1 < |z — 2| < 2.
El siguiente teorema muestra que las funciones analiticas poseen una representacion en serie de
Laurent.

Teorema 4.3. (Teorema de Laurent)
Sea f una funcion analitica en A, ,,(z0), entonces f admite la representacion

[e.9]

f(z)= Z Rz

k=—o0

en Ay, (20)-

Demostracion:
Sin perdida de generalidad tomamos z; = 0. Consideremos la funcién analitica
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y el camino I'* = C§ — C] + I'] — I'5, como se indica en la figura. Dado que ¢ es analitica y I'®
esta contenido en un dominio simplemente conexo, se tiene que

/E g(w)dw = 0.

Es facil ver que tomando ¢ — 0 se tiene que

(waww—éﬂwwwza

donde los circulos C7, Cy estan orientados en sentido antihorario. Desarrollando la expresién
anterior obtenemos que

fw) = £e) [ fw) = f(2)

Cs w—z C1 w—z

0 40— [ S0y gi[ [ e [
CQw—zdw 017U—Zdw f(2) /C2w_zdw /Clw_zdw.

1
/ dw =21 'y
C2U)—Z

1
/ dw = 0,
Clw—z

fw) [ )

dw =0 de donde

Como

entonces

2mif(z) =

02w—Z Clw—Z

Ahora bien si w € Cy existe 6 > 0 tal que |w| > |w| — § > |z]|, luego

1 1 1 1 i (z >n
w—z wl—z/w w w/
n=0
Dado que la convergencia en el interior es uniforme, se puede concluir que

Z wn+1

De manera analoga, si w € C) existe ¢ tal que |w| < |z| —d < |z[, luego

Ccy, W

1 -1 -1 1 —1°°<w>n

w—z z—w z 1—w/z z z
n=0

de donde

f "
o W Z on+l / f d'LU7
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y asi

: — . [ flw) 1 n
2mif(z) :;Z /02 w;ﬁldw—i—;znﬂ /C1 fw)w"dw.

Es claro que la representacion es independiente de las curvas escogidas, dado que f es analitica
en el interior del anillo.

Encontraremos una féormula explicita para los coeficientes de la serie, con lo cual queda tnica-
mente determinada la expansion. Si

f&)= ) e
k=—o00
f(Z)Zn: Z CkZIH_n,
k=—0o0

entonces integrando en un circulo centrado C, se concluye que

27ric_n_1:/f(z)z”dzﬂ
c

Ejemplo 4.2.
Calcule la serie de Laurent de f(z) = m en |z| > 1.
Solucién:
Consideremos w = 22, luego
1 B d 1
(1+w)?  dwl+w

Volviendo ahora a la variable z
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Ejemplo 4.3.
Encuentre la expansion en serie de Laurent de f(z) = ﬁ en

1. {z€C:0<|z] <1}
2. {zeC:0<|z—1| <1}.
3. {ze€C:|z| > 1}.

Solucién:
Desarrollaremos el primer caso, los otros quedan propuestos. Tenemos que

11
2(1—-2) ;+1—z
- 1
T R
1 —1

z—1 —
= > (-DH=-1F
k=—1

la cual converge en anillo deseado.

4.3. Clasificacién de singularidades

Definicién 4.7.
Sea f analitica en D(0,1) \ {0}, cuya representacion en serie de Laurent estd dada por

f(z) = Z crz”.
Diremos que

1. 0 es singularidad remowvible si c;, = 0 para todo k < —1.

2. 0 es polo si existe N € N tal que c_, = 0 para todo k > N yc_n = 0.

99
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3. 0 es singularidad es esencial si existe ny — oo tal que, c_,, # 0.

Definicién 4.8.
Una singularidad zo de f se dice aislada si existe r > 0 tal que en D(zo,7) 2o es la unica sin-
gulridad de f.

Ejercicio 4.4.
Sea [ analitica en Q2 = D(20,9) \ {20}, entonces zy una singularidad removible si y solo si existe
una funcion analitica h en D(zy,9), tal que h|q = f.

Proposicién 4.3.
St f tiene una singularidad aislada en zy y

lim (z — 2z) f(2) =0,

z2—20
entonces la singularidad zy es remouvible

Demostracién:
Sea

0 siz =z

g(z) = {(2 — 20)f(2) si z # 2

la cual es continua en D(zy,r) y analitica en D(zg,7)\ {20}. Debido a que g(z) = 0 se tiene que
9(2) = (2 = 20)h(2),
con h(z) analitica en D(zp,7), con lo que se concluye
Bz = () V2
por lo que zy es singularidad removible.O

Ejemplo 4.4. Pruebe que una singularidad aislada de f no puede ser polo de ef.

Solucién:
Sea zp la singularidad, r > 0 tal que en f es analitca en Q@ = D(0,7) \ {20}. Analicemos por
Ccasos.

1. Si z es removible, entonces existe g analitica en D(0,r) tal que glg = f. Luego es facil
ver que e es analitica en D(0,7) y se cumple que €9|q = e/.
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2.

Si 2o es polo de orden m. Razonemos por contradiccién, es decir, supongamos que e/ tiene
un polo de orden m’. Sabemos que cerca de cerca de z, la funcién e/ se comporta como

f2) = —h(a),

(z — z9)™

donde h(z) es una funcién analitica. Llamemos g(z) = e/*) y tomemos derivada logaritmi-
ca. Por un lado tenemos

g _ 9f()
9(2) e/?)
= f(2).
Ahora, si consideramos la formula explicita para g se tiene que
h(z m'h(z

(z—20)™ (2 —2z9)t=™"

de modo que
g'(2)
9(2)
lo que nos entrega una férmula para comparar f'(z).

Ahora bien f(z) se comporta como (z — z9)~™ y por lo tanto f’(z) se comportara como
(z — 29)~(™*Y | asi, igualando los ordenes de los polos, se concluye que

=h(2)+m(z—2) "},

m+1=1=m=0,
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto e/ no puede tener polos.

La demostracién de este caso es andloga a la anterior. Se le sugiere al lector completar los
detalles.

Teorema 4.4. (Teorema de Casorati-Weierstrass)
St f tiene una singularidad esencial en 2y, entonces

Vo >0 el conjunto {f(z):z€ D(z0,9)\ {20}}

es denso en C.

Demostracion:
Razonemos por contradiccién. Sea § > 0 y supongamos que existe w tal que

|f(z) —w| >n Vz € D(2,0) \ {20}
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De esta forma la funcién g(z) = m resulta ser analitica en D(zp,d) \ {20} v acotada en z,
por lo que puede ser extendida a D(zp, d). Despejando de la ecuacién anterior f(z)

o 1 Z:wg(z)—i-l

De esta forma, si g(zg) # 0, entonces zp resulta ser una singularidad removible y si g(z)= 0,
entonces 2y es un polo de f, lo cual contradice que 2y es una singularidad esencial de f.O

1
z

Ejemplo 4.5. Encuentre la imagen de f(z) = e=.

Solucién: Al resolver w = e!/#, obtenemos
1
— =log(|w|) + iArg(w) + 2kmi,
z

lo cual define una secuencia

1
 log(|wl]) +iArg(w) + 2kmi’

2k
expresion que tiende a 0 cuando k tiende a infinito. Escogiendo § adecuadamente tendremos que
{e'7:0 <|z| <d} =C\ {0}

Ejemplo 4.6. Sea {z,},cy una secuencia en Q0 = D(z0,1) \ {20}, que converge a zy, y sea
[ Q\{z},en — C, tal que z, es un polo de f para todo n. Demuestre que el conjunto

{f(2)/z € Q\{zn},cn} €s denso en C.

Ejemplo 4.7. Sea g : C — C analitica. Demuestre que g(C) es denso en C.
Hint: Demuéstrelo si g es un polinomio. Para el caso general considere al funcion g(1/z).

4.4. Teorema de los residuos y sus consecuencias

Definicién 4.9.
Sea v una curva cerrada rectificable y a & . Se define el indice de v con respecto a a como

1 1
n(vy,a) —/ dz.
Y

- 211 zZ—a
Nota:

Intuitivamente, el indice representa el nimero de vueltas que recorre v en torno a a.

Proposicién 4.4.
Para todo z € C se tiene n(y, z) € Z.
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Demostracién:
Por el lema (hacer referencia) nos reducimos al caso de una curva diferenciable por pedazos.
Sea v : [a,b] — C una parametrizacién de la curva. Por definicién se tiene

1w
n(v, z) /a’)/ dt.

T omi ) — =z

h(t) = / %ds,

la cual resulta ser continua, con h(a) = 0 y A’ continua por pedazos. Consideremos

Sea ahora

% (et —2) = =K (y(t) = 2) + eV (1)
_ ' (t) 0] _ ) 4 e hl®)
~(t) =z (v(t) )+

= 0.
De esta forma concluimos que e "®(vy(t) — z) es constante en [a, b], es decir
e "O(y(t) — 2) = c.
Evaluando en t = a, se tiene que ¢ = y(a) — z y luego evaluando en b

o) _ v(a) — 2 —1

y(b) =2
pues y(a) = v(b) por ser una curva cerrada. Finalmente se concluye que
h(b) = 2mik, k € Z

= n(y,2) € Z.O

Propiedades:
A continuacion se listaran algunas propiedades del indice.

2. Siv=ym+v+ ... + 7, con y; cerrada y orientada consistentemente, se tiene que

n

n(fy: Z) = Zn<fyl= Z)‘

=0

3. n(7,z) es constante en cada componente conexa de C\ {v}.

63
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4. Sivy C D(0, R) entonces n(vy, z) = 0 para |z| > R.

Demostracion:

Las propiedades 1), 2), se dejan propuestas al lector.

Demostremos 3). Para eso, bastara mostrar que n(7, z) es continua como funcién de z. En efecto,
si () es una parametrizacién de =, se tiene

) =ntw) = o [ -

) - w)
/a G0 — 20 —w) ™

Asi, dado £ > 0 existe ¢ tal que si |z — w| < 0, entonces

(n(v,2) = n(y,w)) <e,

por lo que el indice resulta ser continuo en cada componente conexa.
Para 4) basta notar que

es analitica en D(0, R), por lo que se tiene que

1
/ dw = 0.0
W= 2
Ejercicio 4.5.

Muestre que hay solo uno componente conexa de C\ 7y que es no acotada.
Hint: Use la esfera de Riemann y la proyeccion.

Proposicién 4.5.

Sea v una curva cerrada que no pasa por cero y sean zi,ze € 7. Denotamos por vy el arco de vy
que va de 21 a zy (en la direccion dada por ) y o al arco en la direccion de v que va de z3 a
z1. Supongamos ademas que z; € Im(z) < 0 y z9 € Im(z) > 0. Si 7y no toca el eje real negativo
Y 2 mo toca el eje real positivo, entonces n(y,0) = 1.

Definicién 4.10.
Una curva continua, simple y cerrada se dice una curva de Jordan.

Teorema 4.5. (Teorema de las curvas de Jordan)
Sea v una curva de Jordan, el conjunto C\ «y tiene exactamente dos componentes conezxas, con
v su frontera comun. Una de estas componentes es acotada y la otra es no acotada.

Observacién 4.1.

El teorema anterior es un resultado profundo de la topologia y su demostracion escapa la natu-
raleza de este apunte. De todos modos, se puede consultar por la demostracion en P.S. Aleksan-
drov ”Combinatorial Topology” Vol.1, Graylock Press, Rochester, N.Y.(1956), Chap.2.
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Ejercicio 4.6. Si vy es una curva simple, diferenciable por pedazos, entonces existe una compo-
nente conexa de C\ v donde n(y,-) = £1.

Definicién 4.11.
Sea f una funcion analitica en D\{z1, ..., z, } . Para la singularidad zj, consideramos la expansion
en serie de Laurent en torno a z de f

Definimos el residuo de f en z, como

Res(f,z) = c*,.

Teorema 4.6. (Teorema de los residuos)

Sea f analitica en D\{z1, ..., zx} con D simplemente conexo y {z1, ..., 2z} singularidades aisladas.
Sea v una curva cerrada en D tal que z; &€ v Vi =1,...... k, entonces

k
[ Fe)z = 2mi 3l ) Res( £ ).
v 1

1=

Demostracién:

Sea
o0

Pi(z) =) ., (z—2)"
n=1
la parte principal del desarrollo en serie de Laurent en torno al polo z;, la cual converge uni-
formemente en compactos de D \ {z.....z,}. Consideremos ahora

g(z) = f(2) = Pi(z) — Pa(2) — ...... — Pi(2),

definido en D \ {z;......z.}. Cerca de z;, f se escribe como
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Asi {2z, ..., 2 } resultan ser singularidades removibles g, por lo que fﬂ/ g(z)dz = 0. Més explicita-
mente

/Wf(z)dz = élﬂ(z)dz
— iic{n/v(z—zj)_”dz

7j=1 n=0

k
= Z Cj—ln("% Z]’)Q’/Ti

j=1

k
= 2mi Z n(y, zi)Res(f, z;).0

i=0
Observacion 4.2.
St 2 es un polo de f de orden n, entonces

multiplicando por (z — z)"

(z—2)"f(2) = cntoc_i(z—z)" 1+ Z ci(z — z)"

m—1

= lim
z—2 dznfl

(z—zk)"f(z)} = (n—1!Res(f,zk).

Luego hemos encontrado una formula alternativa para el residuo

Res(f,z,) = n i 0 zli»% [z;_l (z — zk)”f(z)l : (4.4)

Ejemplo 4.8.
Calcular los residuos de

Solucion:
Para el primer caso, notemos que la funcién tiene polos simples en +¢ y uno doble en 0. Ocupemos
la formula (4.4)

Res(f,1) = EE(Z B Z‘)ZQ(z + 21)(2 —1)
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El caso del polo —t lo dejamos propuesto. Veamos el polo doble

d 1
Res(£,0) = I o= oy
i &L
=—0dz (22 + 1)

= 0.

Encontremos ahora el residuo de f(2) = - El caso de los polos simples k € Z\ {0} se reduce
a un calculo similar al anterior. Calculemos ef polo z = 0 de orden 3, para esto encontremos el
coeficiente c¢_; de la expansion en serie de Laurent de f. Dado que 1 / sin z tiene un polo simple
en 0, se tiene que

1 1 a_q
5 :—2<—+a0—|—a1z—|— ..... >,
zésinz =z

por lo que ¢_; = ay. Por otro lado

sinz =1

sin 2z
(ot atas o) (-2 e 2 |
— tap+arz+ ... 2——+——... ] =1
z 0T 3l " 5l
De aqui se concluye que
—a
CL_1:1, (IO:O, 3—'1+CL1—0

y por lo tanto a; = TR

En resumen 1

6
Ejercicio 4.7. Para n € N encuentre el residuo de (1 —e*)™" en 0.

Res(f,0) =

Teorema 4.7. (Teorema de Cauchy para la derivada)
Sea [ analitica en D simplememte conexo y sea v una curva cerrada. Sea z ¢ 7y, entonces

PO = o [ oL

27rz

Demostracion:
Esta demostracion se puede hacer de dos formas, una con residuos y otra por induccion en las
derivadas. Aqui demostraremos el resultado via residuos, ocupando (4.4) y notando que z es un
polo de orden a lo méas k + 1. Asi

w2 - e T)

hes ((w ) an )T R zlulinw ﬁ(w (w — 2)kt1

f')
o



CAPITULO 4. FUNCIONES MEROMORFAS 68

e FE. 1 [ fw)
”(%2)7)_ —/WWD

- omi

Nota:
Para ver la demostracion alternativa puede consultar el siguiente libro: Teoria de funciones de
variable compleja, Markushevich, pag. 299, cap.l.

Ejercicio 4.8. Sea~y una curva cerrada y p : v — C continua. Sea D = {z € C\ v : n(v,2) = 1},
entonces )
f(Z) = o / de7
211 LW =2
es analitica en D. Encuentre ademds las derivadas.
Definicién 4.12.

Se dice que una funcion f es meromorfa en D, si f es analitica en D salvo en un conjunto de
polos aislados.

Observacién 4.3.
El hecho de que los polos sean aislados exige que el conjunto de ellos sea a lo mas numerable.

Teorema 4.8.
Sea D simplemente conexo y f : D — C meromorfa. Consideremos una curva cerrada y que no
contiene a los polos ni a los ceros de f, entonces

1 f/(Z)dZ _ Zn(%w)_zn(’y,u),

o
mi Sy 1) Z1(7) By (f)

donde los ceros (Z(f)) y los polos (P (f)) se cuentan con multiplicidad.

Demostraciéon:

Consideremos ¢(z) = J;((j)) que tiene singularidades aisladas en los ceros y en los polos de f. Sea

a un cero de f de orden k, luego en una vecindad de a

f(2) = (z—=a)h(z) porloque f(2)==k(z—a)*'h(z)+ (z —a)*h(2),
donde h(z) cumple que h(a) # 0. Dividiendo

k(z — a)*'h(z) N R (2)(z — a)*
(z —a)kh(z h(z)(z — a)k

1 (2

—a h(z)’

9(2)

=k
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por lo que Res(g(z),a) = k. Para un polo b de orden m se procede de manera andloga y se
tendra

—m(z—0)"""a(z)  d(z)(z—-b)™

92 = T rat) el b
B 1 a/(z)
- T * a(z),

donde a(z) es analitica y a(b) # 0. Asi Res(g(z),b) = —m, lo que concluye el resultado.O

Definicién 4.13.
Una curva cerrada vy se dice reqular si

n(y,2) =0 o n(y,z)=1.

Corolario 4.2.
Sea [ analitica en D simplemento conexo y sea v una curva cerrada reqular tal que no contiene

los ceros de f, entonces
1 /
o [Pz~ ),
.

2mi )., f(2)

donde Z(f) denota el nimero de ceros de la funcion .

Observacién 4.4.
Una interpretacion poco rigurosa, pero intuitiva del corolario anterior es la siguiente

L [fE, 1
5 7f(z)dz—%[logf(b)—logf(a)]-

la cual se conoce como principio del argumento. En forma mas coloquial diriamos que el nimero
de veces que se esta sumando 2mi es el numero de ceros. Equivalentemente, este hecho resulta
de una transformacion

L rPE) .1 PR
omi ) )" T 5 ) Py O
1 dw

21 Jp w

= n(I',0),

donde I es la curva f(v). Es decir, el numero de ceros es el nimero de vueltas de nuestra nueva
curva alrededor de 0.

Veamos mas aplicaciones y consecuencias del Teorema de los Residuos 4.6.
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4.4.1. Aplicacién a la funcién inversa

Nos proponemos en esta subseccién encontrar la funcién inversa (condiciones y férmulas)de una
funcién analitica f.

Proposicién 4.6.
Sea f analitica en una vecindad de zy con f'(zg) =0, entonces f no es inyectiva.

Demostracion:
Supongamos que f*)(z) =0y fE(z) # 0y sea wy = f(20). Sea € > 0 tal que

f(z) —wo#0 ¥z €D(z0,2) \ {2},
y consideremos v = 9D(zy, ). Por un lado tenemos que
L[ (z) = w)
2mi J, f(z) —wo

Consideremos ahora I' = f(7), entonces existe § > 0 tal que si |w — wy| < § entonces n(I', w) =
k, es decir

dz = k.

. ") (@)
n(l,w)=kF = 27rz ) Wdt
_ (f(Z)——>
B 27rz . fl2) = dw
— 2(f() - w).

Para que todos los ceros de f(z)—w sean simples, basta tomar una vecindad de zy suficientemente
pequena tal que f’(2) # 0 en D(zg,¢) \ {20}.0

Teorema 4.9.
Sea f analitica e inyectiva en D(2g,€) yv = 0D(zp,€). St g una funcion analitica en C, entonces

1 / g(z)}c(‘f&dz:g(f*(w»,

2mi Z) —w

donde w € D(wy,6) y 6§ < dist(wg,).

Demostraciéon
Sea wy = f(z9). Dado que f es inyectiva se tiene f'(z) # 0 en D(z¢), por lo que f(z) —wy =0
tiene como tnica solucién zy en D(zy, ). Elegimos 6 > 0 tal que si |w — wy| < 0 entonces para
I' = f(7) se cumple n(I', wy) = n(I",w). Como g es analitica se tiene
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por lo que

e
/yg(z)f(—dz = g(20).

z) —w

Dado que f(z) — w solo tiene un cero en D(z,¢) se cumple que

PE)
[,g(z)f(z)——wdz_g()_g(f ())’

donde w € D(wy,d), § < dist(wp,~).0

Corolario 4.3.
Bajo las mismas hipotesis sobre f del teorema 4.9, se cumple

RSN f'(2)
f l(w)_%[yzf(Z)—de’
donde w € D(wy,d), § < dist(wy,").

Demostracién:
Basta tomar g(z) = z en el teorema 4.9.

Teorema 4.10.
La expansion en serie de g(f~') definida en el teorema 4.9 estd dada por

(57 0) = 3 557 [ 000) gt (= o) (45)

211
n=0

Demostracion:
En la demostracién seguiremos la misma notacién que en el teorema 4.9. Dado que |w — wg| < §
y | f(2) — wp| > 0 para z € 7, tenemos que

re 7)

f(z) —w f(2) = wo — (w —wo)
P

() —wo 1 = 3555

> it 7]

Denotando M = méx,e | f'(2)|, vemos que el termino general de la serie estd acotado por

M (|w—wo|\"
0 0 ’
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lo que implica que la serie converge absolutamente. Ocupando el resultado del teorema 4.9 e
intercambiando serie con integral, se concluye que

[e.e]

g (ffl(w)) = Z {% /Wg(z) (f(z)fi(i))o)nﬂ dz} (w — wp)".0

Ejemplo 4.9.
Pruebe que la serie (4.5), puede reescribirse como

Solucién
Béasicamente queremos evaluar

IR N O R
51 | G

para poder reemplazar el resultado en (4.5).
Siguiendo la demostracion del teorema 4.9 se tienen que para n =0

1 / f'(z)
— | g(z)——"——=dz = g(2p).
i ), G — g™ I
Usando integracion por partes obtenemos

1

o LG = 3 99
1 "(z
B 27rm/7 (f(zg) <—)wo)"dz'

Supongamos que ¢'(zg) # 0, entonces es claro que la funcién
9'(2)
(f(2) — wo)"

tiene un polo en 2y de orden n. Ocupando la férmula (4.4), se tiene

Res (%%0) - (n_l 1)! {jn" 119( )%}Z:ZO

que sigue siendo valida si ¢'(z9) = 0. Luego ocupando este resultado en la férmula integral, se
concluye que

RN (ORI € NN Ry
2m'/79( )(f(z)—wo)an nl {dz" 19 (2 >(f(z)—w0)”}zzoﬂ

Ejercicio 4.9.
Reescribir los teoremas y corolarios anteriores para g(z) = z.
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4.4.2. Rouché, Hurwitz y corolarios

Teorema 4.11. (Teorema de Rouché)
Sean f, g funciones analiticas en D simplemente conexo. Consideremos una curva reqular vy que
no contiene ceros ni de f ni de g. Supongamos ademads que

[F(2) > 1g(2)] Vzen.

Entonces se tiene que
Z“/(f +9) =Z\(f),

donde los ceros han sido contados con multiplicidad.

Demostracién
Primero, recordemos que

_ 1 [UE+9R) _ L [,
Z(f +9) = 2mL a0 dz 'y Z(f)—2m./y dz.

Usando que

1@+ 9t = 1) [1+ 45,

obtenemos que

)]’
1 / 1S 1 [g : }
1 (YR +eGE) —,/f<z>dz—|——, eI
2mi )., f(2) +9(2) 2mi ), f(2) 2mi )., [1 n ?Ez))}
Notando que % € D(0,1), por lo que

y ademas

se concluye
O U@, 1[G
2mi ), f(2) +g(2) d 2mi Wf(z)d -

Ejercicio 4.10.
Demuestre el Teorema Fundamental del Algebra usando el Teorema de Rouché.
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Ejemplo 4.10.
Sea f: D(0,1) — C analitica, tal que

f0)=0, f0)=1, [f(z)l <M VzeD(1).

i. Demuestre que |f'(z) — 1| < (M + 1) |z| para todo z € D(0,1). Hint: Use el Lema de
Schwarz.

1. Pruebe que todo w € D (0, m> tiene una unica pretmagen en D (0, ﬁ) Hint: Use

el Teorema de Rouché, la parte anterior y observe que f(z) —w—+w—z = [7(f'(¢)—1)d¢.
Soluciodn:

i. Propuesto

ii. Siwe D (0, m> y z € 0D (0, ﬁ) enotnces

jw =z > |z] = |wl

y ademas

f(z) —wtw—z] =

JCGE 1>d<‘
< /Ozlf(C) 1)

< o+ [ idlac
(M+1)|z|2_ 1
B 2 C2AM +1)

Entonces, el Teorema de Rouché nos asegura que el niimero de ceros de z — w es el mismo
que el de f(z) —w+w —z+ (z —w) en D (0, 747), es decir

Z(f(z) —w) =Z(f(2) —wt+w =2+ (2 —w)) = L(z —w) = 1,
es decir la ecuacién f(z) = w tiene exactamente una solucién en ese disco.

Ejemplo 4.11.
Sea P(z) = 2° + z.
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i. Encuentre explicitamente una constante 6 > 0 tal que P(z) = w tenga una unica solucion
z con |z| < 1/2 si|w| < 0.

it. Para |w| < § sea R(w) la tinica solucion de P(z) = w con |z| < 1/2. Pruebe que

1 ¢P'(¢)
R = — ———d(.
(w) 2m /6D(0,1/2) P(¢) —w ¢

iii. Encuentre el primer término distinto de cero de la expansion en serie de R(w) en torno a

0.

Solucion:

i. Las soluciones de P(z) = w son los ceros de P(z) —w = 2° + 2 —w, por lo que aplicaremos
Rouché. Luego tomamos f(z) = 2z y g(z) = 2% — w, veamos que sucede

1 1
Z)l=lzl== enD|0,= ).
F@I=ld =5 e (0)

Impongamos para g la condicién necesaria para aplicar Rouché, es decir

1

9(2)] = |2° —w| < |2°] + Jw| < 3

y dado necesitamos |z| = 1/2, luego

| < 1 1 15
W< - ——==—
2 25 32

por lo que para 6 = 15/32 tenemos que existe una tnica solucién a nuestra ecuacién.

ii. Propuesto (directo del Teorema de la Funcién Inversa).

iii. Dado que R(w) es la inversa del polinomio P(z), luego encontrar su serie es recordar la
férmula (4.5), es decir

—[ 1 ¢P'(¢)
rw =Y on [ ST
nZ:O 2mi Jop(o,1/2) P(C)"T!
donde hemos tomado wy = 0. Encontremos el primer término distinto de cero. Es evidente
que R(0) = 0, veamos que pasa paran = 1

o - L CP’(C)dC

2m aD(0,1/2) P(()?

SN
211 Japay2) €2 (¢*+ 1)
1 5¢*+1 d¢
2mi op(0,1/2) (C* + 12 ¢
= 17
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es decir a; = 1, donde el dltimo resultado se saca al calcular el residuo de la integral.

Observacién 4.5.
La parte 1. del ejemplo anterior se puede hacer directamente ocupando derivada implicita como
stque

2P(w) +2(w) = w
524 (w) (w) + 2 (w) = 1 y evaluando en cero
Z(w) = 1,

es decir, el primer coeficiente de la serie distinto de cero es a; = 1.

Ejercicio 4.11.
Encuentre el numero de raices de la siquiente ecuacion

P-4+ -1=0
en |z| < 1.

Teorema 4.12.
Sea D una region y f, : D — D analitica para todo n con f, — f uniformemente en compactos
de D. Entonces se tiene f — f' uniformemente en compactos de D.

Demostracion :
Demostraremos que para cada zy € D existe r > 0 tal que f; — f’ uniformemente en D(zg, ).
Sea r > 0 tal que D(zp,7) C D, debido a la férmula de Cauchy

() — £ (2) = 1 f(w)_fn(w)dw'
72— £1(2) /a .

N 2_7T'Z (w — 20)2

Para ¢ > 0 existe n € N tal que f(w) — f,(w) < e en dD(z,r), por lo que

/ / 1
|f (Z) - fn(2)| = /BD(ZQ,T) : m dw7
y si z € D(z,r/2) obtenemos
4 4
76 - £l < (55) en () =1

lo cual prueba que f/ — f uniformemente en D(zg,r/2). El resultado general se tiene usando
que todo compacto admite recubrimiento finito.O

Teorema 4.13. (Teorema de Hurwitz)
Sean (fn), ey funciones analitcas en una region D y f, — f uniformemente en compactos de D.
Si fu(2) # 0 para todo z € D entonces f(2) #0Vz € D o f=0.
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Demostracion:
Razonemos por contradiccién. Supongamos que existe zg tal que f(z9) = 0y f # 0. Eligiendo
e > 0 pequeno obtenemos que

1 f'(w)

278 Jop(ze) f(W)

dw =k,

donde k # 0 es la multiplicidad de zy. Pero por el teorema anterior

1 Ly, [,
0

2mi 0D(20,e) fn(w> D(20,e f(w)

y como faD(zoﬁ) %dw = 0 para todo n se conluye que faD(zo,s) %dw = 0, lo cual es una

contradiccion.O
Corolario 4.4.
Sea { fn},en una secuencia de funciones analiticas tal que f, — f uniformemente en compactos
de una region D. Si f, es inyectiva para todo n € N, entonces f es inyectiva o [ es constante.

Demostracion:

Procederemos por contradiccién. Supongamos que existen z; # zp tal que f(z1) = f(z2) = «
y f no constante. Sea € > 0 tal que la ecuacién f(z) — a = 0 tiene como unica solucién z; en
D(z1,e) y 22 en D(zy,¢).

Por el Teorema de Hurwitz existen {z,},cn {wn},ey tal que fo(2,) = a'y fo(w,) = a, con
zn € D(21,€) y w, € D(29,¢). Esto dltimo contradice el hecho de que f,, sea inyetiva.O

Ejercicio 4.12.
Sea

23 (_1)n22n+1

gn:z—y—i— ....... -+ (2n+1)'

Demuestre que para un n suficientemente grande g, tiene un cero en D(m,1).

4.4.3. Aplicacion del Teorema de los Residuos al calculo de integrales
reales

1. Sea R una funcién racional en las variables x, y. Para calcular
2
/ R(cos 6, sin0)do,
0
la escribiremos como una integral compleja. Consideremos z = € en dD(0, 1), asi

1 1 1 1 d
cosf==lz+=|, sinf=—|z—=|y do=",
2 z 21 z
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2m 2m 1 1 1 d
/ R(cos&,sin@)dé’:/ R( [z—l——} = [z——]) -
0 0 2 z| 2 z iz’

y por el Teorema de los Residuos

2w 1 1
1 prm— 2 ) - -
/0 R(cos@,sin0)df = 2mi wg Res {R (2 [z + } >

donde w; son los polos de la funcién racional.

/27r do
o a-+cosf’

de donde

Ejemplo 4.12.
Calcule

donde a > 1.

Solucién:
Escribiendo la integral en términos de z se tiene y usando (4.6) tenemos que

/27r de / —2i
o @-+cosl ol=1 22 +2a2 + 1
1
= —2i-2 E Res | ——— w; |,
! mw. 68(22+2az+1’w>

donde w; son polos en D(0,1). Es facil ver que el tnico polo de (22 +2az+ 1) en D(0,1)
es z1 = —a+ v/a? — 1 el cual resulta ser un polo simple. Un rapido cédlculo nos indica que

1 1
Res(——— o) = ——
s <z2+2az—|—1’zl) 2va? -1

con lo que concluimos que
/2“ o 2
o a+tcosf aZ_1

Ejercicio 4.13.
Calcule las integrales

a) [T ajgzgsedeszo<b<a.

b) f & sia>0,b>0,

w/2
C) f a2+:1n 20
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2. Sean P, () dos polinomios tal que gr(P)+2 < ¢gr(Q) y P(z)/Q(z) no tiene polos en el eje
real. Queremos encontrar una férmula para la siguiente integral impropia

P(z)

dx
oo Q)
Para eso consideremos el camino de la figura. Como f
es igual a
R
P
lm () .
koo |_p Q(x)

Ahora bien, sabemos que
= 271 Res | —=,w; |,
oo+ [, age = (o

donde w; son los polos en el semiplano superior de la funcién racional. Sea R > 0 tal que
todos los polos de f(z) en Im(z) > 0 pertenecen a D(0, R/2) () Im(z) > 0, luego

P(2) PR
QR %4
P(Re?)
o | QRe")|

< / — Rd6

= ?HOcuandoRﬁoo

QF) . [~ Q)
L PE)" [wmmd

lo cual nos permite concluir que
* Q) : ( P(z) >
dx = 2m Res | —=,w; |, 4.7
L P) 2 e\ e 4D

donde w; son los polos en el semiplano superior ({Im(z) > 0}).

Ademas

Ejemplo 4.13.
Calcule

/°° 2 —x 42
SRR CR dx
oo T4 102% + 9
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Solucién:
Sea P(z) = 22 — 2z + 2 y sea Q(z) = 2* 4+ 102% — 9. Notemos que los ceros de P(z) no
coinciden con los ceros de Q(z), luego, los polos de la funcién % son los ceros de Q(z).

Descomponiendo Q(z)

Qz) = (*+9(="+1)
= (24 30)(2 = 30)(z + i)z — ),

luego los polos buscados son z; = 3i, 2o = . Un pequeno célculo nos indica que
Res P(z) ) = —Ti+ 37
Q(2) 48
(2) 1—i
R =
es(Q(z),zz 6
por lo que usando (4.7), se obtiene
/°° 2% —x+2 p 5 —7i—{—3+1—i
——————dr = 27
oo T+ 102249 48 16

5T

12

Ejercicio 4.14.
Calcule la siguiente integral real

/°° 22dx
Coo (24 1)2(22 + 22+ 2)

3. Sean P, @) dos polinimios tal que gr(P) +1 < ¢gr(Q) y P(2)/Q(2) no tiene polos en
Im(z) = 0. Buscamos una férmula explicita para la integral impropia

[

la cual probaremos que esté bien definida. Consideremos el camino de la figura, la funcion
compleja ¢ P(2)/Q(z) y denotemos por T a | J;_, 7. Es importante notar el hecho de que el
camino anterior no fue tomado simetrico, pues a priori no sabemos si la integral converge o
no, por lo que se deben escoger puntos arbitrarios y tomar el limite por separado. Tomemos
M, M, H suficientemente grandes para que todos los polos de la funcién en Im(z) > 0
queden encerrados por I'. De esta forma el teorema de los residuos nos entrega

5 [ D an S () »

1=0 ’YZ
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donde w; representa un polo de la funcién. Analicemos el comportamiento de cada integral

P( ) Ml _'_Zy (M +iy)

edz ’ = 1dy
1 Q(2)
< £ evd
< / vy
= 1—e !
=,
donde ¢ es una constante. Andlogamente para -, se tiene que
P(z) d -H
eZdz] < —(1—e M),
Y4 Q( ) M2
Para ~3 se tiene
P(z) , Mip H) .
/ (Z)ezzdz‘ — ‘_ (.T+Z )exJ”Hda:
My C//
< / —e Hax
e H
—HC//
= (M + M) —

Ademas
P(z)

PE) o PG,
o) /M2 o’ "

de esta forma, tomando H — oo se cumple que cada cota encotrada para las integrales
sobre 7;,7 = 2, 3,4 tiende a cero y tomando ahora M, My — oo se tiene que la expresion

4.8) resulta ser
" N P(x)ei‘”dx =2mi Z Res (P(Z)e w») . (4.9)
Q) > e \ge

Ejemplo 4.14.
Pruebe que

> zsinzx T
/ ﬁdx:—e’“ Ya > 0
0 T°+a 2

Solucion:

Dado que el integrando es par, podemos ocupar (4.9), para lo cual debemos calcular los
polos y residuos de ze*#/(z? 4 a?). Es fécil ver que el polo a considerar es ia y su residuo
es

2,’2—}-0,27 2 ia 22 4+ 2

Zeiz . ) . Zeiz
Res (— Z(l) = lim (Z — ZCL)—

aiezaz e—a

2a1 2
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Tenemos entonces que

el e~
L
/ = 2mi—,

2 2
o TPt a
tomando parte imaginaria, se concluye que

e e @
/ ﬁdl’ =27
Lo TFFa 2

T —a

*  ze e
or lo que ——drx =7 .
P d /O x? + a? 2

Ejercicio 4.15.
Calcule las siguientes integrales reales

a) f_oo cos(z) diL’

(:172 +7T2

b) f cos(x) dz.

oo a?+z?
0o g2 cos?(mx)
c) J, S de.

Sean P, ) dos polinomios tal que gr(P)+ 1 < gr(Q) y supongamos ahora que P(z)/Q(z)
tiene polos zj....z; simples en I'm(z) = 0. Queremos encotrar una férmula para el valor

principal de
< P(x) ,
—e"dx.
/.o

Para eso consideremos el mismo contorno anterior, salvo que entorno a cada polo real
consideramos semicircunferencias Cy; del estilo §;e " + 2;, 0 € [0, 7]. Analicemos el caso
en el que hay solamene un polo en el eje real (la generalizacion queda clara después de este
andlisis). Las curvas v;,,7 = 2, 3,4, tienen el mismo desarrollo anterior (su convergencia a
cero no se ve alterada), con lo cual gsolo debemos estudiar el comportamiento siguiente

z —ota P<$) T > P<$) T P(Z> 1z
P oS R ARG 1o KL BT S (4.10)

en donde se tomo el valor pricipal para que las integrales converjan. Consideremos o
suficientemente pequeno, H, My, M, suficientemente grandes para que todos los polos de
Im(z) > 0 estén dentro del camino considerado. Sabemos que cerca de z; se tiene

P(z) _ o
Qz) z—=

donde L(z) es una funcién analtica en una vecindad de z; y «a el coeficiente —1 de la
expansion en series de Laurent. Teniendo en cuenta el teorema de Cauchy, se tiene que

/C L)z =0

iz

+ L(=),
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por lo que

—P(Z>eizdz = / <.
Cs Q(’Z) Cs Z—2

Escojamos log(z — z1) con su argumento en (—m/2,37/2), luego

/ a dz = log(z1+6 —21) —log(z; — 6 — 1)
Cjs Z— 2
— log(6) — log(—0)

= —mia.

De esta forma, igualando (4.10) a sus residuos y luego tomando limite cuando § se va a
cero, se concluye que

/: %6ixdx _ mejRes (286%> i

donde w; representa un polo cualquiera en Im(z) > 0. Es facil probar que (propuesto) la
generalizacion viene dada por

/Z ggg e = 27”%: fres (286%) o Z ftes (286 Zj) . (a1

donde w; representa un polo cualquiera en Im(z) > 0y z; un polo simple en Im(z) = 0.

Observacién 4.6.
El hecho de que los polos sean simples en Im(z) = 0 es fundamental, si no

3 gge”dz - /06 {(Zf‘—kzl)k T zo‘_‘lzl +L(z)] dz

«Q 1.y 21+0 P
= o A=) T o {log(z — 20} + 0(6),

lo cual puede valer cero o infinito, dependiendo del orden del polo.

o -
sin
dz.
0 T

Ejemplo 4.15.
Calcule

Solucién:
Ocupemos (4.11), asi
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luego tomando parte imaginaria

o
sin x
/ de =7
oo X

®sinz T
= dr = —.
0 x 2

Ejercicio 4.16.
Calcule

a) [ S
b) [y,

5. Sean P, @) dos polinimios tal que gr(P) +2 < gr(Q) y P(2)/Q(2) no tiene polos en
Q={z€C/Im(z) =0, Re(z) > 0}. Nos interersa calcular

o™

para lo cual consideramos la funcién de variable compleja log(z)P(z)/Q(z), donde el ar-
gumento esta tomado en (0,27) y consideramos el camino de la figura. Tomemos R su-
ficientemente grande y § pequefio tal que todos los polos de log(z)P(z)/Q(z) en ) estén
encerrados por la curva. Calculemos cada integral

P 2m—6 P
(2) log zdz / M log(Re™)RifdO
o Q(2) 5 Qre?)
2m—6 c
< /5 < los(R) + i6] Rd
2
< ;;C 27 log(R) + 47°]

expresion que tiende a cero cuando R tiende a infinito. Un desarrollo similar nos llevara a

concluir que
P(z)

o5 Q)

la cual tiende a cero cuando ¢ tiende a cero. Analicemos I e , I,

< ¢y [2m1og(6) + 477 6,

log zdz

P(2) [ P(i6 + x) ,
00 log zdz = /0 QT ) log(id + x)dz,

de esta forma si 6 — 0

P(i0 + x)
Q25+

.1'

Q:B

log(25 + z)dr — / og(x)dx.
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Para el caso de I hay que notar que hemos dado aproximadamente una vuelta completa,
asi

P(z) - RM i ) L )
Is Q(Z) logzdz_ /0 Q(25+l‘) [1 g(5+ )+2 + (5)]d,

y tomando o — 0 se tendra

P(2) RM og(x mi| dx
IQQ(Z)logdeH—/O Q(x)[l g(z) + 2mi) du.

Finalmente, invocando el Teorema de los Residuos, podemos concluir que
* P(x) (P(Z) )
de = — Res log z,w; |, 4.12
| @ 2 Fes \ Gy = 12

donde w; es un polo cualquiera de log(z)P(2)/Q(z) en €.

Observacién 4.7.
Notemos que para calcular integrales de la forma
x

[

basta utilizar la funcion log(z — a)P(2)/Q(z) y trasladar el contorno anterior en a.

/OO dz
0 ]. -+ x3 '
Solucién:

Para ocupar (4.12) calculemos los residuos de log(z) =

logz m 1 V3
im/3 — |z -V
Res<1+z3’€ > 9 (2“2)’
logz ..\ _ m
hes (r > = 3

Res 1Oﬁe’fm/g = _om l_lﬁ
14 2% 9 \2 2

con lo que concluimos que
/ < dx 2 3
= —mV3.
0 14 x3 9

;d:(:,

Ejemplo 4.16.
Calcular
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Ejercicio 4.17.
Calcule

a) [ 0<>O xg%’
) 24
b) fO (22 —i—4):g (x§+x+9) ’

6. Sea P un polinomio tal que satisface P(0) # 0 y gr(P) > 1. Supongamos ademds que
1/P(z) no tiene polos en la recta real positiva. Sea 0 < o < 1, queremos calcular

oo xafl
—dzx.
/0 P(z)

Para esto consideremos la funcién compleja 2*~!/P(z) donde hemos escogido el argu-
mento en (0,27). Consideremos el mismo camino anterior (y misma notacién), con R
suficientemente grande y 4 lo bastante pequeno tal que todos los polos de 1/P(z) estan en
Q={zeC/Im(z) =0, Re(z) > 0}. Notemos que

z = |Z|o¢_1 ei(a—l)arg(z)7

2m—¢ 5a716i(a71)arg(z)i6619d8
[

desarrollando la integral
20%m

Zafl
—dz
/05 P(z)
< — 0,
[P(0)]

cuando 0 — 0, pues « es positivo. Analogamente es facil ver que para Cr se tiene la

siguiente cota
/ Zcx—l
dz
cr P(2)

Procediendo ahora con I, I de manera idéntica a la hecha para encontrar (4.12) se tiene
que cuando § — 0

< 27kR*' — 0 cuando R — oo

Za—l /oo xa—l
dz — dx
I P(Z) 0 P(x)
1 a—

247 % gt -
dz — — / _e(a71)2ﬂ'zdm’
/12 P(z) o Pl

/OO v d /00 z! (a—1)2mi g 9 Z R (Za_l >
T — —— e x = 2mi es | ——,w; |,
o P ) P 2 fes  piey

donde w; representa un polo de z*~!/P(z) en . Reordenando se obtiene

> gol 2mi 2ot
dr = . —,w; | . 4.1
/0 P(z) U= 1 c2mila1) ; Res (P(z) ; w]> (4.13)

Finalmente
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Ejemplo 4.17.

Calcule S
/ * dx.
o l+uw
Solucion:
El polo de la funcién viene dado por w = —1 = €™ y su residuo es
2Pl 2Pl
Res wl|] = lim(z+1
(1+z’ ) H_l( * )1+z
_ e(p—l)m
Asi por lo anterior
00 xpfl 27rl'e(p71)7ri
0o 1+ 1 — e?milp=
27 s

ePTi — e=PTi  ginpm
Ejercicio 4.18.
Verifique que para 0 < p <1 y b >0 se cumple que

zPdr __ s
a) fO 1+:c2 " 2cos(pm/2) "

b) fO P (£E+b = 317nr(p7r)

s
C) fO xp(ac-i—b = il sin(pm)

4.4.4. Aplicacién al calculo de series

1. Sea f una funcién meromorfa tal que
a
) <5 Vx|l 2R,

2]

y no tiene polos en Z. Deseamos calcular la siguiente serie
>

Para esto, consideremos ¢(z) = 7 f(z) cot(7z) y notemos que sus polos pueden ser los polos
de f y los de cot(mz). El residuo de g enz = n € Z viene dado por

) 7w f(z)cos(mz)

R , =1 —n)—F—
es(glehm) = lim( =)L

= 1w £() 2 _ .

z—n cos(mn)
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Consideremos el camino cuadrado vy de vertices ([N + 1/2] +i[N + 1/2]), (=[N + 1/2] +
ilN +1/2]), (=[N + 1/2] — [N + 1/2]), ([N + 1/2] — i[N + 1/2]), orientado en sentido
antihorario. Por el teorema de los residuos sabemos que

/g(z)dz = 2mi Z f(n) +ZRes(g(2),wj) : (4.14)

donde w; representa un polo de f. Nuestra intencién es hacer tender N a infinito, para
eso miremos el comportamiento de la integral. En [,

€i7r(N+l/2+iy) 4 e—i7r(N+1/2+iy)
cotm(N +1/2+1iy) = i

L in(NT1/24iy) — g—in(N+1/2+iy)

1 4 e—27ri(N+l/2+iy)
= 3

1 — e 2mi(N+1/2+iy)’

Tomando modulo

‘ e27ry + 1
|cot m(N 4+ 1/2 +dy)| < a1 <K
con K una constante. Ademés como la cotangente es impar se tiene que también es acotada
en L3, asi
KA
/ cot(m2) f(2)dz| < RN + 1), (4.15)
Li,L3

Trabajemos ahora en L,

i (i(N+1/2)=a) 4 o—in(N+1/2)-2)
L (NT1/2)—2) _ p—in(N+1/2)—2)
1 + 6—27ri(i(N+1/2)—m)

N e—2miG(NT1/2)—a)

cotm(i(N +1/2) —z) =

Tomando modulo
e27T(N—|-1/2) +1

jcot m(d(N +1/2) —2))| < —ommmy —1 <

con K’ una constante. Al igual que antes, dada la imparidad se tiene que también es

acotada en Ly, asi
/

AN +1). (4.16)

<N2

/ meot(mz) f(z)dz| <
Lo,Ly

De esta forma, tomando limite, las ecuaciones (4.15), (4.16), nos dice que la integral en
(4.14) tiende a cero, por lo que se concluye

Z f(n) = Z Res (mf(z) cot mz,w;) , (4.17)

n=—oo

donde w; son los polos de f.
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Ejemplo 4.18.
Calcule

> 1
’I’LZZ—OO m’

donde a # in para todo n € 7.

Solucidn:
Tomemos f(z) = iz y calculemos los residuos de f(z)cot 7z para ocupar (4.17). Un
pequeno calculo nos indica que

Res(f(z)cotmz, z = ai) = QL cot(mai)
ai
Res(f(z)cotmz,z = —ai) = 2_72 cot(—mai) = % cot(mai),

y de esta forma

o0

— = — Ccot\mal
n? + a? a

n=—oo

s
= —coth .
" coth(rma)

Observacién 4.8.

En el ejemplo anterior hemos encotrado la descomposicion en fracciones parciales de
I coth(mz), pues lo anterior puede expresarse como

z

s - 1 1 1
— coth = _
P (m2) nz_oo [z " z—l—in} 2z
por lo que
27 coth(mz) = f: ! + !
_n:_oo z—in  z+in|’

2. Sea f una funciéon meromorfa sin polos en Z tal que

) <

[\

Deseamos calcular la serie
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Consideremos la funcién compleja g(z)m csc(mz) f(z), cuyo residuo en un polo cualquiera
n € Zes
m(z —n)
R = lim ——*
es(g(2),n) = lim Sy /()
1
= ———f(n)

cos(mn)
= (=D"f(n),
y el camino cuadrado de vértices ([N +1/2]+i[N+1/2]),(=[N+1/2]+i[N+1/2]),(=[N+
1/2] =[N +1/2]), ([N +1/2] —i[N 4+ 1/2]) y procedemos de la misma manera hecha para
encontrar (4.17). Dado que csc z es acotda, pues
csc? z —cot?z =1,

se tiene que la integral sobre el camino cuadrado tendera a cero y denotando por w; un
polo cualquiera de f se concluira que

[e.9]

Z (=1)"f(n) = Z Res(mesc(nz) f(z), w;). (4.18)

Ejercicio 4.19.

Calcule
= (=n
n_zoo (n+a)?
y deduzca en particular que
= (1w
; n2 12

Ejercicio 4.20. Para una funcion meromorfa sin polos en %Z = {%z 1z € Z} tal que

) < 2
=

se cumple que:

a)

> £(357) = X hestrtante) ), ).

n=—0oo

b)

oo

Z (=" f (2n2—|— 1) = ZRes(ﬂsec(ﬂz)f(z),wj),

n=—oo

donde w; es un polo de f.
Hint: Considere un camino cuadrado de vértices [N +iN]|,[—N +iN],[-N —iN], [N —iN]
y copie el desarrollo hecho para encontrar (4.17).



Capitulo 5

Fracciones parciales y productos
infinitos

5.1. Fracciones Parciales

Teorema 5.1.

Sea f una funcion meromorfa en C. Denotamos por z, sus polos sin repeticion, ordenados de
acuerdo a sus mddulos, es decir |z,| < |z,41| y denotamos P, (%) la parte principal del
—cn

desarrollo en serie de Laurent de f entorno a z,, la cual viee dada por

P, L _ % o, +&.

Entonces existen polinomios q, de grado r, tal que

=3 () -l + o

n=1

donde g : C — C es analitica y la convergencia de la serie es en compactos de C\ {z,}.

Observacién 5.1.
Los polinomios q, se agregan para garantizar la convergencia.

Demostracion:
Sin pérdida de generalidad supongamos que z, # 0. Consideremos z fijo en algiin compacto de

C\ {zn}, entonces P, <i> es analitica en |z| < |z,|. En D(0, R) con R < |z,| consideramos

91
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una expansion de orden 7, la cual de P, (#) denotaremos por ¢,, asi usando el teorema
(hacer refencia), tenemos que
1 2™ M,
z— 2y Rm R — |z
con M,, = maxpp(o,r) |Fn (Z_lzn> ‘ Si n es suficientemente grande, consideramos R = @, con lo
cual |z| < %, asi
1 Zp| 2 M
P n - Qn(z) = | nr| ’ Tn =
2 — Zn 4 n+1 ‘Zn‘ <M _ |zn\>
2 4
M,
< S
Eligiendo r,, tal que
M, 1
<5,
2rn - 2n

tenemos que h(z) =Y 2, P, ( ! ) — qn(2) converge uniformemente en compactos de C\ {z,}.

De esta forma h(z) es meromorfa con polos {z,} con parte principal P, <i>, por lo que
g(z) = f(2) — h(z) es analitica, lo que prueba el resultado.O
Ejercicio 5.1.

En este ejercicio probaremos el Teorema de Weierstrass de descomposicion en producto infinito
a partir de la descomposicion en fracciones parciales.

i.- Sea a, una secuencia en C, con |a,| — oo, a, # 0 para todo n. Demuestre que eziste una
secuencia de enteros k, tal que

o522 (@) (),

n=1

es una funcion meromorfa con polos simples en a, para todo n.

ii.- Sea z € C\ {an}, oy, demuestre que si 1, v, son dos curvas suaves en C\ {an},cy de 0

a z entonces
/ h — / h = 2mim,
Y1 Y2

ii.- Pruebe que siy es cualquier curva suave en C\ {a,}, oy de 0 a z, entonces

con m entero.

fz) = eht,

define una funcion analitica en C\ {an}, oy
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iv.- Pruebe que si z € {ay,as,....} entonces z es una singularidad removible de f, mds ain
f(z) = 0 y la multiplicidad de z es igual al nimero de veces que z estd repetido en la
secuencia de {a,}n € N.

H 1 S Lz 2+ L(z :
= - — X -— —_— .
vt P 2 \a, k, \ a,
Ejemplo 5.1.

Sea {a,} C C con |a,| — oo y A, una secuencia de nimeros complejos. Pruebe que existe una
funcion f analitica en C que satisface f(a,) = A,. Hint: Sea g una funcion con ceros simples

en {a,}. Demuestre que
e’Yn Ea an ATL
Z g(z

n g'(an)’

v.- Pruebe que

converge para una eleccion apropiada de Y-

Solucién:
Demostremos la indicacién, sea z fijo en D(0, R) y n suficientemente grande tal que a,, > 2R.
Consideremos v,, = a,3,, con [3, — oo, asi

e’Yn(Z an An g eﬁn‘an‘ R |a'n|) An
> ot R ,
z—a, ¢(a, g'(an)
A
< Bn|an| n
- zegll)ag){R 2l Z g (an) |’

luego escogiendo 3, tal que el sumando sea menor o igual que 5 L se obtiene que la serie converge
uniformemente en compactos de C, definiendo asin una func1on analitica. Llamando

Z 9(z e“*” z—an) An

g'(an)’

es facil probar que f(a,) = A,.

5.2. Productos infinitos

Definicién 5.1.
Sea {Zk}keN un secuencia de numeros y consideremos

N

PN = sz

k=1
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Diremos que:

i.- Py converge a P silimy_.o Py = P # 0.
1.- Py diverge a cero si limy_.o, Py = 0.

iii.- Py converge a cero si [[, . z, converge y z = 0 se cumple solo para un nimero finitos

de indices.

Zk£0

Observacién 5.2.

: P
Supongamos que z, # 0, entonces si Py — P, se debe tener que % — 1. Entonces una
condicion necesaria para asequrar la convergencia es que z, — 1 cuando k — oo. Por esta razon

denotaremos el término general de Py como 1+ 2z con z, — 0, 2z # —1.

Proposicién 5.1.
Si zi, # —1 para todo k € N, entonces [[,— (1 + z) converge sty solo si > ;- log(l + z)
converge, donde log(1 + zi) es la rama principal del logaritmo para z grande.

Demostracion:
Supongamos que » .-, log(1 + z;) converge a S, es decir

N
Zlog(l +2,) — S cuando N — oo,
k=1

Tomando exponencial em el limite anterior obtenemos

el ke log(14zr) e

pero
N

e e log(142r) _ H(l +z),
k=1
lo que concluye la implicancia.
Sin pérdida de generalidad supongamos que log(1 + z;) estd bien definido para todo k, que
denotaremos Log. Entonces si N es suficientemente grande

Log (H(l + zk)) — Log(P),

k=1
pero

Log ( (1+ zk)> = Z[log(l + 21.) + 2mwing],

k=1

de donde concluimos que n; = 0 para k grande, dado que esta seria converge.O
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Proposicién 5.2.

. o0 oo
Sea {21} ey un secuencia de numeros tal que Y~ |z| es convergente, entonces [[,— (1 + )
es convergente.

Demostracioén:
Basta mostrar que Y -, log(1 + z;) es convergente. Para eso basta notar que si |z| < 1/2
entonces

o k
z
log(1+2)] =[S (-1
k=1
z ZQ
= -4 E
fAf-5+ 5
< 2,

luego escogiendo k suficientemente grande para que |zx| < 1/2 se concluye el resultado.O

Definicién 5.2.
Se dird que [[;—,(1+ zi) converge absolutamente si [[;— (1 + |zx|) converge.

Proposicién 5.3.
Si Hzozl(l + zi) converge absolutamente, entonces converge.

Demostracién:
Notemos que se tiene la siguiente desigualdad

N

N N
Z 2] < H(l + |zx]) < l_[e‘z’“| = eXiclml,
k=1 k=1

k=1

pues 1 + z < €* si & > 0. Ahora bien, como [[;,(1 + |z|) converge, se tiene que > -, |z
converge y por la proposicién anterior se concluye.O

Nuestra intencién es poder definir funciones analiticas en un dominio mediante productos in-
finitos.

Proposicién 5.4.
Sean f, : Q@ — C funciones analiticas para todo n € N con Q un dominio. Si Y -, |fn(2)| con-
verge uniformemente en compactos de 2, entonces [ [~ (1+ f.(2)) define una funcion analitica

en ).

Demostracién:
Consideremos Y > log(1 + f,(z)). Sea K un compacto de Q y N independiente de z € K tal
que |fn(z)| < 1/2 para todo z € K, n > N, Dado que [log(1 + f.(2))| < 2|f.(2)] se tiene que

> Nog(L+ ful) <2 ) Ifu(2)]
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expresion que converge uniformemente a cero en K cuando N — oo. Para concluir el resultado
basta notar que exp (> log(1 + f,(z))) converge uniformemente en K.O

Proposicién 5.5.
Sea f : C — C analitica tal que f(z) # 0 para todo z € C, entonces f(z) = e9*), con g: C — C
analitica.

Demostracién:
Consideremos h(z) = f'(z)/f(z) analitica en C, luego existe g(z) tal que ¢'(z) = f'(2)/f(2).
Considerando

% (€_g(z)f<2)) = _g/(Z)G_g(z)f<Z) + e—g(z)f/(z)
= O’

con lo cual se concluye que f(z) = e9®)+e.O

Teorema 5.2. (Teorema de Weierstrass)
Sean { M}, una sucesion en C con |A\| — 0 cuando k — oo, entonces la funcidn entera mds
general que tiene como ceros la sucesion {\} es de la forma

f(z) = 9 H (1 — /\i> e,
k
k=1

donde Py(z) son polinomios, g es una funcion entera y la convergencia es uniforme en compactos

de C.

Demostracion:
Sabemos que

z =~ /z\"1
og(1-=)=-S"(Z) =
Og( )\k) Z()\k) n’

n=1

y escogemos k > ko(R) tal que |A\x| > 2R, donde R es tal que

k=1
converja uniformemente en |z| < Ry I'm(log <1 - A%) + Pi(2)). Definimos
z 22 2"k
Pi(z) = —+ 55+t
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y veamos que sucede con

i <log {1 = Aik] + Pk<2>> < ki [ - }

— M1 Ay - mk+2>\

ka:+1 1 2
< _ Sadl PR [ I
00 My -1
< Z an (1 —|< ) :
ey TVk+1 | Ak Ak
Si|z| < Ry k > ko(R), entocees
z

-1
_> <9

Ak

(1_

por lo que tomando m; = k, obtenemos que

i (log [1 - ﬂ + Pk(z)> < SIEE %H ((1 _

A
k=1 k=1 |k

z

Ak

! <1k 1
- —2
) * Z 2 k+17
k=ko(R)

expresion convergente. Lo anterior se debe pues
) <o) <G)
Ak | Ak 2/

() =1 (1 - A—) e+,
k=1 k

se tiene los unicos ceros de g,(z) som z = A, luego como g,(z) converge uniformemente a
I, <_E> Pi(2) en compactos de C\{\1, ....} se tiene que los tnicos ceros de [, (—A—> P (z)

k
son A\, con k € N.
Sea hora h(z) una funcién analitica con ceros {\y, .....}, entonces

h(z)
| <_ )6Pk(z)

Es facil ver que

es entera y sin ceros, por lo que
h(z)
[ (1 - ,\ik) el?)

con ¢(z) analitica, con lo que concluimos que

— 69(2)7
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Observacién 5.3.
Sea f: C — C una funciion analitica con ceros {\1, ...}, tal que f(0) =0 y el orden del cero es

m, entonces
f(z) = 2zmes® H (1 - ;) eFr(®),
k
k=1

. s - o0 1 z
Observacién 5.4. Recordemos que si y -, D] < 00 entonces [ [,_; (1 — /\_k) converge, por lo

que no necesitamos incluir e+ para que el producto converja. En general tenemos que si
—~ 1
; W < 00,

entonces basta con Py(z) = ﬁ + ... %ig:, para que el producto converja.

Ejemplo 5.2.
Encuentre la descomposicion en producto infinito de sin(rz).

Solucién:
. o] 1 :
Los ceros de sin(7z) son z € Z y como )~ 5 converge se tiene que

oo 1
sin(rz) = €9z II < k)e :
k=—00,k#0

Para encontrar g(z) tomamos derivada logaritmica, con lo cual obtenemos que

reot(rz) = g4t S {(—iﬁ}

e 1—z/n) k
1 . 1 1
J— / — —
= g(z)—i—z—l— Z (z—n+n)
ke=—00,k£0

= ¢'(z) + mcot(mz),

con lo cual obtenemos que g(z) = ¢ es constante. Asi

o0 1
] = ¢ 1— =) ek
sin(mz) = €z | | ( k) e,
k=—00,k#0

sin(7z)

— — 7 cuando z — 0, con lo que concluimos que e = 7.

pero sabemos que

Ejercicio 5.2.
Pruebe las siguientes expansiones:



CAPITULO 5. FRACCIONES PARCIALES Y PRODUCTOS INFINITOS

. 00 52
i.- cos(mz) =[]~ <1 - (ZST)Q)
it.- sin(z + ) = ™ T T (14 =) e ia .

nta
i T2, (1= &) = &

99



Capitulo 6

Funciones Especiales

6.1. La Funcion Gamma

Vimos en algiin capitulo anterior que la descomposicién en fracciones parciales de sin 7wz viene
dada por

o0

sinTz = zm H (1 -+ i) e/,
n

n=—00,n7#0
por lo que definiendo
~ z
G =TI (1+2) e,
(2) H1 +-)e

se cumple la ecuacién

G(2)G(—z) = T

T
Observemos que G(z — 1) tiene los mismos ceros que G(z), luego

G(z—1) = 227G (2),

donde ~(z) es una funcién entera. Para determinar v(z) tomemos derivada logaritmica a ambos
lados de la ecuacion, de este modo

Z(z—lJrn_%)__Jr7 +Z(z+n_ﬁ>’

100
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pero

> 1 1 1 > 1 1
-  _ - = Z_1 —
;(;:—1—#71 n) z +;<Z+n n—l—l)
1 > 1 1 > /1 1
= - -1 — Z .
z +nz:<z—|—n n)+;(n n—l—l)

=1

Con esto obtenemos v/(z) = 0, por lo que y(z) = 7 resulta ser constante, llamada constante de
Euler, la cual viene dada por la expresion

st 1

e = H (1 + —) et

n
n=1

o de forma equivalente

Z. 1 1 1
y=1lm (1+5+5+..+—=—logn).
n—00 2 3 n

Ahora si H(z) = 7*G(z) se tiene que

H(z—1) = G(z—1)=Y
= :H(),

por lo que definiendo

1
I'(z) = se tiene que

2H(z)
I'z+1) = 2I'(2).

A la funcién I'(z) se le suele llamar la funcién gamma de Euler, la cual de manera explicita viene
dada por

e N1 _:
D(z) = = H<1+5> e %, (6.1)
Ejercicio 6.1.
Pruebe que
T
zra-z) =
()1 =) sinmz’

y en particular que T'(3) = /7.

Observacién 6.1.
La funcion T'(z) es una funcion meromorfa con polos en z = 0,—1,—2.... simples y sin ceros.
Ademds se cumple que I'(n) = (n — 1)! para todo n € N.
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Proposicién 6.1. (Féormula de Gauss)
La funcion T'(z) cumple

F(Z>:r}inc}oz(z+l)----(z+n)'

Demostracion:
Por definicion de la funcéna I' tenemos que

e al 2N, z n
[(z) = lim <1+—) =142 =
Z N—oo 1 n

n—=

por lo que

F(Z) — lim ez(1+1/2+1/3+.l.+1/N—logN—y)ezlogN N! '

Ademas por definicién de 7 se tiene que e*(1+1/2+1/3+.,1/N=logN) _, 1 v ezloeN — NZ por lo que
la ecuacién anterior se transforma en

NIN*
T =1 0
(2) NS z(z 4+ 1) (2 + N)

Proposicién 6.2.
FEl residuo de la funcion I'(2) en un polo cualquiera —n viene dado por

Res(I'(z), —n) = (_1)71‘

Demostracion:
Dado que los polos son simples

Res(T'(z), —n) = Zlirzln(z +n)T(z2),
pero
IF'z+n+1) = (z+n)(z+n—1)---2I'(2), luego

I'(z+n+1)
(z4+n)(z+n—1)---2z

Reemplazando esto en el limite, obtenemos que

Res(I'(z), —n) == ') = (_%)N.D
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Ejemplo 6.1.
Demuestre la formula de duplicacion de Legendre

Val(2z) = 27T (2)T (z + %) :

Solucién:
Considerando la segunda derivada de logI'(z) en (6.1) se tiene que

d% (FN(ZZ))) _i (Z—l—ln ?

n=0

Luego

SR e

0 z—l—n—i— )

3

I I
wﬁm

o0

1
22+2n 20(22+2n+1)2

=~

(EZSXS
re)

1
5) = " (22),

o

por lo que integrando tenemos
I'(z)r (z +

donde a y b son constantes a determinar. Dado que I'(5) = /7, I'(1) = 1, T(1+ 3) = 1T(3) =
2/ y T(2) = 1 se tienen las siguientes ecuaciones

1 1 1
§a+b:§10g7r, a+b:§log7r—log2.
Asi .

a = —2log?2, b:§log7r+log2,

por lo que

VT (22) = 22710(2)T (z + %) :
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Ejercicio 6.2.

Pruebe que
n—1
(27T)7L21F<Z) = nie HF (Z +]>
n
§=0

Teorema 6.1.
Para Re(z) > 0 se cumple que

r@yzlma%%wt (6.2)

Demostracién:
Sean

fn(z):/on (1—%) t*~ldt, y f(z):/0 e 't* 1 dt,

y probemos que f, — f uniformemente en compactos de D = {z: Re(z) > 0} o equivalente-

mente " ,
lim {e_t — (1 — —)} t*~ldt =0,
n—o0 0 n

n

f(z) = lim e ‘7 tdt,

n—oo 0

pues

uniformemente. Si |t| < n, entonces se cumplen las siguientes desigualdades

1 t\" t\"
t (1+_) Seta (]-__> Se_tv
1—7; n n

lo que implica que para |t| < n se tiene que

)

1+t <etm<
n

Asi
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donde z = Re(z), lo que prueba que f,(z) — f(z) uniformemente en compactos de Re(z) > 0.
Probemos ahora que
lim f,(2) =T(2) ze€D.

Considerando el cambio t = n7 se tiene que

fu(2) = /0 (1= r)nr=ldr. (6.3)

Integrando (6.3) por partes n veces, obtenemos que

z z

nln /1 n-1y nln
T T = :
(z+1)---(z+n—-1) J, 2(z4+1)---(2+n)

lo que prueba el resultado.O

fn(z) = >

6.1.1. La férmula de Stirling

Nuestra intencion es probar la formula de Stirling
['(z) =V o1 7e ), (6.4)
donde J(z) — 0 cuando z — oo. En la férmula de duplicacién de Legendre utilizamos que

(1) "X

n=0

Nuestra intencion es expresar esta serie como una integral de linea. Consideremos

mcot w(

o(¢) = GO

funcion cuyos residuos son los términos de la suma anterior. Sea K la frontera del rectangulo en
el plano (£, 1), cuyos lados verticales estan dados por £ =0y £ =n+ % y con lados horizontales
n = £Y . Nuestra intencién es hacer tender primero Y y despues n a infinito. Este contorno pasa
a través del polo en 0, pero sabemos que la formula de los residuos sigue siendo valida, dado
que tomamos el valor principal de la integral y medio valor del residuo, luego

n

1 1 1
% ¢(OdC = _@ + Z (z—H')?'

K i=0

En los lados horizontales del rectangulo la funcién cotw( tiende uniformemente a +i cuando
Y — ooy dado que 1/(z+()? tiende a cero, tenemos que las integrales correspondientes tienden
a a cero. La integral sobre la linea £ =n + % es una constante veces, es decir

dn
d¢ = _—
/g_n+§ BO)C = ¢ /g_m; o
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Esta tultima integral puede ser evaluada usando residuos, y se obtiene que

/ dn 2m
emntd ¢+ 27 2n4+ 14227

cuyo limite es cero cuando n — oo.
Finalmente el valor principal de la integral sobre el eje imaginario de 700 a +i00 puede ser escrito
de la forma

1 [ 1 1 o0 2nz
- t i — dn = — th mn———==dn,
2/0 " ”"{(mzv (z’n—z)Z] ! / TR
con lo cual obtenemos que
d (T'(2) 1 > 2nz
— = — thmn———=—=dn. 6.5
= (1) =zt [ commige g (09)

Esta integral define una funcién analitica en Re(z) > 0, Im(z) > 0, pero tiene un polo en z = 0.
Escribiendo

2
COth7T77 =1+ m,

podemos reescribir (6.5) como

d (T(2) _1+ 1 +/C’O 4nz dn

dz \T(2) ) =z 222 J; (24222 e2™m -1
Tomando z restringido a {z : Re(z) > 0,Im(z) > 0}, vemos que la férmula anterior puede ser
integrada, de esta forma

I"(2)
I'(z)
donde hemos tomado la rama principal del logaritmo y C' es la constante de integracion. Quer-

emos volver a integrar, lo que introduciria arctan(z/n) en la integral, pero para evitar el uso
de funciones multivaluadas, transformamos la integral de (6.6) via integracion por partes para

obtener ~ p Lo 2 )
Ui Ui 25— —2r
. == — log(1 — Nd
/0 n2 4 22 e2m — | W/o (i + 22)? og( € )dn,

donde el logaritmo es real. Ahora integramos (6.6) con respecto a z y obtenemos

:C+1og(z)—i—/ 2 __dn (6.6)
0

2z N2+ 22 e —1’

1 1 [ =z 1
logT'(2) =C"+ Cz + (z - 5) log z + ;/0 PR log = @—27md77’ (6.7)

donde C” es una constante de integracién y C' — 1 se ha renombrado a C.
Falta determinar los valores de C’ y C. Para esto debemos primero estudiar el comportamiento

de | e )
z
J(z)=— 1 dn.
=) 7T/o P2 el
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Supongamos que z pertenece al plano semiplano z > ¢ > 0, de esta forma

R ] Lo .
J(2) = — ! dn+ — 1 dn = J Jo(2).
=) 7T/0 n? + 22 ©8 1 —e2m mt 70 /|Z/2 n? + 22 o8 1 —e—2m " 1(2) + Ja(2)

En la primera integral [n? + 22| > |2|* — |2/2]* = 3|2|* /4, por lo que

4> 1
Ju(2)] < log ———dn.
() < 377\2\/0 08T c2m ™

=]

En la segunda integral |n* + z z—in| - |z +1in|, y asi

I 1

™c 2|/2

Dado que la integral de log(1 — e™2™)~! es convergente, concluimos que J; y Jo tienden a 0
cuando z — 00.
El valor de C' lo encontramos sustituyendo (6.7) en la ecuacién funcional I'(z + 1) = 2I'(z), lo
que nos entrega

1 1
C’?+Cz+0+(z+§) log(z+1)+J(z+1):C’+Cz+(z+§)logz+J(z),

lo que se reduce a
1 1
C=- (z—|—§> log (1+;) +J(z) = J(z+1),

por lo que tomando z — oo obtenemos C' = —1. Ahora aplicamos (6.7) a la ecuacién I'(2)['(1 —
z) = m/sinnz eligiendo z = 3 + iy, luego

1 1 1 1
2C" — 1 +iylog <§ —i—iy) — 1y log (5 —’iy) +J (§+zy) +J (5 —iy) = log m — log cosh my.

Sabemos que cuando y — oo, J(1/2+iy) y J(1/2-iy) tienden a cero. Desarrollando el logaritmo
en serie, tenemos que

1, 1

N L 1+3

zylogi_ Y =iy (m—l—logl_ i’) = —7my +e1(y),
2 21y

mientras que
log coshmy = my — log 2 + &5(y),

con £1(y), e2(y) tendiendo a 0. Lo anterior implica que C’" = % log 27, por lo que hemos probado
que

1 1
logI'(z) = §1og27r—z+ (z— 5) log z + J(z),

o equivalentemente

['(z) =V 2mzze e’ ()
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Ejercicio 6.3.
Para x > 0 real pruebe que

( ) \/—71'317 % - ()/12x
con 0 < 6(z) < 1.

6.2. La funcion Zeta de Riemann

Sea z tal que Re(z) > 1 entonces la funcién

=> n7, (6.8)

converge uniformemente y define una funcién analitica. La funcién (6.8) es conocida como la
funcion Zeta de Riemann y juega un rol importante en la teorfa de niimeros.

Teorema 6.2.
Para z € {z € C: Re(z) > 1} se tiene que

1 [o.¢]
@ - 1o-
donde p,, es la secuencia de primos.

Demostracion:
Probemos que

[ -p7) =1,
n=1
multiplicando los términos. Asi
C(z)(1—277 an—Z(Qn)_z:Z(m_
n=1 m=1

donde m recorre todos los nimeros impares. Bajo el mismo razonamiento
o
((2)(1=277)(1=37)=> m~,
m=1

donde m recorre todos los enteros que no son divisibles por 2 y 3. Més generalmente (induccion)

(21 =27)(1=37) - (L—py) = ) _m™~,
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donde la suma anterior recorre todos los enteros que no contienen ningtn factor primo 2, 3, ..., py.
. . , . . .

El primer término de la suma es 1, y el préoximo es py~ ;, por lo que todos los términos excepto

el primero tienden a cero cuando N — oo, con lo que se concluye que

N
lim ((z H 1.0

N—oo
>

Proposicién 6.3. Para z € {z € C: Re(z) } se tiene que

Demostracion:
Ocupando la férmula (6.2) tenemos que

o0 z—1
n°I'(z) = / (i) le_talt,
0 \n n

por lo que haciendo el cambio de variables u = % obetenemos

n*I'(z) :/ e ™ du.
0

Sumando y teniendo en cuenta la convergencia uniforme, se tiene que

oo o0 00
Z nl'(z) = Z/ u* e " du
n=1 n=1 0
o0 [0.9]
/ u ! Z e " du,
0 n=1

y dado que

[
§ e — 1
n=1 e -

se concluye el resultado.O

6.2.1. Extensién de ((z) a todo el plano

Usando (6.9) extendemos la funcién ((z) a 0 < Re(z) < 1. Notemos que

1 11 <,
e R AP DL
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la cual tiene un radio de convergencia de 2. Escribamos

> 1 ! 1 1 ! 1 % yrt
/ w1 du :/ u?! - = du—l—/ uz_l—du—l—/ Y
0 et —1 0 e“—1 wu 0 u et —1

La expresin
1
1 1
/ wl [ — —] du,
0 e“—1 wu

define una funcién analitica en Re(z) > 0. Por otra parte si Re(z) > 1 tenemos que

1
1 1
/ uz—l_du — uz—l
0 U z—1

Asi podemos extender la funcién fooo uz_leul_ldu a Re(z) >0, z# 1 como

1 o0 z—1
1 1 1
/ ! - — du—l——+/ Y.
0 e“—1 wu z—1 ; oevr—1
Extendamos ahora ((z) como una funciéon meromorfa a Re(z) > 0, z # —1. Por la relacién (6.9)
tenemos que

por lo que definimos

1 L | 1 1 T
C(Z>_F(z) (/Ou L“—l_a}dujLz—l—{—/l e“—ldu)’

para Re(z) > 0, z # 1.

Observaciéon 6.2.
Usando la extension anterior vemos que la funcion ((z) tiene un polo simple en z = 1 y su
residuo es 1.

Extandamos ahora ((z) a Re(z) > —1. Consideremos

1 1 1
1 1 1 1 1 1
/ wl — —|du= / — — 4+ — | v du — / —udu,
0 et —1 wu o let—1 u 2 0 2

1
1 1 1
/[ ———|——] w*tdu,
o Le*—1 wu 2

donde
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esta bien definido para Re(z) > —1. Integrando

' 1 ' 1
_/ _uzfldu: <_uz1) =——
0 2 2z 0 2z
para Re(z) > 0. Luego

1 1
1 1 1 1 1 1

/uz—l .- du:/ —— 45| du— o,
0 e“—1 wu o lev—1 wuw 2 2z

para Re(z) > —1, # 1. Asi podemos extender ((z) como

1 T 1 11 1 1 > gyl
() F(z)(/o Lu—1 u+2] " 22+z—1+/1 e“—lu)
Dado que I'(z) tiene un polo simple en cero, la funcién ((z) resulta ser analitica en z = 0. De

esta forma ((z) esta definida en Re(z) > —1, z # 1.
Para poder extender ((z) a todo el plano complejo deberemos demostrar el siguiente teorema.

Teorema 6.3. (Ecuacion Funcional de Riemann)
Para 1 < Re(z) < 0 se cumple que

C(2) = 2(2m)'T(1 — 2)¢(1 — 2) sin (%) . (6.10)

Demostracion:
Tenemos que

ev —1

Lo L dfei] i (i
i —1 2 2le—1| 29\ 2 )"

z—1

M) = [ et | g - a de

Dado que

u
z—1

00 B o0 1

o U
= 2 oo ——du| .
[sumn_l/o E u}

Probemos la férmula para el caso real z =z € (—1,0). Ocupando residuos encontramos que

R VA 1 T
2 d - = <_> )
{/0 21 u} 27rsec 5

y usando la descomposicién en fracciones parciales en Re(z) > 1, = ﬁ obtenemos que
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lo cual nos indica que

B & 2mn(2mn)* [ (u/2mn)* 1
)e(z) = 2 _; (27n)? /0 (u/2mn)? + 1 27mdu]
= 2 ;(QWn)xlg sec (%)]
= (2m)"1¢(1 — )7 sec (%) :
Usando la identidad
I(1-2)0(z) = —0 T

sin(mz)  2cos(1/27z)sin(1/27z)’

concluimos el resultado.0 Usando la ecuacién funcional podemos extender ¢ : C\ 1 — Ca una
funciéon meromorfa con polo simple en z = 1.

Analicemos ahora los ceros de la funcién (. Como la funcién ((z) es analitica y sin ceros en
z =2,3... y I'(2) tiene polos simples en esos puntos se tiene que tener que

(1 — 2)sin (%) —0 Vz=23..

y los ceros deben ser simples. De esta forma, si z = 2m con m en N entonces sin (Wz—m) =0, por

2
lo que ¢(1 —2m) # 0.
Si z = 2m + 1, entonces ((1 — (2m + 1)) = ((2m) = 0, por lo tanto —2, —4, ... son los ceros
triviales de la funcién ((z).

Ejercicio 6.4.
Demuestre la siguiente formula

T2

C(1—2)=2"*7"%cos <7> ['(2)¢(2). (6.11)

Ejemplo 6.2.
Demuestre que la funcion

£(2) = 52(1 - 2 T(=/2)((2),
es entera y satisface £(z) = £(1 — 2).

Solucion:
Veamos que es entera. Para esto basta notar que el factor 1 —z anula los polos de ((z) y los polos
de I'(z/2) se cancelan con los ceros triviales de ((z). Usando (6.11) la ecuacién £(z) = £(1 — z)
se transforma en

7T_Z/2F(Z/2)C<Z) _ g=D/2p (%) C(1-2z) = 21—z7r—(z+1)/2F(z)F (1 ; Z) cos (%) ;
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lo que es equivalente a

Dado que

g (152) g (132) = iz

la ecuacion anterior se reduce a

1/2 _o9x1p (* 1 +=
720 (2) = 2 P(2>P< . >

la cual no es mas que la férmula de duplicacion de Legendre.

Ejercicio 6.5.
Para los siguientes problemas considere que las formulas valen para Re(z) > A con A > 1
apropiado a cada caso:

1. Pruebe que

e =y 2

n
donde d(n) es el nimero de divisores de n.

2. Pruebe que
o(n)

nZ

(-1 =)

n=1

Y

donde o(n) es la suma de los divisores de n.

3. Pruebe que

Cz—1) o)
RO M

donde ¢(n) es el nimero de enteros menores que n que son relativamente primos a n.



Capitulo 7

Funciones Armonicas

7.1. Propiedads Basicas

Definiciéon 7.1.
Una funcion real u(z,y) se dird armonica en una region ) si satisface que sus sequndas derivadas
son continuas y

Pu  u

A = — _— =
“ 8x2+8y2

0. (7.1)

Ejercicio 7.1.
Pruebe que usando coordenas polares (7.1) se puede reeacribir como

Proposicién 7.1.
Si u es armonica en una region €2, entonces

_3u_ Ou

flz) =5~ By (7.2)

define una funcion analitica.

Demostracién:
Basta probar que se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann, en efecto, llamando U = %,

V= g_Z’ obtenemos que

ou 0%u Pu OV

or o2 oy Oy
oo ov
oy  0xdy Oz’

114
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Pasando (7.2) a forma diferencial tenemos que

ou ou ou
fdz = (8 dr + a—dy) (—a—ydx + %dy) . (7.3)

En esta expresion la parte real es el diferencial de u

Si u tiene conjugada armoénica v, entonces la parte imaginaria se podria escribir como

ov ov ou ou
dv %dx 8ydy —a—dx+ (9xdy

En general no hay conjugada de u, por lo que se define

*du = —?dx + gudy

la cual se llama la conjugada diferencial de du. De esta forma tenemos que
fdz = du+ 1 *du.

Por el Teorema de Cauchy tenemos que la integral de fdz es cero en cualquier curva cerrada
simple y por otro lado la integral del diferencial exacto du también es cero. De esta forma

obtenemos que
/ “du —/——dz—l— —dy (7.4)

donde v es uan curva cerrada simple.

Teorema 7.1.
Si uq, us son dos funciojes armonicas en una region €2, entonces

/Ul *dUQ — U9 *du1 = O, (75)
Y

para cada ciclo v homdlogo a cero en €.

Demostracion:
Basta probar para el caso en que v = OR con R un rectangulo contenido en Q. En R uy y o
tienen funciones conjugadas vq, vy, por lo que podemos escribir

uy “dy — ug *duy = updvy — ugdvy = urdvy + vidug — d(ugvy).
Aqui d(ugvq) es un diferencial exacto y ujdvy + v1dusg es la parte imaginaria de
(u1 + tv1)(dug + idvy),

la cual puede ser reescrita de la forma F} f, donde Fi(z) y fo(2) son analiticas en R.O
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7.2. El Teorema del Valor Medio

En (7.5) consideremos u; = log(r) y us = u con u una funcién armonica en|z| < p. Consider-
emos z € 2 con 0 < |z| < py Cy, Cy, donde ¢; es un circulo |z| < r; < p. En |z|r tenemos que
*du = r(0u)(0r)df y asi (7.5) se transforma a

ou ou
log(r /r—d@—/ud&zlogr /r—d9+/ud6’.
( 1) 1 107‘ C1 ( 2) Cs 287’ Cs

En otras palabras, la expresién

ou
u df — log(r)/ r—do,
/zw jel=r OF

es constante. Por (7.4) se tiene también que

ou
/|Z_T T@d@,

es constante en el caso de un anillo y cero si u es armonica en todo el disco. Con estos dos
resultados hemos probado el siguiente teorema.

Teorema 7.2. (Teormea del Valor Medio para funciones armonicas)
El valor aritmético de una funcion arménica sobre circulos concéntricos |z| = r es una funcion

lineal de log(r), es decir

1
27 |z|=r

u df = alog(r) + 5,

y st u es armonica en todo el disco se tiene que o = 0.

Observacién 7.1.
En el ultimo caso tomando 3 = u(0), por continuidad y trasladando el origen se tiene

1
27

2w
u(zo) = / u(zo + re)df. (7.6)
0
Teorema 7.3.
Una funcion armonica no constante no tiene ni mdximos ni minimos en su region de definicion.

De esta forma, en un cerrado E el mdximo y el minimo se alcanzan en la frontera de E.

Nota:
La demostracién es andloga a la hecha en el caso de funciones analiticas pro lo que no se
demostrara el teorema anterior.

Ejercicio 7.2.
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1. Siwu es una funcion armdnica y acotada en 0 < |z| < p, entonces el origen es una singu-
laridad removible en el sentido de que u pasa a ser armonica en |z| < p, cuando u(0) esta

bien definida.

2. Encuentre una funcién armdnica en D(0,1) tal que el valor de la frontera este dado por

u(x,y) = 22

3. Encuentre una funcién armdnica en D(0,1) tal que el valor de la frontera este dado por

u(x,y) = 3.

7.3. Formula de Poisson

Teorema 7.4. (La Férmula de Poisson)
Sea u(z) armdnica en |z| < R y continua en |z| < R. Entonces

1 2 —af”
u(a) = —R o]

= — u(z)de,
27 Jisier |z —af’ )

para todo |a|] < R.

Demostracién:

Supongamos que u(z) es armonica en el disco cerrado |z| < R. La transformacién lineal

_ R(RC+a)

ZIS(O_T@(’

mapea (| < 1a|z| < Rymanda (=0 az = a. La funcién u(S({)) es arménica en |(| < 1y

por (7.6) obtenemos que

1
= — S d .
ua) = 5 [ w(S@)d arge
Dado que
‘= R(z —a)
 R2—az’
entonces

darg(z—i%:—i( L + a )dz:( &
¢ z z

Escribiendo R? = 2z la tltima espresién puede ser reescrita como

z a R? — |a|?
+7 7: 27
Zz—a Z—a |z—a|
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o equivalentemte

2\z—a ZzZ-—a z—a
Finalmente , )
1 R? - 1
ua) = — / Bl g = = / ReZ %0 (2)de. (7.8)
27 Jslr |2 = a 27 Jigfer 20

Veamos ahora el aso en que la funciéon es arménica en el interior y continua en la cerradura. Si
0 < r < 1, entonces u(rz) es arménica en el disco cerrado, por lo que

1 2 |af
u(ra) = —/ Mu(rz)d&.
2 Jizi=r |2 —d

Dado que u(z) es uniformemente continua en |z| < R es cierto que u(rz) — u(z) uniformemente
para |z| = R cuando r — 1, lo cual nos indica que (7.7) sigue siendo cierta.O

Observacién 7.2.
En coordenas polares la formula (7.7) resulta ser

u(re'®) = i/ it u(Re)do
21 Jiop R2 = 2rRcos(f — ¢) + 12 '

Observacién 7.3.
Un caso particular de (7.7) es tomando uw =1 lo que nos indica que

R? — |22
/ BBl g~ on.
z1=r |2 —a

Notemos que el teorema anterior nos da una férmula explicita para la conjugada de u, en
efecto, la férmula (7.8) nos entrega

u(z):Re[l/ C+Zu(()%}.

2mi Jie)=r € — 2 ¢
La expresién dentro del paréntesis es una funcién analitica para |z| < R, luego u(z) es la parte

real de d
?g +ic, (7.9)

donde C' es una contante real arbitraria. La formula (7.9) es conocida como la férmula de
Schwarz.

fe == [ Py

B 21 |z|=R C —Z
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7.4. El Teorema de Schwarz

Definicién 7.2.
Sea U(0) con 0 < 0 < 271 una funcion continua por pedazos, definimos la integral de Poisson de
U como

27 0
Pu(2) —i/ ReS 217 (6)a8.
0

Ejercicio 7.3. Pruebe que Py(z) satisface

1.- PU+V:PU+PV-
1.- Py = cPy para toda constante c.
141.- Si U > 0 entonces Py > 0.

w.- Sim < U < M entonces m < Py < M. Hint: Demuestre primero que P. = ¢ para toda
constante c.

Teorema 7.5.
La funcion Py(z) es armdnica para |z] <1y

2—et00

Demostacion:

El hecho de que sea armoénica 777

Para estudiar el comportamiento en la frontera, sean C y Cy arcos complementarios del circulo
unitario y denotemos por U; la funcién que coincide con U en C y que vale cero en Cy. Analoga-
mente denotemos por U, a la funcién que vale U en Cy y cero en (. Claramente Py = Py, 4v,-
Dado que Py, puede ser escrita como una integral de linea sobre C}, se tiene que es armoénica
en todas partes salvo en el arco cerrado C',”. La expresion

el +z 11—z

es nula en |z| = 1 para z # €. Se sigue que Py, es cero en el arco abierto Cy, ,y dado que es
continua Py, — 0 cuando z — ¢ € C.

Para probar (7.10) supongamos sin pérdida de generalidad que U(fy) = 0, pues si no basta
reemplazar U por U — U(6). Dado € > 0 podemos encontar C; y Cy tales que € es un punto
interior de Cy y |U(6y)| < /2 para e € Cy.Baj esta condicién |Us(6)| < £/2 para todo 6, luego
| Py, (2)| < /2 para todo |z| < 1. Por otro lado, dado que U; es continua y se anula en e° existe
§ tal que |Py,(2)| < €/2 para |z — | < 4. Se sigue que |P,(2)| < |Py,| + |Py,| < € cuando
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lz| <1y ‘z - ewo‘ < ¢, lo que concluyte la demostracién.O

Interpretacion Geometrica de la Férmula de Poisson????

Ejercicio 7.4.

1. Pruebe que una funcion que es armonica y acotada en el semiplano superior, continua en
el eje real, puede ser representada como una integral de Poisson.

2. Si f(z) es anal”itica en todo el plano y si 2~ Re(f(z)) — Ocuando z — oo, entonces f es
contante. Hint: Use (7.9)

3. Siu(z) es armonica para 0 < |z| < p y lim, o 2z(u(z) = 0, ,entonces u puede ser escrita
de la forma u(z) = alog || +uo(z), donde « es constante y ug es una funcion armdnica en
|z] < p.

7.5. Principio de Reflexion de Schwarz para funciones
armoénicas

Teorema 7.6.

Sea Q una region y denotemos por QT = Q{z € C:Im(z) >0} y a o la parte del eje real
en Q. Supongamos que v(x) es continua en QT |Jo, armdnica en QF y nula en o. Entonces v
tiene una extension armdnica en € que satisface la relacion de simetria v(z) = —v(z). Bajo las
mismas condiciones, si v es la parte imaginaria de una_funcion analitica f(z) en Q%, entonces
f(2) tiene una extension analitica que satisface f(z) = f(z).

Demostracion:

Sea V(z) la funcién que es igual a v(z) en Q*, 0 en 0 y —v(Z) en el reflejado de Q*. Debemos
probar que V(z) es arménica en o, pues es claro que —v(Z) es armoénica. Para un punto zg € o
consideremos le disco centrado en zy contenido en €2 y seas Py la integral de Poissoncon respecto
a este disco, formada por los valores de frontera de V. La diferencia V' — P, es armonica en la
mitad superior del disco. Se anula en el semicirculo por el teorema 7.5, y también se anula en
el didmetro, pues v tiende a cero por definicion y Py se anula por simetrtia. Por el principio
del maximo y minimo lo anterior implic que V' = P} en la mitad superior del disco y el mismo
desarrollo se hace para probar la igualdad en la mitad inferior. Asi concluimos que V' es armonica
en todo el disco y en particular en xg.

Para probar el resto del teorema, consideremos un disco con centro en . Ya hemos extendido v a
todo el disco, y v es al conjugada armoénica de —ug en el mismo disco, la cual podemos normalizar
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para que ug = Ref(z) en la parte superior el disco. Consideremos Uy(z) = ug(z) — uo(z), la cual
en el eje real cumple que OUy/0z = 0 y ademas

oU, 0

9P _ 5% _ _2@ —0.

y dy ox
Se sigue que la funcién analitia OUy/0z — i0Uy/dy se anula en el eje real y por ende es nula.
De esta forma Uy es constante, y la constante es evidentemente igual a cero, con lo cual hemos
probado que uy(2z) = Up(Z).
La construccién puede er repetida para discos arbitrarios, por lo que se concluye el teorema.O

Ejercicio 7.5.

1. Muestre que toda funcion que es analtica en una region simétrica §2 puede ser escrita de
la forma f1+ifs, donde f1, fo son analiticas en ) y reales en el eje real.

2. Si f(2) es analitica en |z| < 1 y satisface |f| = 1 cuando |z| = 1, ntonces f(z) es racional.



Capitulo 8

Teorema de Riemann

8.1. El Teorema de Riemann

Teorema 8.1. ( El Teorema de Riemann)
Sean Q1 y Qs dos dominios simplemente conexos en C, )y # C, Qg # C. Sean z1 € Qq, 25 € Qo,
entonces existe una unica funcion ¢ : Qy — Qg biyectiva analitica (conforme) tal que p(z1) = 23

y @' (z1) > 0.

Demostracién:
Basta demostrar el teorema en el caso 2; = Q # C simplemente conexo, y Qs = D(0,1), con
zo = 0. Fijamos zy € 2, queremos demostrar que existe una unica funcién ¢ : Q@ — D(0,1)
analitica biyectiva tal que ¢(z9) =0, ¢'(29) > 0.
Veamos que la funcién ¢ es tnica. Sean ¢, 9 : @ — D(0, 1) tales que ¢1(29) = 0, ¢} (z0) > 0
v pa(20) = 0, ©h(z) > 0. Si existen entonces la funcién ¢, o ;' : D(0,1) — D(0,1), y
ademds (2 0 ¢1')(0) = 0. Por el Lema de Schwarz |(2 0 ¢7")(2)| < |2]. De manera andloga
progs!  D(0,1) — DO,1) ¥ [(p1093")(2)| < [2] Por lo tanto |(20r1)(:)] = J2| v
(1093 (2)] = |2, y ast (10 93")(2) = ze, pero como (2 0 7 ')'(0) = € > 0, entonces
e =1.
Probaremos ahora la existencia de .
Sea F={f:Q2— D(0,1) : f es analitica, f es 1 —1, f/(z) > 0}.
Vamos a probar que si ¢'(20) = sup e f'(20), entonces ¢ es la funcién buscada. La demostracion
consta de cuatro pasos:

(a) F # ¢:

(b) supsep f'(z0) < oc:

122
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(¢) ¥(z0) = 0:

(d) ¢ es sobreyectiva:

Demostracién de (a):
Si Q¢ contiene a D(wy, 1), entonces la funcién

_ e
f) = e
estd en F.
En el caso general. Sea wy € ¢, la funcién g : Q@ — C

Z — Wo

g(z): %0 — W 9(20):17

estd bien definida pues ﬁ no contiene al cero cuando z € Q.

Verifiquemos ahora que existe n > 0 tal que |g(z) + 1| > n para todo z € €. Si no fuera asf,
tendriamos que existirfa una sucesién z, en € tal que g(z,) — —1, con lo que ¢*(z,) — 1,y
asi &2=*0 — 1, por lo que z, — 2, contradiciendo el hecho de que g(z) = 1.

20—Wo
Por lo tanto podemos definir una funcién

o= (-2)

la cual pertenece a F.
Probemos (b):
Sea f € Fy d = dist(z, ) > 0. Entonces

f'(z0) = ['(20)] = : (8.1)

1
—/ —f(w) dw
2mi 8D(z0,9) (w — 20)?

con lo que

, porque |f| < 1.

Ul W~

' (20) <

Consideremos f,, € F, tal que f, (20) — supscp f'(20). Sea K, una sucesién creciente (en el
sentido de la inclusién) de compactos tal que UneN K,, = . Sea K tal que zy € Int(K7), defin-
imos d; = dist(kq, 2¢), entonces para todo w € € dist(w, Q2¢) > d;, procediendo como en (8.1)
obtenemos | f/ (w)| < dil. Por lo tanto tenemos una sucesion { f, }nen de funciones equicontinuas
en K. Entonces por Arzela-Ascoli existe una subsucesién f,, que converge uniformemente a ¢
en Ki. Ast f), — supscp f'(20), ¥ fr,(20) — ¢'(20) > 0 (la cual es inyectiva, pues el limite
de funciones inyectivas es inyectiva o constante, pero como ¢'(z9) > 0, ¢ es inyectiva).

Procediendo como en el paso anterior existe una subsucesién {ns} C {n;}tal que f,, — @

uniformemente en Ky, con ¢s = ¢ en K;. Asi podemos definir una subsucesién {n,,} tal que



CAPITULO 8. TEOREMA DE RIEMANN 124

frm — Pm en K, v on|k, = @i para todo ¢ < n.

Sea ¢ — D(0,1) dada por ¢|k,, = ¢m. Es claro que la subsucesién f,,, — ¢ uniformemente
en compactos de Q. Como f,, es inyectiva y ¢'(z9) > 0, entonces por el corolario del teorema
de Henwitz ¢ es inyectiva y || < 1.

Probemos (c):
Si ¢(29) = «, entonces la funcién
_ p(z)—a
cumple que
/
/ ¥ (ZO) !
= >
g (ZO) 1— ‘Oé|2 ¥ (ZO) >
lo cual serfa una contradiccion, y por lo tanto ¢(z) = 0.
Ahora basta probar (d):

Sea w € D(0,1) tal que ¢(z) # w para todo z € Q, con w = —t%¢ para algin 0 < t < 1.

Sea ¢ = e ¢, con lo que p(z) = —t2 para cualquier z € €. Definamos la funcién
o(z) + 12
fi(z) = )T ;
1+ t2¢(z)

la cual es distinta de cero para todo z € €2, como €2 es simplemente conexo podemos definir la

funcién fo : Q@ — D(0,1)
folz) = —Vfl(z)_t’
1—1¢ f1<Z)
que cumple que fa(zy) = 0. Es facil ver que |f}(20)] > |©(20)]- |

8.2. Comportamiento en la Frontera

Definicién 8.1.

Diremos que {z,} C §Q tiende a la frontera si para todo z € Q existen ¢ > 0 y ng € N tales
que |z — zg| > € para cualquier n > ng. De manera andloga diremos que la funcion continua
2(t) € Q, cont € [0,1) tiende a la frontera si para todo z € S existen € > 0, to < 1 tales que
|2(t) — 2| > € para todo t > t.

Proposicién 8.1.
Sean Q, Q) dos regiones en C, y f : Q — Q' un homeomorfismo, si {z,} tiende a la frontera de
Q, entonces {f(z,)} tiende a la frontera de .

Demostracion:
Sea w € €)', entonces existe z € Q tal que f(z) = w. Sabemos que existen € > 0, ny € N tales
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que |z — z,| > € para todo n > ng. Tenemos que f(D(z,¢)) contiene una vecindad de w, es
decir, existe d > 0 tal que D(w,d) C f(D(z,¢)). Por lo tanto si n > ny

|[f(zn) —w[ >



