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Problemal

Sea €l modelo lineal:
y =b,+& bx +e (i=12..n) o

j=1

_ 1 . . )
Sedenotan X; :ngij (]=12,.,p) ¥y z,=%-X%X (i=12,..,n; j=12,.,p).
Se define entonces € modelo:

_ P C_
Yi =0, t 16:11 g;z; +e (i=12,.,n) 2

1.1 Muestre que los modelos (1) y (2) producen las mismas predicciones y dé e estimador
deg,.

1.2 Se supone que e ~ N, (0,s °l ). Dé la expresion de la prediccion y, dey, parauna
nuevaobservacion x. =(X.,,X,, - Xop ) @ partir del modelo (2). Exprese lavarianza de Y,

como suma de dos varianzas.
1.3 Dé unintervalo de confianzapara m, = E(y, ).

1.4 Deduzca para que valor de X, =( X, X, - Xop ) €l INtervalo de confianza para m, tiene

el largo maés pequefio. Dé e largo del intervalo en este caso.
1.5 En & modelo (2): Y =Zg +e, se supone ahora que las columnas de Z son ortogonales

(Z'Z esdiagonal). Dé la expresion individual de los coeficientes g, Yy muestre que son no
correlacionados entre Si.

Solucion:

1.1 Setienen las predicciones parael modelo (1)
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y parael modelo (2): ¥, =4, af)g -=@0 gﬁi 5
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~ P A~ _ ~ ~ .
con go-a 9;% =b, y §,=b, (j=12..,p).
]:

L uego tenemos las mismas predicciones.

SeaQ:é_(yi_go_ _glg,-zij)z-l-uego :TT—Q:OD é_ Yi - ng, - égj(ézij)zo
i i= i j i

[o]



Como 8 z; =0 ("j) P

12 Usandod modelo (2): §, =y+4& §,2, =V+a 8,(%,- X,)
=1 '

Lavarianzaes s ? =Var(y,)=Var(y)+Var( _51 9;(%; - X))
=

1.3 Setiene y"s_—m’~ N(0,1). Luego €l intervalo es de la forma

o

l :[SIO_ USO,'S/O +USO]
endondeuesta que: P(| N(O1)[Eu)=1-a.

SZ

A - d 4 - -
14 Var(y, ) =Var(y)+Var(a 9;(x, - X,))* Var(y) =—
j=

A .S = .
L uego: Var(yo):T U x, =%X; (j=12,..,p)

s
En este caso € largo del intervalo esigual a ZUE'

. _ Cov(x.y)

15§=D"'Z'y b | g, y son no correlacionados dado que

var(x; )

Var(§g)=s ’D|,




Problema 2

2.1 Comente los resultados de laregresion lineal de unavariable Y sobre 5 variables explicativas (Tabla 1).
Complete la tabla 2 ANOVA. Deduzca el nimero de observaciones y €l coeficiente de correlacion

mudltiple.
Tablal
Variable Estimacion Desv. tipica t-Student p-valor
Estimacion
Constante 19.95 13.63 1.46 0.165
X1 -1.793 1.233 -1.45 0.168
Xz 0.0436 0.05326 0.82 0.427
X3 0.5558 0.09296 5.98 0.000
X4 1.1102 0.4338 2.56 0.023
Xs -1.811 2.027 -0.89 0.387
Tabla2: ANOVA
Fuente de Grados de Sumade Sumade F p-valor
variabilidad libertad cuadrados cuadrados medio
Regresion 5 582.69 116.54 ? 0.000
Error ? ? 4.30
Total 19 642.92

2.2 Se presenta a continuacion la matriz de correlaciones (Tabla 3) y las correlaciones parciales de Y con
cada X;, con las 4 otras variables explicativas fijas (Tabla 4). Interprete los coeficientes de
correlacion y correlacion parcial.

Tabla3 Tabla4
X1 X5 X3 X4 X5 Y Corr. parCIal
X1 [1.00000 0.18114 0.22963 0.50266 0.19677 0.19229 X1 | -0.3622
Xz 10.18114 1.00000 0.82718 0.05106 0.92710 0.75340 Xz | 0.2137
X3 1022963 0.82718 1.00000 0.18333 0.81906 0.92716 X3 | 0.8477
X, (050266  0.05106 0.18333 1.00000 0.12381  0.33365 X4 | 0.5646
Xs |0.19677 0.92710 0.81906 0.12381 1.00000 0.73299 X5 | -0.2322
Y ]0.19229 0.75340 0.92716 0.33365 0.73299 1.00000

2.3 Losresultados de laregresion lineal delavariable Y sobre las variables X5 y X, son dados en las tablas
5y 6.Justifique porque se hace esta regresion. Complete la tabla ANOVA. Efectle €l test de hipétesis

H,:b,=b,=b, =0

Tabla5
Variable Estimacion | Desv. tipica Estimacion | t-Student p-valor
Constante 14.583 9.175 159 0.130
X3 0.5415 0.05004 10.82 0.000
X4 0.7499 0.3666 2.05 0.057
Tabla6
Fuente de Grados de Sumade Sumade F p-valor
variabilidad libertad cuadrados cuadrados medio
Regresién 2 570.50 285.25 66.95 ?
Error ? 72.43 4.26
Total 19 ?

2.4 Déunintervalo de confianza a 98% para el coeficiente de X;. Comente.



Solucion:

2.1 Considerando € p-vaor de latabla 2, se puede decir que el modelo es globamente
significativo. Considerando los p-valores de latabla 1 se puede concluir que dos variables

delas5 son significativas: X3y X.
Tabla2: ANOVA

Fuente de Grados de Sumade Sumade F p-valor
variabilidad libertad cuadrados cuadrados medio
Regresion 5 582.69 116.54 27.08 0.000
Error 14 60.24 4.30
Total 19 642.92

2.2 Se comprueba porque no son significativos los coeficientes de las variables X; , Xo ¥ X5
apesar de tener coeficientes de correlacion elevado con la variable Y: tienen un coeficiente
de correlacion parcia peguefio. Por otro lado la variable X4 aumenta su correlacién cuando
sefijan las otras variables.

2.3 Sejustifica por lo anterior estaregresion. El test de hipotesis H, : b, = b, =b, =0 se
hace calculando € test F que compara |os residuos de ambas regresion con 'y sin las tres

varigbles X, . Xpy Xg : (12437 6024)/3
60.24 / 14

aP(F;,, >0.9443) = 0.4457 confirmalos resultados anterioriores: no se rechaza
H,:b,=b,=Db, =0.

=0.9443 y. El p-valor queesigua

Tabla6
Fuente de Grados de Sumade Sumade F p-valor
variabilidad libertad cuadrados cuadrados medio
Regresion 2 570.50 285.25 66.95 0.000
Error 17 72.43 4.26
Total 19 642.92

2.4 En latabla 1 setiene € coeficiente asociado a X, (0.0436) y su desviacién estandar
(0.05326). Por otro lado P(| t,, |< 2.54) = 0.98. Luego €l intervalo de confianza buscado
es:

[ 0.0436 - 2.54* 0.05326, 0.0436 - 2.54* 0.05326]=[ - 0.0917,01789]. Esunintervao
que cubred 0, lo que confirma que Xz no es significativa



Problema 3

3.1 Comente los resultados de la regresion lineal de una variable Y sobre 4 variables explicativas

(Tabla1). Complete latabla ANOVA (Tabla 2). Deduzca d nimero de observaciones.

Tablal
Variable Estimacion Desv. tipica t-Student p-valor
Estimacién
Constante 23975.69 6080.213 3.943 0.0001
X1 0.6091 0.721 0.845 0.4000
Xo -96.236 53.093 -1.813 0.0728
X3 -80.621 31.328 -2.573 0.0115
X4 -281.355 85.072 -3.307 0.0013
Tabla 2: ANOVA
Fuente de | Grados Suma de Suma de F p-valor
variabilidad de cuadrados cuadrados
libertad medio
Regresion 4 2173922023 543480506 ? 0.000
Error ? ? 23098393.7
Total 106 4529958182

Coeficiente de correlacion multiple: 0.69.

3.2 Se presenta a continuacion la matriz de correlaciones (Tabla 3) y las correlaciones
parciales de Y con cada X, con las 3 otras variables explicativas fijas (Tabla 4).

Interprete los coeficientes de correlacion y correlaciénparcial.

Tabla3 Tabla4
X X X X Y Correlacion parcial
X1 | 1.0000 -0.0308 -0.1444  -0.1534  0.2022 X1 0.0834
X, |1-0.0308 1.0000 -0.9005 -0.8688 0.5518 X2 -0.1767
X3 | -0.1444 -0.9005 1.0000 0.8714  -0.6408 X3 -0.2469
X4 | -0.1534 -0.8688 0.8714  1.0000 -0.6595 X4 -0.3112
Y 0.2022 0.5518  -0.6408 -0.6596 1.0000

3.3 Enlatabla 5 se encuentran los resultados de la regresion lineal de la variable Y sobre las
variables X, y Xs. Justifique porque se hace esta regresion. Efectle € test de hipotesis

H, :b, =b, =0 utilizando los resultados de las tablas 2 y 6 con un error de tipo 1 de

5%.
Tabla5
Variable | Estimacion Desv. tipica t-Student | p-valor
Estimacion
Constante | 13530.32 1301.28556 10.398 0.000
X3 -51.1909 24.688272 -2.073 0.0406
X, -210.224 76.494961 -2.748 0.0071




Tabla 6

Fuente de Grados Suma de Suma de
variabilidad de cuadrados cuadrados F p-valor
libertad medio
Regresion 2 2040334717 | 102016735 | 42.65516 | 0.0000
Error 104 2487328710 | 23916622.2
Total 106 4527663427
Coeficiente de correlacion mdiltiple: 0.67.
Solucion:
3.1 Hay n=107 observaciones.
Tabla 2: ANOVA
Fuente de | Grados Suma de Suma de F p-valor
variabilida de cuadrados cuadrados
d libertad medio
Regresion 4 2173922023 543480506 23.5289 | 0.000
Error 102 2356036159 23098393.7
Total 106 4529958182

3.2 En presencia de las otras 3 variables la variable X; (y X2) no esta correlacionada con la
variable Y (correlaciones parciaes), o que confirma lafalta de significacion que tienen
ene modeloen 1.1.

3.3 El modelo sin las dos variables X; y X, tiene cas € mismo coeficiente de correlacion
multiple y las variables tienen mejor significacion. El resultado del test de hipotesis
H, : b, =b, =0 lo confirma. El estadistico del test se escribe tomando los residuos de

ambos model os:
> Losresiduos del modelo con las 4 variables es; 2356036159

Los residuos del modelo con las 2 variables X3y X4 es 2487328710
(2487328710 - 2356036159)/2

23098393.7
La probabilidad para que un Fisher con 2y 102 g.l. sobrepasa el valor 2.8420 es
0.0629 (el p-vaor). No se puede rechazar la hipétesis nula con un riesgo de 5%.

=2.8420

>
> El estadisticopara H, : b, =b, =0 es.
>



Problema 4

Un ingtituto agricola quiere comparar el efecto de dos fertilizantes F; y F, sobre €l
rendimiento del cultivo de trigo. Con este propésito, disefia un experimento con tres grupos
de parcelas. un grupo control sin fertilizante, un grupo con €l fertilizante F; y un grupo con
e fertilizante F,. En latabla 1 son resumidos los resultados de la cosecha de trigo por
unidad de superficie.

Tablal
Grupos Media D&s'\n_aa on Frecuencia
tipica
Grupo control 4.8450 2.8409 120
Grupo F1 5.3345 2.8964 80
Grupo F 9.0639 2.9386 75
Total 6.1380 3.4087 275

4.1 Construye la tabla ANOVA que permite decidir s se observan diferencias en €
rendimiento de trigo entre los tres grupos. Interprete los resultados.

4.2 Redlice los tres tests de comparacion de medias sobre € rendimiento, considerando 1os
tres pares de grupos. Precise los supuestos que hizo y las hipdtesis planteadas.
Concluye.

4.3 S no cambian las medias y las desviaciones tipicas de los dos primeros grupos y €
tamafno del grupo control, como hay que modificar e tamafio del grupo F para que
cambie € resultado del test de comparacion del grupo control con el grupo F.

Solucién

4.1 La suma de los cuadrados debido a los grupos es 270* varianza intragrupos:
120* 2.8409% +80* 2.8964% +75* 2.9386° =2312.615
La suma de los cuadrados debido a los residuos es 270* varianza intergrupos:

120* (4.8450 - 6.1380)* +80* (5.3345 - 6.1380)* +75* (9.0639 - 6.1380)° =894.346

Tabla ANOVA
Fuente de Grados de Suma Cuadrado F P_vaor
variacion libertad cuadrados Medio
Grupos 2 894.3459 447.1729 52.5946 0.000
Residuos 272 2312.615 8.5023
Total 274 3206.9609

Se concluye que hay diferencia entre los tres grupos.




4.2

15

14

|

|
1z | -1 ‘if B
10 | | a
L | 4

|

|

|

1
=

Yalues

NO N B DD
T T T 1T 7T

Desv.
P Diferencia | Tipica Grados de

Grupos Hipotes's medias | delosdos | libertad t | Pvdor
grupos

Control / Ho: my=my _ .

. oo | 04896 | 28922 108 11728 | 01211

Control /| Ho:M=mz | ;5189 | 29088 193 | -9.8535 | 0.000

F> Hi. my<np

Fi/F Ho M= | 37594 | 29550 153 | -7.8521 | 0.000

Hl: ml<mz

Las medias del grupo control con el grupo F; son significativamente diferentes. Las otras o
son. Este resultado esta validado con €l boxplot.

L os supuestos:

Se asume la normalidad
Se supone que la varianza en cada grupo es la misma

4.3 Basta aumentar suficientemente el tamafio del grupo F; paraque e p-vaor disminuye.

1 1
t =-0.4896 /(2.8922* 1/_+_) =-1.1728
120 80

Por ggemplo con una muestra de 500 para € grupo F; obtenemos un p_valor de 5%:

1 1
t=-0.4896/(2.8922* | —+ ——

)=-1.6653
120 ' 50

o



Problema 5

Se tiene la siguiente tabla con datos

OO\ICDU1-bQ)NI—‘|><

Y
0,08
1,73
1,31
2,44
3,07
2,00
3,17

Sal

5,31

Ajustese una recta de la formay = bp+bix para los datos usando minimos cuadrados
ordinarios. Escriba el desarrollo.

Suponiendo normalidad e independencia de los errores, i.e. e -> N(0,s2) y Cov(e;, €)=0
" i1 j encuentre el estimador méaximo verosimil paras?.

Encuentre el valor del coeficiente R y el valor del estadistico F. Comente.

Efectlie y comente los siguientes teds de hipétesis (suponga a=5%):

cl) Ho:bi1=0vs. Hi:by1 0

C.l) Ho: bo =0vs. Hy: bo1 0

Sea @1 = (0o - bo )+(b1-b1 )X + €1 € error de prediccion para un valor %1, donde
bo y b1 son los estimadores MCO para b y b1 respectivamente.

2 é 1 (Xn+1 - Y)Z l\:l
el) Pruebeque: Var(en1)=s &l+—+5———=1
g N AK-%g

e.2) Encuentre una prediccion para x=8,5y la correspondiente varianza para €l error de

la misma.
2

P - XS
NOTA: Cov(bg ,b1 )= 4———m——
NOTA: Cov(bo ,b1) 2 (% - %

ucion:

a) Usando MCQO:



MinQ=8 & (v, - b, - bx))?,
i

b, l - => y =-0,103 + 0,554x
~ axy - nXy
b=~ =0,554

a x; - nX

A

b, =Y - b,X =-0,103

b)
Seaf (y /b, b ,Sz)zaeit-jmexp}-ié_ (y,- b,-b X_)zi,l luego:

n\Yj oM SZPSZB i g 2 i 0 1N [\;’
T“nzn :0 => S"Z :lé (yI - 60_ 61Xi)2 20,477
s n
s?=_" _<$2-0636

n-2
)
R? =1- 2R gonde ST =4y, -y R?/(k - 1) 0,771

ST ' F= = 20,2

- = »
2
SR=4 (y,- )’ =>R?=0,771 (1- R?)/(n- k) 0,229/6

d) Usando los estadisticos t:

< s _ 0,797 »0,123
» JA(x -xP 648
d.1) . ' => SerechazaHo => X es significativa
b, 0,554

S » 4,5 > t,(2,5%) = 2,447
s 0123

[¢]
. _ Syaxi  _1194
Sh, = T3 __2—1833»0,651
\/na (% - X) ,
= b, _|-0,103]
s, |0,651]
no es significativa

d.2) => No se rechaza Hy => La constante

»| - 0,16]<t,(2,5%) = 2,447



el
Var(en+1) =Var gbo - b$)+ (b - b*)xn+l +en+1H
_Var(b ) + Xn+1va‘r (b;) + 2Xn+1 OV(bO ' b ) +Var (en+1)

s’ax .., s? Xs 2 )

ST~ SA > x5
& - MR- XE R (% - X)

—5221 ax’ nx2,  2nx,.X u

- 8 na(x - x)2 na (X, - X)? na (X, - x)2

—s 221 a X nXs+l i 2an+1X N nx? ] nx2 l;l
8 nQ(x-x) Th8(x - XY nA(x-X7 nA(x-XF nA(x- XY g

. 221+ nx’> X, X, nx2, a X2 - nx> u
g na(x-x) na(xi-x) N (x - XP & (- X g

— 2é ( n+1 X)

-° gH (X, - X)? ng

e2)

y =-0,103+0,554*8,5 = 4,606

(8,5- 45) u

» 0,96
42

Var(e,)=0 63621+8+



Problema 6
Demostrar que en un modelo de regresion smple

a) Son algebraicamente equivalentes | as expresiones siguientes.

_ S (Xi- X)(Yi-"Y)
Siaa" (X -~ X )

bq*

x = Sz (Xi - X)Y;
Si" (Xi -~ X )?

b1

b) RR=b1*?S*/ Sy*  donde:

R?: coeficiente de determinacion

S,y : covarianzamuestral =S(Xi -" X )(Yi- Y )/n
S? :varianzamuestral = S(X; -> X )?/n

S,% :vaianzamuestra = S(Yi-" Y)¥n
Solucién:

a) Desarrollando el numerador:

& (X - Y- V) =8 (XY - XY= Y +X7) =
& (XY~ R)- nXY +nX¥ = § (X, - XY,

i=1

I
N

\>)



SR_, a-9)

sST T oaly-y’

Setieneque § (¥ - 9 =& (%i- bo- bx)*=4 (¥ - (J- b,%)- b.x)’
=& (V- V- b(x- ) =A(%- ?+20,8 ¥ - V)% - X)+bZQ (% - X)
=nS?- 2nb,S,, +b2nS = nS? - ns +€§92n82—n8y nzzzy Jluego:

2

Xy
S &S, g
Sy
énS)Z/- n_xgu 2 2
2_. € O_ Sxy _ Azsx
R*=1- nS§ _stz_bl_z
xSy y

Problema 7

Una compariia de telefonos celulares estudia la permanencia de sus clientes con € objeto de
emprender algunas acciones. Se recogieron |os datos de permanencia mensual es durante un periodo
de 3 afios. Suponiendo M d total de clientes a mes 0 se definen los datos recogidos como:
{()g Y )/i =012,...,35 }dondeyi es € nimero de clientes en & mesi (que quedan del total M=y,

inicid); x es el mes (x=i).
Para explicar la permanencia de los clientes, se propone el modelo exponencial:

y =ae™

7.1) Interprete el modelo. En particular considere los cocientes yiii/yi. Interprete el
coeficiente b, precise su signo einterprete a .

7.2) Transforme & modelo de manera de encontrar un modelo lineal.

7.3) Los resultados del modelo lineal se presentan en la tabla. Complete la tabla. Opine
sobre la validez local de los coeficientes del modelo. De los grados de libertad de las t
student.

7.4) Deduzca € modelo de permanencia exponencial aproximado. Comente. Estime €
numero de clientes del mes O inicial.

7.5) Después de cuantos meses se esperan que permanezcan solamente 1500 clientes?



Tabla

Variable Estimacién Desv. tipica t-Student p-valor
Estimacion
Constante 8.5092 196.3138 0.000
X -0.0284 0.0020 0.000
Solucién:
Yia

7.1 Y es la tasa de desercion de los clientes. Al redlizar e cociente vemos que
i

yi+1 _ ae DX; 41

yI aebxi

en el tiempo.

— b

no depende de i. Es decir, la tasa de desercidn es constante

Luego b =log( yyi—”) gue tiene que ser negativo ya que los y; son decrecientes.

a =M € nimero de clientesinicidl.

7.21log(y) =log(a)+bx =In(M)- b + bx

7.3
Vaiable Estimacion Desv. tipica t-Student p-valor
Estimacion
Congtante 8.5092 0.0433 196.3138 0.000
X -0.0284 0.0020 -13.9119 0.000

Tengo 36 pares de datos y 2 variables que estimar por tanto los grados de libertad de

las t-Student son 34. Los coeficientes son claramente significativos (Pvalor = 0 ), mas
aln € coeficiente de correlacion entre los datos observados y estimados es casi igua a
1.
61

S

Recuerdenque: t, , =

lo que permite completar |a tabla.
7.4y = %% 094 = 4960.3e %9 *  seedimad nimero de clientes del

primer mes como €%°*% = 4960 .

75 x :%(log(y )- log(a))=-(log(1500) - 8.5092)/0.0284 » 42meses .



Problema8

Consideremos un modelo lineal de regresion simplely =b, + b, x+e

10.1 Dé la expresion de los estimadores minimos cuadrados 60y5 1
10.2 Se hace e cambio de variable z=10x. Obtenga |os estimadores del nuevo model o:

y =g, *+g,z+e enfuncién de Boyﬁl. Compare y = 60 + le con y =g, +9,z
10.3 Dé € estadistico del test H,, : b, = 0 y explique qué indica cuando se rechaza.
Solucion:

101 Bl:a(zi 'Y)(f.z' X)
a(Xi- X)

10.2 g, :60 y §, =b,/10.Porlocua y :60 +61x yy =9, +§,z soniguales.

y 6o =)T_ 61)T

. b .
10.3 El estadistico del test H, : b, =0 es §—1 gue sigue una tStudent a n-2 grados de
1
libertad bajo la hipdtesis nula. Rechazar la hipotesis nula indica que hay una cierta
influencia de la variable x sobre la variable y. Se podria usar después de estimar € modelo
para hacer predicciones.



Problemas de Exdmenes

27.11.99 EXAMEN
MA 34B

PROBLEMA 1

Un banco ha decidido mejorar su sistema de atencién a publico. Suponga que la variable aleatoria x
representa € nimero de clientes atendidos en € banco durante una mafiana y que ésta tiene una
distribucion Poisson con pardmetro desconocido g.

1.1 Suponga que el banco tiene informacion a priori con respecto a parametro g. El banco
cree que este parametro tiene una distribucién Gamma(r,| ). Si lafuncién de pérdida del
banco es cuadrdtica, demuestre que € estimador Bayesiano de g esta dado por

| (&% +")

ds =i|:1—1 , donde n es €l tamarfio de la muestra.
n-+

1.2 Demuestre que € estimador de g de méaxima verosimilitud estd dado por

~ g
duv = a % /n.
i=1
1.3 Determine 9 los estimadores de maxima verosimilitud y de Bayes son insesgados y
consistentes para g.
1.4 Demuestre que €l estimador de méxima verosimilitud es de minima varianza entre los

estimadores insesgados de g.
15 Cdcule & error cuadratico medio de ambos estimadores (E[(dB-q)z] y

El@uy - 9)%).
PROBLEMA 2

La compafiia de cementos CONCRETESA fabrica cementos. La direccion de la
empresa esta preocupada, ya que a pesar de la tendencia de precios, € volumen de ventas
no sblo no se recupera sino que declina constantemente con grave impacto en la facturacion
de la misma. Descartando que la razén Ultima de la situacion sea una crisis en e sector de
la construccién (datos a fines de 1997), e andlisis se centra en la identificacion de las
razones internas que clarifiquen las causas.

El estudio pretende analizar las dos causas siguientes:
@ Falta de productividad
(b) Reclamaciones de clientes. Un éevado niumero de reclamaciones reflgaria
problemas de calidad y justificaria la caida de |as ventas



Las tablas siguientes reflgjan la productividad obtenida en la compariia (Tn/empleado) asi
como los rechazos recibidos por problemas de calidad en los Ultimos 12 meses. La
compafia tiene valores histdricos considerados como normales en la productividad (9.7
Tr/empleado) y en % de rechazos (0.75%).

2.1 ¢Puede afirmarse que la productividad de la planta es inferior a la considerada
standard? (a =5%).

2.2 ¢Puede concluirse que existen problemas de calidad en € proceso de fabricacion?
(a=5%).

Mes Tn/empleado % Rechazos
sobre n® de pedidos
1 10 1
2 10,5 1,25
3 9,5 1
4 8 1,25
5 9 15
6 9,5 1,75
7 9 15
8 9,25 1
9 9,5 15
10 9,5 15
11 10 1,25
12 9,5 1,25
Media 9,4375 1,3125
Des. Tipica 0,5962 0,2310
Productividad Rechazos considerados
Standard normales
9.7 0.75

Ante la sospecha de que existan problemas de calidad se ordena hacer un estudio detallado
en cada planta de la empresa obteniéndose los siguientes resultados en diez dias de
inspeccion, (% sobre n° de pedidos):

Muestra Planta 1 Planta 2
1 1 1,2
2 0,75 0,75
3 0,5 1,2
4 0,4 14
5 0,75 1,4




6 1,24 0,8

7 12 1,2

8 0,75 0,2

9 0,8 0,6

10 0,94 0,8
Media 0,83 0,96
Varianza (Sobre 0,072 0,151
n1)

2.3 ¢Puede indicarse que existen diferencias significativas en los rechazos en funcion de la
planta de donde provenga la produccién?(a =5%)

PROBLEMA 3
Consideramos cuatro variables antropométricas para 30 nifias. y latala; x; € peso, x, € largo del

troncoy xz € perimetro del craneo. Estudiamos la relacion que existe entre elas a partir del
modelo: y; =b, + b;x; +byxy + bgXs; +e;. Seobtuvieron los siguientes resultados:

Variable Coeficiente Desviacion tipica t- Student
Constante -733.38 231.63 -3.166
Peso 0.0029 0.0147 0.195
tronco 2.052 0.241 8.509
Craneo 1.146 0.577 1.984
Coeficiente de correlacion multiple Re= F de Fisher = 742.75

0.988

3.1 Interpretando el coeficiente de correlacion miltiple R y € F de Fisher, concluyessi €l
modelo es significativo. Vean en particular s todas las variables explicativas son realmente
significativas.

3.2 Déintervalos de confianza a 95% paralos coeficientes b, y b, . Comente.

Solucion:

PROBLEMA 1

1.1 Laf. deverosimilitudes: f,(x|q)puq@ *e™ ylaf.d. apriories p@)uq e’ .La
funcién de ensidad a posteriori es entonces:

X(q IX) “ qa. Xie- nqq r-le-q /1 :qa Xi+l’—le_q(n+1/| )



= esuna Gamma (é X + r,1+I I ). El estimador de Bayes bajo una funcién de perdida
n

cuadréatica es la esperanza de esta distribucion:

n

I (@ %+r)
S = __i=1

9s In+1
[o]
o X: ~
12 f(xlg)pg fe™ p ﬂL(:Tg(fn)za L. n P gy =X.
q n

1.3 El estimador de Bayes es sesgado y consistente y €l estimador de Maxima verosimilitud
es insesgado y consistente. En efecto:

I(ax,+r) nx r r
1o = — =L + .Como X® E(X)= ®1
9e In+1__ n+l1  n+1l (X)=ay n+1/1 Y a 1

cuando n® +¥ . Luego ds ® g | es decir que qg esconsistente para q .

[¢}
%Xl ng . r

(0] ~
- => es sesgado.
gn+1/| g n+1/1  n+1/I Ge

E@g) =

duy =X® q => esconsistente. Ademés E(q,,,) = E(X) =q => s insesgado.

1.4 Hay que usar |la desigualdad de Cramer-Rao: Var(q) ® - ﬁ paratodo
&2Log(f,)0

T W s

estimador q insesgado de q . Calculemos la cota inferior de Iavarlanza

2 . 2 2 %
flog(fy) _AX% 'nLoggfn):_a;ﬂ - 3 a n
Tq q Tq q § 9° 5 q a® g
Var(X)
n

SLog()¢_ E@ %) _ng
2

Como Var(q vy) =Var(x) = . Luego qMV es de minima varianza entre los

n
estimadores insesgados de q .

1.5 E[@yy - 9)?] = sesgo® + Varianza= 0+,
n

ng , r 2 +Var( nx . T )

E " - 2 = -
[@s - )71= (@ n+1/1  n+1/l n+1/l  n+1/I




~ |o nl 2
Elds - q)%]= 209 4 :
[@p - D))= g T g e

PROBLEMA 2
2.1 Redlizaremos un contraste de la media muestral con las siguientes hipétesis :

Ho. : n¥9,7 (la productividad no es inferior ala media)
H1. :nx9,7 (laproductividad es inferior ala media)

X-nm
t,.,==—F7—=-146

174 n

El valor critico se obtiene a partir de P(t;; <-1.8)=0.05 paraun error detipo | de5%: -1.8
Por |o tanto no se puede decir que la productividad es inferior ala media

2.2 Redizaremos un contraste de la media muestral con las siguientes hipétesis :

Ho. :n¥0,75 (los rechazos no son superiores ala media)
H1. :n»0,75 (losrechazos son superiores ala media)

-
=8.039

_X
~$/4n

El valor critico se obtiene a partir de P(t;; <1.8) =0.05 paraun error detipo | de 5% .
Por |o tanto no se puede decir que los rechazos son superiores a la media.

Loy

n-

PROBLEMA 3

3.1El p-vaor delaF defisher (con 3y 26 g.l.) es cas nula, luego las variables explican
algo delatalla. Ademas € coeficiente de correlacion multiple es elevado. Pero pareceria
gue € peso no es significativo, dado que su p-valor asociado esigua a 0.84, mientras que
los otros son 0y 0.05 respectivamente para €l tronco y € craneo. Sin embargo habria que
ver los coeficientes de correlacion parcia y las correlaciones entre las variables
explicativas, para poder concluir s no hay un efecto de multicolinearidad.

3.2 Intervalos de confianza
peso: [-0.0273, 0.0331]
tronco: propuesto.
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PROBLEMA 1

Parte A

Sea una muestra bivariada {(x;, y;) /i =1,...n}.
1.1 Define €l coeficiente de correlacion lineal empirico r y dé su recorrido. ¢Que mide?
¢Cuando r toma €l valor +1? ¢Cuando r toma un vaor —1? Dé todas las situaciones

0sibles.
2.2 Se supone ahora que x define dos poblaciones diferentes (x toma € vaor 1 para la
poblacion P y O paralapoblacion P,). Sellaman Y, lamediadelapoblacion P; ey, para
P2. Se plantea € modelo linea: y, =b,+b,x +e,. Dé el estimador de minimos
cuadrados y deduzcaque e modelo equivdlea E(y)=Yy, § x=1y E(y)=Y,9 x=0.
Parte B
Se considera €l modelo lineal: y = Xb +e con el supuesto e ~ N, (0,s °W) donde W es
una matriz de orden n invertible distinta de la identidad.
1.3 Consideramos € estimador de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO)
b =(X'X)*X'y.Determine s esinsesgado y calcule su varianza.
1.4 Consideramos € estimador dternativo b™ =(X'W X ) *X'Wy. Determine s es
insesgado y calcule su varianza.
1.5 Se supone ahora que tenemos una sola variable exégena (o explicativa) x y que Ud.

N

sabe que lamatriz s°W estadada por s “W, = E(eiej):iz % :_l ill_jj
|
Demuestre que Var(6 )3 Var(b" ). Discuta las consecuencias de este resultado para €
teorema de Gauss-Markov. (Ayuda: utilice la desigualdad de Cramer-Rao o bien calcule las

respectivas varianzas para esta caso y luego defina una nueva variable z=x? y para la
comparacion de las varianzas, use la definicion de varianza z).

PROBLEMA 2

2.1 Comente la matriz de los coeficientes de correlacion dados en la tabla 2 obtenidos sobre 106
paises y analice los resultados globales de la regresion de la tasa de crecimiento de la poblacion
sobre las 4 otras variables (Tabla 3).

2.2 Cdcule d p-vaor que permite evaluar la calidad globa del modelo y concluye.

2.3 ¢Qué estadisticos de la tabla permiten evaluar la calidad individual de los coeficientes
del modelo? Concluye sobre laimportancia de cada variable en e modelo. Comente
considerando lamatriz de correlaciones.

2.4 Se hace laregresiéon del crecimiento de poblacion sobre la tasa de mortalidad infantil y latasa
de natalidad (Tabla 4). Justifique esta regresién y comente los resultados. Se precisara los grados de
libertad de la F de Fisher.



2.5 A partir de este ultimo modelo de regresion (tabla 4<9 estime el crecimiento de

poblacion de un pais que tiene una tasa de natalidad igual a 25.9 y una tasa de mortalidad
infantil de 42.3 y dé un intervalo de confianza a 95% usando la tabla 5.

Tabla 2: matriz de correlacion

Crecimiento

Mortalidad : Tasa -
poblacion | infantil | DNB/CIA | igeg | Fertilidad
Crecimiento | 4 o9 0.60 - 0.52 0.86 0.84
poblacion
Mortalidad 0.60 1.000 -0.65 0.86 0.83
infantil
PNB/capita - 0.52 -0.65 1.000 -0.66 -0.58
Tasa
natalidad 0.86 0.86 -0.66 1.000 0.98
Fertilidad 0.84 0.83 -0.58 0.98 1.000
Tabla 3: resultados de la regresion
Estimacion Desviacion
Cosficiente tipica T-Student p-valor
Constante -0.987 0.223 -4.430 0.000
Mortalidad
infantil -0.018 0.003 -6.734 0.000
PNB/capita 4.94209E-7 1.1175E-5 0.044 0.9645
Tasa
natalidad 0.139 0.022 6.273 0.000
Fertilidad -0.05 0.128 -0.392 0.696
Coeficiente de correlacion multiple R=0.90 F de Fisher = 117.48

Tabla 4: resultados de la regresion

Estimacion Desviacion
Coeficiente tipica T-Student p-valor
Constante -0.960 0.133 -7.236 0.000
Mortalidad
infantil -0.018 0.003 -6.983 0.000
Tasa
natalidad 0.131 0.008 16.607 0.000

Coeficiente de correlacion multiple R=0.90

F de Fisher = 246.66




e0.672 - 1787 17.861¢

Tabla5: $?%(X'X)*'= 1058- 1.787 6.377 - 89.90-

§17.861 - 89.90 1828.2}

Solucioén:
PROBLEMA 1

Parte A
a -y -y

JA - P& (% - 9)?

Permite medir & grado de relacién lineal que existe entre dos variables. Variaentre -1y

+1.

Cuando vale +1, existe unarelacion lineal estricta entre las variables de pendiente positiva.

Cuando es cercano a +1, existe una relacion entre las dos variables tal que cuando una de

las variables crece, la otra crece también de manera casi linedl, etc...
11 ... 1p

1.2 Se puede construir lamatrix X" :Eé =, X'X &
€ 1 .. 0 0 En,

1.1 El coeficiente de correlacion lineal empirico esigual a: r =

n,0
N g

_ 1 n _ . i
bx'= nn 1 ; r:hg Usando que ny =n,y, +n,Y,, sededuce qe b, =y, y
2e” 'h g

b, =, - V,.Sellegaa mismo resultado derivando |a suma de los cuadrados de los

errores. 6°1 (y, - b, - b,X)?. Usando E(y)= 50 + le y e hechoque x=1 00, se
obtiene
E(y)=¥: 8 x=1y E(y)=Y, s x=0.

ParteB
1.3 El modelo: y = Xb +e con e supuesto e ~ N, (0,s “W) donde W es unamatriz de
orden n invertible distintade laidentidad => y = Xb y Var(y)=s *W.
E(b)=(X'X)*X'E(y)=(X'X)*X'Xb =b => b esinsesgado
Var(b ) =(X'X ) *XVar(y)X(X'X)*
Var(b) =s 2(X'X) XWX (XX )?

14  E(b")=(X'WX)'X'W'E(y)=(X'WX)'XW'Xb=b=>b" es
Insesgado.
Var(b™ ) =(X'W X ) ' X'W NVar(y)W X (X'W*X)*
=s 2( X'W X ) X'WWW X ( X'WX)™



=s ( X'W X ) XWX ( X'W X))
Var(b™) =s?(X'W*X)"

iS22 § Q=]

1.5s*W. =E(ee, ) =i
 =Elee;) 00§t

PROBLEMA 2

2.1 Se observan correlaciones ..., positivas o negativas, blabla..
2.2 El p-vdor es P(F,,,, >117.48) » 0.00.

2.3 Son t-Student con 101 grados de libertad. Los p-valores indican que solo la mortalidad
infantil y la tasa de natalidad son significativa en e modelo. Esto se debe a la
autocorrelacion de las variables explicativas.

2.4 En este modelo de regresién ambas variables resultan significativas, € coeficiente de
correlacion multiplees el mismoy € p-valor delaF es: P(F,,,, > 246.66) » 0.0.

2.5 Laprediccién es. y,=-0.96-0.018*42.3+0.131*25.9=1.67. El intervalo de confianza
es:

[y, - 196s ,y, +1.96s ] con s, =4/xVx, y V=5?(X'X)].

El intervalo: [1.57,1.78] .



05.07.2002 EXAMEN
MA34B
Duracién: 3 horas

PREGUNTA 1

Sea una muestra aleatoria simple X,,X,,..., X, de una distribucion con densidad
exP) g x3p
S Xx<b

f9 =]
|

1.1 Calcule la esperanza y la varianza de X (Se recomienda usar la funcién
generatriz de los momentos de X).

1.2 Encuentre el estimador de Maxima Verosimilitud 62 de b. ¢Es
asintoticamente insesgado? ¢Es consistente? (Se recomienda usar la funcién
generatriz de los momentos de b,).

PREGUNTA 2

Una empresa de camiones de carga sospecha que el ciclo de vida n de ciertos

neumaticos es de menos de 32000 km. Para verificar este argumento, la empresa
instala 30 de esos neumaticos en sus camiones y obtiene un ciclo medio de 31460

. /1 -
km con una desviacion tipica S,de 900 km (S, = ﬁé‘ (x - X)?).

2.1Dé el p-valor del test H, : m3 32000 contra H, : m<32000. Concluye. Precisan

los supuestos que tuvieron que hacer para efectuar el test.
2.2Dé un intervalo de confianza para m de nivel de confianza igual a 0.95.

Concluye sobre la hipotesis H, : m3 32000 . Si se aumenta el nivel de confianza
como cambia el largo del intervalo.

PREGUNTA 3

Se desea explicar la esperanza de vida de mujeres adultas en Chile con un
modelo lineal a partir de las variables explicativas "gasto en salud”, "calorias
consumidas" y "tasa de alfabetizacion”. A partir de 25 observaciones, se efectla
la regresién de la esperanza de vida (de media 67.11 afios y desviacion tipica de
5.52) sobre las tres otras variables; se obtiene los resultados en la Tabla 1:

Tabla 1
Variable Media | Des. coeficient | Des. T-student | P(]X|>T)
Tipica e Tipica
Coeficien
te
Constante 2.09 1.567 29.603 5.282 5.600 0.0001
Gasto salud | 108.80 | 14.420 0.959 0.417 2.302 0.0336




Calorias 83.00 11.947 0.161 0.054 2.980 0.0085
Alfabetizaci 0.217 0.064 3.350 0.0041
on

F-Fisher paralas tres variables: 19.714

3.1 Dé los grados de libertad del F-Fisher y el p-valor asociado. Concluye.

3.2 Interprete los T-Student . Dé los grados de libertad.

3.3 Dé una estimacion insesgada de s ?, la varianza de los errores del modelo.
¢, Cuanto vale?

PREGUNTA 4

Se considera un grupo de 200 personas. Cada una lanza una moneda 5 veces.

4.1 Si la moneda fuera equilibrada, cual porcentaje de personas deberian tener 0
cara, 1 cara, ..., 5 caras.

4.2 Observando el resultado del experimento (Tabla 2), ¢puede concluir que la
moneda es equilibrada con un nivel de significacion de a=0.05?

4.3 ¢ El p-valor del test es mayor o menor que a=0.05?

Tabla 2
N° caras 0 1 2 3 4 5 Total
Ne 10 20 50 80 300 10 200
personas




Solucion:

PREGUNTA 1

1.1 La funcidn generatriz de X es:
+¥ +¥ th

N tX - (X- hY -1)x €
g(t) = E(™) = ¢g"e " Pdx = el dx:—1 [ para t<-1
b b B
| betb etb N b 2etb 2betb Zetb
g =—+—¥9 g'O=—T—F—*+"—F+——73
1-t (1-1) -t (1-1)? (1-t)

Luego: g(0)=1 E(X)=g'(0)=b+1 E(X?)=g"(0)=b?+2b+2
= E(X)=b+1 y Var(X)=1

1.2 La funcién de verosimilitud es:

_-‘[e-é (5-b) § vy 3p
f (X X)) =1 :

S no
f 0
Para que f, seamaxima, b tiene que ser el mayor posible dentro los limites
permitidos. Luego 62 = Min{x} . Calculemos la funcion de distribucion H y la

funcion de densidad h de b,
H(y)=1- - F(y)"=1- €Y "y3b 'y h(y)=ne"? "y3b.
Calculemos la funcion generatriz de los momentos de 62:

+¥ +¥
n
g(t) - E(eIY) = d]éyen(b_ y)dy = d]ét—n)yemdy — tstb "t<n
n-
b b

o bne®  ne® s bZne® b ne®  2ne®
g'®)= + = g'(t)= + ~+ -
n-t (n-t) n-t (n-t)° (n-1)
: 1 1 . - " 2 2b 2
Luego E(b,) =g'(0)=b +=; Var(b,)=¢g"(0)=b*+—+—.
n n n

Se concluye que 62 es un estimador asintoticamente insesgado con Var(62) ® 0.
Es cosnistente para 62.

PREGUNTA 2

2.1 Laforma de la region critica es: X £c . El p-valor es P(X £31460 | m =32000) .
X-m

—_~t_ ..
JsZin-1

Hay que suponer que x~N(ms ?) => X~N(ms 2 /n). Luego



Bajo m=32000, X~ 32000) ,

NJs?/n-1 "
(31460 - 32000)

p-valor=P(t, , £

)=P(t, ; £-3.123 =0.0015 . Se puede rechazar

900 / 29

H, : m3 32000 .
2.2 Elintervalo de confianza es de la forma;

[X +t30% S x- to02° L]:[31118,31802]. Se puede confirmar que se

V29 V29

rechaza H, : m3 32000 dado que se encuentra todo el intervalomenor que

32000.
Si se aumenta el nivel de confianza crece el largo del intervalo.

PREGUNTA 3

3.1 Los grados de libertad son: 3y 21. El p-valor: P(F;,, >19.714)=0.000 . El
modelo es significativo.
3.2 El grados de libertad de las t es 21. Son todos significativos.

o -\ 2 _ 8 "_2
3.3$%2=36é2/21 esinsesgado para s . Como F = (ady, oyA)z / 2? & )/3 . Se
i aé

2 A2
aé
i

_var(y) _g 595

deduce que $? =
21 3F +21

PREGUNTA 4

4.1 Sl la moneda fuera equilibrada la distribucién del nimero de caras obtenidos
en 5 lanzamientos es una binomial (5,0.5). La probabilidad de sacar k caras en 5

lanzamientos es: P(x =k)= ?%0.5 )¥(0.5)%% = %5%0.5)5 =0.03125* éég
K & Kg K g

4.2
N° caras 0 1 2 3 4 5 Total
Proba p; 0.0312 0.1562 0.3125 0.31250.1562 0.0312 1.00
5 5 5 5

frec.teorica np; [6.2500 31.25 62.50 62.50 31.25 6.2500 200
frec. observ. f 10 20 50 80 30 10 200

2
El estadistico es: Q =& (i-np)” c2.Aqui Q=16. La region critica del test es:

np;

Q>a con P(cZ >a)=0.05. Q >11.07 => se rechaza que es equilibrada.

4.3 El p-valor es mas pequefio que 0.05.



Problema 3 EXAMEN 2003/02

Se hizo un estudio sobre el nivel de desarrollo poblacional en el uso de las tecnologias de
informacion, para lo cual se recolecté la siguiente informacion para 10 paises:

Paises Area (Km2) | Poblacion (millones)|Tasa Desempleo|Computadores por persona
E.E.U.U. 9629091 278,1 4,0 5,40
Namibia 825418 1,8 35,0 0,03
Francia 547030 59,6 9,7 0,89
Luxemburgo 2586 0,4 2,7 0,66
Finlandia 337030 5,2 9,8 1,20
Laos 236800 5,6 5,7 0,01
Chile 756950 15,3 8,0 0,56
Zimbawe 390580 11,4 50,0 0,03
Japan 377835 126,8 4,7 6,20
Kenia 582650 30,8 50,0 0,02

Para el estudio se utilizé un Analisis de Componentes Principales (ACP), del cual se

presentan resultados en las tablas 5, 6 y 7):

Tabla 5
. Desviacion
Media Estandar

Area 1368597,000 2763092,637

Poblacion 53,504 83,497

Desempleo 17,960 18,252

Computadores 1,500 2,193

Tabla 6: Matriz de correlaciones
Area Poblacion Desempleo Computadores
Area 1 0,895 -0,222 0,581
Poblacion 0,895 1 -0,324 0,849
Desempleo -0,222 -0,324 1 -0,471
Computadores 0,581 0,849 -0,471 1
Tabla 7: Valores y vectores propios normalizados
11 | 2 13 | 4
Valor propio 2,753 0,874 0,353 0,020
Ul U2 U3 U4

Area 0,517 0,393 -0,595 -0,473
Poblacién 0,584 0,236 0,047 0,775
Desempleo -0,318 0,881 0,346 -0,050
Computadores 0,539 -0,113 0,724 -0,415

3.1 Explique en qué consiste el analisis de componentes principales y cuales son sus
principales aplicaciones.

3.2 Interprete los resultados de lastablas 5y 7.

3.3 Dibuje el circulo de correlaciones para los dos primeros ejes principales e interprete el
resultado. Explique porqué es conveniente quedarse solo con estos.

3.4 Encuentre las componentes principales de cada pais asociadas a los primeros ejes
principales y grafique aproximadamente. Interprete los resultados.



3.5 Determine las contribuciones porcentuales de cada variable original en la construccién
del gje.

Solucién:

Es técnica que permite describir un conjunto de informacion en funcién de un conjunto
menor de variables no correlacionadas, tratando de preservar la mayor cantidad de
variabilidad de los datos originales. Dentro de las principales aplicaciones del ACP, se
encuentran: construccion de indices compuestos, reduccion de multicolinealidad en
modelos lineales y clasificacion estadistica entre otras.

La tabla 5 muestra los valores promedio y desviaciones estandar de las variables
originales, a partir de la cual se puede observar que los datos difieren bastante en escala,

por lo que es importante trabajar con los datos estandarizados, y utilizar la matriz de
correlaciones para llevar a cabo el ACP

Coordenadas de las variables en el circulo:

Ul U2
Area 0,858 0,368
Poblacion 0,969 0,221
Desempleo -0,528 0,824
Computadores 0,895 -0,105

Variables (axes F1 and F2: 91 %)

Desempleo

Comp#@tadores|

-- axis F2 (22 %) -->

-1 -0.5 0 0.5 1
-- axis F1 (69 %) -->




Se puede observar que las variables Area, Poblacion y Computadores estan méas
vinculadas al primer eje principal, al cual podemos denominar tentativamente como
“cobertura tecnologica”, mientras que el segundo eje esta mas relacionado al aspecto
econdmico de los paises, eje que podria denominarse “capacidad de trabajo” (leido en
sentido inverso, es decir, de arriba hacia abajo). Las variables originales se encuentran
cerca de la frontera del circulo, lo que les confiere un alto poder explicativo en la
construccion de los ejes, es decir, se espera un elevado coeficiente de determinacion.
Deberia esperarse que los paises mas pobres se encuentren cerca del Il cuadrante,
mientras que los paises méas desarrollados deberian encontrarse cerca del IV cuadrante.

Observations (axes F1 and F2: 91 %)
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El grafico muestra precisamente lo que se intuye del circulo de correlaciones. Paises como Jap6n y
E.E.U.U. son los paises con cobertura tecnolégica de informacion (estan mas a la derecha en el
primer eje principal), mientras que los paises africanos tienen la menor puntuacion, por ser los mas
poblados, con mayor desempleo y menor cantidad de computadores por persona, por ende tiene
menor cobertura tecnoldgica y menor capacidad de trabajo. Ahora, E.E.U.U. se encuentra en el |
cuadrante basicamente porque es un pais altamente poblado y con mucha area geografica. Los
paises intermedios como Chile, Francia y Luxemburgo tienen menor cobertura tecnoldgica que
E.E.U.U. y JapOn basicamente porque tienen una menor poblacién y area geogréfica; al igual que

E.E.U.U. se diferencia de Japdn por el mismo motivo.



Cosenos cuadrados de las variables:

F1 F2
Area 0,735 0,135
Poblacion 0,938 0,049
Desempleo 0,279 0,679
Computadores 0,801 0,011
Contribucion (%):

F1 F2
Area 26,711 15,46C
Poblacion 34,082 5,592
Desempleo 10,125 77,677
Computadores 29,082 1,272

Los cuadrados de las coordenadas de las variables originales en el plano principal
determinan el aporte para cada eje, del cual se pueden deducir los aportes porcentuales
de las mismas. Se puede observar que la poblacién y el nUmero de computadores son los
principales responsables del valor obtenido en cobertura tecnoldgica, lo cual es bastante
esperable desde el punto de vista intuitivo.

EXAMEN 2004/01

PROBLEMA 1

Se considera un examen de sangre en 500 pacientes antes y después de un tratamiento.
Llamemos x el examen antes del tratamiento e y el examen después del tratamiento. Se
busca estudiar la efectividad del tratamiento. Diremos que el tratamiento es efectivo para
un paciente cuando y>x.

a) ¢Qué grafico propondria hacer para ayudar al estudio? Comente.
b) Suponiendo que x e y siguen distribuciones normales, dé la distribucion de la
diferencia: d=y-x.
c) Estime los parametros de la distribucién de d utilizando los datos de la tabla 1.
d) Construya un intervalo de confianza d 95% para la diferencia media d=E(d).
Interprete.
e) Efectué un test de hipétesis para H,:d =0 contra H, :d >0 con un error de tipo
| de 5%. ¢ El tratamiento fue efectivo?
Tablal
Media DeS\{laC|on Varianza | Covarianza entre /0.0087 / 500
estandar xey
ANTES 8.01 0.1962 0.0385 0.0381 0.00417
DESPUES | 8.91 0.2155 0.0464




PROBLEMA 2

Se estudia la relacion entre el Coeficiente Intelectual (Cl) y el rendimiento escalar de los
30 alumnos de un curso de sexto basico: la variable y representa el ClI, x; la nota de
castellano, x, la nota de matematica, x; la nota de biologia 'y x, la nota de Inglés. Se
presentan la matriz de las correlaciones de todas las variables en la tabla 2 y los
resultados de 2 modelos de regresion lineal distintos en las tablas 3 y 4.

a) Analicé los resultados de la regresion dados en la tabla 3. Considerando la tabla 2
squé opina  del efecto de la nota de matematica en el modelo?

b) Dé un intervalo de confianza de nivel 95% para el coeficiente b, de la nota de
castellano.
c) Realiceeltest H, : b, =4 contra H, : b, <4 con un error de tipo | de 5%.

d) En el modelo de la tabla 4, se eliminé la variable “Matematica’. Examine y
compare las dos regresiones.
e) ¢Cudles son los supuestos usuales sobre los errores de un modelo lineal? ¢ Coémo

se relacionan estos supuestos con las propiedades de los b ?

Tabla 2: Matriz de correlaciones

Cl Castellano Matematica Biologia Ingles
Cl 1.00 0.67 0.82 0.75 0.83
Castellano 0.67 1.00 0.45 0.14 0.47
Matematica 0.82 0.45 1.00 0.76 0.65
Biologia 0.75 0.14 0.76 1.00 0.61
Ingles 0..83 0.47 0.65 0.61 1.00
Tabla 3: Modelo y =b_ +b,x, +b,X, +b,;x; +b,x,
Variable Coeficiente Des. _T_lplca T-student P(IX|>T)
Coeficiente
Constante -6130.72 584.06 -10.50 0.000
Castellano 3.54 0.54 6.51 0.000
Matematica 1.33 1.05 1.28 0.214
Biologia 7.58 1.62 4.67 0.000
Ingles 7.43 1.70 4-36 0.000

Coeficiente de correlacion multiple: 0.94
F-Fisher para las tres variables: 95.24 con P(X>F)=0.0001

Tabla 4: Modelo y =b, +b,;x; +b,x; +b,X,

Variable Coeficiente | D&S: TIPICA | 1 ot gent P(IX]>T)
Coeficiente

Constante -6034.00 586.03 -10.30 0.000

Castellano 3.84 0.50 7.74 0.000

Biologia 8.98 1.20 7.47 0.000

Ingles 7.74 1.70 4.54 0.000

Coeficiente de correlacion multiple: 0.93
F-Fisher para las tres variables: 123.47 con P(X>F)=0.0000




Problemal

a) Grafico de dispersion: con x en abscisa e y en ordenada, el grafico mostrara
si los pacientes estan en su mayoria arriba de la primera bisectriz.

b) dT N(m,-m,s;)consi=s;+s;-2cov(X,y)

c) Mm =8.01; M =891; m, =0.90;
s2=0.0385+ 0.0464 - 2*0.0381=0.0087

&) 1 N(M.20): d7 [3-1.96% 54 3 +1.06%59] = [0.8918.0.9082] . El

n Jn’ Jn ’
1.96 por el tamafio de la muestra, se aproxima la Student a la Normal(0,1);
S . : .
ademas —— =0.00417 . El intervalo no contiene el 0 y de lejos, lo que
/500
permite decir que el tratamiento es efectivo.

e) La hipotesis nula es el tratamiento no es efectivo y la alternativa que es
efectivo. La region critica del test es de laforma d >c :
Prob(N(01)>.164)=0.05 b Ad— >1.64 b d >1.64*$,/ /500 =0.0068

$4/+/500
El valor encontrado en la muestra es de 0.90 => Se confirma que el
tratamiento es efectivo.
Problema 2

a) Lanota en matemética no resulta significativa en el modelo. Sin embargo esta
variable es la mas correlacionada con el CI. Esto se debe a que esta muy
relacionadas con las otras variables también.

b) [3.54-1.95*0.54, 3.54+1.95*0.54]=[2.49 , 4.59].

c) Prob(t, <-1.71)=0.05p (3.54-4)/0.54 =-0.8519 >-1.71p No serechazaH,

d) La calidad global del modelo sin la nota de matematica no cambia casi nada y
todas las variables son significativas.

e) Se supone que los errores son normales de media nula, de misma varianza

e independientes entre si. Eso implica que los Bj son insesgados y de

distribucién normal, lo que permite calcular los intervalos de confianza y efectuar
test de hipétesis.



