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Elementos Preliminares

Definicion VARIABLE ALEATORIA

Sea Q un conjunto no vacio.

Una variable aleatoria es toda funcién (medible) X que a cada
elemento de Q2 le asigna un valor en R

X :Q—=R

@ Con esto, el problema del calculo de la probabilidad de un
evento determinado se reducen al calculo de la probabilidad de
que la variable aleatoria tome determinados valores en R.
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Elementos Preliminares

Definicion FUNCION DE DISTRIBUCION
Sea F : R—[0,1].
Se dira que F es una Funcién de Distribucién si:

@ F es creciente, i.e. Vx <y, F(x)<F(y)

@ F(+e)=1

@ F(—)=0

@ F continua por la derecha, i.e. hl_i)rg+F(x+ h) = F(x)
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Elementos Preliminares

Teorema

Toda Funcién de Distribucién induce una medida de Probabilidad, y
viceversa, del siguiente modo:

Fx(a)=P(X <)

con esto, podemos decir que toda variable aleatoria tiene asociada
una Funcién de Distribucidn.
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Elementos Preliminares

FUNCION DE p(x),
PROBABILIDAD
P =x) "
VARIABLES ' o
FUNCION DE Flx
NUMERICAS DISTRIBUCION ¢
DISCRETAS
F(X)=pX =x)
X
VARIABLES FUNCION DE fv)
NUMERICAS ’
CONTINUAS DENSIDAD
. dF(x
F)= L@
dx v
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F(a)=P(x<a)

VARIABLES DISCRETAS |

F{x) F{x)
X ! hY
a a
a
Fla)= 3 p(x) Fl@= [ () dx
X=a o
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Consideraciones Previas

Para el estudio particular de algunas variables aleatorias discretas,
hay que tener en cuenta lo siguiente:

@ Las variables aleatorias tienen un rango de variabilidad, que
para cada caso se especifica.

@ Para cada valor anterior, se tiene una funcién de probabilidad
asociada, que también se especifica.

@ Las Funciones de Distribucién asociadas a las variables
aleatorias discretas, son tipo escalores, en donde los puntos de
discontinuidad son los valores que toma dicha v.a.
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Bernoulli(p)

Parametro: p € [0,1]

e Campo de Variabilidad: {0,1}
@ Funcién de Probabilidad
P(X=0)=1-p
P(X=1)=p
@ Funcién de Distribucién
0 a<0
Fla)=¢1-p 0<a<l1
1 1<«
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Binomial (n,p)

e Parametros: ne N, pe|[0,1]
e Campo de Variabilidad: {0,1...,n-1, n}
@ Funcién de Probabilidad
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Geométrica(p)

e Parametro: p € (0,1]
e Campo de Variabilidad: N— {0}
e Funcién de Probabilidad

P(X =k)=p(1-p)*"
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Poisson(4)

o Parametro: A >0
e Campo de Variabilidad: N U {0}
@ Funcién de Probabilidad
Ak 2

P(X:k)zﬂ-e*
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Consideraciones Previas

@ Toda variable aleatoria absolutamente continua tiene asociada
una funcién de distribucién, la cual no posee puntos de
discontinuidad.

@ Toda variable aleatoria continua queda caracterizada por su
funcién de densidad.

@ Se debe tener siempre presente el cambio de variabilidad de la
variable aleatoria, para evitar problemas en el calculo.

e P(X=0a)=0 YacRsi X es variable aleatoria
absolutamente continua.
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Distribucion Uniforme en [a,b]

@ Si X ~ Uniforme[0,1] se tiene

() = {1 si ue0,1]

0 sino

luego, P(X € [et,B] C[0,1]) =B —«

@ Si X ~ Uniformela, b] se tiene

() = {bla si ue[0,1]

0 sino
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Exponencial(4)

e Pardmetro: A >0
e Campo de Variabilidad: RTU {0}

@ Funcién de Densidad

fx(u) =Ae ™

luego, P(X € [a,B]) = A [P e*udu, VO<a<p
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@ Parametro: oo >0
e Campo de Variabilidad: R*

@ Funcién de Densidad

Fe(u) = ——— @ Lev

Ma)
donde, () = [;" u* te ¥du
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e Parametro: ¢ >0, >0
e Campo de Variabilidad: (0,1)

@ Funcién de Densidad

donde, (@) = [5"u* te “du
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Normal(u,0?)

o Parametro: u € R, 62 >0 (CUIDADO!! EL PARAMETRO ES ¢2)
@ Campo de Variabilidad: R

@ Funcién de Densidad
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Presentacion del Problema

Problema TRANSFORMACION DE VARIABLE

Sea X : Q — R una variable aleatoria continua.

X tiene asociado una funcién de densidad fx.

Sea V:R— R . Luego W(X) es una nueva variable aleatoria.
i Cual es la funcién de densidad de W(X)?
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Propiedad

Sea X : Q — R una variable aleatoria continua.
Sea D el campo de variabilidad de X

Sea W : D— R una funcién derivable e inyectiva.
Entonces

Y = W(X) es una v.a. continua con densidad

1 _
fY()/):W'fX(\U ()
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Aplicacién 1

Sea X v.a. continua con densidad fx.
Sea Y = a+ BX. Se tiene que Y es una v.a. continua con

densidad: f ) . p ) a
=55
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Aplicacién 1

Sea X v.a. continua con densidad fx.
Sea Y = a+ BX. Se tiene que Y es una v.a. continua con

densidad: f ) . p ) a
=55

Aplicacion 2

Sea X ~ N(0,1).
Sea Y =pu+0X, con 6 > 0. Entonces Y ~ N(u,c?).
Reciprocamente, si Y ~ N(u,c?), entonces %(Y —u) ~N(0,1).
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0 hijos 1 hijo 2 hijos 3 o0 mas

0 1 2 3 P(clase=i)
clase baia o 10 40 30 4 84
) 220 220 220 220 220
) 30 60 18 108
clase media 1 220 520 220 0 520
clase alta 2 E £ 0 0 ﬁ
220 220 220
112 4 4
P(hijos=k) o 8 1

220 220 220 220
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0 hijos 1 hijo 2 hijos 3 0 mas
0 1 2 3
clase baja 0 040 0+1 240 0+3
clase media 1 140 1+1 1+2 143

clasealta 2 240 241 242 243
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0 hijos 1 hijo 2 hijos 3 o0 mas

0 1 2 3

clase baja 0 0 1 2 3

clase media 1 1 2 3 4
clase alta 2 2 3 4 5

Tenemos una nueva v.a.
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Variables Aleatorias Independientes

Definicion INDEPENDENCIA DE V.A.
X1 y X5 v.a. independientes si

P(Xl < ap, XQ Sag):P(Xl §81)~P( X2 Saz) Val, an eR
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Resumen de la Materia.

Variables Aleatorias Independientes

Definicion INDEPENDENCIA DE V.A.
X1 y X5 v.a. independientes si

P(Xl < ap, XQ Sag):P(Xl §81)~P( X2 Saz) Val, an eR

Observacién: Si bien la definicién es analoga a la independencia
clasica, hay que tener en cuenta que en este contexto, estamos
hablando de VARIABLES ALEATORIAS independientes.
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Suma de Variables Aleatorias Discretas

Propiedad SUMA DE V.A. DISCRETAS

Sean X y Y v.a. independientes tomando valores en Z con
densidades discretas Px y Py respectivamente, i.e.

Px(k) = P(X = k), Py(k)=P(Y =k) Vk eZ
entonces X + Y toma valores en Z y su densidad discreta verifica:

Pxiy(k) =Y Px()-Py(k—j)=Y Py()-Px(k—))

JEZ JEZ
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Suma de Variables Aleatorias Continuas

Propiedad SUMA DE V.A. CONTINUAS
Sean X y Y v.a. independientes, continuas, con densidades

respectivas fx y fy. Entonces X + Y es v.a. continua y con
densidad:

fxty =fxxfy

fervie)= [ ) fy(e—u)du= [

oo

_ fy(u)-fx(z—u)du
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Esperanza

Esperanza v.a. discreta

Sea X v.a. discreta tomando valores {a;; i € /}(con / finito o
numerable infinito) con probabilidades p; = P(X = a;), se tiene

E(X)=Y ai-pi

i€l
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Esperanza

Esperanza v.a. discreta

Sea X v.a. discreta tomando valores {a;; i € /}(con / finito o
numerable infinito) con probabilidades p; = P(X = a;), se tiene

E(X)=Y ai-pi

i€l

Esperanza v.a. continua

Sean X v.a. continua con funcién de densidad fx, se tiene:

oo

E(X) = /u-fx(u)-du

—oo
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Esperanza Transformada

SeaV:R—R

Esperanza v.a. discreta

Sea X v.a. discreta tomando valores {a;; i € /}(con / finito o
numerable infinito) con probabilidades p; = P(X = a;), se tiene

E(W(X) = X W(a) pi

iel
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Esperanza Transformada

SeaV:R—R

Esperanza v.a. discreta

Sea X v.a. discreta tomando valores {a;; i € /}(con / finito o
numerable infinito) con probabilidades p; = P(X = a;), se tiene

E(W(X) = X W(a) pi

iel

Esperanza v.a. continua

Sean X v.a. continua con funcién de densidad fx, se tiene:

oo

E(V(X) = [ W(w)-(w)- du

—oo
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Propiedades de la Esperanza

e Si X = o (constante), entonces E(X) =X

e X, Yvsas, a, B €R, entonces
E(aX+BY)=aE(X)+BE(Y)

@ Si X >0, entonces E(X) >0
@ Si W:R — R es convexa, entonces E(W(X)) > W(E(X))

@ Si X, Y vs.as. independientes, entonces
E(X-Y)=E(X)-E(Y)
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Varianza

Sea X v.a. Si u = E(X), definimos la varianza de X, como

Var(X) = E((X — )?)
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Varianza

Sea X v.a. Si u = E(X), definimos la varianza de X, como

Var(X) = E((X — )?)

@ Si X = o (constante), entonces Var(X) =0
e X va., a, B €R, entonces Var(o+ BX) = B2 Var(X)

@ Si X, Y vs.as. independientes, entonces
Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y)
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